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Resumen. En este artí
ulo se prueba la existen
ia de in�nitos polinomios

primos irredu
ibles unitarios sobre el 
uerpo �nito Fq según Polla
k a través

de 
ara
teres y series-L.
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1. Introdu

ión

La progresión aritméti
a de números impares 1, 3, 5, . . . , 2k + 1, . . ., 
ontiene in�nitos

números primos. Es natural preguntar si otras progresiones aritméti
as tienen esta pro-

piedad. Una progresión aritméti
a 
on el primer término a y diferen
ia 
omún m 
onsiste

de todos los números de la forma

a+mk, k = 0, 1, 2, . . . . (1)

Si a y m tienen un fa
tor 
omún d, 
ada término de la progresión es divisible por d y no

puede haber más de un primo en la progresión si d > 1. En otras palabras, una 
ondi
ión

ne
esaria para la existen
ia de in�nitos números primos en la progresión aritméti
a (1)

es que (a,m) = 1. Johann P. G. L. Diri
hlet fue el primero en probar que esta 
ondi
ión

es también su�
iente. Esto es, si m > 0 y a son enteros 
on (a,m) = 1, enton
es hay un

número in�nito de primos p en la progresión aritméti
a (1), es de
ir, un número in�nito

de primos p 
on p ≡ a mód m. Este resultado es 
ono
ido 
omo el teorema de Diri
hlet.
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De he
ho, Diri
hlet estable
ió que, en 
ierto sentido, los primos se distribuyen por igual

en las progresiones. Euler probó la existen
ia de in�nitos números primos mostrando que

la serie

∑
p p

−1
, extendida sobre todos los primos, diverge [4℄. La idea de Diri
hlet era

probar una a�rma
ión 
orrespondiente 
uando los primos están limitados a estar en la

progresión dada (1). En una memoria famosa [3℄, publi
ada en 1837 realizó esta idea por

ingeniosos métodos analíti
os. En 1950, Harold N. Shapiro publi
ó una prueba elemental

del teorema de Diri
hlet [7℄. Esta también la puede ver en [2℄. La prueba de Shapiro

realmente obtiene una estima
ión para

∑
p

log p
p 
uando (a,m) = 1, m > 0:

∑

p≡a mód m
p6x

log p

p
=

1

ϕ(m)
log x+O(1).

El análogo del teorema de Diri
hlet en el 
aso de un anillo polinomial sobre Fq fue,

primero, probado en 1919 por Heinri
h Kornblum [6, Capitulo 4℄. La estru
tura de esta

demostra
ión es en gran parte la misma 
omo en el 
aso 
lási
o, y 
ulmina 
on el análogo

de la e
ua
ión

ĺım
s↓1

( ∑

p≡a mód m

p−s

log
(

1
s−1

)
)

=
1

ϕ(m)
. (2)

Donde se puede ver que, en 
ierto sentido, los primos se distribuyen por igual en las

progresiones.

Nuestro propósito es mostrar que la prueba de Shapiro y su estima
ión pueden ser adap-

tadas para el 
aso del anillo de polinomios Fq[t] (demostra
ión basada a la mostrada

por Paul Polla
k en [5℄). Es de
ir, probar que, dado un 
uerpo �nito Fq y polinomios

a,m ∈ Fq[t] 
on (a,m) = 1, m 6= 0, se tiene

∑

π≡a mód m
degπ6n

log |π|

|π|
=

1

ϕ(m)
log(qn) +O(1), para n > 0.

El argumento de Shapiro puede ser 
onsiderado ligeramente más elemental, 
omparado


on el de Kornblum, pues las series L que se ne
esitan son sumas �nitas.

Para ello, se estudiaron las fun
iones aritméti
as de�nidas sobre el monoide M(q; t).
En parti
ular, se usaron los análogos en M(q; t) de la fun
ión de von Mangoldt y de la

fun
ión deMöbius 
ono
idos en Z. Empleamos las propiedades de los 
ara
teres de grupos

abelianos �nitos (
ara
teres de Diri
hlet módulo m(t)) y sus rela
iones de ortogonalidad

en el estudio de la fun
iones L o L-fun
iones (llamadas series o fun
iones de Diri
hlet),

L(s, χ), aso
iadas 
on un 
ará
ter χ módulo m(t). Se demuestra, usando un argumento

bastante sen
illo, uno de los pasos más difí
iles de la prueba del teorema de Diri
hlet: el

poder estable
er la no anula
ión de L(χ) para χ real no prin
ipal.

2. Preliminares

Fq denota a un 
uerpo de 
ara
terísti
a p y 
ardinal q = pk, 
on p un número entero

primo y k un número entero 
on k > 1. P (q;T ) denota el 
onjunto de los primos de

Fq[t], es de
ir, de los polinomios irredu
ibles unitarios.M(q;T ) denota el monoide de los

polinomios unitarios 
on 
oe�
ientes en Fq.

[Revista Integración, temas de matemáticas
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Proposi
ión 2.1. El 
onjunto U(Fq[t]/(m(t))), 
on m(t) ∈ Fq[t], de�nido por

U(Fq[t]/(m(t))) = {â ∈ Fq[t]/(m(t)) | (a,m) = 1}

es un grupo multipli
ativo de orden ϕ(m(t)), donde ϕ es la fun
ión de Euler para

los polinomios. En parti
ular, si m(t) es un polinomio primo de grado k, enton
es

U(Fq[t]/(m(t))) = (Fq[t]/(m(t)))∗, los elementos no nulos de Fq[t]/(m(t)), es un gru-

po multipli
ativo de orden ϕ(m(t)) = qk − 1.

Teorema 2.2 (Análogo del teorema de Euler). Si (a,m) = 1 
on m(t) ∈M(q; t), enton
es

a(t)ϕ(m(t)) ≡ 1 mód m(t).

Véase la prueba en [1, Le

ión II, Se

ión 4℄ o en [6, Capítulo I℄.

Una 
onse
uen
ia del teorema anterior es el siguiente:

Corolario 2.3 (Análogo del teorema pequeño de Fermat). Si p(t) ∈ P (q; t) tiene grado d y

p(t) ∤ a(t), enton
es

a(t)q
d−1 ≡ 1 mód p(t).

De�ni
ión 2.4. Una fun
ión 
on valor 
omplejo de�nida en el monoide M(q; t) se

llama una fun
ión aritméti
a. Una fun
ión aritméti
a f 6= 0 es multipli
ativa si

f(mn) = f(m)f(n) siempre que (m,n) = 1, y es 
ompletamente multipli
ativa si

f(mn) = f(m)f(n) para todo par m,n ∈M(q; t).

De�ni
ión 2.5. La fun
ión aritméti
a I dada por

I(f) =

{
1, si f = 1,

0, si f 6= 1,

se llama la fun
ión identidad.

De�ni
ión 2.6. El análogo de la fun
ión de Möbius µ está de�nida por

µ(f) =





1, si f = 1,

0, si π2|f para algún π ∈ P (q; t),

(−1)r, si f = π1π2 · · ·πr, donde los πi ∈ P (q; t)

son mutuamente distintos.

Teorema 2.7. [1, Le

ión VII, Proposi
ión 6 (a)℄, [2, Capítulo 2, Se

ión 2℄ La fun
ión

de Möbius satisfa
e la rela
ión ∑

d|f

µ(d) = I(f).

Teorema 2.8. La fun
ión de Möbius µ es multipli
ativa.

Demostra
ión. Sean a, b ∈ M(q;T ), y es
ribamos a = pα1

1 · · · pαr
r y b = qβ1

1 · · · qβs
s tales

que pi, qj ∈ P (q;T ). Si (a, b) = 1, enton
es los pi son distintos de los qj . Si algunos de los
αi o de los βj es mayor que 1, enton
es a o b tiene algún divisor 
uadrado que también lo

será de ab. Por lo tanto, µ(ab) = 0 = µ(a)µ(b). Por el 
ontrario, si α1 = · · · = αr = β1 =

· · · = βs = 1, enton
es µ(a) = (−1)r, µ(b) = (−1)s y µ(ab) = µ(pα1

1 · · · pαr
r qβ1

1 · · · qβs
s ) =

(−1)r+s
. Por lo tanto, µ(ab) = µ(a)µ(b). �XXX

Vol. 35, No. 2, 2017℄
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De�ni
ión 2.9. La norma | · | de un polinomio unitario de Fq[t] es una fun
ión | · | :
M(q; t) → N tal que |a(t)| = qn 
on n = deg(a(t)). Como tal, esta fun
ión tiene las

siguientes propiedades:

(i). |1| = 1,

(ii). si p(t) ∈ P (q; t), enton
es |p(t)| > 1, y

(iii). |a1(t)a2(t)| = |a1(t)||a2(t)| para a1(t), a2(t) ∈M(q; t).

Proposi
ión 2.10 (Fórmula de la inversión de Möbius). Sean f y g dos fun
iones aritmé-

ti
as. Suponga que para 
ada a ∈M(q; t) la fun
ión

g(a) =
∑

d|a

f(d)

es multipli
ativa. Enton
es,

f(a) =
∑

d|a

µ(d)g(a/d) =
∑

d|a

g(d)µ(a/d)

y la fun
ión f es multipli
ativa.

Véase la prueba en [1, Le

ión VII, Proposi
ión 9℄ o en [2, Capítulo 2, Se

ión 7℄.

De�ni
ión 2.11. El análogo de la fun
ión de von Mangoldt está de�nida por

Λ(f) =

{
log |π|, si f = πk

, para algún π ∈ P (q; t) y k > 1,

0, de otro modo.

Como Λ(1) = 0, esta fun
ión no es invertible y mu
ho menos multipli
ativa.

De�ni
ión 2.12. Sea G un grupo abeliano �nito, denotado multipli
ativamente. Un ho-

momor�smo f : G→ C∗
se llama un 
ará
ter de G si f tiene la propiedad multipli
ativa

f(g1g2) = f(g1)f(g2)

para todo g1, g2 en G, y f(1G) = 1, donde 1G es el elemento unidad de G. El 
onjunto

de todos los 
ara
teres de G se denota 
on Ĝ, esto es

Ĝ = {f : G→ C∗ | f es un homomor�smo de grupos}.

Todo grupo admite, por lo menos, un 
ará
ter fo(g) := 1, para todo g ∈ G. A este


ará
ter se le llama prin
ipal. Si f1, f2 ∈ Ĝ, podemos de�nir una ley de 
omposi
ión

interna sobre Ĝ, de la siguiente manera:

(f1f2)(g) := f1(g)f2(g) (3)

para 
ualquier g de G. Además, fof = ffo = f , para 
ualquier f ∈ Ĝ.

[Revista Integración, temas de matemáticas
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De�ni
ión 2.13. Seam ∈ Fq[t] un polinomio no 
onstante �jo. Sea χ′ : (Fq[t]/(m(t)))∗ →
C∗

un homomor�smo. Dado χ′
, de�namos χ : Fq[t] → C∗

de la siguiente forma:

χ(f) =

{
0, si (f,m) 6= 1,

χ′(f̂), si (f,m) = 1.

Las fun
iones χ de�nidas de esta manera son llamadas 
ara
teres de Diri
hlet módulo

m. El 
ará
ter prin
ipal χo es el que tiene las propiedades:

χo(f) =

{
0, si (f,m) 6= 1,

1, si (f,m) = 1.

De�ni
ión 2.14. Sea m ∈ Fq[t]. Una fun
ión χ : Fq[t] → C∗
se llama un 
ará
ter

multipli
ativo módulo m si para 
ada a, b ∈ Fq[t] se tiene:

(i). χ(a) = 0, si (a,m) 6= 1.

(ii). χ(1) 6= 0.

(iii). χ(ab) = χ(a)χ(b).

(iv). a ≡ b mód m, enton
es χ(a) = χ(b).

Los 
ara
teres de Diri
hlet (que están de�nidos en Fq[t]) indu
en y están indu
idos

por elementos en el grupo de 
ara
teres de (Fq[t]/(m(t)))∗. Por 
onsiguiente, hay exa
-

tamente ϕ(m) 
ara
teres de Diri
hlet módulo m(t). Los 
ara
teres módulo m(t) de

un grupo abeliano �nito satisfa
en 
iertas rela
iones de ortogonalidad. Aquí tomamos

G = (Fq[t]/(m(t)))∗. Para nosotros, estas rela
iones toman las siguientes formas:

Lema 2.15. [1, Le

ión VII, Proposi
ión 13℄ o en [2, Teorema 6.16℄. Sean χ1, · · · , χo(Ĝ)


ara
teres de Diri
hlet módulo m (asumiendo χ1 
omo el 
ará
ter prin
ipal) y u, v ∈ Fq[t]

on (v,m) = 1. Enton
es,

1

ϕ(m)

∑

χ

χ(u)χ(v) = δ(u, v),

donde

δ(u, v) =

{
1, si u ≡ v mód m,

0, de otra manera.

3. Teorema de Diri
hlet en Fq[t], forma fuerte

Antes de pro
eder, introdu
imos un po
o de nota
ión: para p ∈ Fq[t] se de�ne ϕ(p) 
omo

el 
ardinal del grupo de unidades de Fq[t]/(p). De aquí en adelante, π siempre denota un

móni
o irredu
ible de Fq[t], d, f siempre denotan polinomios móni
os, n siempre denota

un entero no negativo. Las sumas de polinomios siempre se entiende que deben tomarse

solo sobre polinomios móni
os. Con estos a
uerdos, el prin
ipal resultado de este trabajo

se puede expresar de la siguiente manera:

Vol. 35, No. 2, 2017℄
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Teorema 3.1. Sean Fq un 
uerpo �nito, a,m ∈ Fq[t] 
on (a,m) = 1 y m 6= 0. Enton
es,
para n > 0,

∑

π≡a mód m
degπ6n

log |π|

|π|
=

1

ϕ(m)
log(qn) +O(1).

En primer lugar demostraremos un análogo de la estima
ión log[x]! = x log x − x +
O(log x).

Lema 3.2. Para n > 0,

∑

deg(f)6n

log |f | =
qn+1

q − 1
log(qn)−

(
q

q − 1

)(
qn − 1

q − 1

)
log q.

Demostra
ión. Sea S :=
∑

deg(f)6n log |f |. Puesto que |f | = qdeg(f), enton
es

S =
∑

deg(f)6n

log |f | =
∑

deg(f)6n

deg(f) log q

=

n∑

k=0

k log q
∑

deg(f)=k

1,

tomando k = deg(f). Puesto que

∑
deg(f)=k 1 = qk para f(t) ∈ Fq[t], enton
es

S =
n∑

k=0

k log q
∑

deg(f)=k

1 = log q
n∑

k=0

kqk;

por lo tanto,

S(1− q) =

(
log q

n∑

k=0

kqk

)
(1− q) = q log q

(
− nqn +

qn − 1

q − 1

)
,

pues

∑n

k=1
qk es una progresión geométri
a. Enton
es,

S = −
q log q

q − 1

(
− nqn +

qn − 1

q − 1

)

=
qn+1

q − 1
log(qn)−

(
q

q − 1

)(
qn − 1

q − 1

)
log q. �XXX

También ne
esitaremos algunos resultados elementales sobre la distribu
ión de primos en

Fq[t]. Estos serán 
onse
uen
ias sen
illas de los siguientes:

Teorema 3.3 (Teorema del número primo para Fq[t]). Sea Fq un 
uerpo �nito. Sea

νq(n) el número de polinomios primos (móni
os) de grado n en Fq[t]. Para n > 1,∑
d|n dνq(d) = qn. Así,

νq(n) =
1

n

∑

d|n

qdµ(n/d) =
qn

n
+O

(
qn/2

n

)
.

[Revista Integración, temas de matemáticas



El teorema de Diri
hlet sobre Fq[t] 169

Demostra
ión. Consideremos la fa
toriza
ión prima de tq
n

− t en Fq[t] y sea π(t) un

primo móni
o de grado d. Si d|n, enton
es

tq
d

≡ t mód π(t) (4)

por el análogo del teorema pequeño de Fermat. Por 
onsiguiente,

π(t)|(tq
kd

− t) = (tq
n

− t).

Re
ípro
amente, si π(t)|(tq
n

− t), es
ogemos ĝ(t) 
omo un generador del grupo multipli-


ativo

(
Fq[t]/(π(t))

)∗
. Enton
es, dado que, tq

n

≡ t mód π(t), tenemos tq
n

= t+ h(t)π(t)


on h(t) ∈ Fq[t]. Si g(t) = g0 + g1t + · · · + gkt
k
, donde 
ada gi ∈ Fq, tenemos

g(tq
n

) ≡ g(t) mód π(t). Por otro lado,

g(tq
n

) = g0 + g1t
qn + · · ·+ gkt

kqn

y, además,

g(t)q
n

= g0 + g1t
qn + · · ·+ gkt

kqn ,

puesto que Fq es un dominio de integridad 
on q − 1 unidades y de 
ara
terísti
a p.
Enton
es,

g(t)q
n

= g(tq
n

) ≡ g(t) mód π(t),

es de
ir, ĝ(t)qn = ĝ(t). Como ĝ(t) ∈
(
Fq[t]/(π(t))

)∗
, existe ĝ(t)−1 ∈

(
Fq[t]/(π(t))

)∗
tal

que

̂g(t)qn−1 = 1̂. Además, puesto que o((ĝ(t))) = qd − 1, enton
es qd − 1|qn − 1, lo que

obliga a que d|n. Sea

tq
n

− t = π1(t)π2(t) · · ·πk(t) (5)

la fa
toriza
ión úni
a de tq
n

− t en polinomios móni
os irredu
ibles. Por lo que se probó

anteriormente, 
ada irredu
ible móni
o de grado divisor de n debe ser o apare
e 
omo

uno de los πi, y 
ada πi es un irredu
ible móni
o de grado divisor de n (pues, πi|t
qn − t).

Además, ningún πi apare
e más de una vez. De esto, se dedu
e que

tq
n

− t =
∏

π(t):degπ|n

π(t).

Como

tq
n

− t =
∏

π(t):degπ|n

π(t)

=
(
π11(t)π12(t) · · ·π1k1

(t)
)

︸ ︷︷ ︸
degπ11=···=degπ1k1

deg π1i|n

(
π21(t)π22(t) · · ·π2k2

(t)
)

︸ ︷︷ ︸
deg π21=···=degπ2k2

degπ2i|n

· · ·
(
πr1(t)πr2(t) · · ·πrkr

(t)
)

︸ ︷︷ ︸
deg πr1=···=deg πrkr

degπri|n

,

enton
es, 
omparando grados, se tiene

qn = k1 deg π1i|degπ1i|n
+ k2 deg π2i|deg π2i|n

+ · · ·+ kr deg πri|degπri|n

= νq(d)d|d=degπ1i

deg π1i|n

+ νq(d)d|d=degπ2i

degπ2i|n

+ · · ·+ νq(d)d|d=degπri

degπri|n

=
∑

d|n

dνq(d).

Vol. 35, No. 2, 2017℄
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La fórmula para νq(n) se sigue de la fórmula de la inversión de Möbius (Proposi
ión 2.10),

así: tomando g(n) = qn y f(d) = dνq(d), se tiene

f(n) =
∑

d|n

g(d)µ(n/d),

enton
es

nνq(n) =
∑

d|n

qdµ(n/d).

Por lo tanto, νq(n) =
1

n

∑

d|n

qdµ(n/d).

Por otro lado, veamos que

∑

d|n

qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3). (6)

Si n = 1, enton
es d = 1. Por lo tanto,

∑

d|1

qdµ(1/d) = qµ(1) = q.

Pero, q = q + 0 = q +O(q1/2 + q1/3). Por 
onsiguiente,
∑

d|n

qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3), si n = 1.

Si n = 2, enton
es d = 1 o d = 2. Por lo tanto,

∑

d|2

qdµ(2/d) = qµ(2) + q2µ(1)

= q(−1) + q2

= −q + q2.

Pero, | − q| = q < q2/2 + 2q2/3. Es de
ir, −q = O(q2/2 + 2q2/3). Enton
es,
∑

d|n

qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3), si n = 2.

Si n es un número primo > 2, enton
es d = 1 o d = n. Por lo tanto,

∑

d|n

qdµ(n/d) = qµ(n) + qnµ(1)

= q(−1) + qn

= −q + qn.

Como n > 2, enton
es qn/2 > q, pues n/2 > 1. Enton
es, |−q| = q < qn/2 < qn/2+nqn/3.
Es de
ir, −q = O(qn/2 + nqn/3). Luego, (6) se veri�
a para un primo n > 2. Suponga
que n es un número 
on las siguientes formas: Si n = 2t, 
on t = 2, 3, · · · , enton
es,

∑

d|n

qdµ(n/d) = qnµ(1) + qn/2µ(2) + S,
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donde

S :=
∑

d|n
d6n/4

qdµ(n/d).

Por otro lado, 
omo d 6 n
4 < n

3 , enton
es q
d < qn/3 y, además, |µ(n/d)| 6 1; por


onsiguiente,

∣∣∣∣∣
∑

d|n
d6n/4

qdµ(n/d)

∣∣∣∣∣ 6
∑

d|n
d6n/4

qd|µ(n/d)|

= qt1 |µ(n/t1)|+ qt2 |µ(n/t2)|+ · · ·+ qtr |µ(n/tr)|+ qn/4|µ(4)|

< qn/3 + qn/3 + · · ·+ qn/3︸ ︷︷ ︸
r términos

= rqn/3

< nqn/3,

donde t1, t2, · · · , tr son los divisores de n menores que n/4. Por lo tanto,

| − qn/2 + S| 6 qn/2 + |S| < qn/2 + nqn/3.

Enton
es, ∑

d|n

qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3).

Si n = 3t, 
on t = 2, 3, · · · , enton
es,

∑

d|n

qdµ(n/d) = qnµ(1) + S,

donde

S :=
∑

d|n
d6n/3

qdµ(n/d).

Por otro lado,

∣∣∣∣∣
∑

d|n
d6n/3

qdµ(n/d)

∣∣∣∣∣ 6
∑

d|n
d6n/3

qd|µ(n/d)|

= qt1 |µ(n/t1)|+ qt2 |µ(n/t2)|+ · · ·+ qtr |µ(n/tr)|+ qn/3|µ(3)|

= qt1 + qt2 + · · ·+ qtr + qn/3

< qn/3 + qn/3 + · · ·+ qn/3︸ ︷︷ ︸
r términos

+qn/2

= qn/2 + rqn/3

< qn/2 + nqn/3,
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donde t1, t2, · · · , tr son los divisores de n menores que n/3. Así, de esta forma, se veri�
a

(6). Análogamente, (6) se veri�
a si n = pt, donde p es un entero primo y t ∈ Z+
. De

a
uerdo 
on lo anterior, (6) se 
umple para n > 1.

De (6) se tiene

∑

d|n

qdµ(n/d) = qn +O(qn/2 + nqn/3)

= qn +O((1 + nq−n/6)qn/2)

= qn +O(qn/2),


on
luyendo así lo deseado. �XXX

Lema 3.4. Para 
ada f , ∑

d|f

Λ(d) = log |f |.

También, ∑

d|f

µ(d) log |d| = −Λ(f).

Demostra
ión. Sea f = πa1

1 πa2

2 · · ·πak

k 
on πi primo, para 1 6 i 6 k. Enton
es,

|f | = |π1|
a1 |π2|

a2 · · · |πk|
ak .

Por lo tanto,

log |f | =

k∑

i=1

ai log |πi|. (7)

Por otro lado, si d ∈ {π1, π
2
1 , · · · , π

a1

1 , π2, π
2
2 , · · · , π

a2

2 , · · · , πk, π
2
k, · · · , π

ak

k }, enton
es

Λ(d) 6= 0, por lo 
ual

∑

d|f

Λ(d) = Λ(π1) + Λ(π2
1) + · · ·+ Λ(πa1

1 ) + Λ(π2) + Λ(π2
2) + · · ·+ Λ(πa2

2 ) + · · ·

+ Λ(πk) + Λ(π2
k) + · · ·+ Λ(πak

k )

= log |π1|+ · · ·+ log |π1|︸ ︷︷ ︸
a1 términos

+ log |π2|+ · · ·+ log |π2|︸ ︷︷ ︸
a2 términos

+ · · ·+ log |πk|+ · · ·+ log |πk|︸ ︷︷ ︸
ak términos

=

k∑

i=1

ai log |πi|

= log |f |,

debido a (7). La segunda a�rma
ión se sigue por una generaliza
ión apropiada de la

fórmula de la inversión de Möbius. Podemos dar una prueba dire
ta de la siguiente

manera:
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Para evaluar el lado izquierdo es su�
iente restringir la suma a divisores libres de 
ua-

drados d. Expandiendo log |d| formalmente, tenemos

∑

d|f

µ(d) log |d|

= log |π1|

k∑

j=1

(−1)j
(
k − 1

j − 1

)
+ log |π2|

k∑

j=1

(−1)j
(
k − 1

j − 1

)
+ · · ·

+ log |πk|

k∑

j=1

(−1)j
(
k − 1

j − 1

)

=
∑

π|f

log |π|

k∑

j=1

(−1)j
(
k − 1

j − 1

)
,

donde π son los divisores primos de f distintos mutuamente, y k es el número de divisores

primos de f distintos mutuamente. De esta manera,

∑

d|f

µ(d) log |d| =
∑

π|f

log |π|

k∑

j=1

(−1)j
(
k − 1

j − 1

)
.

Nótese que para k = 0, de modo que f = 1, la suma de la dere
ha es va
ía. Si k = 1,
enton
es f = πa1

1 , y el lado dere
ho se evalúa 
omo − log |π1|. Si k > 2, la suma interior

es igual a −(1− 1)k−1 = 0. Por lo tanto, en 
ualquier 
aso el resultado se demuestra. �XXX

Del Teorema 3.3 podemos inferir lo siguiente:

A�rma
ión 3.5. La suma de los grados de todos los polinomios primos π(t) en Fq[t] que
dividen al entero positivo r es qr. Esto es,

∑

deg(π(t))|r

deg(π(t)) = qr.

Lema 3.6. Para n > 0,

ψ(n) :=
∑

deg f6n

Λ(f) =

(
qn+1 − q

q − 1

)
log q = O(qn).

Observa
ión 3.7. Esta es otra forma del teorema del número primo para Fq[t]. Aquí
tenemos una fórmula exa
ta y simple para esta suma.

Demostra
ión.

∑

deg f6n

Λ(f) =
∑

deg f6n

f=πk, k>1

log |π|

= log q
∑

k deg π6n
k>1

deg π,
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pues deg πk = k deg π. Si r = k deg π 
on k > 1, enton
es 1 6 deg π 6 r 6 n. Por lo

tanto, por la A�rma
ión 3.5, tenemos

ψ(n) :=
∑

deg f6n

Λ(f) = log q
∑

k deg π6n
k>1

deg π

= log q
∑

16r6n

∑

degπ|r

deg π

= log q
∑

16r6n

qr

=

(
qn+1 − q

q − 1

)
log q.

Por otro lado, 
omo log q < q − 1, enton
es

(
qn+1 − q

q − 1

)
log q < qn+1 − q < qn+1 = qqn.

Es de
ir, (
qn+1 − q

q − 1

)
log q = O(qn).

Considerando los resultados anteriores, se sigue la igualdad deseada. �XXX

Lema 3.8. Para n > 0,

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
=

∑

degπ6n

log |π|

|π|
+

∑

2 deg π6n

log |π|

|π|2
+ · · ·

=
∑

degπ6n

log |π|

|π|
+O(1).

También,

∑

deg π6n

log |π|

|π|
= log(qn) +O(1).

Demostra
ión. La primera igualdad se sigue por la reordena
ión de la suma, al igual que


uando se prueba la a�rma
ión análoga sobre Z. De esta forma tenemos

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
=
∑

k>1

∑

k deg π6n

log |π|

|π|k
.

Enton
es,

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
−

∑

deg π6n

log |π|

|π|
=

∑

2 deg π6n

log |π|

|π|2
+

∑

3 degπ6n

log |π|

|π|3
+ · · ·
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Por otro lado, si r = deg π, tenemos

∑

k>2

∑

2 deg π6n

log |π|

|π|k
=
∑

k>2

∑

2r6n

r log q

qkr

=
∑

2r6n

r log q
∑

k>2

1

qrk

=
∑

2 degπ6n

log |π|
∑

k>2

1

|π|k

=
∑

2 degπ6n

log |π|

|π|(|π| − 1)
.

Por 
onsiguiente,

∑

k>2

∑

2 degπ6n

log |π|

|π|k
=

∑

2 deg π6n

log |π|

|π|(|π| − 1)
. (8)

Por otro lado, nótese que para k > 2, se tiene

∑

kr6n

r

qkr
6
∑

2r6n

r

qkr
.

Enton
es, multipli
ando ambos lados de la desigualdad anterior por log q, se tiene

∑

k deg π6n

log |π|

|π|k
6

∑

2 degπ6n

log |π|

|π|k
, para k > 2.

Lo anterior impli
a que

∑

k>2

∑

k deg π6n

log |π|

|π|k
6
∑

k>2

∑

2 deg π6n

log |π|

|π|k
.

Luego, de (8), tenemos

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
−

∑

degπ6n

log |π|

|π|
6
∑

k>2

∑

2 deg π6n

log |π|

|π|k

=
∑

2 deg π6n

log |π|

|π|(|π| − 1)
.

También, 2qk 6 q2k para k > 1. Por 
onsiguiente,

k log q

qk(qk − 1)
6 2kq−2k log q, para k > 1.

Si k = deg π, tenemos

log |π|

|π|(|π| − 1)
6 2kq−2k log q.
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Como 
onse
uen
ia,

∑

2 degπ6n

log |π|

|π|(|π| − 1)
6 2 log q

∑

2k6n

kq−k.

Enton
es,

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
−

∑

degπ6n

log |π|

|π|
6 2 log q

∑

2k6n

kq−k < 2 log q ·M,

pues, existe M > 0 tal que

∑

2k6n

kq−k < M . De aquí resulta

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
=

∑

deg π6n

log |π|

|π|
+O(1).

Finalmente, puesto que

∑

deg f6k

Λ(f) =
∑

deg f6k−1

Λ(f) +
∑

deg f=k

Λ(f),

obtenemos,

∑

deg f=k

Λ(f) =
∑

deg f6k

Λ(f)−
∑

deg f6k−1

Λ(f)

= ψ(k)− ψ(k − 1).

De esta manera, se tiene

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
=

n∑

deg f=1

q− deg f
∑

deg f=k

Λ(f) =

n∑

k=1

[ψ(k)− ψ(k − 1)]q−k.

De la prueba del Lema 3.6, ψ(k)− ψ(k − 1) = qk log q, 
uando k > 1; por tanto,

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
=

n∑

k=1

[ψ(k)− ψ(k − 1)]q−k

= log q

n∑

k=1

1

= log(qn).

Re�riéndonos a la primera parte del lema, tenemos

∑

deg π6n

log |π|

|π|
= log(qn) +O(1). �XXX

De�ni
ión 3.9. Sea s = σ + iγ un número 
omplejo. Para un 
ará
ter no prin
ipal χ
módulo m(t), 
on m(t) ∈ Fq[t], de�namos
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L(s, χ) =
∑

f∈M(q;t)

χ(f)

|f |s
(9)


omo la fun
ión L aso
iada a χ.

De�ni
ión 3.10. Para un 
ará
ter no prin
ipal χmódulom(t), 
onm(t) ∈ Fq[t], hagamos

L(χ) =

∞∑

k=0

∑

deg f=k

χ(f)

|f |
=

∞∑

k=0

ck
qk
, (10)

donde ck =
∑

deg f=k

χ(f).

Aparentemente, la suma anterior es in�nita. Sin embargo, más adelante vamos a demos-

trar que 
uando k > degm, ck = 0, de manera que en la de�ni
ión de L(χ) solo se

ne
esita la suma hasta k = degm− 1.

Proposi
ión 3.11. Para 
ualquier 
ará
ter χ módulo m sobre Fq[t], la serie

L(s, χ) =
∑

f∈M(q;t)

χ(f)

|f |s

es absolutamente 
onvergente para σ = Re(s) > 1.

Demostra
ión. Tomemos σ = R(s) > 1. Como |f | = qk, donde k = deg f , y existen qk

polinomios móni
os de grado k, tenemos, para todo k = 0, 1, 2, . . ., lo siguiente:

∣∣∣∣∣
∑

f∈M(q;T )
deg f=k

χ(f)|f |−s

∣∣∣∣ 6
∑

f∈M(q;T )
deg f=k

|χ(f)|f |−s|

= q−kσ
∑

f∈M(q;T )
deg f=k

|χ(f)||q−ikγ |

= q−kσ
∑

f∈M(q;T )
deg f=k

1

= q−kσqk

= qk(1−σ).
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Luego,

∑

deg f6r

|χ(f)|f |−s| =

r∑

k=0

∑

f∈M(q;T )
k=deg f

|χ(f)|f |−s|

=
r∑

k=0

q−kσ
∑

f∈M(q;T )
deg f=k

|χ(f)|

=

r∑

k=0

q−kσ
∑

f∈M(q;T )
deg f=k

1

=

r∑

k=0

qk(1−σ)

= 1 +

r∑

k=1

qk(1−σ)

= 1 + q1−σ (q
r(1−σ) − 1)

q1−σ − 1

=
1− q(1−σ)(1+r)

1− q1−σ
.

Por lo tanto, ∑

deg f6r

|χ(f)|f |−s| →
1

1− q1−σ
, 
uando r → ∞. �XXX

Ahora podemos estable
er la no anula
ión de L(χ) para χ real no prin
ipal. Considerando

que la próxima a�rma
ión es uno de los pasos más difí
iles de la prueba del teorema de

Diri
hlet sobre Z, aquí se trabaja un argumento bastante sen
illo.

Teorema 3.12. Si χ 6= χo es un 
ará
ter de Diri
hlet real módulo m, enton
es L(χ) 6= 0.

Demostra
ión. De�namos F (f) :=
∑

d|f

χ(d), la 
ual es una fun
ión multipli
ativa, pues

χ es una fun
ión multipli
ativa. Ahora, 
omo χ es real, tenemos: si χ(π) = 0, enton
es
F (πl) = χ(1) = 1; si χ(π) = 1, enton
es

F (πl) =
∑

d|πl

χ(d) = χ(1) + χ(π) + χ(π2) + · · ·+ χ(πl)

= 1 + l.

Finalmente, sea χ(π) = −1. Como

F (πl) =
∑

d|πl

χ(d) = χ(1) + χ(π) + χ(π2) + · · ·+ χ(πl)

= 1 +

l∑

i=0

(−1)i,
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on
luimos que

F (πl) =

{
0, si l es impar,

1, si l es par.
.

Por lo tanto, siempre se tiene F (πl) > 0, 
on F (πl) > 1 si l es par. Conse
uentemente,

siempre se tiene F (f) > 0, y en parti
ular, F (f) > 1 si f es un 
uadrado (es de
ir, f es de

la forma π2i
, 
on i = 0, 1, · · · ). Para un número natural z, de�namos S(z) :=

∑

deg f6z

F (f).

Enton
es,

S(z) =
∑

deg f6z

F (f)

>
∑

deg f6z
f=g2

F (f)

=
∑

2 deg g6z

F (g2)

>
∑

deg g6z/2

1 (11)

=
∑

k6z/2

∑

k=deg g

1 =
∑

06k6z/2

qk.

De donde tenemos que

S(z) → ∞ 
uando z → ∞. (12)

Por otro lado,

S(z) =
∑

deg f6z

F (f) =
∑

deg f6z

∑

d|f

χ(d)

=
∑

d|f
deg f=0

χ(d) +
∑

d|f
deg f=1

χ(d) + · · ·+
∑

d|f
deg f=z−1

χ(d) +
∑

d|f
deg f=z

χ(d)

= χ(d)|deg d=0

∑

d|f
06deg f6z

1 + χ(d)|deg d=1

∑

d|f
16deg f6z

1 + · · ·

+ χ(d)|deg d=z−1

∑

d|f
z−16deg f6z

1 + χ(d)|deg d=z

∑

d|f
deg f=z

1

= χ(d)|deg d=0

∑

Ed=f
degE6z−0

1 + χ(d)|deg d=1

∑

Ed=f
degE6z−1

1 + · · ·

+ χ(d)|deg d=z−1

∑

Ed=f
degE6z−(z−1)

1 + χ(d)|deg d=z

∑

Ed=f
degE6z−z

1

=
∑

deg d6z

χ(d)
∑

Ed=f
degE6z−deg d

1.
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Por 
onsiguiente,

S(z) =
∑

deg f6z

F (f) =
∑

deg d6z

χ(d)
∑

Ed=f
degE6z−deg d

1.

Luego para z > degm− 1,

S(z) =
∑

deg d6z

χ(d)
∑

Ed=f
degE6z−deg d

1

=

z∑

k=0

∑

k=deg d

χ(d)

z−k∑

l=0

∑

l=degE

1

=

z∑

k=0

ck

z−k∑

l=0

ql

=

degm−1∑

k=0

ck

(
qz−k+1 − 1

q − 1

)

=
qz+1

q − 1
L(χ) + c,

donde c = −
1

q − 1

degm−1∑

k=0

ck es 
onstante. De esta manera, si L(χ) = 0, S(z) = c para z >

degm−1, 
ontradi
iendo lo probado en (12). Esta 
ontradi

ión 
ompleta la prueba. �XXX

Ahora, estamos listos para movernos a la parte prin
ipal del argumento: Estudiaremos

las fun
iones Aχ(n) :=
∑

deg f6n

χ(f)Λ(f)/|f |.

Teorema 3.13. Para n > 0, Aχo
(n) = log(qn) +O(1).

Demostra
ión. Nótese que, si (gk,m) = 1, para k > 1, 
on g y m en M(q;T ), enton
es
(g,m) = 1. De lo anterior se tiene

Aχo
(n) =

∑

deg f6n
(f,m)=1

Λ(f)

|f |
=

∑

k deg π6n

(πk,m)=1

log |π|

|π|k
=

∑

k deg π6n
π∤m

log |π|

|π|k

=
∑

degπ6n
π∤m

log |π|

|π|
+R(n),

donde

R(n) :=
∑

2 degπ6n
π∤m

log |π|

|π|2
+

∑

3 deg π6n
π∤m

log |π|

|π|3
+ · · · .
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Por otro lado, 
omo

∑

k deg π6n

log |π|

|π|k
=

∑

k degπ6n
π|m

log |π|

|π|k
+

∑

k degπ6n
π∤m

log |π|

|π|k
>

∑

k deg π6n
π∤m

log |π|

|π|k
,

para k > 2, enton
es

R(n) 6
∑

2 degπ6n

log |π|

|π|2
+

∑

3 deg π6n

log |π|

|π|3
+ · · ·

=
∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
−

∑

deg π6n

log |π|

|π|
≪ 1,


on la ayuda de la prueba del Lema 3.8. Por lo tanto,

Aχo
(n) =

∑

degπ6n
π∤m

log |π|

|π|
+O(1) =

∑

deg π6n

log |π|

|π|
+O(1) = log(qn) +O(1),

por las propiedades de O-grande, y por el Lema 3.8. �XXX

El resto de esta se

ión está dedi
ada a mostrar que para χ 6= χo, Aχ(n) = O(1). El Teo-
rema 3.1 se seguirá de este resultado, del Teorema 3.13 y las rela
iones de ortogonalidad.

Lema 3.14. Sea χ un 
ará
ter no prin
ipal. Para n > 0,

L(χ)−
n∑

k=0

ck
qk

= O(q−n).

Demostra
ión. Como se demostró anteriormente, la fun
ión de la izquierda se anula

para k > degm. También se anula para n > degm − 1. Por otro lado, supóngase que

n 6 degm− 2. Nótese que

∣∣∣∣∣L(χ)−
n∑

k=0

ck
qk

∣∣∣∣∣ 6 máx
06l6degm−2

∣∣∣∣∣L(χ)−
l∑

k=0

ck
qk

∣∣∣∣∣.

Enton
es, ∣∣∣∣∣L(χ)−
n∑

k=0

ck
qk

∣∣∣∣∣ 6 qdegm−2 máx
06l6degm−2

∣∣∣∣∣L(χ)−
l∑

k=0

ck
qk

∣∣∣∣∣q
−n,


on
luyendo así el lema. �XXX

Lema 3.15. Sea χ un 
ará
ter no prin
ipal. Para n > 0,

L(χ)
∑

deg f6n

χ(f)Λ(f)

|f |
= O(1).
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Demostra
ión. Por el Lema 3.4,

∑

deg f6n

χ(f) log |f |

|f |
=

∑

deg f6n

χ(f)

|f |

∑

d|f

Λ(d).

Además,

∑

deg f6n

χ(f)

|f |

∑

d|f

Λ(d) =
∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|

∑

degE6n−deg d

χ(E)

|E|
,

puesto que, para f = Ed,

∑

deg f6n

χ(f)

|f |

∑

d|f

Λ(d) =
∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|

∑

degE6n−deg d

χ(E)

|E|
. (13)

Ahora, por el Lema 3.14,

∑

degE6n−deg d

χ(E)

|E|
= L(χ)−O(qdeg d−n).

Por lo tanto,

χ(d)Λ(d)

|d|

∑

degE6n−deg d

χ(E)

|E|
= L(χ)

χ(d)Λ(d)

|d|
−
χ(d)Λ(d)

|d|
O(qdeg d−n).

Enton
es,

∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|

∑

degE6n−deg d

χ(E)

|E|
= L(χ)

∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|
+R(n),

donde R(n) := −
∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|
O(qdeg d−n). Nótese que

∣∣∣∣∣−
∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|
O(qdeg d−n)

∣∣∣∣∣ 6Mq−n
∑

deg d6n

Λ(d),

para M > 0. O sea, R(n) = O(q−n
∑

deg d6nΛ(d)) = O(q−nqn) = O(1), por Lema 3.6.

Puesto que para n > degm, ck = 0, se sigue que

∑

deg f6n

χ(f) log |f |

|f |
= log q

degm−1∑

k=0

k

qk
ck = c,

donde c es una 
onstante. Enton
es,

c = L(χ)
∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|
+O(1).

Luego,

L(χ)
∑

deg d6n

χ(d)Λ(d)

|d|
= c−O(1) = O(1). �XXX
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De lo anterior dedu
imos inmediatamente el

Corolario 3.16. Si L(χ) 6= 0 para el 
ará
ter no prin
ipal χ, enton
es Aχ(n) = O(1).

Lema 3.17. Sea χ un 
ará
ter no prin
ipal. Para n > 0,

log(qn) +Aχ(n) = L(χ)
∑

deg f6n

χ(f)µ(f)

|f |
log

qn

|f |
+O(1).

En parti
ular, si L(χ) = 0, Aχ(n) = − log(qn) +O(1).

Demostra
ión. Evaluemos

∑
deg f6n

χ(f)
|f |

∑
d|f µ(d) log

qn

|d| de dos maneras diferentes. Nó-

tese que, por Lema 3.4

∑

d|f

µ(d) log
qn

|d|
=
∑

d|f

µ(d) log(qn)−
∑

d|f

µ(d) log |d|

= log(qn)
∑

d|f

µ(d) + Λ(f).

Por Teorema 2.7, se tiene

∑

d|f

µ(d) log
qn

|d|
=

{
log(qn), si f = 1,

Λ(f), si f 6= 1 (f = πr).

Luego, por un lado,

∑

deg f6n

χ(f)

|f |

∑

d|f

µ(d) log
qn

|d|
= log(qn) +

∑

deg f6n

χ(f)

|f |
Λ(f),

pues, f = 1 
uando deg f = 0, y f 6= 1 
uando 0 < deg f . Por otro lado, invirtiendo el

orden de la suma, tenemos

∑

deg f6n

χ(f)

|f |

∑

d|f

µ(d) log
qn

|d|
=

∑

deg d6n

χ(d)µ(d)

|d|
log

qn

|d|

∑

deg h6n−deg d

χ(h)

|h|
,

donde f = hd (prueba análoga a (13)). Además, por Lema 3.14,

L(χ)−
∑

degh6n−deg d

χ(h)

|h|
= O(qdeg d−n).

Luego la expresión que está a la dere
ha se 
onvierte en

∑

deg d6n

χ(d)µ(d)

|d|
log

qn

|d|

∑

deg h6n−deg d

χ(h)

|h|

= L(χ)
∑

deg d6n

χ(d)µ(d)

|d|
log

qn

|d|
+R(n),
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donde R(n) := −q−n
∑

deg d6n

χ(d)µ(d)

|d|
log

qn

|d|
O(qdeg d). Nótese que

|R(n)| 6Mq−n
∑

deg d6n

(log(qn)− log |d|)

|d|
qdeg d

=Mq−n

[
log(qn)

n∑

k=0

qk −
∑

deg d6n

log |d|

]
,

para M > 0. Después, expandiendo la progresión geométri
a y restando la expresión

obtenida en el Lema 3.2, vemos que

log(qn)

n∑

k=0

qk −
∑

deg d6n

log |d|

= log(qn)

[
1 +

q(qn − 1)

q − 1

]
−

[
qn+1

q − 1
log(qn)− (log q)

q

q − 1
·
qn − 1

q − 1

]

6 2(log q) log(qn) + 2(log q)qn,

puesto que

q

q − 1
6 2 y

qn − 1

q − 1
6 qn. Es de
ir,

log(qn)
n∑

k=0

qk −
∑

deg d6n

log |d| ≪ log(qn) + qn ≪ qn.

Enton
es, R(n) = O(1), pues |R(n)| ≪ q−nqn = 1. Comparando las dos expresiones

obtenidas, tenemos

log(qn) +
∑

deg f6n

χ(f)Λ(f)

|f |
= L(χ)

∑

deg d6n

χ(d)µ(d)

|d|
log

qn

|d|
+O(1),

demostrando, así, el teorema. �XXX

Juntando este resultado 
on el del Corolario 3.16, vemos que hemos demostrado el

Lema 3.18. Sea χ un 
ará
ter no prin
ipal. Enton
es, para n > 0

Aχ(n) = O(1) + log(qn)

{
0, si L(χ) 6= 0,

−1, si L(χ) = 0.

Demostra
ión. Del Lema 3.17 tenemos, para n > 0,

Aχ(n) = L(χ)
∑

deg f6n

χ(f)µ(f)

|f |
log

qn

|f |
+O(1)− log(qn).

Si L(χ) = 0, enton
es Aχ(n) = O(1) + log(qn)(−1). Por otro lado, del Corolario 3.16

tenemos, si L(χ) 6= 0,
Aχ(n) = O(1) + log(qn)(0).

De esta forma 
on
luimos la a�rma
ión del lema. �XXX
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Corolario 3.19 (No anula
ión de L(χ) para χ no real). Si χ es un 
ará
ter que toma al

menos un valor no real, L(χ) 6= 0.

Demostra
ión. Por Lema 2.15, si f ≡ 1 mód m, enton
es

∑
χ χ(f) = ϕ(m). Además,

∑

χ

Aχ(n) = Aχo
(n) + Aχ1

(n) + · · ·+Aχk−1
(n)

=
∑

deg f6n

χo(f)Λ(f)

|f |
+

∑

deg f6n

χ1(f)Λ(f)

|f |
+ · · ·+

∑

deg f6n

χk−1(f)Λ(f)

|f |
,

pues G ∼= Ĝ, tomando o(G) = k. Enton
es,

(∑

χ

χ(f)

) ∑

f≡1 mód m
deg f6n

Λ(f)

|f |
=
∑

χ

Aχ(n).

Es de
ir,

ϕ(m)
∑

f≡1 mód m
deg f6n

Λ(f)

|f |
=
∑

χ

Aχ(n). (14)

Por otro lado, del Teorema 3.13 y del Lema 3.18 tenemos

∑

χ

Aχ(n) = Aχo
(n) +Aχ1

(n) + · · ·+Aχk−1
(n)

= log(qn) + O(1)− V log(qn) +O(1) + · · ·+O(1)︸ ︷︷ ︸
k−2 ve
es

= (1− V ) log(qn) +O(1),

donde V es el número de 
ara
teres χ tales que L(χ) = 0, es de
ir, 1 6 V 6 k−1. Nótese
que log |π| = deg π log q > 0, pues log q > log 2 y deg π > 1. Enton
es,

∑

f≡1 mód m
deg f6n

Λ(f)

|f |
> 0.

Puesto que el lado izquierdo de (14) es no negativo para todo n, debemos tener V 6 1.
Pero si L(χ1) = 0 para un 
ará
ter no real χ1, enton
es 0 = L(χ1) = L(χ1). Dado que

χ1 toma, al menos, un valor no real, χ1 6= χ1 y, por tanto, V > 2, hay al menos dos


ara
teres χ diferentes tales que L(χ) = 0, 
ontradi
iendo lo anterior. �XXX

Puesto que por el Corolario 3.19 y el Teorema 3.12, L(χ) 6= 0 para 
ada χ no prin
ipal,

el Corolario 3.16 impli
a el esperado

Corolario 3.20. Si χ es un 
ará
ter no prin
ipal, Aχ(n) = O(1).
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Demostra
ión del Teorema 3.1. Por Lema 2.15, Teorema 3.13, y Corolario 3.20, tenemos:

ϕ(m)
∑

deg f6n
f≡a mód m

Λ(f)

|f |
=

(∑

χ

χ(f)χ(a)

) ∑

deg f6n
f≡a mód m

Λ(f)

|f |
.

Como G ∼= Ĝ, tomando o(G) = k, se tiene

(∑

χ

χ(f)χ(a)

) ∑

deg f6n
f≡a mód m

Λ(f)

|f |
=
∑

χ

χ(a)Aχ(n).

Por otro lado,

∑

χ

χ(a)Aχ(n) = χo(a)Aχo
(n) + χ1(a)Aχ1

(n) + · · ·+ χk−1(a)Aχk−1
(n)

= χo(a) log(q
n) + χo(a)O(1) + χ1(a)O(1) + · · ·+ χk−1(a)O(1)

= χo(a) log(q
n) +O(1)

= log(qn) +O(1),

pues (a,m) = 1. Por lo tanto,

ϕ(m)
∑

deg f6n
f≡a mód m

Λ(f)

|f |
=
∑

χ

χ(a)Aχ(n) = log(qn) +O(1).

Ahora, ∑

deg f6n
f≡a mód m

Λ(f)

|f |
=

∑

k deg π6n

πk≡a mód m

log |π|

|π|k
=

∑

deg π6n
π≡a mód m

log |π|

|π|
+R(n),

donde

R(n) :=
∑

2 degπ6n
π2≡a mód m

log |π|

|π|2
+

∑

3 degπ6n
π3≡a mód m

log |π|

|π|3
+ · · ·

Como

∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
=

∑

k deg π6n

log |π|

|π|k

=
∑

deg π6n

log |π|

|π|
+R(n) +

∑

2 degπ6n
π2 6≡a mód m

log |π|

|π|2
+

∑

3 degπ6n
π3 6≡a mód m

log |π|

|π|3
+ · · ·

>
∑

deg π6n

log |π|

|π|
+R(n),

enton
es ∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
−

∑

degπ6n

log |π|

|π|
> R(n) > 0.
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Por 
onsiguiente,

R(n) = O

( ∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
−

∑

deg π6n

log |π|

|π|

)
.

Por tanto, 
omo m 6= 0,

1

ϕ(m)
log(qn) +O(1) =

1

ϕ(m)
log(qn) +

1

ϕ(m)
O(1)

=
∑

deg f6n
f≡a mód m

Λ(f)

|f |

=
∑

deg π6n
π≡a mód m

log |π|

|π|
+O

( ∑

deg f6n

Λ(f)

|f |
−

∑

degπ6n

log |π|

|π|

)

=
∑

deg π6n
π≡a mód m

log |π|

|π|
+O(1),

por Lema 3.8. Reorganizando, resulta el teorema. �XXX

Referen
ias

[1℄ Albis V.S., Le

iones sobre la Aritméti
a de Polinomios, Poli
opiado, Universidad Na
ional

de Colombia, 2002.

[2℄ Apostol T.M., Introdu
tion to Analyti
 Number Theory, Springer-Verlag, New York, 1998.

[3℄ Diri
hlet P.G.L., �Beweis des Satzes dass jede unbegrenzte arithmetis
he Progression, deren

erstes Glied und Di�erenz ganze Zahlen ohne gemeins
hlafti
hen Fa
tor sind unendli
he

viele Primzahlen enthglt�, Abhand. Ak. Wiss. Berlin, 1 (1837), 45�81, [Werke, 1: 315�342℄.

[4℄ Ireland K. and Rosen M., A Classi
al Introdu
tion to Modern Number Theory, Springer-

Verlag, New York, 1990.

[5℄ Polla
k P., An Elementary Proof of Diri
hlet's Theorem in the Polynomial Setting, Preim-

preso.

[6℄ Rosen M., Number Theory in Fun
tion Fields, Springer-Verlag, New York, 2002.

[7℄ Shapiro H.N.,�On primes in Arithmeti
 progression II�, Ann. of Math. (2) 52 (1950), No.

1, 231�243.

Vol. 35, No. 2, 2017℄


