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Resumen. En este articulo se prueba la existencia de infinitos polinomios
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Theorem of Dirichlet on F|t]

Abstract. In this paper we prove the existence of infinite unit irreducible
prime polynomials on the finite field IF; by Pollack through of characters and
L-series
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1. Introduccion

La progresion aritmética de ntmeros impares 1,3,5,...,2k + 1,..., contiene infinitos
ntmeros primos. Es natural preguntar si otras progresiones aritméticas tienen esta pro-
piedad. Una progresiéon aritmética con el primer término a y diferencia comin m consiste
de todos los numeros de la forma

a+mk, k=0,1,2,.... (1)

Si a y m tienen un factor comin d, cada término de la progresién es divisible por d y no
puede haber méas de un primo en la progresion si d > 1. En otras palabras, una condicién
necesaria para la existencia de infinitos nimeros primos en la progresion aritmeética (1)
es que (a,m) = 1. Johann P. G. L. Dirichlet fue el primero en probar que esta condicién
es también suficiente. Esto es, si m > 0 y a son enteros con (a,m) = 1, entonces hay un
ndmero infinito de primos p en la progresion aritmética (1), es decir, un nimero infinito
de primos p con p = a méd m. Este resultado es conocido como el teorema de Dirichlet.
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164 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

De hecho, Dirichlet estableci6é que, en cierto sentido, los primos se distribuyen por igual
en las progresiones. FEuler probo la existencia de infinitos niimeros primos mostrando que
la serie ) p~1, extendida sobre todos los primos, diverge [4]. La idea de Dirichlet era
probar una afirmacién correspondiente cuando los primos estédn limitados a estar en la
progresion dada (1). En una memoria famosa [3], publicada en 1837 realizo esta idea por
ingeniosos métodos analiticos. En 1950, Harold N. Shapiro publico una prueba elemental
del teorema de Dirichlet [7]. Esta también la puede ver en [2]. La prueba de Shapiro

. S 1
realmente obtiene una estimacién para ), <5 cuando (a,m) =1, m > 0

logp 1
= logz + O(1).
2 b plm) ° o

p=a méd m
P<T

El anélogo del teorema de Dirichlet en el caso de un anillo polinomial sobre F, fue,
primero, probado en 1919 por Heinrich Kornblum [6, Capitulo 4]. La estructura de esta
demostracién es en gran parte la misma como en el caso clasico, y culmina con el anilogo

de la ecuaciéon
, p~° 1
lim = . 2
sl ( Z log( 11)> S0(,”,’/) ( )

p=a méd m s—

Donde se puede ver que, en cierto sentido, los primos se distribuyen por igual en las
progresiones.

Nuestro propoésito es mostrar que la prueba de Shapiro y su estimacion pueden ser adap-
tadas para el caso del anillo de polinomios F,[t] (demostracion basada a la mostrada
por Paul Pollack en [5]). Es decir, probar que, dado un cuerpo finito F, y polinomios
a,m € Fy[t] con (a,m) =1, m # 0, se tiene

1 1
yooloelm L yoagn) + 01, paran 0.
T=a méd m |7T| w(m)
degn<n
El argumento de Shapiro puede ser considerado ligeramente mas elemental, comparado

con el de Kornblum, pues las series L que se necesitan son sumas finitas.

Para ello, se estudiaron las funciones aritméticas definidas sobre el monoide M (g;t).
En particular, se usaron los analogos en M (g;t) de la funcion de von Mangoldt y de la
funcién de M 6bius conocidos en Z. Empleamos las propiedades de los caracteres de grupos
abelianos finitos (caracteres de Dirichlet modulo m(t)) y sus relaciones de ortogonalidad
en el estudio de la funciones L o L-funciones (llamadas series o funciones de Dirichlet),
L(s, x), asociadas con un cardcter x modulo m(t). Se demuestra, usando un argumento
bastante sencillo, uno de los pasos mas dificiles de la prueba del teorema de Dirichlet: el
poder establecer la no anulacion de L(x) para x real no principal.

2.  Preliminares

F, denota a un cuerpo de caracteristica p y cardinal ¢ = p*, con p un ndmero entero
primo y k un namero entero con k > 1. P(¢;T) denota el conjunto de los primos de
F,[t], es decir, de los polinomios irreducibles unitarios. M (¢; T') denota el monoide de los
polinomios unitarios con coeficientes en IF,.

[Revista Integracion, temas de matemadticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 165

Proposicion 2.1. El conjunto U(F,[t]/(m(t))), con m(t) € F,[t], definido por
U(Fy[t]/(m(1))) = {a € Fy[t]/(m(?)) | (a,m) =1}

es un grupo multiplicativo de orden @(m(t)), donde ¢ es la funcion de Euler para
los polinomios. En particular, si m(t) es un polinomio primo de grado k, entonces
U(F,[t]/(m(t)) = (Fq[t]/(m(¢)))*, los elementos no nulos de Fy[t]/(m(t)), es un gru-
po multiplicativo de orden o(m(t)) = ¢* — 1.

Teorema 2.2 (Anélogo del teorema de Euler). Si (a,m) =1 con m(t) € M(q;t), entonces
a(t)?m®) = 1 méd mi(t).

Véase la prueba en [1, Leccion II, Seccion 4] o en [6, Capitulo I].
Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente:

Corolario 2.3 (Analogo del teorema pequefio de Fermat). Si p(t) € P(q;t) tiene grado d y
p(t) fa(t), entonces

a(t)? "' = 1 méd p(t).
Definicion 2.4. Una funcién con valor complejo definida en el monoide M(q;t) se
llama una funcién aritmética. Una funcion aritmética f # 0 es multiplicativa si
f(mn) = f(m)f(n) siempre que (m,n) = 1, y es completamente multiplicativa si
f(mn) = f(m)f(n) para todo par m,n € M(q;t).

Definicion 2.5. La funcién aritmética I dada por

1, sif=1,

I(f) = :

0, sif#1,
se llama la funcién identidad.
Definicion 2.6. El analogo de la funciéon de Mobius p esta definida por
1, si f=1,
0, si 2| f para algin 7 € P(g;t),

(=17, sif=mmy--- 7, donde los m; € P(g;t)
son mutuamente distintos.

p(f) =

Teorema 2.7. [1, Leccion VII, Proposicion 6 (a)], [2, Capitulo 2, Seccion 2] La funcion
de Mobius satisface la relacion
> u(d) = I1(f).

dlf

Teorema 2.8. La funcion de Mobius v es multiplicativa.

Demostracion. Sean a,b € M(q;T), y escribamos a = p{*---p& y b = qlﬁ1 g% tales
que p;,q; € P(q;T). Si (a,b) = 1, entonces los p; son distintos de los g;. Si algunos de los
a; o de los 8; es mayor que 1, entonces a o b tiene algin divisor cuadrado que también lo

serd de ab. Por lo tanto, p(ab) = 0 = p(a)u(b). Por el contrario, si g = -+ = a,. = 1 =
-+ = B, = 1, entonces p(a) = (=1)", p(b) = (=1) y p(ab) = p(pf* ---pprar" ---qf) =
(—1)"*¢. Por lo tanto, u(ab) = pu(a)u(b). ]
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166 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

Definicion 2.9. La norma | - | de un polinomio unitario de F,[t] es una funcion | - | :
M(g;t) — N tal que |a(t)] = ¢" con n = deg(a(t)). Como tal, esta funcion tiene las
siguientes propiedades:

(0. 1] =1,
(11). sip(t) € P(g;t), entonces |p(t)| > 1,y

(). |ax(H)az(t)] = lai (t)[laz(t)] para ai(t), az(t) € M(g;1).

Proposicion 2.10 (Férmula de la inversion de Mobius). Sean f y g dos funciones aritmé-
ticas. Suponga que para cada a € M(q;t) la funcion

gla) =) f(d)

dla

es multiplicativa. Entonces,

fla)=> " ud)g(a/d) = g(d)u(a/d)

dla dla
y la funcion f es multiplicativa.

Véase la prueba en [1, Leccion VII, Proposicion 9] o en [2, Capitulo 2, Seccion 7].

Definicion 2.11. El analogo de la funcion de von Mangoldt esta definida por

log|m|, si f=n"*, paraalgin m € P(¢;t) y k > 1,
A(f) =
0, de otro modo.

Como A(1) =0, esta funcién no es invertible y mucho menos multiplicativa.

Definicion 2.12. Sea G un grupo abeliano finito, denotado multiplicativamente. Un ho-
momorfismo f : G — C* se llama un caracter de G si f tiene la propiedad multiplicativa

f(9192) = f(g1)f(g2)

para todo g1, g2 en G,y f(lg) = 1, donde 1 es el elemento unidad de G. El conjunto
de todos los caracteres de GG se denota con G, esto es

G={f:G— C*| f es un homomorfismo de grupos}.

Todo grupo admite, por lo menos, un caracter f,(g) := 1, para todo g € G. A este
caracter se le llama principal. Si f1, fo € G, podemos definir una ley de composicion
interna sobre GG, de la siguiente manera:

(f1f2)(9) = f1(9) f2(9) (3)

para cualquier g de G. Ademés, f,f = ff, = f, para cualquier f € G.

[Revista Integracion, temas de matemadticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 167

Definicion 2.13. Sea m € F,[t] un polinomio no constante fijo. Sea x’ : (F,[t]/(m(¢)))* —
C* un homomorfismo. Dado x/, definamos x : Fy[t] — C* de la siguiente forma:

0, si(hm AL
X/(f)a si (fvm)zl

Las funciones x definidas de esta manera son llamadas caracteres de Dirichlet médulo
m. El caracter principal x, es el que tiene las propiedades:

)0, si(f,m)#1,
X"(f)_{L si (f,m) = 1.

Definicion 2.14. Sea m € F,[t]. Una funciéon x : Fy[t] — C* se llama un caracter
multiplicativo modulo m si para cada a,b € F,[t] se tiene:

(1). x(a) =0, si (a,m) # 1.

).
). x(1) #0.
).
).

—~
—
—

x(ab) = x(a)x(b).

a = b méd m, entonces x(a) = x(b).

Los caracteres de Dirichlet (que estan definidos en F,[t]) inducen y estan inducidos
por elementos en el grupo de caracteres de (F,[t]/(m(t)))*. Por consiguiente, hay exac-
tamente @(m) caracteres de Dirichlet modulo m(t). Los caracteres modulo m(t) de
un grupo abeliano finito satisfacen ciertas relaciones de ortogonalidad. Aqui tomamos
G = (Fy[t]/(m(¢)))*. Para nosotros, estas relaciones toman las siguientes formas:

Lema 2.15. [1, Leccién VII, Proposicion 13] o en [2, Teorema 6.16]. Sean x1,- - - s Xo(&)

caracteres de Dirichlet modulo m (asumiendo x1 como el cardcter principal) y u,v € Fy[t]
con (v,m) = 1. Entonces,

@ 3 (@)X (@) = 6(u,v),

donde
5(u, v) = 1, siu=vmbd m,
0, de otra manera.

3.  Teorema de Dirichlet en F[t], forma fuerte

Antes de proceder, introducimos un poco de notacioén: para p € F,[t] se define ¢(p) como
el cardinal del grupo de unidades de Fy[t]/(p). De aqui en adelante, 7 siempre denota un
moénico irreducible de F,[t], d, f siempre denotan polinomios moénicos, n siempre denota
un entero no negativo. Las sumas de polinomios siempre se entiende que deben tomarse
solo sobre polinomios moénicos. Con estos acuerdos, el principal resultado de este trabajo
se puede expresar de la siguiente manera:

Vol. 35, No. 2, 2017]



168 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

Teorema 3.1. Sean F, un cuerpo finito, a,m € F[t] con (a,m) =1 y m # 0. Entonces,

para n = 0,

> 'f' =y o) + O().

T=a méd m
degm<n

En primer lugar demostraremos un analogo de la estimacion log[z]! = zlogz — z +

O(log x).
Lema 3.2. Paran >0,

n+1 n
q q q" —1
1 = log(¢™) — [ —— log g.
> loglf| q_log((J) (q_1>(q_1)ogq

deg(f)<n

Demostracion. Sea S := 3.4 y<n 108 | f|. Puesto que |f| = q4es(f) | entonces

S= > log|ff= > deg(f)logq

deg(f)<n deg(f)<n
~Sokin
deg(f)=k

tomando k = deg(f). Puesto que chg(f):k 1 = ¢* para f(t) € F,[t], entonces

S = Zklogq > 1—10gq2kq,

deg(f)=k

por lo tanto,

_ n, " —1
S(1—q) = <1ongkq> (1-q) = qlogq(—nq +q_1),
pues 22:1 ¢" es una progresion geométrica. Entonces,

It n—1
q-—1 q-—1

n+1 n
q n q q" -1

= 1 - = log q.
q—log(Q) (q—l)(q—l)ogq

v

También necesitaremos algunos resultados elementales sobre la distribucién de primos en

IF,[t]. Estos seran consecuencias sencillas de los siguientes:

Teorema 3.3 (Teorema del namero primo para F,[t]). Sea F, un cuerpo finito. Sea
vy(n) el nimero de polinomios primos (mdnicos) de grado n en F,[t]. Para n > 1,

Zd\ndul}(d) = qn AS{}

v =+ S gty = £ 4 0<qn/)

d|n

[Revista Integracion, temas de matemadticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 169

Demostracion. Consideremos la factorizacion prima de t¢° — t en F [t] y sea 7(t) un
primo moénico de grado d. Si d|n, entonces

4" =t méd 7(t) (4)
por el analogo del teorema pequeno de Fermat. Por consiguiente,

)]t =) = (4" —1).

Reciprocamente, si 7(t)|(t4" —t), escogemos g(t) como un generador del grupo multipli-
cativo (Fq [t]/(w(t))) . Entonces, dado que, t¢" =t méd 7(t), tenemos 9" = t 4 h(t)7(t)

con h(t) € F,[t]. Si g(t) = go + g1t + --- + git*, donde cada g; € F,, tenemos
g(t") = g(t) méd 7 (t). Por otro lado,

g(tq") =go+ gltq" Lt gktkqn

y, ademas,
9" = go + git? + - 4 gt™",
puesto que F, es un dominio de integridad con ¢ — 1 unidades y de caracteristica p.
Entonces,
g()* =g(t") = g(t) méd 7 (t),

es decir, W = /(t\) Como g/(t\) € (Fq[t]/(ﬂ(t))) , existe g(t/)—\l € (Fq[t]/(ﬂ(t))) tal
que g(t)/q?*1 — 1. Ademas, puesto que o((g(1))) = ¢® — 1, entonces ¢® — 1|¢" — 1, lo que
obliga a que d|n. Sea

n
t9 —t =m(t)ma(t) - - m(t) (5)
. ., - . n . . 2 . . . 3
la factorizacién unica de t¢ —t en polinomios moénicos irreducibles. Por lo que se probo
anteriormente, cada irreducible moénico de grado divisor de n debe ser o aparece como
uno de los 7;, y cada m; es un irreducible moénico de grado divisor de n (pues, m;[t? —t).
Ademés, ningun m; aparece mas de una vez. De esto, se deduce que

" —t= I .

7(t):deg w|n
Como
' —t= ]
7(t):deg 7|n
= (1 (®)mi2(t) - - ik, (1) (w21 () m22(t) - - - 7ony (£)) - -+ (mrr (E)mpa () - - Tk, (1))
degm11=""-=deg w1k, deg o1 ="--=deg T2k, deg mp1=---=deg Tk,
deg m1:|n deg mai|n deg 7|0

entonces, comparando grados, se tiene
q = k1 deg 7T11|deg7r1¢\n + ko deg 7T2Z|degﬂ'2¢\n =+ + k, deg 7TTZ|deg7rm'|"

= Vq(d)d|d:deg7m + Vq(d)d|d:deg7rzi +oee Vq(d)d|d:deg7w

degm1i|n deg mai|n degmri|n

= duy(d).

d|n

Vol. 35, No. 2, 2017]



170 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

La formula para v, (n) se sigue de la formula de la inversion de Mobius (Proposicion 2.10),
asi: tomando g(n) = ¢" y f(d) = dv,(d), se tiene

fn) =" g(d)u(n/d),
dl

entonces
nvg(n) = 3 glpu(n/d).
d|n
1
Por lo tanto, v4(n) = — quu(n/d).
n
d|n
Por otro lado, veamos que
> ¢ un/d) = q" + O(q"* + ng"’?). (6)

d|n
Sin =1, entonces d = 1. Por lo tanto,
> qu1/d) = qu(1) = q.
dl1

Pero,q=q¢q+0=q+ O(ql/2 + q1/3). Por consiguiente,
quu(n/d) ="+ 0" +ng"'?), sin=1.
d|n

Sin =2, entonces d =1 o d = 2. Por lo tanto,

> g u2/d) = qu(2) + ¢*p(1)
d|2
=q(-1)+¢
=—q+q.

Pero, | — q| = ¢ < ¢*/? +2¢*/3. BEs decir, —q = O(¢*/? + 2¢*/?). Entonces,
> q'un/d) = q" + O(¢"* +ng"’?), sin=2.
d|n

Si n es un ntmero primo > 2, entonces d = 1 o d = n. Por lo tanto,

> ¢ un/d) = qu(n) + q"p(1)
d|n
=q(=1)+4¢"
=—q+q"

Como n > 2, entonces ¢"/? > ¢, pues n/2 > 1. Entonces, | —q| = ¢ < ¢*/? < ¢"/?>+ng™/3.
Es decir, —¢ = O(¢™? 4+ ng™/?). Luego, (6) se verifica para un primo n > 2. Suponga

que m es un numero con las siguientes formas: Si n = 2t, con t = 2,3, - - -, entonces,
> ¢ un/d) = ¢"u(1) + ¢"*u(2) + S,
d|n

[Revista Integracion, temas de matemadticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 171

donde
S = Z q?u(n/d).

d|n
d<n/4

Por otro lado, como d < 7 < 7, entonces q* < ¢"/3 y, ademas, |u(n/d)| < 1; por
consiguiente,

> qtuln/d)| < D ¢tlu(n/d)|
d|n d|n
d<n/4 d<n/4
= " p(n/t)] + ¢ |u(n/ta)] + - + ¢ |u(n/t:)] + ¢4 u(4)]
< qn/3 +qn/3 N +qn/3
r términos
— an/?;
< nqn/37
donde ty,ta, -+ ,t, son los divisores de n menores que n/4. Por lo tanto,
| —q"2+ S| < g +|S| < ¢"/* + ng"/3.
Entonces,
> q'u(n/d) = q" + O(¢""* + ng"/?).
d|n
Sin=3t,cont=23,- -, entonces,

> q'u(n/d) = q"u(1) + 5,
d|n
donde
S = Z q?u(n/d).

d|n
a<n/3

Por otro lado,

> qtun/d)| < D ¢tluln/d)]
d|n d|n
d<n/3 d<n/3

= ¢"|u(n/t)] + ¢ |u(n/t2)| + - + " p(n/t)] + ¢/ |u(3)|
=q¢"+¢*+ - +d"+ P
< qn/3 +qn/3 4o +qn/3 +qn/2

r términos

n/2 n/3

=q'"+rq

< qn/Q + nqn/3,

Vol. 35, No. 2, 2017]



172 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

donde t1,t2,- -+ ,t, son los divisores de n menores que n/3. Asi, de esta forma, se verifica
(6). Analogamente, (6) se verifica si n = pt, donde p es un entero primo y t € Z*. De
acuerdo con lo anterior, (6) se cumple para n > 1.

De (6) se tiene

> qun/d) = q" + O(q"/* + ng"’?)
d|n

=q"+O((1 +ng "/%)q"/?)
=q" +0(q""?),

concluyendo asi lo deseado. v

Lema 3.4. Para cada f,

> A(d) =log|f].

dlf
También,
> uld)log|d] = —A(f).
dlf
Demostracion. Sea f = wi'my>---mp* con m; primo, para 1 < < k. Entonces,
|fI = || e [* - - ||
Por lo tanto,
k
log | f| = ailog|mi. (7)
i=1
Por otro lado, si d € {my, 7}, -, w{, Mo, M3, -+ W92, -+« T, Ta, -+, M"}, entonces
A(d) # 0, por lo cual
> A) = Am) + (D) + o M) + Ama) + A(E) + -+ A7) + -

d|f
+ A(me) + A7) + -+ Alm)
=log|m| + - +log|mi|+1og|ma| + - - - + log|ma| + - - - + log |mg| + - - - + log |7k]

a; términos as términos ap términos
k
=) a;log|m]
i=1

= log|f],

debido a (7). La segunda afirmacion se sigue por una generalizacién apropiada de la
formula de la inversion de Mdobius. Podemos dar una prueba directa de la siguiente
manera:

[Revista Integracion, temas de matemadticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 173

Para evaluar el lado izquierdo es suficiente restringir la suma a divisores libres de cua-
drados d. Expandiendo log |d| formalmente, tenemos

> ul(d)logld]

dlf

- 1og|m|jil<—1>j (7)) “"g'“'i(‘”j (b2))+
+log]m i(_w (7))
- Zlogwé(—l)j (2.

nlf

donde 7 son los divisores primos de f distintos mutuamente, y k es el numero de divisores
primos de f distintos mutuamente. De esta manera,

k
> u(d)logld] = log|n] ;(_1)j (lj _ i)

d| f w|f

Notese que para k£ = 0, de modo que f = 1, la suma de la derecha es vacia. Si k = 1,
entonces f = 7{!, y el lado derecho se evalia como — log|m1|. Si k > 2, la suma interior
es igual a —(1—1)*~! = 0. Por lo tanto, en cualquier caso el resultado se demuestra.

Del Teorema 3.3 podemos inferir lo siguiente:

Afirmacidén 3.5. La suma de los grados de todos los polinomios primos 7 (t) en F,[t] que
dividen al entero positivo r es ¢". Esto es,

> deg(n(t) ="
deg(7(t))|r
Lema 3.6. Paran >0,

vw= 3 A0 = (L) toga = 0

deg f<n

Observacion 3.7. Esta es otra forma del teorema del nimero primo para Fy[t]. Aqui
tenemos una férmula exacta y simple para esta suma.

Demostracion.

Y oAn= Y logln

deg f<n deg f<n
f=rF, k21

=logq Z deg,

kdegm<n
k>1
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pues deg* = kdegm. Si r = kdegm con k > 1, entonces 1 < degm < r < n. Por lo
tanto, por la Afirmacion 3.5, tenemos

> OA(f)=logq Y degm

deg f<n kdegm<n
k>1

=loggq Z Z degm

1<r<n degw|r

=logg » ¢

1<rsn
n+1l _
= <u) log g.
qg—1
Por otro lado, como log g < g — 1, entonces

"t —gq
(7) logg < ¢"™' —q < ¢"" =qq".

qg—1
Es decir,
n+1
q —q
— 1 =0(¢").
( i1 > ogq = 0(q")
Considerando los resultados anteriores, se sigue la igualdad deseada. ]

Lema 3.8. Paran >0,

A log |7 log |7
r M- ey

deg f<n degm<n 2degm<n
log |7
=y el o
degm<n |7T|
X

También,

> 8T g+ 000).

Demostracion. La primera igualdad se sigue por la reordenacion de la suma, al igual que
cuando se prueba la afirmacién analoga sobre Z. De esta forma tenemos

2 |f| =2 2 logm

deg f<n k>1kdegm<n
Entonces,
A log |7 log |m log |m
Z () Z g||: Z g|2|+ Z g|3|+
deg f<n |f| degm<n |7T| 2degm<n |7T| 3degm<n |7T|
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Por otro lado, si r = degm, tenemos

>y EEoy Y e

k>22degm<n k>22r<n

= Z rlong

2r<n k>2

- ¥ e
2degnm<n k>2
_ oy loslml

(I — 1)

2degnm<n

Por consiguiente,

log |n| log ||
IR D = D DY Tk ®)

k>22degm<n 2degnm<n
Por otro lado, nétese que para k > 2, se tiene
T T
> 7 S ) P
kr<n 2r<n
Entonces, multiplicando ambos lados de la desigualdad anterior por log g, se tiene

log || log ||
Z I [F < Z EI para k = 2

kdegm<n 2degnm<n

Lo anterior implica que

D 10g|7T| <Y T 10g|7T|.

k=22 kdegm<n k>22degnm<n

Luego, de (8), tenemos

A(f) log || log ||

Z /] - Z |7| <Z Z ||k
deg f<n degm<n k>22degnm<n

. _loglm]

|7|(| — 1)

2degm<n

También, 2¢* < ¢?* para k > 1. Por consiguiente,

klogq —2k
————— < 2kq “"logq, parak >1
¢*(¢" = 1)
Si k = degm, tenemos
log || -2k
————— < 2kq “"loggq.
|m|(| — 1)
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Como consecuencia,
_log|n|
> <205y 3 by
2degm<n | (7] = 1) 2k<n

Entonces,

Z %— Z loig||ﬂ-|§2logq2kq_k<210gq~M,
0

deg f<n degm<n 2k<n

pues, existe M > 0 tal que Z kq~* < M. De aqui resulta

2k<n
A(f) log ||
av)_ +0(1).
Py P D =t

Finalmente, puesto que

SAH= D AN+ DAY

deg f<k deg f<k—1 deg f=k

obtenemos,

SOAH= D> AMH- D A

deg f=k deg f<k deg f<k—1
=¢(k) — (k- 1).
De esta manera, se tiene

IR IR SRR Sl

deg f<n deg f=1 deg f=k k=1

—1)g "

De la prueba del Lema 3.6, ¥(k) — ¥(k — 1) = ¢* log q, cuando k > 1; por tanto,

Refiriéndonos a la primera parte del lema, tenemos

Z log || = log(¢") + O(1). M4

7]

degm<n

Definicion 3.9. Sea s = o + iy un ntmero complejo. Para un caracter no principal x
modulo m(t), con m(t) € Fylt], definamos
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L= Y X o)

como la funcién L asociada a x.
Definicion 3.10. Para un caracter no principal x médulo m(t), con m(t) € Fy[t], hagamos

Yy XT‘E: (10)

k=0deg f=k

donde ¢, = Z x(f)-

deg f=k

Aparentemente, la suma anterior es infinita. Sin embargo, més adelante vamos a demos-
trar que cuando k > degm, ¢ = 0, de manera que en la definicion de L(x) solo se
necesita la suma hasta k = degm — 1.

Proposicion 3.11. Para cualquier cardcter x médulo m sobre Fy[t], la serie

x(f)

ik

feM(qst)

es absolutamente convergente para o = Re(s) > 1.

Demostracion. Tomemos o = R(s) > 1. Como |f| = ¢*, donde k = deg f, y existen ¢~
polinomios ménicos de grado k, tenemos, para todo k£ =0,1,2, ..., lo siguiente:

Do xS DD O

feM(q;T) feM(q;T)
deg f=k deg f=k

=q* > x(Dllg™]

FeM(q:;T)
deg f=k

FeEM(q;T)
deg f=k

_ q—kaqk:

— qk(lfcr)'
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Luego,

Yo A=Y Y AT

deg f<r k=0 feM(q;T)
k=deg f

k=0 FEM(q:T)
deg f=k

k(l1—0o)

q
k=

[}
<

|
—

437 k=)
k=1

(¢"=) —1)

g -1

1 — (=) (1+n)

C1-gi

:1+ql—a

Por lo tanto,

1
Z IXCOIfI] — T i cuando r — oo. ¥
deg f<r -4

Ahora podemos establecer la no anulacion de L(x) para x real no principal. Considerando
que la proxima afirmacién es uno de los pasos mas dificiles de la prueba del teorema de
Dirichlet sobre Z, aqui se trabaja un argumento bastante sencillo.

Teorema 3.12. Si x # X, es un cardcter de Dirichlet real mddulo m, entonces L(x) # 0.

Demostracion. Definamos F(f) := Z x(d), la cual es una funcién multiplicativa, pues
dlf

X es una funcion multiplicativa. Ahora, como x es real, tenemos: si x(7) = 0, entonces

F(r') = x(1) = 1; si x(7) = 1, entonces

F(a') =" x(d) = x(1) + x(m) + x(7%) + - + x(x')

d|=t
=141
Finalmente, sea x(m) = —1. Como
F(r') =Y x(d) = x(1) + x(m) + x(7?) + - + x(7)
d|=t
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concluimos que

F( z) 0, sil esimpar,
) = .
1, siles par.

Por lo tanto, siempre se tiene F(7') > 0, con F(n') > 1 si [ es par. Consecuentemente,
siempre se tiene F'(f) > 0, y en particular, F'(f) > 1si f es un cuadrado (es decir, f es de

la forma 7%%, con i = 0,1, - - - ). Para un nimero natural z, definamos S(z) := Z F(f).
deg f<z
Entonces,

S(2)

I
N
=
=

> Flg?)

2degg<z

>t (11)

deg g<z/2

)SIDIREID S

k<z/2 k=degg 0<k<z/2

\%

De donde tenemos que
S(z) — oo cuando z — oco. (12)

Por otro lado,

S = Y F(f)= Y > x)

deg f<z deg f<z d|f
= > xd+ D X+ DT xd+ Y x(d)
dlf dlf dlf dlf
deg f=0 deg f=1 deg f=2—1 deg f=z
= XDlaega—o D 1H X Dlagga—y D, 1+
d| f d| f
0<deg <= 1<deg f<z
+ X(d)|degd:z—1 Z 1+ X(d)|degd:z Z 1
dlf dlf
z—1<deg f<z deg f=z
= X(d)|degd:0 Z 1+ X(d)|degd:l Z L+
Ed=f Ed=f
deg E<z—0 deg E<z—1
+ X(d)|degd:z—1 Z I+ X(d)|degd:z Z 1
Ed=f Ed=f
deg E<z—(2—1) deg E<z—2
S SR CI D
degd<z Ed=f

deg Egz—'degd
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Por consiguiente,

Sx= 3 FH= 3 x@ 3 L

deg f<z degd<z Ed=f
deg E<z—degd
Luego para z > degm — 1,

SE= > xd > 1

degd<z Ed=f
deg E<z—degd

z z—k
= x@ > 1
k=0 k=degd =0 l=deg E
z z—k
=2 a) d
k=0  1=0
ngZm71 (qz—k-i-l _ 1)
= Ck
k=0 ¢-1
qz+1
= + R
1 (x)tc
1 degm—1
donde ¢ = R Z ¢k es constante. De esta manera, si L(y) =0, S(z) = c¢para z >
q-—
k=0

deg m — 1, contradiciendo lo probado en (12). Esta contradiccion completa la prueba. ¥

Ahora, estamos listos para movernos a la parte principal del argumento: Estudiaremos

las funciones A, (n) := Z X(HA)/ISI-

deg f<n

Teorema 3.13. Paran >0, A, (n) =log(¢") + O(1).

Demostracion. Notese que, si (g%, m) =1, para k > 1, con g y m en M(q;T), entonces
(g,m) = 1. De lo anterior se tiene

A log |m log |m
A= ¥ qP= ¥ = ¥ O

deg f<n kdegm<n kdegm<n
(fym)=1 (w*,m)=1 wtm
log |7
- ¥ 22 ),
degm<n |7T|
Ttm
donde log || log ||
o og|m og|m
R(n) := Z |72 + Z |73 T
2degm<n 3degnm<n
Ttm Ttm
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Por otro lado, como

log || Z log || Z log || log ||
- >

2 T e " e~ rlF
kdegm<n kdegm<n kdegm<n kdegm<n
w|lm Ttm Ttm

para k > 2, entonces

log || log |7
Rn)< Y 2 + 0y P +

2degnm<n 3degnm<n

deg f<n degm<n

con la ayuda de la prueba del Lema 3.8. Por lo tanto,

aum= Y 28l ony = v BT 60y 2 ieg(en + o),

degm<n |7T| degm<n |7T|
Ttm
por las propiedades de O-grande, y por el Lema 3.8. ]

El resto de esta seccion estd dedicada a mostrar que para x # Xo, Ay (n) = O(1). El Teo-
rema 3.1 se seguiré de este resultado, del Teorema 3.13 y las relaciones de ortogonalidad.

Lema 3.14. Sea x un cardcter no principal. Para n > 0,
n
k=0

Demostracion. Como se demostré anteriormente, la funcién de la izquierda se anula
para k > degm. También se anula para n > degm — 1. Por otro lado, supéngase que
n < degm — 2. Notese que

"¢ c
k k
Z O<l<dc m—2 L(X) B Z P
= 2 g
Entonces,
" e
k k
=D | St mix ) =2 |
0<I<d 2
Py ceme g
concluyendo asi el lema. v

Lema 3.15. Sea x un cardcter no principal. Paran > 0,

D XA |f = 0(1).

dcg f<n
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Demostracion. Por el Lema 3.4,
x(f)log|fl _ Z Z
> A(d
deg f<n |f| deg f<n |f| d|f
Ademas,
d)A(d FE
ZA Z x(d)A(d) Z X( ),
deg f<n |f| d|f deg d<n |d| deg E<n—degd E|
puesto que, para f = FEd,
FE
Wyae- ¥ X920 s X0
deg f<n d|f deg d<n deg E<n—degd

Ahora, por el Lema 3.14,

Por lo tanto,

X(d)A(d) Z @ _ L(X)X(d)A(d) _ X(d)A(d)O(qdegd—n)'

| | deg E<n—degd | |

Entonces,

d)A(d E)
Z x( |)d|() Z (_|: Z X + R(n),

degd<n deg E<n—degd degd<n
donde R(n E X | | O(q%°&4="). Noétese que
degd<n
2 : X degd—n) < Mqg™ § : A(d)
degd<n degd<n

para M > 0. O sea, R(n) = O(q7" > _4ogacn Ad)) = O(¢™"¢") = O(1), por Lema 3.6.
Puesto que para n > degm, c; = 0, se sigue que

degm—1

f)lo
Z X( |f|g|f| log g Z q_kckzc’

deg f<n k=0

donde ¢ es una constante. Entonces,
Luego,
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De lo anterior deducimos inmediatamente el
Corolario 3.16. Si L(x) # 0 para el cardcter no principal x, entonces Ay (n) = O(1).
Lema 3.17. Sea x un cardcter no principal. Paran > 0,
log(q") + Ay (n D XDl |f| |q;| +0(1).
deg f<n
En particular, si L(x) =0, A, (n) = —log(¢") + O(1).

Demostracion. Evaluemos 3., 1<, Tj >_q)z 1(d) log %:I de dos maneras diferentes. No-
tese que, por Lema 3.4

> u(d) 10g|d| > p(d)log(q™) = pu(d)log |d|

dlf dlf dlf

=log(¢") Y u(d) + A

dlf

Por Teorema 2.7, se tiene
q" _ Jlog(
p(d)log — = .
2 HdkE g {A(f, S$fAL(f =)

Luego, por un lado,
n x(f
DS wa@os & =10+ Y MDap),
deaTen |f| T | | deoten M

pues, f = 1 cuando deg f = 0,y f # 1 cuando 0 < deg f. Por otro lado, invirtiendo el
orden de la suma, tenemos

x(@u(d) " x(h)
> MO > N

deg h<n—degd

1
|f| S wiaynos iy |d|

deg f<n d|f degd<n
donde f = hd (prueba andloga a (13)). Ademas, por Lema 3.14,
x(h) —n
L(x) — Z T| = O(qdegd ).
deg h<n—degd
Luego la expresion que esta a la derecha se convierte en

x(d x(h)
2 |d| °|d| >

degd<n dcg h<n—degd

v Y M |d| g [ + R,

deg d<n
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donde R(n) := —¢~ " Z % log %O(qdcgd). Notese que
degd<n

(log(¢") —10g|d]) gega

(R < Mg T
degd<n
=Mq‘"[10g(Q")Zq’“— > 10g|d|1,
k=0 degd<n

para M > 0. Después, expandiendo la progresiéon geométrica y restando la expresion
obtenida en el Lema 3.2, vemos que

log(q™) > d* = Y logld]

k=0 degd<n
q(¢" - 1) gt qg q¢"—1

=1 "1 - 1 ™ -l _

0g(q)[+ 1 ] {q_log(q) (qu)q_1 1
< 2(log g) log(q™) + 2(log q)q",

¢ -1 _ .
puesto que 1 <2y 1 < ¢". Es decir,
_ q-—

log(q") Y q* = D logld| < log(¢") +¢" < q".
k=0 degd<n

n

Entonces, R(n) = O(1), pues |R(n)| < ¢ "¢"™ = 1. Comparando las dos expresiones
obtenidas, tenemos

deg f<n |7l degd<n |d] d|

demostrando, asi, el teorema. v

Juntando este resultado con el del Corolario 3.16, vemos que hemos demostrado el
Lema 3.18. Sea x un cardcter no principal. Entonces, para n > 0

0, siL(x)#0,

Ay (n) = O(1) +log(q") {_1 si L(x) = 0.

Demostracion. Del Lema 3.17 tenemos, para n > 0,
x(N)u(f q" n
A(n)=L(x) > XD o0 4 (1) — log(q?).
W 7]

Si L(x) = 0, entonces A, (n) = O(1) + log(¢™)(—1). Por otro lado, del Corolario 3.16
tenemos, si L(y) # 0,

A (n) = O(1) +log(g")(0).

De esta forma concluimos la afirmacién del lema. v
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Corolario 3.19 (No anulaciéon de L(x) para x no real). Si x es un cardcter que toma al
menos un valor no real, L(x) # 0.

Demostracion. Por Lema 2.15, si f =1 méd m, entonces >° x(f) = ¢(m). Ademas,

D2 AN = A () F A () £+ A ()
Xo(f xa(f xk—1()A(f)
deng<n |f| deng<n |f| deng<n |f| ’

pues G = @, tomando o(G) = k. Entonces,

X 1 méd m
deg f<n
Es decir,
A(f)
plm) 3 T =3 A (14)
f=1méd m X
deg f<n

Por otro lado, del Teorema 3.13 y del Lema 3.18 tenemos
ZA )+AX1( ) .+AXk—1(n)

=log(q") + O(1) — Viog(¢") + O(1) +--- 4+ O(1)

k—2 veces

= (1=V)log(q") +0O(1),

donde V es el namero de caracteres y tales que L(x) = 0, es decir, 1 <V < k—1. Notese
que log |7| = degwlogq > 0, pues logg > log2 y degm > 1. Entonces,

Z M > 0.
f=1méd m |f|
deg f<n

Puesto que el lado izquierdo de (14) es no negativo para todo n, debemos tener V < 1
Pero si L(x1) = 0 para un cardcter no real yi, entonces 0 = L(x1) = L(X;). Dado que
X1 toma, al menos, un valor no real, x1 # X; y, por tanto, V > 2, hay al menos dos
caracteres y diferentes tales que L(x) = 0, contradiciendo lo anterior. v

Puesto que por el Corolario 3.19 y el Teorema 3.12, L(x) # 0 para cada x no principal,
el Corolario 3.16 implica el esperado

Corolario 3.20. Si x es un cardcter no principal, A, (n) = O(1).
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Demostracion del Teorema 3.1. Por Lema 2.15, Teorema 3.13, y Corolario 3.20, tenemos:

olm) Y %=(Zx<m<a>) > A

deg f<n X deg f<n
f=a méd m f=a méd m

Como G = G, tomando o(G) = k, se tiene

(qum)) > A=Y x@am.
X deg f<n X
f=a méd m

Por otro lado,

Ahora,
A log |7 log |7
3 (f) _ T g|k|: 3 gl |+R(n),
deg f<n |f| kdegm<n |7T| degm<n |7T|
f=a méd m 7*=a méd m m=a méd m
donde log ] log ||
og |m og|m
R(n) := Z 2 + Z P 4.
2degm<n 3degnm<n
m2=a méd m m2=a méd m
Como
A(f) _ log ||
> = 2
deg f<n |f| kdegm<n |7T|
log |m log |m log |7
= Z ﬁr|| | +R(n) + Z |i||2 | + Z |i||3 | +
degm<n 2degm<n 3degm<n
72%a méd m m3%a méd m
log ||
> ) ot R(n),
degm<n
entonces

Z A(f)_ Z log |7| > R(n) > 0.

deg f<n |f| degm<n | |
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Por consiguiente,

R<n>=0< DY 10[i'f'>-

deg f<n

Por tanto, como m # 0,

> bfT'(uo( y My IOI‘i'f')

degm<n |7T|
7=a méd m
por Lema 3.8. Reorganizando, resulta el teorema. v
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