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Sobre la explosién de una ecuacion de difusion
no local con termino de reaccion

On the blow-up for a non-local diffusion with a reaction term

Mauricio Bogoya'?

Resumen. Se estudia la ecuacién de difusién no local

mwnzlyu—wwmw—wamw+ﬂMam,

con condicién inicial up € C(R2) no negativa, donde Q C R es un dominio aco-
tado, conexo y suave y f es una funcion que representa el término de reaccién.

Se analiza la existencia y unicidad de la soluciones no negativas. Se prueba que
la solucién explota en tiempo finito si f satisface algunas condiciones especifi-
cas. Para f(u) = e" se estima el tiempo de explosién, la razén de explosién y
se analiza el conjunto de explosion cuando la condicion inicial es radialmente
simétrica.
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Abstract. We study a non-local diffusion equation with a reaction term,
wee.t) = [ T =) ut) = ule,0)dy + f(u(z.0)
Q

with initial condition uo € C(Q) nonnegative, where @ C R" is a bounded
connected and smooth domain and f a function that represents the reaction
term. We analyze the existence and uniqueness of the solutions. We prove that
the solutions blow up in finite time is f satisfies some conditions. For f(u) = e*
we estimate the blow-up time, the blow-up rate and we analyze the blow up
set for radially symmetric initial condition.
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1. Introduccién

Para un ntmero natural N > 1 sea J : RY — R una funcién no negativa,
suave, radialmente simétrica y estrictamente decreciente, de soporte compacto
en la bola unitaria y [y J(x)dz = 1. Ecuaciones de la forma

ug(z,t) = J xu—u(z,t) = J(x —y)u(y, t)dy — u(z, 1), (1.1)
RN

y variaciones de ella, han sido estudiadas en las ltimas décadas en modelos de
procesos de difusion, vea [1], [2], [4], [7]. En [7] si u(x,t) representa la densidad
en el punto x y en el tiempo ¢, y si J(x — y) representa la distribucién de
probabilidad de saltar de la posicién y a la posicién x, entonces (J * u)(x,t)
es la razén con la cual los individuos llegan a la posicion = desde todas las
posiciones y, ademds —u(z,t) = — [on J(y — z)u(z,t)dy es la razén con la
cual los individuos van desde la posicién z hacia cualquier otra posicién y.
Estas consideraciones en ausencias de fuentes externas, llevan al hecho de que
la densidad w satisface la ecuacién (1.1). Esta ecuacién es llamada ecuacién
de difusion no local ya que la difusién de la densidad u no depende solamente
del punto x, sino que tambien depende de puntos y que pertenecen a una
vecindad de z, como se presenta en el término de convolucién J*u. La ecuacién
(1.1) comparte algunas propiedades con la ecuacién del calor u; = Au tales
como: soluciones estacionarias acotadas son constantes, se tienen principios del
méximo y las perturbaciones se propagan con velocidad infinita, vea [7]. Sin

embargo no hay un efecto de regularizacién en general, vea [3].
Chasseigne y otros en [3] analizan el problema de Neumann asociado a (1.1)

ug(x,t) = / J(x—y)(u(y,t) —u(z, t))dy, x€Q, t>0 (1.2)

Q
U({E,O) = U0($)7 MAS Qa

donde ug € L'(Q) es una funcién no negativa y 2 C RY es un dominio acotado,
conexo y suave. Ellos hacen notar que [, J(x — y)(u(y,t) — u(z,t))dy tiene en
cuenta a los individuos llegando o saliendo de la posicién x de otros lugares.
Como se integra sobre (), se impone que la difusién sélo tiene lugar en €2, es
decir, ningin individuo puede entrar o salir del dominio 2. Esto es lo anédlogo
de lo que se llama en la literatura condiciones de frontera de Neumann, vea [5].
Ellos analizan la existencia y unicidad de las soluciones de (1.2) y hallan que
la solucién converge exponencialmente al valor medio de la condicién inicial.
Nuestro propédsito en este trabajo es estudiar el problema de Neumann

ug(z, t) = /QJ(x —y)(uly,t) —u(z, t)dy + f(u(z,t), z€Q, t>0

u(z,0) = up(x), = €9,

(1.3)
donde up € C() es una funcién no negativa, @ C RY es un dominio acotado,
conexo y suave y f es una funcién que depende de u y representa el término
de reaccion (fuente). Nosotros asumimos las siguinetes hipdtesis sobre f:
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= Ay: f es una funcién continua, creciente y con f(0) > 0, f(s) > 0 para
s> 0.

<1
= Aj: f es una funcién convexa y / ——ds < o0
a

f(s)

Para el problema (1.3) se analiza la existencia y unicidad de las soluciones no
negativas. Si f satisface Ay, As, se tiene que las soluciones explotan en tiempo
finito T > 0. Para f(u) = €%, f(u) = (1 +u)In?(1 4 u) con p > 1 se estima
el tiempo de explosién y se analiza la razén de explosion de las soluciones,
esto es la velocidad con la cual las soluciones van a infinito en el tiempo 7T
Para f(u) = e, nosotros probamos que si la condicién inicial no negativa ug
es radialmente simétrica en la bola de radio R > 0 y si tiene un tinico maximo
en el origen entonces la soluciéon también es radialmente simétrica y tiene un
Unico maximo en el origen, el cual es el inico punto de explosién.

Se dice que la solucién u explota en tiempo finito 7" si existe 0 < T < oo
tal que u(zx,t) estd definida para todo t € [0,T) y

1; . t o (O — .
t;n%sup||u(’ )HL Q) o0

Un punto z € Q es llamado un punto de explosién si existe una sucesién (x,,, t,)
tal que (zn,tn) — (2,T) y u(2n,tn) — 00 si n — co. El conjunto de explosién

esta definido como B(u) = {z € Q: z es punto de explosion}.
Para referencias generales sobre problemas de explosién vea [6], [9], [12].

Perez-Llanos y Rossi en [11] analizan el problema (1.3) para f(u) = u? con
p > 0. Ellos prueban que la solucién no negativa y no trivial explota en tiempo
finito T > 0 si y sblo si p > 1 y hallan la razén de explosién, en el sentido
de que es la misma que se tiene para la solucién de la ecuacién diferencial
ordinaria u'(t) = uP(t), la cual satisface lim,_,p— (T — )P~V |u(-, )] =
(1/(p— 1))/®=1  Ademés analizan el conjunto de explosién, ellos prueban que
el conjunto de explosién es unitario si las soluciones son radialmete simétricas
con un unico punto maximo en el origen. Para ciertas condiciones iniciales en
dominios generales con p > 2, ellos localizan el conjunto de explosién en la
cercania de un punto dado.

Estos resultados son andlogos al correspondiente problema de difusién local
ug(x,t) = Au(z,t) + uP(z,t) con p > 0, vea [8].

El resto del trabajo esta organizado como sigue: En la Seccion 2, se analiza la
existencia y unicidad de soluciones no negativas y un Principio de Comparacién
para las soluciones de (1.3); en la Seccién 3, se analiza la explosién de las
soluciones de (1.3) con f satisfaciendo A;, As , ademas el tiempo de explosién y
la razén de explosién para f(u) = e*, f(u) = f(u) = (1+u) InP(1+u), p > les
analizada. Finalmente se analiza el caso radialmente simétrico para f(u) = e*.
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2. Existencia y unicidad

La existencia y unicidad de la solucién de (1.3) es consecuencia del Teorema
del Punto Fijo de Banach.
Sea ty > 0 fijo. Nosotros consideramos el conjunto

o =C ([0,t0) : C(Q)) ={u:[0,t0] = C(Q) : wu es continua},
el cual es un espacio de Banach con la norma

] = s a0 -
La condicién inicial ug € C(£2) es no negativa y el objetivo en este trabajo
es analizar las soluciones no negativas de (1.3), por tal razén consideramos el
conjunto Py, = {u € Xy, : u > 0} el cual es un subespacio cerrado de X3,. Se
define el operador L : P;, — P;,, como

L@@t = [ [ 7)) ~ute Dy a5+ [ fGute. ) o).

(2.1)
Primero, se demuestra la existencia y unicidad de la solucién (1.3) para f una
funcién localmente Lipschitz y creciente, luego por un argumento de conver-
gencia se extiende para una funcién f que satisfaga la condicién A;.

Lema 2.1. Sea f una funcion creciente y localmente Lipschitz con constante
de Lipschitz K > 0, ug, vo € C(Q)) funciones no negativas y u, v € Py,.
Entonces, existe una constante positiva C = C(|Q], ||J]|co, K) tal que

I Lugu(z, ) = Logo(z, || < Clolllu = vl[] + [Juo = vol| @) (2.2)

Demostracion. Empezamos la demostraciéon probando que el operador L :
Py, — Py, esta bien definido. Sea f una funcién creciente y localmente Lipschitz
con constante de Lipschitz K > 0y u € P;,. Para (z,t) € Q x [0, %] se tiene
que

Lol ) — uo(a)| < / [ = laty.) ~ ate. )y ds + [ slate, )i

< (2y[Q{[llll + fllull))E,

donde v = || J||oo- Lo anterior prueba que L es continuo en ¢ = 0. Ahora, <p2a2
(xz,t1), (z,t2) € Q x (0,10 con t; < to se tiene que
| Lo (w(,t2)) (u(z, t1))]
/tfz/ J(x —y)|uly, s) —u(z, s)|dy ds+/ fu(z, s))ds
1
< y[Q[l[ull] + f([[[ull])) (2 = t1), (2.4)
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lo cual completa la demostracion de la continuidad de L para cualquier tiempo
t e (O7 to].

Como J * u es uniformemente continua entonces Ly u(z,t) es una funcién
continua de x, por lo tanto L estd bien definido.

Sea u, v € P, se tiene que

MWWWM)—LMM%QMShm@%—wuﬂ+ﬂiéJ@—yWMwﬂ—Myﬁwyw
+AtéJ@—wW@w%—M%@Wuh+AIﬂwaﬁ)—ﬂdﬁﬂﬂﬁ
SH%—Wﬂpwm+ZAIw&@—vhﬁmm@ﬂﬂéJ@—yﬂy

+ K/Ot |u(z, s) — v(z, s)| ds

< luo = woll poe @) + (27192] + K)t[[|u — v]l]- (2.5)
Por consiguiente

I Lo u(z; t) = Lugo(z, )| < Ctolllu — vl + [luo = voll oo (g
donde C' = (29|Q] + K). O

A continuacién se establece el Teorema de existencia y unicidad de las so-
luciones de (1.3).

Teorema 2.2. Sea f una funcion creciente y localmente Lipschitz con cons-
tante de Lipschitz K > 0, ug € C(2) una funcidn no negativa, entonces existe
una dnica solucion u de (1.8) tal que u € Py, .

Demostracion. Sean u, v € P,,. Tomando uy = vp en el Lema 2.1 y esco-
giendo to > 0 lo suficientemente pequefio tal que Cty < 1, entonces L,,, es
una contraccién estricta en P, por lo tanto por el Teorema del Punto Fijo de
Banach, existe un tnico punto fijo u de L,, en P, esto prueba la exitencia y
unicidad de la solucién de (1.3) para 0 < ¢ < tp. La unicidad implica que la
solucién puede extenderse a un intervalo méximal [0, 7). O

Del anélisis anterior, se tienen las siguientes observaciones.

Nota 2.3. La solucién de (1.3) depende en forma continua de la condicién
inicial en el siguiente sentido: Si w y v son soluciones de (1.3) con condiciones

iniciales ug y vo respectivamente entonces para todo ¢y > 0 existe una constante
C = C(to, 102, ]|/, K) tal que

[lu = lll < Elluo = voll e .
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Demostracién. Sean u y v soluciones de (1.3) con condiciones iniciales ug y
Vg respectivamente. Se tiene que

fu(z, ) —v(z, £)] < Juo(z) — vo()| + / /Q J(@ — p)luly, s) — vy, s)|dy ds
+ / / J(& — plu(z, s) — v(z, 5)|dy ds + / F(ulz, 5)) — F(o(z, )] ds
< o — voll ooy +2 / (e 8) = 0, ) e (05 /Q J(x— y)dy

t

+ K/ |u(z, s) — v(z, s)| ds

0

< luo = woll oo (@) + (27[€2 + K| [|u — o]]. (2.6)

Por consiguiente
[l = vl < lluo — woll pe @@y + (2719 + K)tol[lu — ]|,
de donde se tiene que
llw = olll < Clluo = voll )

con C=1-— (27|92] + K)to > 0 para tg > 0 lo suficientemente pequeno. O

Nota 2.4. La funcién u € Py, es solucién de (1.3) si y sélo si

u(x,t):/O /QJ(CE—y)(u(%s)—u(x, s))dy d8+/0 flu(z, s))ds+uo(x) (2.7)

Nota 2.5. Si u es una solucién de (1.3) con condicién inicial ug, entonces la
masa verifica

/Qu(x,t)dx:/Quo(:n)dx—i—/Ot/Qf(u(x,s))d:Eds.

A continuacién introducimos el concepto de supersolucién y subsolucién para
el problema (1.3).

Definicién 2.6. Una funcién u € C'([0,7); C(2)) es una supersolucién de
(1.3) si satisface

uy(x,t) > / J(x —y)(Tu(y,t) —u(z,t)dy + f(u(z,t), z€Q, t>0

u(x,0) > uoﬂ(x), x €.
(2.8)
u € CH[0,T);C(R)) es una subsolucién de (1.3) si se satisface lo anterior pero
con las desigualdades (<).
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Lema 2.7. Sea ug € C(Q) no negativa. Si u es una supersolucion de (1.3)
entonces u(x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x [0,T).

Demostracion. Razonaremos por contradiccion. Supongamos que U es nega-
tiva en alguna parte. Sea v(x,t) = u(x,t) + €t, con € > 0 lo suficientemente
pequeno para que v sea negativa en alguna parte. Sea (zg,to) un punto donde
v alcanza un minimo negativo, se tiene que

v (o, to) = U(xo,to) + € > /QJ(UCO —y)(U(y,to) — u(xo,to))dy

Il
S

J(wo — y)(v(y, to) — v(wo,t0))dy > 0, (2.9)

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto u(z,t) > 0 para todo (x,t) € Q x
[0,T). O

Lema 2.8. Sean u y u supersolucion y subsolucion de (1.3) respectivamente
con u(z,0) < wu(z,0) para todo x € Q. Entonces u(w,t) < u(x,t) para todo
(x,t) € Q2 x[0,T).

Demostracion. Razonamos por contradiccién. Supongamos que el Lema no es
cierto. Entonces por continuidad existe z; € Qy 0 <#; < T tal que w(zy,ty) =
u(xy,t1) y w(x,t) <u(z,t) para todo (x,t) € 2 x [0,%1). Se tiene que

0= Q(Qﬁl,tl) —ﬂ(,@l,tl)
= u(z1,0) —u(x1,0 /1/ J(x1 — Y, s) —u(y, s))dyds

- / [ = ) (o) ~a(ar,9)dyds + / Fu(zs, ) — F(@(@1,5))ds
0 Q

<0,
(2.10)
lo cual es una contradiccién. O

A continuacion estudiamos el teorema de existencia y unicidad de las solu-
ciones de (1.3) para f satisfaciendo A;.

Teorema 2.9. Sea ug € C(Q) no negativa y f satisfaciendo Ay, entonces
existe una Unica solucion u de (1.8) tal que u € C(Q x [0,T)).

Demostracion. Sea f satisfaciendo A;. Consideramos (f,,), una sucecién de-
creciente de funciones crecientes localmente Lipschtiz tal que f, — f cuando
n — 00. Sea u, la tnica solucién de (1.3) asociada a f,, y condicién inicial
Un(2,0) = ug(z)+1/n, luego por comparacién Lema 2.8 se tiene que w1 < .
Como u,, > 0 existe lim,, oo Uy, = u.

Sea T = sup {t | sup u(z,t) < [Juolleo + 1} > 0. Pasando al limite en (2.7)
T€EQ

y por la Nota 2.4 se tiene que u es la tnica solucién de (1.3) en Q x [0,7') con
condicidn inicial ug y término f. O
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3. Explosién

En esta seccién se analiza el fenémeno de explosion para las soluciones de
(1.3). Nosotros nos apoyamos en algunas ideas de [8]. Se tiene el siguiente
Teorema.

Teorema 3.1. Asumamos que f satisface Ay, As. Sea u una solucién de (1.3)
con condicion inicial ug € C(Q) no negativa tal que / uo(x)dx > 0, entonces
Q

u explota en tiempo finito.

Demostracion. Sea u una solucién de (1.3), se define la funcién M (t) para
t > 0 por

M(t) = ﬁ/ﬂu(m,t)dm. (3.1)

Como f es una funcién convexa por As, aplicando la desigualdad de Jense se
obtiene

= - w(z x 1 w(z,t)dx
M0 = i [ ey 1 (g [ utenac) = ror0),
por lo tanto
M'(t) > f(M(1)). (3.2)

Como M(0) > 0y f(u) > 0 para u > 0 se tiene que M'(t) > 0, tal que
M(t) > 0 para t > 0.
Integrando (3.2) sobre [0, t] se obtiene que

M(t) d
/ By (3.3)
M (0) f(s)
Por lo tanto M (t) estd definida en (0,T) y por As se tiene que
M(t)
0<T< / s < o0,
M(0) (s)

ademds M (t) — oo cuando ¢ — T, vea Nota 3.3. Por lo cual se tiene que u
explota en tiempo finito 7" > 0. O

Corolario 3.2. Sea u € Py, solucién de (1.3) que explota en tiempo finito
T >0, entonces T < F(M(0)), donde

Fay= [ % (3.4)

Nota 3.3. Para la ecuaciéon diferencial ordinaria

u'(t) = f(u), u(0)=a>0 (3.5)

Boletin de Matemadticas 24(2) 117-130 (2017)



Sobre la explosién de una ecuacién de difusién no local. .. 125

con f una funcién positiva, creciente y regular, la condicién de Osgood (vea

o0
1
(10]) / ——ds < oo es condicién necesaria y suficiente para que u(t) explote
a

f(s)

en tiempo finito 7' > 0, en el sentido

i ) || = 00
tlfrr%sup\IU(v)Hoo 00

Nota 3.4. Una solucién plana de (1.3) es una solucién que no depende de z.
Las soluciones planas u(t) de (1.3) son funciones que satisfacen (3.5). Como
f satisface Ay, As, entonces las soluciones planas explotan en tiempo finito
T > 0 y tienen como conjunto de explosién a B(u) = €.

Definicion 3.5. Se define la funcién

U(t) = mxu(z,t), para todo te€[0,T),
Q

donde u es solucién de (1.3) que explota en tiempo finito 7' > 0
Proposicién 3.6. U(t) para t € [0,T) es una funcion localmente Lipschtiz y
diferenciable con
U't) < f(UQR)  ae (3.6)
U't)>-U(t)+ f(U®t)) ae (3.7)
Demostracion. Sea 0 < t; <ty < T, se tiene que

U(ty) = méxu(z, t1) = u(z1,t1), U(te) = méxu(z,te) = u(ze, ta).
Q Q

Como J es una funcién suave, se tiene que para h = to — 1
U(tg) — U(tl) 2 u(ml,tg) — u(ml, tl) = hut(xhtl) + O(h)

U(tg) — U(tl) < u(.’JSQ,tQ) — u(xg,tl) = h’u,t(l'z,tl) + O(h),

por lo cual U(t) es una funcién localmente Lipschtiz.
A continuacién demostraremos (3.6). Para to > t; se tiene que

U(t2) —U(t)

< ug(xwa, ta) + o(1).
to — 11

Por otro lado se tiene que
w(aata) = [ = y)(ulyots) = ulrast2)dy + Stz )
Q

< flu(wz,t2)),
2

ya que u(zsa,ta) > u(y,te). Por consiguiente,

U'(t) < fU®)  ae.
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Para demostrar (3.7) sea ta > t;. Entonces

w > ug(xy,t1) + o(1).

Por otro lado se tiene que

w1 ty) = /Q J(s — y)(u(y, 1) — uer, t)dy + flu(en, )

(3.9)
> —U(Zlil, tl) + f(u(xl, tl)),
por consiguiente
U't)y>-U@l)+ f(U(X) ae.
O
Como consecuencia de (3.4) y (3.6) se obtiene que
FU(t) <T—t. (3.10)

De As, se tiene que f(s)/s — oo cuando s — 0o, entonces por (3.7), se obtiene
que

F(U(t)) para t cercano a T. (3.11)

N —

U'(t) >

A continuacién analizaremos la solucién de (1.3) para f(u) = e*.

Teorema 3.7. Sea f(u) = e* yup(z) € C(Q) no negativa, entonces la solucion
u de (1.8) explota en tiempo finito T > 0. El estimativo para el tiempo de
explosion estd dado por

T < eap (_Iflll /Q uo(x)d:r:) .

Ademds, existe una constante Cp > 1 tal que

1 < exp(méxu(z, t))(T —1t) < Cy (3.12)
e

Demostracién. Como la funcién f(u) = e* satisface A; y Aa, entonces por
Teorema 3.1, la solucién u de (1.3) explota en tiempo finito T > 0. Por Corolario
3.2, se tiene que

T < F(M(0)) = /Mojo) eisds = e MO —egp <_|§12| /Q uo(x)dx) (3.13)

Por (3.10), se obtiene para t cercano a T’
oo

T—-t>FU(t)) = /U(t) e *ds = exp(—U(1)). (3.14)
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Por lo tanto exp(U(t)) > (T —t)~L.
Por (3.11), se obtiene para ¢ cercano a T'

1 o
%T—ﬂngunzﬂéf ds = eap(~U(#). (3.15)
Por lo tanto exp(U(t)) < 2(T —t)~ L. O

En el siguiente Teorema, analizamos la solucién de (1.3) para f(u) = (1 +
u)In?(1 + ) con p > 1. La demostracién la omitimos ya que es andloga a la
del Teorema 3.7.

Teorema 3.8. Sea f(u) = (1+u)In?(1 4+ u) con p > 1 yup(x) >0, entonces
la solucion w de (1.3) explota en tiempo finito T > 0. El estimativo para el
tiempo de explosion estd dado por

Tgp11<m(1+§24ud@m9>h5

Ademds, existen constantes Cs y Cy positivas tales que

Cs < In(méx(u(z,t) + 1))(T — t)/P~H < Oy,
€S

Nota 3.9. Los anteriores resultados son analogos a los correspondientes proble-
mas de difusién local, vea [8].

3.1. Caso Radial

En esta seccién analizamos la solucién de (1.3) para el caso unidimensional
(N = 1), con condicién inicial simétrica en = (—R,R) y el término de
reaccién f(u) = e*. Nos apoyaremos en algunas ideas de [11].

Consideramos la siguiente condicién sobre ug.

Az : ug € CY([~R, R]) una funcién simétrica, con un tinico punto maximo
en el origen, es decir, ug = ug(r) >0, uy(r) <0 si 0<r <R, uj(0)<D0.

Lema 3.10. Sea f una funcion diferenciable y uy satisfaciendo As, entonces
la solucion u de (1.3) es simétrica y uy(x,t) <0 para (x,t) € (0, R] x (0,T).

Demostracién. Primero demostramos que la solucién u de (1.3) es simétrica.
Consideramos la funcién w definida por w(z,t) = u(—=z,t). Es sencillo ver que
w es solucién de (1.3) con condicién inicial wo(x) = uo(—z) = up(z) ya que g
es simétrica, luego por el Teorema 2.9 se tiene que w(z,t) = u(z,t).

A continuacién demostramos que u,(z,t) < 0 para (z,t) € (0, R] x (0,T).
Consideramos la funcién v(z,t) = u,(z,t), se tiene que

R

R
vel,t) = / T (& — ) (uly £) — u(z, £))dy — v(z, 1 / J(z — y)dy

—R -R

+f (u(z, )v(,1).
(3.16)
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Como u es simétrica, se tiene que v(0,t) = 0. Razonando por contradiccidn,
supongamos que existe un punto (zo,tg) € (0, R] x (0,T) tal que v(xg,ty) =
0. Como J' es una funcién impar y u es simétrica, por (3.16) se tiene que
ve(xo,t0) = 0, lo cual es una contradiccién. O

Teorema 3.11. Sea f(u) = e" y ug satisfaciendo As, entonces el conjunto de
explosion de la solucion de (1.8) es B(u) = {0}.

Demostracion. Se demostrara que el iinico punto que satisface el estimativo

de la razén de explosion (3.12) es = = 0.
Para o > 0 fijo, sea w(t) = u(0,t) — u(xzg, t). Se tiene que

R
w%w=u%mw—u%me:[Rvaxm%w—qu»@

=

3.17
[ o — ) (ulyst) — ulwe, ))dy + €200 — uizony 317
—R
> —w(t) + efBw(t),

donde u(xg,t) < &(t) < u(0,t), por lo tanto w'(t) > (e¢®) — 1)w(t). Integrando
sobre (tp,t) con t < T, se tiene que

In(w(t)) — In(w(te)) > /0 (e5(®) — 1)ds.

Ahora, razonaremos por contradiccién. Por (3.12), se tiene que exp(u(xo,t))(T—
t) > 1, por consiguiente

t t
1
/ (¢€6) _ 1)ds > / ( —)ds = —In(T —t) — C.
to to T

— S

Por lo tanto
w(t) > C(T —t)7 1,

donde C es una constante positiva. Del andlisis de arriba, se tiene que

0= lim (T —t)w(t) > C >0,

t—T—

lo cual es absurdo. Por lo tanto x = 0 es el inico punto de explosién que verifica
(3.12).

Ahora demostraremos que x = 0 es el tinico punto de explosion.

Sea z(x,s) = u(z,t) +In(T —t), y T —t = e~ *, se tiene que

R
zs(w,8) = e Cug(w, ) — 1 = 6_5/ J(z —y)(2(y, s) — 2(z, 8))dy + ™) — 1

-R
(3.18)
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La razén de explosién de u implica que z(z, s) < C para todo (z, s) € [- R, R] X
(—=InT, 00), entonces z(z,s) — 0 cuando s — oo. Por lo tanto se tiene que

R

(2(x,8) +5)s = z5(w,8) +1=¢"" [R J(x —y)(z(y, t) — z(x, t))dy + e*@3).

Y por consiguiente

s R
z(x,8)+s = (2($780)+80)+/ (e™ /_R J(@—y)(2(y, 7)== (2, 7))dy+e* 7)) dr,

lo cual nos permite concluir que z(z, s)+s < Cs, por lo tanto u(z,t) = z(z, s)+
s < (3 para x # 0. O
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