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Imágenes débilmente confluentes de la curva

sinusoidal del topólogo

Sergio Macías∗

Resumen. En el presente trabajo se caracterizan las imágenes débilmente
confluentes de la curva del topólogo. Se demuestra que si G es la curva
sinusoidal del topólogo y f : S → Y es una función débilmente confluente,
donde Y es un continuo, entonces Y es o un arco, o una curva cerrada
simple, o una compactación de [0,∞) cuyo residuo es un arco o una curva
cerrada simple. Más aún, si Y es alguno de estos continuos y f : S → Y
es una función continua y sobreyectiva, se dan condiciones para que f sea
débilmente confluente.

1. Introducción

Este trabajo está basado en la tesis de maestría de Jeffrey A. Brooks [2]. Las funciones

confluentes fueron definidas por J. J. Charatonik en [3]. Posteriormente, A. Lelek gene-

ralizó este concepto y definió las funciones débilmente confluentes [8]. Para responder a

una pregunta de J. J. Charatonik, S. B. Nadler Jr. caracterizó las imágenes confluentes

de la curva sinusoidal del topólogo [15].

El objetivo de este trabajo es caracterizar las imágenes débilmente confluentes de la

curva sinusoidal del topólogo de la siguiente manera: Si S es la curva sinusoidal del

topólogo y f : S → Y es una función débilmente confluente, donde Y es un continuo,

entonces Y es un arco, una curva cerrada simple o una compactación de [0,∞) cuyo

residuo es un arco o una curva cerrada simple. Más aún, si Y es alguno de estos continuos

y f : S → Y es una función continua y sobreyectiva, daremos condiciones para que f sea

débilmente confluente.

0Palabras y frases claves: Continuo, curva sinusoidal del topólogo, función débilmente confluente,
rayo.

0MSC2000: 54E40; 54B15.
0∗ Instituto de Matemáticas, Universidad Nacional Autónoma de México, Circuito Exterior, Ciudad
Universitaria, México D.F., C.P. 04510, México. e-mail : macias@servidor.unam.mx
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2. Definiciones

Si (Z, d) es un espacio métrico, entonces dado un subconjunto A de Z, el interior de A

se denota como IntZ(A), su frontera se denota por FrZ(A) y su cerradura como ClZ(A).

El símbolo R denotará el conjunto de los números reales.

Sea {Xn}∞n=1 una sucesión de espacios métricos. Para cada número natural n, sea

gn+1
n : Xn+1 → Xn una función continua. A la doble sucesión {Xn, g

n+1
n }∞n=1 de espacios

y funciones se la llama una sucesión inversa. A las funciones gn+1
n se las llama funcio-

nes de ligadura. El límite inverso de la sucesión inversa {Xn, g
n+1
n }∞n=1, se denota por

lím
←−

{Xn, g
n+1
n } y se define como

lím
←−

{Xn, g
n+1
n } =

{
(xn)

∞
n=1 ∈

∞∏

n=1

Xn

∣∣∣ gn+1
n (xn+1) = xn para cada n

}
.

Dado un número natural m, sea πm :
∏∞

n=1 Xn → Xm la función proyección. La res-

tricción πm|lím
←−

{Xn,g
n+1
n } la denotaremos por gm. Para mayor información sobre límites

inversos, se puede consultar el Capítulo 2 de [10].

Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1] con su topología usual. Los puntos

extremos de un arco son las imágenes de 0 y 1 bajo cualquier homeomorfismo. Un rayo

es un espacio homeomorfo al intervalo [0,∞), también con su topología usual. El círculo

es el espacio S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}. Una curva cerrada simple es un espacio

homeomorfo a S1.

Dados dos espacios métricos Y y Z, una homotopía entre Y y Z es una función continua

H : Y × [0, 1] → Z. Decimos que dos funciones f, g : Y → Z son homotópicas si existe

una homotopía G : Y × [0, 1] → Z tales que G((y, 0)) = f(y) y G((y, 1)) = g(y) para

toda y ∈ Y . El espacio Y es contraíble si la función identidad de Y es homotópica a una

función constante.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. Un subcontinuo de un

espacio Z es un subconjunto A de Z que es un continuo. Un continuo X es arcoconexo

si para cualesquiera dos puntos x1 y x2 de X , existe un arco en X con x1 y x2 como sus

puntos extremos. Un continuo arcoconexo es únicamente arcoconexo si no tiene curvas

cerradas simples. Un continuo X es unicoherente si cada vez que tomemos a X = K ∪L,

donde K y L son subcontinuos de X , se tiene que K ∩ L es conexo. El continuo X es

hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos son unicoherentes. Un dendroide

es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente. Una dendrita es un continuo
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localmente conexo sin curvas cerradas simples.

Sean X un continuo y K y L dos subcontinuos de X tales que X = K ∪ L. Definimos

r(K,L) como el número de componentes de K ∩ L. El grado de multicoherencia de X ,

denotado r(X), se define como el número

r(X) = sup{r(K,L) | K y L son subcontinuos de X con X = K ∪ L} − 1.

Observemos que es posible que r(X) = ∞.

Sean X un continuo, Z un subcontinuo de X y A y B dos subconjuntos cerrados y

no vacíos de X . Decimos que Z es irreducible entre A y B si Z ∩ A �= ∅, Z ∩ B �= ∅ y

ningún subcontinuo propio de Z tiene esta propiedad.

Si X y Y son continuos y f : X → Y es una función continua, entonces f es confluente si

para cada subcontinuo Q de Y y cada componente K de f−1(Q), se tiene que f(K) = Q.

Diremos que f es débilmente confluente si para cada subcontinuo Q de Y , existe un

subcontinuo K de X tal que f(K) = Q. Decimos que f es monótona si para cada

subconjunto conexo C de Y , se tiene que f−1(C) es un subconjunto conexo de X .

Sean X y Y dos continuos, ε > 0 y f : X → Y una función continua y sobreyectiva.

Decimos que f es una ε-función si para cada y ∈ Y , se tiene que diám(f−1(y)) < ε.

Dado un continuo X , una cadena es una colección finita C = {C1, . . . , Cn} de subcon-

juntos no vacíos de X tales que Cj ∩ Ck = ∅ si |j − k| ≤ 1. A los elementos de C se las

llama eslabones de la cadena. Si los elementos de C son abiertos, entonces diremos que C

es una cadena abierta. Además, si C es una cadena abierta y ε es un número real positivo

tal que diám(Ck) < ε para cada k ∈ {1, . . . , n}, entonces C es una ε-cadena. Un continuo

X es encadenable si para cada ε > 0, existe una ε-cadena que cubre a X . Sean X un

continuo encadenable y p y q dos puntos de X . Decimos que p y q son puntos extremos

opuestos (en el sentido de Bing [1, pág. 661]) si para cada ε > 0 existe un ε-cadena que

cubre a X cuyo primer eslabón tiene a p y su último eslabón tiene a q.

Dado un continuo X , una cadena circular es una colección finita C = {C1, . . . , Cn} de

subconjuntos no vacíos de X tales que Cj ∩ Ck = ∅ si |j − k| ≤ 1 ó |j − k| = n− 1. Si

los elementos de C son abiertos entonces diremos que C es una cadena circular abierta.

Además, si C es una cadena circular abierta y ε es un número real positivo tal que

diám(Ck) < ε para cada k ∈ {1, . . . , n}, entonces C es una ε-cadena circular. Un continuo

X es circularmente encadenable si para cada ε > 0 existe una ε-cadena circular que cubre

a X .
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Un continuo X es llamado susliniano si cualquier familia de subcontinuos de X dis-

yuntos dos a dos es a lo más numerable.

Un triodo es un continuo que se puede escribir como la unión de tres subcontinuos

tales que la parte común de los tres es un subcontinuo propio de cada uno de ellos y,

además, es la parte común de cualesquiera dos de ellos. Un triodo simple es un continuo

que consta de tres arcos, los cuales sólo tienen uno de sus puntos extremos en común.

Un triodo semisimple es un continuo X que es la unión de un rayo H y un arco A tales

que H ∩ A = ∅ y ClX(H) \H es un subarco o un punto de A que no contiene ningún

punto extremo de A. Notemos que un triodo simple es un caso particular de un triodo

semisimple. Un continuo es atriódico si no contiene triodos.

Sean:

H =

{(
x, sen

(
1

x

))
∈ R2

∣∣∣ 0 < x ≤ 2

π

}
,

J =
{
(0, y) ∈ R2 | − 1 ≤ y ≤ 1

}

y

S = J ∪ H.

Notemos que S es un continuo; este continuo es el que se denomina la curva sinusoidal

del topólogo.

3. Resultados preliminares

Demostraremos los resultados sobre funciones débilmente confluentes que nos servirán

para el resto del trabajo.

Teorema 3.1. Sean X y Y dos continuos y f : X → Y una función continua. Entonces f

es débilmente confluente si y sólo si para cada subcontinuo Q de Y existe una componente

K de f−1(Q) tal que f(K) = Q.

Demostración. Supongamos que f es débilmente confluente. Sea Q un subcontinuo de

Y . Por hipótesis, existe un subcontinuo L de X tal que f(L) = Q. Notemos que esto

implica que L ⊂ f−1(Q). Sea K la componente de f−1(Q) que contiene a L. Entonces

f(K) = Q.

La otra implicación es clara. ����

Teorema 3.2. Si X, Y y Z son tres continuos, f : X → Y y g : Y → Z son dos funciones

débilmente confluentes entonces g ◦ f : X → Z es débilmente confluente.
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Demostración. Sea Q un subcontinuo de Z. Como g es débilmente confluente, existe

un subcontinuo L de Y tal que g(L) = Q. Como f es débilmente confluente y L es un

subcontinuo de Y , existe un subcontinuo K de X tal que f(K) = L. De donde se sigue

que g ◦ f(K) = g(f(K)) = g(L) = Q. Por tanto, g ◦ f es débilmente confluente. ����

Teorema 3.3. Si X, Y y Z son tres continuos, f : X → Y y g : Y → Z son dos funciones

continuas tales que g ◦ f : X → Z es débilmente confluente, entonces g es débilmente

confluente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Z. Como g ◦ f es débilmente confluente, existe

un subcontinuo K de Z tal que g ◦ f(K) = Q. Entonces f(K) es un subcontinuo de Y

tal que g(f(K)) = Q. Por tanto, g es débilmente confluente. ����

Lema 3.4. Si Z es un continuo y f : X → [0, 1] es una función continua y sobreyectiva,

entonces f es débilmente confluente.

Demostración. Sea [a, b] un subcontinuo de [0, 1]. Definimos K = {(z, f(z)) | z ∈ Z}.
Claramente K es un subcontinuo de Z×[0, 1]. Supongamos que K∩(Z×[a, b]) no contiene

un subcontinuo irreducible entre K ∩ (Z × {a}) y K ∩ (Z × {b}). Entonces existen dos

subconjuntos cerrados y no vacíos P y R de K∩(Z×[a, b]) tales que K∩(Z×[a, b]) = P∪R,

K ∩ (Z × {a}) ⊂ P y K ∩ (Z × {b}) ⊂ R [16, 5.2]. Sean

P ′ = P ∪
[
π−1
[0,1]([0, a]) ∩K

]
y R′ = R ∪

[
π−1
[0,1]([b, 1]) ∩K

]
,

donde π[0,1] : Z× [0, 1] → [0, 1] es la función proyección. Observemos que esto implica que

K = P ′∪R′, lo cual es una contradicción, ya que P ′ y R′ son dos subconjuntos cerrados,

disyuntos y no vacíos de K, y K es conexo. En consecuencia, existe un subcontinuo

irreducible L de K∩(Z×[a, b]) entre K∩(Z×{a}) y K∩(Z×{b}). Sea πZ : Z×[0, 1] → Z

la función proyección. Notemos que f(πZ(L)) es un subcontinuo de [a, b] tal que {a, b} ⊂
f(πZ(L)). De donde f(πZ(L)) = [a, b]. Por tanto, f es débilmente confluente. ����

Teorema 3.5. Sean X un continuo encadenable y Z un continuo. Si

f : Z → X es una función continua y sobreyectiva, entonces f es débilmente

confluente.

Demostración. Sea f : Z → X una función continua y sobreyectiva. Como X es encade-

nable, X es homeomorfo a lím
←−

{[0, 1], gn+1
n }, donde cada gn+1

n es sobreyectiva [10, 2.4.22].

Supondremos que X = lím
←−

{[0, 1], gn+1
n }.
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subcontinuo de Y , existe un subcontinuo K de X tal que f(K) = L. De donde se sigue

que g ◦ f(K) = g(f(K)) = g(L) = Q. Por tanto, g ◦ f es débilmente confluente. ����

Teorema 3.3. Si X, Y y Z son tres continuos, f : X → Y y g : Y → Z son dos funciones

continuas tales que g ◦ f : X → Z es débilmente confluente, entonces g es débilmente

confluente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Z. Como g ◦ f es débilmente confluente, existe

un subcontinuo K de Z tal que g ◦ f(K) = Q. Entonces f(K) es un subcontinuo de Y

tal que g(f(K)) = Q. Por tanto, g es débilmente confluente. ����

Lema 3.4. Si Z es un continuo y f : X → [0, 1] es una función continua y sobreyectiva,

entonces f es débilmente confluente.

Demostración. Sea [a, b] un subcontinuo de [0, 1]. Definimos K = {(z, f(z)) | z ∈ Z}.
Claramente K es un subcontinuo de Z×[0, 1]. Supongamos que K∩(Z×[a, b]) no contiene

un subcontinuo irreducible entre K ∩ (Z × {a}) y K ∩ (Z × {b}). Entonces existen dos

subconjuntos cerrados y no vacíos P y R de K∩(Z×[a, b]) tales que K∩(Z×[a, b]) = P∪R,

K ∩ (Z × {a}) ⊂ P y K ∩ (Z × {b}) ⊂ R [16, 5.2]. Sean

P ′ = P ∪
[
π−1
[0,1]([0, a]) ∩K

]
y R′ = R ∪

[
π−1
[0,1]([b, 1]) ∩K

]
,

donde π[0,1] : Z× [0, 1] → [0, 1] es la función proyección. Observemos que esto implica que

K = P ′∪R′, lo cual es una contradicción, ya que P ′ y R′ son dos subconjuntos cerrados,

disyuntos y no vacíos de K, y K es conexo. En consecuencia, existe un subcontinuo

irreducible L de K∩(Z×[a, b]) entre K∩(Z×{a}) y K∩(Z×{b}). Sea πZ : Z×[0, 1] → Z

la función proyección. Notemos que f(πZ(L)) es un subcontinuo de [a, b] tal que {a, b} ⊂
f(πZ(L)). De donde f(πZ(L)) = [a, b]. Por tanto, f es débilmente confluente. ����

Teorema 3.5. Sean X un continuo encadenable y Z un continuo. Si

f : Z → X es una función continua y sobreyectiva, entonces f es débilmente

confluente.

Demostración. Sea f : Z → X una función continua y sobreyectiva. Como X es encade-

nable, X es homeomorfo a lím
←−

{[0, 1], gn+1
n }, donde cada gn+1

n es sobreyectiva [10, 2.4.22].

Supondremos que X = lím
←−

{[0, 1], gn+1
n }.
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Sea Q un subcontinuo de X . Notemos que Q = lím
←−

{gn(Q), gn+1
n |gn+1(Q)} [10, 2.1.20].

Por el Lema 3.4, cada gn ◦ f es una función débilmente confluente. Así que, como gn(Q)

es un subcontinuo de [0, 1], para cada número natural n, existe un subcontinuo Kn de Z

tal que gn ◦ f(Kn) = gn(Q). Como la familia de subcontinuos de Z es un espacio métrico

y compacto [10, 1.8.5], existe una subsucesión {Knℓ
}∞ℓ=1 de {Kn}∞n=1 que converge a un

subcontinuo K de Z. Como X es homeomorfo a lím
←−

{[0, 1], gnℓ+1

nℓ
} [10, 2.1.38], sin pérdida

de generalidad, supondremos que K es el límite de la sucesión {Kn}∞n=1.

Sea q ∈ Q. Para cada número natural n, existe zn ∈ Kn tal que gn◦f(zn) = gn(q). Sea z

un punto de acumulación de la sucesión {zn}∞n=1. Mostraremos que f(z) = q. Supongamos

que f(z) �= q. Entonces existe un número natural N tal que gN ◦ f(z) �= gN (q). Así que,

existe un abierto U de [0, 1] tal que gN ◦ f(z) ∈ U y gN(q) �∈ U . En consecuencia,

f−1(g−1
N (U)) es un subconjunto abierto de Z que tiene a z. Como z es un punto de

acumulación de {zn}∞n=1, existe un número natural m > N tal que zm ∈ f−1(g−1
N (U)).

De aquí se obtiene que:

gN (q) = gmN ◦ gm(q) = gmN ◦ gm ◦ f(zm) = gN ◦ f(zm) ∈ U,

lo cual es una contradicción. Por tanto, f(z) = q y Q ⊂ f(K).

Ahora, sea z ∈ K. Como {Kn}∞n=1 converge a K, para cada número natural n, existe

zn ∈ Kn tal que la sucesión {zn}∞n=1 converge a z. Sea n un número natural. Entonces

gn ◦ f(zn) ∈ gn(Q). Para cada número natural n, sea xn ∈ g−1
n (gn ◦ f(zn)) ∩ Q. Sea

x un punto de acumulación de {xn}∞n=1. Mostraremos que f(z) = x. Supongamos que

f(z) �= x. Entonces existe un número natural N1 tal que gN1
◦ f(z) �= gN1

(x). De donde

existen dos abiertos disyuntos V y W de [0, 1] tales que gN1
◦ f(z) ∈ V y gN1

(x) ∈ W .

Observemos que f−1(g−1
N1

(V )) es un abierto de Z que tiene a z y g−1
N1

(W ) es un abierto de

X que tiene a x. Como {zn}∞n=1 converge a z, existe un número natural N ≥ N1 tal que

si n ≥ N , entonces zn ∈ f−1(g−1
N1

(V )). Como x es un punto de acumulación de {xn}∞n=1,

existe un número natural m ≥ N tal que xm ∈ g−1
N1

(W ). Esto es, gN1
(xm) ∈ W . Por otro

lado, tenemos que

gN1
(xm) = gmN1

◦ gm(xm) = gmN1
◦ f(zm) ∈ V,

lo cual es una contradicción, ya que V ∩W = ∅. Así que f(z) = x. Por tanto, f(K) = Q

y f es débilmente confluente. ����
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4. Funciones débilmente confluentes en continuos atriódicos

Probaremos que la imagen débilmente confluente de un arco es un arco o una curva

cerrada simple (Corolario 4.2). También caracterizaremos a los continuos arcoconexos sin

triodos semisimples (Teorema 4.4).

Teorema 4.1. Sean X un continuo atriódico y susliniano y Y un continuo. Si f : X → Y

es débilmente confluente, entonces Y es atriódico.

Demostración. Supongamos que Y contiene un triodo T , donde T = A ∪ B ∪ C y Q =

A∩B∩C = A∩B = A∩C = B∩C. Sean a ∈ A\Q, b ∈ B\Q y c ∈ C\Q. Por conveniencia,

supondremos que d(a,B ∪C) = d(b, A∪C) = d(c, A ∪B) = 1. Para cada ε ∈ (0, 1], sean

Vε(Q) = {y ∈ Y | d(y,Q) < ε}, aε ∈ FrY (Q) ∩A, bε ∈ FrY (Q) ∩B y cε ∈ FrY (Q) ∩C.

Además, sean Aε, Bε, Cε y Tε subcontinuos de A, B, C y T , respectivamente, tales que

{aε}∪Q ⊂ Aε, {bε}∪Q ⊂ Bε, {cε}∪Q ⊂ Cε y Tε = Aε ∪Bε ∪Cε (la existencia de estos

continuos se sigue de [16, 5.5]).

Para cada ε ∈ (14 , 1], sea T ′
ε la componente de f−1(Tε) tal que f(T ′

ε) = Tε (Teorema 3.1).

Sean a′ε ∈ f−1(aε) ∩ T ′
ε, b

′
ε ∈ f−1(bε) ∩ T ′

ε y c′ε ∈ f−1(cε) ∩ T ′
ε. Además, sean Kε(A) la

componente de f−1(Aε\V 1
4
(Q)) que tiene a a′ε, Kε(B) la componente de f−1(Bε\V 1

4
(Q))

que tiene a b′ε y Kε(C) la componente de f−1(Cε \ V 1
4
(Q)) que tiene a c′ε. Observemos

que Kε(A) ∪Kε(B) ∪Kε(C) ⊂ T ′
ε y que cada Kε(A), Kε(B) y Kε(C) es no degenerado,

ya que si D ∈ {A,B,C} entonces Kε(D) ∩ f−1(ClY (Vε(Q)) �= ∅ [16, 5.4].

Para cada ε ∈ (14 , 1) y cualesquiera α, β y γ ∈ (ε, 1], se tiene que T ′
ε ∩Kα(A) = ∅ o

T ′
ε ∩Kβ(B) = ∅ o T ′

ε ∩Kγ(C) = ∅; pues de otro modo, T ′
ε ∪Kα(A) ∪Kβ(B) ∪Kγ(C)

sería un triodo en X . De aquí se sigue que para cada ε ∈ (14 , 1) existe D ∈ {A,B,C}
tal que si δ ∈ (ε, 1], entonces T ′

ε ∩ Kδ(D) = ∅. Sin perder generalidad, supondremos

que existe un subconjunto no numerable E de (14 , 1) tal que si ε ∈ E y α ∈ (ε, 1],

entonces T ′
ε ∩Kα(A) = ∅. Entonces {Kε(A) | ε ∈ E} es una colección no numerable de

subcontinuos disyuntos dos a dos y no degenerados de X . Lo cual implica que X no es

susliniano. Esto es una contradicción. Por tanto, Y es atriódico. ����

Corolario 4.2. La imagen débilmente confluente de un arco es un arco o una curva cerrada

simple.

Demostración. Sean X un arco, Y un continuo y f : X → Y una función débilmente

confluente. Notemos que Y es localmente conexo [16, 8.16]. Como X es un arco, es fácil
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Sea Q un subcontinuo de X . Notemos que Q = lím
←−

{gn(Q), gn+1
n |gn+1(Q)} [10, 2.1.20].

Por el Lema 3.4, cada gn ◦ f es una función débilmente confluente. Así que, como gn(Q)

es un subcontinuo de [0, 1], para cada número natural n, existe un subcontinuo Kn de Z

tal que gn ◦ f(Kn) = gn(Q). Como la familia de subcontinuos de Z es un espacio métrico

y compacto [10, 1.8.5], existe una subsucesión {Knℓ
}∞ℓ=1 de {Kn}∞n=1 que converge a un

subcontinuo K de Z. Como X es homeomorfo a lím
←−

{[0, 1], gnℓ+1

nℓ
} [10, 2.1.38], sin pérdida

de generalidad, supondremos que K es el límite de la sucesión {Kn}∞n=1.

Sea q ∈ Q. Para cada número natural n, existe zn ∈ Kn tal que gn◦f(zn) = gn(q). Sea z

un punto de acumulación de la sucesión {zn}∞n=1. Mostraremos que f(z) = q. Supongamos

que f(z) �= q. Entonces existe un número natural N tal que gN ◦ f(z) �= gN (q). Así que,

existe un abierto U de [0, 1] tal que gN ◦ f(z) ∈ U y gN(q) �∈ U . En consecuencia,

f−1(g−1
N (U)) es un subconjunto abierto de Z que tiene a z. Como z es un punto de

acumulación de {zn}∞n=1, existe un número natural m > N tal que zm ∈ f−1(g−1
N (U)).

De aquí se obtiene que:

gN (q) = gmN ◦ gm(q) = gmN ◦ gm ◦ f(zm) = gN ◦ f(zm) ∈ U,

lo cual es una contradicción. Por tanto, f(z) = q y Q ⊂ f(K).

Ahora, sea z ∈ K. Como {Kn}∞n=1 converge a K, para cada número natural n, existe

zn ∈ Kn tal que la sucesión {zn}∞n=1 converge a z. Sea n un número natural. Entonces

gn ◦ f(zn) ∈ gn(Q). Para cada número natural n, sea xn ∈ g−1
n (gn ◦ f(zn)) ∩ Q. Sea

x un punto de acumulación de {xn}∞n=1. Mostraremos que f(z) = x. Supongamos que

f(z) �= x. Entonces existe un número natural N1 tal que gN1
◦ f(z) �= gN1

(x). De donde

existen dos abiertos disyuntos V y W de [0, 1] tales que gN1
◦ f(z) ∈ V y gN1

(x) ∈ W .

Observemos que f−1(g−1
N1

(V )) es un abierto de Z que tiene a z y g−1
N1

(W ) es un abierto de

X que tiene a x. Como {zn}∞n=1 converge a z, existe un número natural N ≥ N1 tal que

si n ≥ N , entonces zn ∈ f−1(g−1
N1

(V )). Como x es un punto de acumulación de {xn}∞n=1,

existe un número natural m ≥ N tal que xm ∈ g−1
N1

(W ). Esto es, gN1
(xm) ∈ W . Por otro

lado, tenemos que

gN1
(xm) = gmN1

◦ gm(xm) = gmN1
◦ f(zm) ∈ V,

lo cual es una contradicción, ya que V ∩W = ∅. Así que f(z) = x. Por tanto, f(K) = Q

y f es débilmente confluente. ����
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4. Funciones débilmente confluentes en continuos atriódicos

Probaremos que la imagen débilmente confluente de un arco es un arco o una curva

cerrada simple (Corolario 4.2). También caracterizaremos a los continuos arcoconexos sin

triodos semisimples (Teorema 4.4).

Teorema 4.1. Sean X un continuo atriódico y susliniano y Y un continuo. Si f : X → Y

es débilmente confluente, entonces Y es atriódico.

Demostración. Supongamos que Y contiene un triodo T , donde T = A ∪ B ∪ C y Q =

A∩B∩C = A∩B = A∩C = B∩C. Sean a ∈ A\Q, b ∈ B\Q y c ∈ C\Q. Por conveniencia,

supondremos que d(a,B ∪C) = d(b, A∪C) = d(c, A ∪B) = 1. Para cada ε ∈ (0, 1], sean

Vε(Q) = {y ∈ Y | d(y,Q) < ε}, aε ∈ FrY (Q) ∩A, bε ∈ FrY (Q) ∩B y cε ∈ FrY (Q) ∩C.

Además, sean Aε, Bε, Cε y Tε subcontinuos de A, B, C y T , respectivamente, tales que

{aε}∪Q ⊂ Aε, {bε}∪Q ⊂ Bε, {cε}∪Q ⊂ Cε y Tε = Aε ∪Bε ∪Cε (la existencia de estos

continuos se sigue de [16, 5.5]).

Para cada ε ∈ (14 , 1], sea T ′
ε la componente de f−1(Tε) tal que f(T ′

ε) = Tε (Teorema 3.1).

Sean a′ε ∈ f−1(aε) ∩ T ′
ε, b

′
ε ∈ f−1(bε) ∩ T ′

ε y c′ε ∈ f−1(cε) ∩ T ′
ε. Además, sean Kε(A) la

componente de f−1(Aε\V 1
4
(Q)) que tiene a a′ε, Kε(B) la componente de f−1(Bε\V 1

4
(Q))

que tiene a b′ε y Kε(C) la componente de f−1(Cε \ V 1
4
(Q)) que tiene a c′ε. Observemos

que Kε(A) ∪Kε(B) ∪Kε(C) ⊂ T ′
ε y que cada Kε(A), Kε(B) y Kε(C) es no degenerado,

ya que si D ∈ {A,B,C} entonces Kε(D) ∩ f−1(ClY (Vε(Q)) �= ∅ [16, 5.4].

Para cada ε ∈ (14 , 1) y cualesquiera α, β y γ ∈ (ε, 1], se tiene que T ′
ε ∩Kα(A) = ∅ o

T ′
ε ∩Kβ(B) = ∅ o T ′

ε ∩Kγ(C) = ∅; pues de otro modo, T ′
ε ∪Kα(A) ∪Kβ(B) ∪Kγ(C)

sería un triodo en X . De aquí se sigue que para cada ε ∈ (14 , 1) existe D ∈ {A,B,C}
tal que si δ ∈ (ε, 1], entonces T ′

ε ∩ Kδ(D) = ∅. Sin perder generalidad, supondremos

que existe un subconjunto no numerable E de (14 , 1) tal que si ε ∈ E y α ∈ (ε, 1],

entonces T ′
ε ∩Kα(A) = ∅. Entonces {Kε(A) | ε ∈ E} es una colección no numerable de

subcontinuos disyuntos dos a dos y no degenerados de X . Lo cual implica que X no es

susliniano. Esto es una contradicción. Por tanto, Y es atriódico. ����

Corolario 4.2. La imagen débilmente confluente de un arco es un arco o una curva cerrada

simple.

Demostración. Sean X un arco, Y un continuo y f : X → Y una función débilmente

confluente. Notemos que Y es localmente conexo [16, 8.16]. Como X es un arco, es fácil
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demostrar que X es susliniano. Así que, por el Teorema 4.1, Y es atriódico. Por [16, 8.40],

Y es un arco o una curva cerrada simple. ����

El Teorema 2 de [18] (Teorema 4.4) nos da una caracterización particularmente simple

para los continuos arcoconexos. Para demostrarlo, necesitamos el siguiente

Lema 4.3. Un continuo únicamente arcoconexo y que no contiene triodos semisimples

es un arco o un continuo circularmente encadenable y arcoconexo que no es una curva

cerrada simple.

Demostración. Sea X un continuo únicamente arcoconexo que no contiene triodos semi-

simples. Dados dos puntos x1 y x2 de X , α(x1, x2) denotará al único arco en X cuyos

puntos extremos son x1 y x2. Dividiremos la prueba en varias partes.

Parte (1). Si α y β son dos arcos en X tales que α∩ β �= ∅, entonces α∪ β es un arco

en X .

Para ver esto, observemos que α ∪ β es un continuo localmente conexo [16, 8.16]

sin curvas cerradas simples. Así que, α ∪ β debe de ser una dendrita. Como X no

tiene triodos semisimples, α ∪ β no contiene triodos simples. Por tanto, α ∪ β es

un arco.

Parte (2). Si Y es un subespacio arcoconexo de X que no está contenido en un arco

de X , entonces Y contiene una imagen continua e inyectiva de [0,∞) que no está

contenida en un arco de X .

Para probar esto, sea D = {xn}∞n=1 un subconjunto denso y numberable de

Y , en donde xn �= xm si n �= m. Para cada número natural n ≥ 2, sea

σn =
⋃n

j=1 α(x1, xj). Notemos que, por la Parte (1), cada σn es un arco. Sea

x ∈ σ2 \ {x1, x2}. Entonces, para cada n ≥ 2, x divide a σn en dos subarcos σ′
n

y σ′′
n que tienen a x como uno de sus puntos extremos. Estos subarcos son esco-

gidos de tal manera que σ′
n ⊂ σ′

n+1 y que σ′′
n ⊂ σ′′

n+1. Supongamos que
⋃∞

n=1 σ
′
n

está contenido en un arco B′ de X y que
⋃∞

n=1 σ
′′
n está contenido en un arco B′′

de X . Entonces (
⋃∞

n=1 σ
′
n) ∪ (

⋃∞
n=1 σ

′′
n) está contenido en el arco B′ ∪ B′′ (como

x ∈ B′ ∩ B′′, por la Parte (1), B′ ∪ B′′ es un arco). Como D es denso en Y y

D ⊂ (
⋃∞

n=1 σ
′
n) ∪ (

⋃∞
n=1 σ

′′
n), se tiene que Y ⊂ B′ ∪ B′′, lo cual es una contradic-

ción. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
⋃∞

n=1 σ
′′
n no está contenido
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en un arco. No es difícil probar que
⋃∞

n=1 σ
′′
n es una imagen continua e inyectiva

de [0,∞).

Parte (3). Sean f : [0,∞) → X una función continua e inyectiva y A = f([0,∞)).

Si x ∈ X \ {f(0)}, entonces α(x, f(0)) y A satisfacen alguna de las siguientes

condiciones:

(a) α(x, f(0)) ⊂ A;

(b) α(x, f(0)) ∩A = {f(0)}, ó

(c) A ⊂ α(x, f(0)).

Más aún, si (a) ó (b) se satisfacen, entonces α(x, f(0))∪A es también una imagen

continua e inyectiva de [0,∞).

Para demostrar que alguno entre (a), (b) ó (c) se debe cumplir, primero notemos

que si x ∈ A, entonces existe una t ∈ [0,∞) tal que f(t) = x. Como X es

únicamente arcoconexo, se tiene que α(x, f(0)) = f([0, t]) ⊂ A; i.e., (a) se cumple.

Ahora supongamos que x ∈ X \ A y que (b) no se cumple. Entonces existe t0 ∈
(0,∞) tal que f(t0) ∈ α(x, f(0)). Como f(0) es un punto extremo de α(x, f(0))

y x ∈ X \ A, se tiene que {t ∈ (0,∞) | f(t) ∈ α(x, f(0))} no está acotado

superiormente (si estuviera acotado superiormente, α(x, f(0)) ∪ A contendría un

triodo simple). Como X es únicamente arcoconexo, si s, t ∈ (0,∞) son tales que

s ≤ t y f(s), f(t) ∈ α(x, f(0)), entonces f([s, t]) ⊂ α(x, f(0)). De aquí se sigue que

A ⊂ α(x, f(0)). Esto termina la prueba de que alguno de (a) (b) ó (c) se cumple.

El hecho de que si (a) ó (b) se cumple entonces α(x, f(0)) ∪ A es una imagen

continua e inyectiva de [0,∞) es claro.

Parte (4). Sean g : R → X una función continua e inyectiva y G = g(R). Entonces

g((−∞, 0]) está contenido en un arco en X ó g([0,∞)) está contenido en un arco

en X .

Para ver esto, primero observemos que G �= X , pues de otro modo, por [17, pág.

9], X contendría a un triodo semisimple. Así que podemos tomar x ∈ X \ G.

Consideremos el arco α(x, g(0)). Por la Parte (3) y el hecho de que x ∈ X \ G,

terminaríamos la prueba si mostramos que α(x, g(0))∩ g((−∞, 0]) �= {g(0)} o que

α(x, g(0))∩ g([0,∞)) �= {g(0)}. Supongamos que α(x, g(0))∩ g((−∞, 0]) = {g(0)}
y que α(x, g(0)) ∩ g([0,∞)) = {g(0)}. Entonces T = α(x, g(0)) ∪ g([−1, 1]) es un
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demostrar que X es susliniano. Así que, por el Teorema 4.1, Y es atriódico. Por [16, 8.40],

Y es un arco o una curva cerrada simple. ����

El Teorema 2 de [18] (Teorema 4.4) nos da una caracterización particularmente simple

para los continuos arcoconexos. Para demostrarlo, necesitamos el siguiente

Lema 4.3. Un continuo únicamente arcoconexo y que no contiene triodos semisimples

es un arco o un continuo circularmente encadenable y arcoconexo que no es una curva

cerrada simple.

Demostración. Sea X un continuo únicamente arcoconexo que no contiene triodos semi-

simples. Dados dos puntos x1 y x2 de X , α(x1, x2) denotará al único arco en X cuyos

puntos extremos son x1 y x2. Dividiremos la prueba en varias partes.

Parte (1). Si α y β son dos arcos en X tales que α∩ β �= ∅, entonces α∪ β es un arco

en X .

Para ver esto, observemos que α ∪ β es un continuo localmente conexo [16, 8.16]

sin curvas cerradas simples. Así que, α ∪ β debe de ser una dendrita. Como X no

tiene triodos semisimples, α ∪ β no contiene triodos simples. Por tanto, α ∪ β es

un arco.

Parte (2). Si Y es un subespacio arcoconexo de X que no está contenido en un arco

de X , entonces Y contiene una imagen continua e inyectiva de [0,∞) que no está

contenida en un arco de X .

Para probar esto, sea D = {xn}∞n=1 un subconjunto denso y numberable de

Y , en donde xn �= xm si n �= m. Para cada número natural n ≥ 2, sea

σn =
⋃n

j=1 α(x1, xj). Notemos que, por la Parte (1), cada σn es un arco. Sea

x ∈ σ2 \ {x1, x2}. Entonces, para cada n ≥ 2, x divide a σn en dos subarcos σ′
n

y σ′′
n que tienen a x como uno de sus puntos extremos. Estos subarcos son esco-

gidos de tal manera que σ′
n ⊂ σ′

n+1 y que σ′′
n ⊂ σ′′

n+1. Supongamos que
⋃∞

n=1 σ
′
n

está contenido en un arco B′ de X y que
⋃∞

n=1 σ
′′
n está contenido en un arco B′′

de X . Entonces (
⋃∞

n=1 σ
′
n) ∪ (

⋃∞
n=1 σ

′′
n) está contenido en el arco B′ ∪ B′′ (como

x ∈ B′ ∩ B′′, por la Parte (1), B′ ∪ B′′ es un arco). Como D es denso en Y y

D ⊂ (
⋃∞

n=1 σ
′
n) ∪ (

⋃∞
n=1 σ

′′
n), se tiene que Y ⊂ B′ ∪ B′′, lo cual es una contradic-

ción. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
⋃∞

n=1 σ
′′
n no está contenido
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en un arco. No es difícil probar que
⋃∞

n=1 σ
′′
n es una imagen continua e inyectiva

de [0,∞).

Parte (3). Sean f : [0,∞) → X una función continua e inyectiva y A = f([0,∞)).

Si x ∈ X \ {f(0)}, entonces α(x, f(0)) y A satisfacen alguna de las siguientes

condiciones:

(a) α(x, f(0)) ⊂ A;

(b) α(x, f(0)) ∩A = {f(0)}, ó

(c) A ⊂ α(x, f(0)).

Más aún, si (a) ó (b) se satisfacen, entonces α(x, f(0))∪A es también una imagen

continua e inyectiva de [0,∞).

Para demostrar que alguno entre (a), (b) ó (c) se debe cumplir, primero notemos

que si x ∈ A, entonces existe una t ∈ [0,∞) tal que f(t) = x. Como X es

únicamente arcoconexo, se tiene que α(x, f(0)) = f([0, t]) ⊂ A; i.e., (a) se cumple.

Ahora supongamos que x ∈ X \ A y que (b) no se cumple. Entonces existe t0 ∈
(0,∞) tal que f(t0) ∈ α(x, f(0)). Como f(0) es un punto extremo de α(x, f(0))

y x ∈ X \ A, se tiene que {t ∈ (0,∞) | f(t) ∈ α(x, f(0))} no está acotado

superiormente (si estuviera acotado superiormente, α(x, f(0)) ∪ A contendría un

triodo simple). Como X es únicamente arcoconexo, si s, t ∈ (0,∞) son tales que

s ≤ t y f(s), f(t) ∈ α(x, f(0)), entonces f([s, t]) ⊂ α(x, f(0)). De aquí se sigue que

A ⊂ α(x, f(0)). Esto termina la prueba de que alguno de (a) (b) ó (c) se cumple.

El hecho de que si (a) ó (b) se cumple entonces α(x, f(0)) ∪ A es una imagen

continua e inyectiva de [0,∞) es claro.

Parte (4). Sean g : R → X una función continua e inyectiva y G = g(R). Entonces

g((−∞, 0]) está contenido en un arco en X ó g([0,∞)) está contenido en un arco

en X .

Para ver esto, primero observemos que G �= X , pues de otro modo, por [17, pág.

9], X contendría a un triodo semisimple. Así que podemos tomar x ∈ X \ G.

Consideremos el arco α(x, g(0)). Por la Parte (3) y el hecho de que x ∈ X \ G,

terminaríamos la prueba si mostramos que α(x, g(0))∩ g((−∞, 0]) �= {g(0)} o que

α(x, g(0))∩ g([0,∞)) �= {g(0)}. Supongamos que α(x, g(0))∩ g((−∞, 0]) = {g(0)}
y que α(x, g(0)) ∩ g([0,∞)) = {g(0)}. Entonces T = α(x, g(0)) ∪ g([−1, 1]) es un
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triodo simple en X , lo cual es una contradicción al hecho de que X no contiene

triodos semisimples.

Parte (5). Dadas dos imágenes disyuntas continuas e inyectivas de [0,∞) en X , alguna

de ellas está contenida en un arco en X .

Sean f1, f2 : [0,∞) → X dos funciones continuas e inyectivas diferentes, A1 =

f1([0,∞)) y A2 = f2([0,∞)). Como A1 ∩A2 = ∅, el inciso (a) de la Parte (3) no

se cumple para α(f1(0), f2(0)) y ninguno de los rayos A1 o A2. Si el inciso (c) de

la Parte (3) se cumple para α(f1(0), f2(0)) y alguno de A1 ó A2, entonces hemos

terminado. Por tanto, supongamos que

α(f1(0), f2(0)) ∩Aj = {fj(0)}

para cada j ∈ {1, 2}. Bajo estas hipótesis, es claro que α(f1(0), f2(0)) ∪ A1 ∪ A2

es una imagen continua e inyectiva de R. Ahora, el resultado se sigue de la Parte

(4).

Para terminar la demostración del lema, supongamos que X no es un arco. Enton-

ces le podemos aplicar la Parte (2) a X y concluir que existe una función continua

e inyectiva g : [0,∞) → X tal que S = g([0,∞)) no está contenido en un arco en

X . Por la Parte (3) y el hecho de que S no está contenido en un arco en X , se

tiene que si x1, x2 ∈ X \S, entonces α(x1, x2)∩S = ∅ (aquí aplicamos la Parte (3)

a α(xj , g(t)), j ∈ {1, 2} y g([t,∞)) si t ∈ α(x1, x2)). Notemos que X \ S no puede

ser un sólo punto {p}; si esto fuera cierto, entonces la Parte (3) y el hecho de que

S no está contenido en un arco en X implicarían que α(p, g(0)) ∩ S = {g(0)}, lo

cual es una contradicción. De donde X \ S es un subconjunto arcoconexo de X ó

X \ S = ∅. Pero ahora podemos concluir que X \ S está contenido en un arco en

X , pues de otro modo podríamos aplicar la Parte (2) a X \ S para obtener una

imagen continua e inyectiva, E, de [0,∞), tal que E no esté contenido en un arco

en X (como E ∩ S = ∅, esto contradiría la Parte (5)). Así que, sea α(z1, z2) un

arco de X tal que X \ S ⊂ α(z1, z2). Notemos que

S ∪ α(z1, z2) = X. (*)

Consideremos dos casos que involucran a z1, z2 y a S. Primero, supongamos que

alguno de los puntos z1 ó z2 no pertenece a S. Sin perder generalidad, supondre-

mos que z1 no pertenece a S. Entonces, aplicando la Parte (3) a α(z1, g(0)) y a
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S, obtenemos que α(z1, g(0)) ∩ S = {g(0)}. En consecuencia, por la Parte (3),

α(z1, g(0)) ∪ S es una imagen continua e inyectiva de [0,∞) bajo una función k

(observemos que k(0) = z1). También tenemos que α(z1, g(0)) ∪ S = X , porque,

si no fuera cierto, entonces, por (*), z2 �∈ α(z1, g(0)) ∪ S y así, aplicando la Parte

(3) a α(z2, k(0)) y a k([0,∞)), tendríamos que α(z1, g(0)) ∩ α(z1, z2) = {z1}, lo

cual contradice (*) pues z1 �= g(0). Por consiguiente, X es una imagen continua e

inyectiva de [0,∞). Ahora, supongamos que {z1, z2} ⊂ S. Así que α(z1, z2) ⊂ S

también. Lo que implica que X \ S = ∅; esto es, X = S y, otra vez, X es una

imagen continua e inyectiva de [0,∞). Por tanto, en cualquier caso, hemos pro-

bado que X es una imagen continua e inyectiva de [0,∞). Como X no contiene

triodos semisimples, por [17, pág. 9], se tiene que X es un continuo circularmente

encadenable y arcoconexo. Como X es únicamente arcoconexo, X no es una curva

cerrada simple. ����

Teorema 4.4. Un continuo X es arcoconexo y no contiene triodos semisimples si y sólo

si X es un arco o un continuo circularmente encadenable y arcoconexo.

Demostración. Sea X un continuo arcoconexo que no contiene triodos semisimples. Su-

pongamos que X contiene una curva cerrada simple C y que existe un punto p ∈ X \C.

Como X es arcoconexo, existe un arco γ en X tal que sus puntos extremos son p y algún

punto de C. Claramente, C ∪ γ contiene un triodo simple, lo cual contradice la hipótesis

de que X no contiene triodos semisimples. Por tanto, X es únicamente arcoconexo. Aho-

ra, por el Lema 4.3 se tiene que X es un arco o un continuo circularmente encadenable

y arcoconexo.

La implicación inversa se sigue de que los continuos circularmente encadenables son

atriódicos [10, 2.1.447]. ����

5. Funciones débilmente confluentes sobre continuos circularmente
encadenables y arcoconexos

Mostraremos que una curva cerrada simple es el único continuo circularmente encade-

nable y arcoconexo que es una imagen débilmente confluente de S (Teorema 5.8).

Empezaremos enunciando un teorema que nos indica dos maneras diferentes de cons-

truir continuos (circularmente) encadenables. Este resultado es consecuencia de [12, Teo-

rema 2]:
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triodo simple en X , lo cual es una contradicción al hecho de que X no contiene

triodos semisimples.
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X . Por la Parte (3) y el hecho de que S no está contenido en un arco en X , se

tiene que si x1, x2 ∈ X \S, entonces α(x1, x2)∩S = ∅ (aquí aplicamos la Parte (3)

a α(xj , g(t)), j ∈ {1, 2} y g([t,∞)) si t ∈ α(x1, x2)). Notemos que X \ S no puede

ser un sólo punto {p}; si esto fuera cierto, entonces la Parte (3) y el hecho de que

S no está contenido en un arco en X implicarían que α(p, g(0)) ∩ S = {g(0)}, lo

cual es una contradicción. De donde X \ S es un subconjunto arcoconexo de X ó

X \ S = ∅. Pero ahora podemos concluir que X \ S está contenido en un arco en

X , pues de otro modo podríamos aplicar la Parte (2) a X \ S para obtener una

imagen continua e inyectiva, E, de [0,∞), tal que E no esté contenido en un arco

en X (como E ∩ S = ∅, esto contradiría la Parte (5)). Así que, sea α(z1, z2) un

arco de X tal que X \ S ⊂ α(z1, z2). Notemos que

S ∪ α(z1, z2) = X. (*)

Consideremos dos casos que involucran a z1, z2 y a S. Primero, supongamos que

alguno de los puntos z1 ó z2 no pertenece a S. Sin perder generalidad, supondre-

mos que z1 no pertenece a S. Entonces, aplicando la Parte (3) a α(z1, g(0)) y a
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S, obtenemos que α(z1, g(0)) ∩ S = {g(0)}. En consecuencia, por la Parte (3),

α(z1, g(0)) ∪ S es una imagen continua e inyectiva de [0,∞) bajo una función k

(observemos que k(0) = z1). También tenemos que α(z1, g(0)) ∪ S = X , porque,

si no fuera cierto, entonces, por (*), z2 �∈ α(z1, g(0)) ∪ S y así, aplicando la Parte

(3) a α(z2, k(0)) y a k([0,∞)), tendríamos que α(z1, g(0)) ∩ α(z1, z2) = {z1}, lo

cual contradice (*) pues z1 �= g(0). Por consiguiente, X es una imagen continua e

inyectiva de [0,∞). Ahora, supongamos que {z1, z2} ⊂ S. Así que α(z1, z2) ⊂ S

también. Lo que implica que X \ S = ∅; esto es, X = S y, otra vez, X es una

imagen continua e inyectiva de [0,∞). Por tanto, en cualquier caso, hemos pro-

bado que X es una imagen continua e inyectiva de [0,∞). Como X no contiene

triodos semisimples, por [17, pág. 9], se tiene que X es un continuo circularmente

encadenable y arcoconexo. Como X es únicamente arcoconexo, X no es una curva

cerrada simple. ����

Teorema 4.4. Un continuo X es arcoconexo y no contiene triodos semisimples si y sólo

si X es un arco o un continuo circularmente encadenable y arcoconexo.

Demostración. Sea X un continuo arcoconexo que no contiene triodos semisimples. Su-

pongamos que X contiene una curva cerrada simple C y que existe un punto p ∈ X \C.

Como X es arcoconexo, existe un arco γ en X tal que sus puntos extremos son p y algún

punto de C. Claramente, C ∪ γ contiene un triodo simple, lo cual contradice la hipótesis

de que X no contiene triodos semisimples. Por tanto, X es únicamente arcoconexo. Aho-

ra, por el Lema 4.3 se tiene que X es un arco o un continuo circularmente encadenable

y arcoconexo.

La implicación inversa se sigue de que los continuos circularmente encadenables son

atriódicos [10, 2.1.447]. ����

5. Funciones débilmente confluentes sobre continuos circularmente
encadenables y arcoconexos

Mostraremos que una curva cerrada simple es el único continuo circularmente encade-

nable y arcoconexo que es una imagen débilmente confluente de S (Teorema 5.8).

Empezaremos enunciando un teorema que nos indica dos maneras diferentes de cons-

truir continuos (circularmente) encadenables. Este resultado es consecuencia de [12, Teo-
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Teorema 5.1. Si X es un continuo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es (circularmente) encadenable;

(2) X es homeomorfo a lím
←−

{[0, 1], fn+1
n } (lím

←−
{S1, fn+1

n }), donde cada función fn+1
n es

continua y sobreyectiva;

(3) para cada ε > 0, existe una ε-función f : X → [0, 1] (f : X → S1).

El siguiente resultado nos presenta cómo son las componentes por arcos de un conti-

nuo encadenable cuando éste tiene exactamente dos de ellas. Una demostración de este

teorema se puede encontrar en [14, Teorema 1].

Teorema 5.2. Si un continuo encadenable tiene exactamente dos componentes por arcos,

entonces una de ellas es un arco y la otra es un rayo.

Teorema 5.3. Sean {Dn, f
n+1
n }∞n=1 una sucesión inversa de dendroides y X =

lím
←−

{Dn, f
n+1
n }. Entonces:

(1) Si X es arcoconexo, entonces X es un dendroide o un conjunto de un solo punto.

(2) Si X es localmente conexo, entonces X es una dendrita o un conjunto de un solo

punto.

(3) Si para cada número natural n, Dn es una dendrita y fn+1
n es monótona y sobreyec-

tiva, entonces X es una dendrita o un conjunto de un solo punto.

Demostración. Observemos que, por [10, 2.1.26], X es un continuo hereditariamente

unicoherente. Por tanto, (1) se cumple. También se prueba (2), ya que una dendrita

es un dendroide localmente conexo. Para ver que se cumple (3), notemos que, por [10,

2.1.20], X = lím
←−

{fn(X), fn+1
n |fn+1(X)}, donde para cada n, fn+1

n |fn+1(X) es sobreyectiva.

No es difícil ver que, como cada Dn es hereditariamente unicoherente, cada función

fn+1
n |fn+1(X) es monótona. Por tanto, X es localmente conexo [10, 2.1.14]. Ahora, (3) se

sigue de (2). ����

Lema 5.4. Si X es un dendroide que no es un arco, entonces X contiene un triodo

simple.
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Demostración. Sea X un dendroide. Observemos que si dos arcos se intersecan entonces

su unión es un arco o contiene un triodo simple. Supongamos que X no contiene un triodo.

Entonces un subconjunto denso y numerable de X puede ser usado para construir una

sucesión monótona creciente de arcos cuya unión es densa en X . Por [9, págs. 13 y 14]

esa unión debe de estar contenida en un arco, de donde se obtiene que X es un arco. ����

Teorema 5.5. Sean {[0, 1], fn+1
n }∞n=1 una sucesión inversa de arcos y X =

lím
←−

{[0, 1], fn+1
n }. Si X es arcoconexo, entonces X es un arco o un conjunto de un solo

punto.

Demostración. Por Teorema 5.3, X es un dendroide o un conjunto de un solo punto.

Supongamos que X no es un arco ni un conjunto de un solo punto. Entonces, por el

Lema 5.4, X contiene un triodo simple, pero esto contradice el hecho de que los continuos

encadenables son atriódicos [10, 2.1.41]. Por tanto, X es un arco o un conjunto de un

solo punto. ����

Teorema 5.6. Sean {S1, fn+1
n }∞n=1 una sucesión inversa de círculos con funciones de

ligadura sobreyectivas y X = lím
←−

{S1, fn+1
n }. Si X es arcoconexo, entonces

(1) X es una curva cerrada simple, o

(2) X se puede expresar en la forma A ∪ C, donde A es un arco, C es un continuo

encadenable con exactamente dos componentes por arcos y A ∩ C consta de los dos

puntos extremos de A. Más aún, los dos puntos de A∩C son puntos extremos opuestos

de C.

Inversamente, un continuo que satisface (1) ó (2) es arcoconexo y es homeomor-

fo al límite inverso de una sucesión inversa de círculos con funciones de ligadura

sobreyectivas.

Demostración. Primero observemos que X es atriódico [10, 2.1.44] y que todo subcon-

tinuo propio de X es encadenable [10, 2.1.43]. Por [10, 2.1.45], r(X) ≤ 1. Supongamos

que r(X) = 0. Entonces, como todo subcontinuo de X es encadenable, X es hereditaria-

mente unicoherente [10, 2.1.28]. De donde se tiene que X es un dendroide. Como X es

atriódico, por el Lema 5.4, X es un arco. Pero, claramente, X no puede ser un arco. De

donde se sigue que r(X) = 1. Supongamos que E yF son dos subcontinuos de X tales

que E ∪ F = X y que D ∩ F no es conexa. Entonces, como todo subcontinuo propio de
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Demostración. Observemos que, por [10, 2.1.26], X es un continuo hereditariamente
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es un dendroide localmente conexo. Para ver que se cumple (3), notemos que, por [10,

2.1.20], X = lím
←−

{fn(X), fn+1
n |fn+1(X)}, donde para cada n, fn+1

n |fn+1(X) es sobreyectiva.

No es difícil ver que, como cada Dn es hereditariamente unicoherente, cada función

fn+1
n |fn+1(X) es monótona. Por tanto, X es localmente conexo [10, 2.1.14]. Ahora, (3) se

sigue de (2). ����

Lema 5.4. Si X es un dendroide que no es un arco, entonces X contiene un triodo

simple.
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Demostración. Sea X un dendroide. Observemos que si dos arcos se intersecan entonces

su unión es un arco o contiene un triodo simple. Supongamos que X no contiene un triodo.

Entonces un subconjunto denso y numerable de X puede ser usado para construir una

sucesión monótona creciente de arcos cuya unión es densa en X . Por [9, págs. 13 y 14]

esa unión debe de estar contenida en un arco, de donde se obtiene que X es un arco. ����

Teorema 5.5. Sean {[0, 1], fn+1
n }∞n=1 una sucesión inversa de arcos y X =

lím
←−

{[0, 1], fn+1
n }. Si X es arcoconexo, entonces X es un arco o un conjunto de un solo

punto.

Demostración. Por Teorema 5.3, X es un dendroide o un conjunto de un solo punto.

Supongamos que X no es un arco ni un conjunto de un solo punto. Entonces, por el

Lema 5.4, X contiene un triodo simple, pero esto contradice el hecho de que los continuos

encadenables son atriódicos [10, 2.1.41]. Por tanto, X es un arco o un conjunto de un

solo punto. ����

Teorema 5.6. Sean {S1, fn+1
n }∞n=1 una sucesión inversa de círculos con funciones de

ligadura sobreyectivas y X = lím
←−

{S1, fn+1
n }. Si X es arcoconexo, entonces

(1) X es una curva cerrada simple, o

(2) X se puede expresar en la forma A ∪ C, donde A es un arco, C es un continuo

encadenable con exactamente dos componentes por arcos y A ∩ C consta de los dos

puntos extremos de A. Más aún, los dos puntos de A∩C son puntos extremos opuestos

de C.

Inversamente, un continuo que satisface (1) ó (2) es arcoconexo y es homeomor-

fo al límite inverso de una sucesión inversa de círculos con funciones de ligadura

sobreyectivas.

Demostración. Primero observemos que X es atriódico [10, 2.1.44] y que todo subcon-

tinuo propio de X es encadenable [10, 2.1.43]. Por [10, 2.1.45], r(X) ≤ 1. Supongamos

que r(X) = 0. Entonces, como todo subcontinuo de X es encadenable, X es hereditaria-

mente unicoherente [10, 2.1.28]. De donde se tiene que X es un dendroide. Como X es

atriódico, por el Lema 5.4, X es un arco. Pero, claramente, X no puede ser un arco. De

donde se sigue que r(X) = 1. Supongamos que E yF son dos subcontinuos de X tales

que E ∪ F = X y que D ∩ F no es conexa. Entonces, como todo subcontinuo propio de
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X es encadenable, por los Teoremas 5.1 y 5.5 y [10, 2.1.20], se tiene que E y F son arcos.

En consecuencia, como E ∩F no es conexa, E ∪ F contiene una curva cerrada simple S.

Ahora, como todo subcontinuo propio de X es encadenable y X es atriódico, resulta que

S = X , lo que prueba que X es una curva cerrada simple.

De ahora en adelante, supondremos que F no es arcoconexo. Supongamos que F tiene,

por lo menos, tres componentes por arcos. Sean F1, F2 y F3 tres componentes por arcos

distintas de F . Sean β un arco con sus puntos extremos en F1 en F2, y γ un arco que

comparte uno de sus puntos extremos con el punto extremo de β en F2 y el otro punto

extremo en F3. Si β ∪ γ = X , entonces la no unicoherencia de X implicaría que X

contiene, de hecho, es igual a, una curva cerrada simple; lo que contradiría la hipótesis

de que F no era arcoconexo. Por consiguiente, β∪γ es un subcontinuo propio de X . Como

todo subcontinuo propio de X es encadenable, por los Teoremas 5.1 y 5.5 y [10, 2.1.20],

β ∪ γ es un arco. Ahora, como cada componente de F ∩ (β ∪ γ) es un subcontinuo de

β∪γ, tales componentes son arcos. En consecuencia hay, por lo menos, tres componentes,

de donde r(F ∩ (β ∪ γ)) ≥ 2, lo que contradice el hecho de que r(X) = 1 (claramente,

como F ∩ (β ∪ γ) no es unicoherente y cada subcontinuo propio de X es encadenable y,

por consiguiente, unicoherente [10, 2.1.28], se tiene que F ∩ (β ∪ γ) = X). Como F no

es arcoconexo, hemos demostrado que F tiene exactamente dos componentes por arcos.

Como F es un subcontinuo propio de X , F es encadenable.

Sea C = F . Por el Teorema 5.2, una de las componentes por arcos de C es un arco

y la otra es un rayo. Denotemos por I la componente por arcos que es un arco y por

H la componente por arcos que es un rayo. Sea h el punto extremo de H . Sea α un

arco en X tal que h es uno de sus puntos extremos y el otro punto extremo está en I.

Como X es atriódico y H no está contenido en un arco en X , se tiene que α∩H = {h}.
También resulta que α ∩ I es un arco o un punto que incluye, por lo menos, un punto

extremo de I. Si α ∩ I sólo incluye un punto extremo de I, entonces sea e este punto

extremo. Si α ∩ I incluye los dos puntos extremos de I, sea e el punto extremo de I que

es un punto de corte de α. Sea A el subarco de α que tiene a h y a e como sus puntos

extremos. Claramente, C ∩ A consiste, exactamente, de los dos puntos extremos de A.

Ahora mostraremos que h y e son puntos extremos opuestos de C. Usando el hecho de

que C es atriódico [10, 2.1.41] (en particular, usamos el hecho de que ClX(H) contiene,

por lo menos, un punto extremo de I) y el Teorema 5.2, se puede verificar que cualquier

subcontinuo de C que contenga a h es irreducible entre h y algún otro de sus puntos

(i.e., h satisface [1, (A), pág. 660]). Esto implica, por [1, Teorema 13], que h es un punto
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extremo de C. Más aún, si I ⊂ ClX(H), entonces el Teorema 5.2 [1, (A), pág. 660] y [1,

Teorema 13] pueden ser utilizados para ver que cada uno de los puntos extremos de I,

en particular e, es un punto extremo de C. De donde se sigue, por [1, Teorema 14], que

h y e son puntos extremos opuestos de C.

Supongamos que I �⊂ ClX(H). Si e ∈ ClX(H), entonces A∪ClX(H) no sería unicohe-

rente, ya que A ∩ ClX(H) sería igual a {e, h}. Además, sería un subcontinuo propio de

X , pues I �⊂ ClX(H). Esto contradice el hecho de que todo subcontinuo propio de X es

encadenable (los continuos encadenables son unicoherentes [10, 2.1.28]). Por consiguiente,

e ∈ X \ ClX(H). Ahora, se puede verificar que

cualquier subcontinuo de C que tenga a e y a un punto de H , debe de

contener a I.
(**)

Usando (**), se puede verificar que e cumple con [1, (A), pág. 660]. En consecuencia,

por [1, Teorema 13], e es un punto extremo de C. Utilizando nuevamente (**), se puede

mostrar que C es un continuo irreducible entre e y h. Por tanto, por [1, Teorema 14], e

y h son puntos extremos opuestos de C.

Inversamente, supongamos que X es un continuo que cumple con (2). Por el Teore-

ma 5.2, una de las componentes por arcos de C es un rayo, H , y la otra es un arco,

I. Como los dos puntos de A ∩ C son puntos extremos opuestos de C, uno de ellos es

el punto extremo, h, de H y el otro es un punto extremo, e, de I. Del hecho de que A

interseca tanto a H como I, se sigue que X es arcoconexo. Ahora probaremos que X es

homeomorfo al límite inverso de una sucesión inversa de círculos con funciones de liga-

dura sobreyectivas. Sean ε > 0 y U = {U1, . . . , Un} una ε-cadena que cubre a C tal que

h ∈ U1 \U2 y e ∈ Un \Un−1 [1, pág. 661]. Sea N⋆(U) el poliedro asociado al nervio, N(U),

de U [10, 1.4.9] (Observemos que N⋆(U) es un arco). Sea Ψ: C → N⋆(U) una función

canónica relativa a U [5, pág. 286]. Como h ∈ U1 \U2 y e ∈ Un \Un−1, Ψ(h) es uno de los

puntos extremos de N⋆(U) y Ψ(e) es el otro punto extremo de N⋆(U) (esto se sigue de

la definición de una función canónica [5, pág. 286]). Como U es una ε-cadena, Ψ es una

ε-función. Sean S1+ = {(x, y) ∈ S1 | y ≥ 0} y S1− = {(x, y) ∈ S1 | y ≤ 0}. Componiendo Ψ

con un homeomorfismo de N⋆(U) sobre S1+, obtenemos una ε-función f de C sobre S1+.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que f(h) = (−1, 0) y f(e) = (1, 0). Como A es

un arco cuyos puntos extremos son e y h, existe un homeomorfismo g de A sobre S1− tal

que g(h) = (−1, 0) y g(e) = (1, 0). Sea ℓ : X → S1 definida como

ℓ(x) =

{
f(x) si x ∈ C,

g(x) si x ∈ A.
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X es encadenable, por los Teoremas 5.1 y 5.5 y [10, 2.1.20], se tiene que E y F son arcos.

En consecuencia, como E ∩F no es conexa, E ∪ F contiene una curva cerrada simple S.

Ahora, como todo subcontinuo propio de X es encadenable y X es atriódico, resulta que

S = X , lo que prueba que X es una curva cerrada simple.

De ahora en adelante, supondremos que F no es arcoconexo. Supongamos que F tiene,

por lo menos, tres componentes por arcos. Sean F1, F2 y F3 tres componentes por arcos

distintas de F . Sean β un arco con sus puntos extremos en F1 en F2, y γ un arco que

comparte uno de sus puntos extremos con el punto extremo de β en F2 y el otro punto

extremo en F3. Si β ∪ γ = X , entonces la no unicoherencia de X implicaría que X

contiene, de hecho, es igual a, una curva cerrada simple; lo que contradiría la hipótesis

de que F no era arcoconexo. Por consiguiente, β∪γ es un subcontinuo propio de X . Como

todo subcontinuo propio de X es encadenable, por los Teoremas 5.1 y 5.5 y [10, 2.1.20],

β ∪ γ es un arco. Ahora, como cada componente de F ∩ (β ∪ γ) es un subcontinuo de

β∪γ, tales componentes son arcos. En consecuencia hay, por lo menos, tres componentes,

de donde r(F ∩ (β ∪ γ)) ≥ 2, lo que contradice el hecho de que r(X) = 1 (claramente,

como F ∩ (β ∪ γ) no es unicoherente y cada subcontinuo propio de X es encadenable y,

por consiguiente, unicoherente [10, 2.1.28], se tiene que F ∩ (β ∪ γ) = X). Como F no

es arcoconexo, hemos demostrado que F tiene exactamente dos componentes por arcos.

Como F es un subcontinuo propio de X , F es encadenable.

Sea C = F . Por el Teorema 5.2, una de las componentes por arcos de C es un arco

y la otra es un rayo. Denotemos por I la componente por arcos que es un arco y por

H la componente por arcos que es un rayo. Sea h el punto extremo de H . Sea α un

arco en X tal que h es uno de sus puntos extremos y el otro punto extremo está en I.

Como X es atriódico y H no está contenido en un arco en X , se tiene que α∩H = {h}.
También resulta que α ∩ I es un arco o un punto que incluye, por lo menos, un punto

extremo de I. Si α ∩ I sólo incluye un punto extremo de I, entonces sea e este punto

extremo. Si α ∩ I incluye los dos puntos extremos de I, sea e el punto extremo de I que

es un punto de corte de α. Sea A el subarco de α que tiene a h y a e como sus puntos

extremos. Claramente, C ∩ A consiste, exactamente, de los dos puntos extremos de A.

Ahora mostraremos que h y e son puntos extremos opuestos de C. Usando el hecho de

que C es atriódico [10, 2.1.41] (en particular, usamos el hecho de que ClX(H) contiene,

por lo menos, un punto extremo de I) y el Teorema 5.2, se puede verificar que cualquier

subcontinuo de C que contenga a h es irreducible entre h y algún otro de sus puntos

(i.e., h satisface [1, (A), pág. 660]). Esto implica, por [1, Teorema 13], que h es un punto
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extremo de C. Más aún, si I ⊂ ClX(H), entonces el Teorema 5.2 [1, (A), pág. 660] y [1,

Teorema 13] pueden ser utilizados para ver que cada uno de los puntos extremos de I,

en particular e, es un punto extremo de C. De donde se sigue, por [1, Teorema 14], que

h y e son puntos extremos opuestos de C.

Supongamos que I �⊂ ClX(H). Si e ∈ ClX(H), entonces A∪ClX(H) no sería unicohe-

rente, ya que A ∩ ClX(H) sería igual a {e, h}. Además, sería un subcontinuo propio de

X , pues I �⊂ ClX(H). Esto contradice el hecho de que todo subcontinuo propio de X es

encadenable (los continuos encadenables son unicoherentes [10, 2.1.28]). Por consiguiente,

e ∈ X \ ClX(H). Ahora, se puede verificar que

cualquier subcontinuo de C que tenga a e y a un punto de H , debe de

contener a I.
(**)

Usando (**), se puede verificar que e cumple con [1, (A), pág. 660]. En consecuencia,

por [1, Teorema 13], e es un punto extremo de C. Utilizando nuevamente (**), se puede

mostrar que C es un continuo irreducible entre e y h. Por tanto, por [1, Teorema 14], e

y h son puntos extremos opuestos de C.

Inversamente, supongamos que X es un continuo que cumple con (2). Por el Teore-

ma 5.2, una de las componentes por arcos de C es un rayo, H , y la otra es un arco,

I. Como los dos puntos de A ∩ C son puntos extremos opuestos de C, uno de ellos es

el punto extremo, h, de H y el otro es un punto extremo, e, de I. Del hecho de que A

interseca tanto a H como I, se sigue que X es arcoconexo. Ahora probaremos que X es

homeomorfo al límite inverso de una sucesión inversa de círculos con funciones de liga-

dura sobreyectivas. Sean ε > 0 y U = {U1, . . . , Un} una ε-cadena que cubre a C tal que

h ∈ U1 \U2 y e ∈ Un \Un−1 [1, pág. 661]. Sea N⋆(U) el poliedro asociado al nervio, N(U),

de U [10, 1.4.9] (Observemos que N⋆(U) es un arco). Sea Ψ: C → N⋆(U) una función

canónica relativa a U [5, pág. 286]. Como h ∈ U1 \U2 y e ∈ Un \Un−1, Ψ(h) es uno de los

puntos extremos de N⋆(U) y Ψ(e) es el otro punto extremo de N⋆(U) (esto se sigue de

la definición de una función canónica [5, pág. 286]). Como U es una ε-cadena, Ψ es una

ε-función. Sean S1+ = {(x, y) ∈ S1 | y ≥ 0} y S1− = {(x, y) ∈ S1 | y ≤ 0}. Componiendo Ψ

con un homeomorfismo de N⋆(U) sobre S1+, obtenemos una ε-función f de C sobre S1+.

Sin pérdida de generalidad, suponemos que f(h) = (−1, 0) y f(e) = (1, 0). Como A es

un arco cuyos puntos extremos son e y h, existe un homeomorfismo g de A sobre S1− tal

que g(h) = (−1, 0) y g(e) = (1, 0). Sea ℓ : X → S1 definida como

ℓ(x) =

{
f(x) si x ∈ C,

g(x) si x ∈ A.
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Notemos que ℓ es una ε-función de X sobre S1. Por tanto, por el Teorema 5.1, X es

homeomorfo al límite inverso de una sucesión inversa de círculos con funciones de ligadura

sobreyectivas. ����

Lema 5.7. Sean X y Y espacios topológicos y Z un subconjunto denso de X. Supongamos

que Y = D ∪K, donde IntY (D \K) �= ∅ e IntY (K \D) �= ∅. Si para cualquier función

continua f : X → Y se tiene que f(Z) ⊂ D ó f(Z) ⊂ K, entonces no existe una función

sobreyectiva de X en Y .

Demostración. Supongamos que f : X → Y es una función continua y sobreyectiva tal

que f(Z) ⊂ D ó f(Z) ⊂ K. Sin pérdida de generalidad, supondremos que f(Z) ⊂ K.

Como IntY (D\K) es un subconjunto abierto y no vacío de Y y f es una función continua

y sobreyectiva, f−1(IntY (D\K)) es un subconjunto abierto y no vacío de X . Ahora bien,

como f(Z) ⊂ K, f(Z) ∩ IntY (D \K) = ∅. De donde, f−1(IntY (D \K)) ∩ Z = ∅. Lo

que implica que Z no es denso en X . ����

Teorema 5.8. Si Y es un continuo circularmente encadenable y arcoconexo y f : S → Y

es una función débilmente confluente, entonces Y es una curva cerrada simple.

Demostración. Sea f : S → Y una función débilmente confluente y supongamos que Y

no es una curva cerrada simple. Entonces, por el Teorema 5.6, existen un arco A y un

continuo encadenable X tales que Y = A ∪ C. Por el Teorema 5.2, las dos componentes

por arcos de C deben de ser un arco, B, y un rayo R. Como los dos puntos de A∩C son

puntos extremos opuestos de C, estos puntos deben de estar en diferentes componentes

por arcos de C. Supongamos que A∩C = {x, y}, que x ∈ B y que y ∈ R. Sea K un subarco

propio de A que tiene a x. Entonces K ∪C es un subcontinuo de Y con exactamente dos

componentes por arcos; estas son K∪B y R. Como f es débilmente confluente, existe un

subcontinuo W de S tal que f(W ) = K ∪ C. Como f(W ) es un subcontinuo propio de

Y , W debe de ser un subcontinuo propio de S. Además, como K ∪C no es arcoconexo,

W no es arcoconexo. Así que, W = J ∪ H′, donde H′ =
{(

x, sen
(
1
x

))
∈ R2

∣∣∣ 0 < x ≤ a
}

para alguna a ∈
(
0, 2

π

)
. Notemos que H′ es denso en W . En consecuencia, como H′ es

arcoconexo, cualquier función continua de W en K ∪ C debe de mandar a H′ en alguna

de las componentes por arcos de K ∪ C, ya sea K ∪ B ó R. Lo que implica, por el

Lema 5.7, que no existe una función continua y sobreyectiva de W en K ∪ C, lo cual es

una contradicción. Por tanto, Y es una curva cerrada simple. ����

[Revista Integración

Imágenes débilmente confluentes de la curva sinusoidal del topólogo 115

6. Funciones débilmente confluentes sobre curvas cerradas simples

Caracterizaremos a las funciones débilmente confluentes que van de un continuo enca-

denable en S1.

Teorema 6.1. Sea X un subintervalo cerrado y acotado de R. Entonces la función

f : X → S1 definida como f(x) = eix es débilmente confluente si y sólo si diám(X) ≥ 4π.

Demostración. Supongamos que diám(X) ≥ 4π. Sea Y un subcontinuo de S1. Si Y = S1

entonces f(X) = Y . Así que, supongamos que Y es un subcontinuo propio de S1. Entonces

Y es un arco. Sea m el punto medio de Y . Sea θ ≥ 0 tal que 2θ es el ángulo que

subtiende a Y . Notemos que θ < π. Sea p el punto medio de X . Entonces existe un punto

q ∈ [p − π, p + π] tal que f(q) = m. Como p − π ≤ q ≤ p + π y 0 ≤ θ, se sigue que

p− 2π < q − θ ≤ p+ π y p− π ≤ q + θ < p+ 2π. Por tanto, f([q − θ, q + θ]) = Y .

Ahora, supongamos que diám(X) < 4π. Si diám(X) < 2π, entonces f no es so-

breyectiva y, por consiguiente, no es débilmente confluente. Así que supondremos que

2π ≤ diám(X) < 4π. Sean p el punto medio de X y θ ≥ 0 tal que 2θ es la longitud de X .

Entonces X = [p−θ, p+θ]. Sean q = p−π y α ∈ (π, θ). Tomemos como Y el subcontinuo

de S1 cuyo punto medio es f(q) y subtiende un ángulo de 2α. Sea X ′ un subcontinuo de

R tal que X ′ ∩ X �= ∅ y f(X ′) = Y . Observemos que X ′ debe de ser [q − α, q + α] ó

[q + 2π − α, q + 2π + α] = [p + π − α, p + π + α]. Pero ninguno de estos intervalos está

contenido en X . Por tanto, f no es débilmente confluente. ����

Recordemos que el cubo de Hilbert es cualquier espacio homeomorfo al producto nume-

rable de copias de [0, 1], con la topología producto.

Los dos siguientes lemas son muy conocidos; presentamos su demostración por com-

pletez.

Lema 6.2. El cubo de Hilbert, Q, es contraíble.

Demostración. Sea H : Q× [0, 1] → Q definida como

H(((xn)
∞
n=1, t))) = ((1− t)xn)

∞
n=1.

Entonces H es una función continua tal que H(((xn)
∞
n=1, 0))) = (xn)

∞
n=1 y

H(((xn)
∞
n=1, 1))) = 0, donde 0 es el elemento de Q que tiene todas sus coordenadas

iguales a cero. Por tanto, Q es contraíble. ����
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Notemos que ℓ es una ε-función de X sobre S1. Por tanto, por el Teorema 5.1, X es

homeomorfo al límite inverso de una sucesión inversa de círculos con funciones de ligadura

sobreyectivas. ����

Lema 5.7. Sean X y Y espacios topológicos y Z un subconjunto denso de X. Supongamos

que Y = D ∪K, donde IntY (D \K) �= ∅ e IntY (K \D) �= ∅. Si para cualquier función

continua f : X → Y se tiene que f(Z) ⊂ D ó f(Z) ⊂ K, entonces no existe una función

sobreyectiva de X en Y .

Demostración. Supongamos que f : X → Y es una función continua y sobreyectiva tal

que f(Z) ⊂ D ó f(Z) ⊂ K. Sin pérdida de generalidad, supondremos que f(Z) ⊂ K.

Como IntY (D\K) es un subconjunto abierto y no vacío de Y y f es una función continua

y sobreyectiva, f−1(IntY (D\K)) es un subconjunto abierto y no vacío de X . Ahora bien,

como f(Z) ⊂ K, f(Z) ∩ IntY (D \K) = ∅. De donde, f−1(IntY (D \K)) ∩ Z = ∅. Lo

que implica que Z no es denso en X . ����

Teorema 5.8. Si Y es un continuo circularmente encadenable y arcoconexo y f : S → Y

es una función débilmente confluente, entonces Y es una curva cerrada simple.

Demostración. Sea f : S → Y una función débilmente confluente y supongamos que Y

no es una curva cerrada simple. Entonces, por el Teorema 5.6, existen un arco A y un

continuo encadenable X tales que Y = A ∪ C. Por el Teorema 5.2, las dos componentes

por arcos de C deben de ser un arco, B, y un rayo R. Como los dos puntos de A∩C son

puntos extremos opuestos de C, estos puntos deben de estar en diferentes componentes

por arcos de C. Supongamos que A∩C = {x, y}, que x ∈ B y que y ∈ R. Sea K un subarco

propio de A que tiene a x. Entonces K ∪C es un subcontinuo de Y con exactamente dos

componentes por arcos; estas son K∪B y R. Como f es débilmente confluente, existe un

subcontinuo W de S tal que f(W ) = K ∪ C. Como f(W ) es un subcontinuo propio de

Y , W debe de ser un subcontinuo propio de S. Además, como K ∪C no es arcoconexo,

W no es arcoconexo. Así que, W = J ∪ H′, donde H′ =
{(

x, sen
(
1
x

))
∈ R2

∣∣∣ 0 < x ≤ a
}

para alguna a ∈
(
0, 2

π

)
. Notemos que H′ es denso en W . En consecuencia, como H′ es

arcoconexo, cualquier función continua de W en K ∪ C debe de mandar a H′ en alguna

de las componentes por arcos de K ∪ C, ya sea K ∪ B ó R. Lo que implica, por el

Lema 5.7, que no existe una función continua y sobreyectiva de W en K ∪ C, lo cual es

una contradicción. Por tanto, Y es una curva cerrada simple. ����
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6. Funciones débilmente confluentes sobre curvas cerradas simples

Caracterizaremos a las funciones débilmente confluentes que van de un continuo enca-

denable en S1.

Teorema 6.1. Sea X un subintervalo cerrado y acotado de R. Entonces la función

f : X → S1 definida como f(x) = eix es débilmente confluente si y sólo si diám(X) ≥ 4π.

Demostración. Supongamos que diám(X) ≥ 4π. Sea Y un subcontinuo de S1. Si Y = S1

entonces f(X) = Y . Así que, supongamos que Y es un subcontinuo propio de S1. Entonces

Y es un arco. Sea m el punto medio de Y . Sea θ ≥ 0 tal que 2θ es el ángulo que

subtiende a Y . Notemos que θ < π. Sea p el punto medio de X . Entonces existe un punto

q ∈ [p − π, p + π] tal que f(q) = m. Como p − π ≤ q ≤ p + π y 0 ≤ θ, se sigue que

p− 2π < q − θ ≤ p+ π y p− π ≤ q + θ < p+ 2π. Por tanto, f([q − θ, q + θ]) = Y .

Ahora, supongamos que diám(X) < 4π. Si diám(X) < 2π, entonces f no es so-

breyectiva y, por consiguiente, no es débilmente confluente. Así que supondremos que

2π ≤ diám(X) < 4π. Sean p el punto medio de X y θ ≥ 0 tal que 2θ es la longitud de X .

Entonces X = [p−θ, p+θ]. Sean q = p−π y α ∈ (π, θ). Tomemos como Y el subcontinuo

de S1 cuyo punto medio es f(q) y subtiende un ángulo de 2α. Sea X ′ un subcontinuo de

R tal que X ′ ∩ X �= ∅ y f(X ′) = Y . Observemos que X ′ debe de ser [q − α, q + α] ó

[q + 2π − α, q + 2π + α] = [p + π − α, p + π + α]. Pero ninguno de estos intervalos está

contenido en X . Por tanto, f no es débilmente confluente. ����

Recordemos que el cubo de Hilbert es cualquier espacio homeomorfo al producto nume-

rable de copias de [0, 1], con la topología producto.

Los dos siguientes lemas son muy conocidos; presentamos su demostración por com-

pletez.

Lema 6.2. El cubo de Hilbert, Q, es contraíble.

Demostración. Sea H : Q× [0, 1] → Q definida como

H(((xn)
∞
n=1, t))) = ((1− t)xn)

∞
n=1.

Entonces H es una función continua tal que H(((xn)
∞
n=1, 0))) = (xn)

∞
n=1 y

H(((xn)
∞
n=1, 1))) = 0, donde 0 es el elemento de Q que tiene todas sus coordenadas

iguales a cero. Por tanto, Q es contraíble. ����
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Lema 6.3. Si X es un espacio contraíble y f : X → S1 es una función continua, entonces

f es homotópica a una función constante.

Demostración. Como X es contraíble, existen un punto p ∈ X y una función continua

H : X × [0, 1] → X tales que H((x, 0)) = x y H((x, 1)) = p para toda x ∈ X . Sea

G : X × [0, 1] → S1 definida como

G((x, t)) = f (H((x, t))) .

Entonces G es una función continua tal que G((x, 0)) = f(x) y G((x, 1)) = f(p) para

toda x ∈ X . Por tanto, f es homotópica a una función constante. ����

Teorema 6.4. Si X es un continuo encadenable y f : X → S1 es una función continua,

entonces existe una función ϕ : X → R tal que f(x) = eiϕ(x).

Demostración. Notemos que, como X es un continuo encadenable, entonces X =
⋂∞

n=1 Qn, donde para cada n, Qn es un cubo de Hilbert y Qn+1 ⊂ Qn [10, 2.1.30]. Sea

f : X → S1 una función continua. Por [11, 1.5.6 y 1.5.2], existen un abierto U de Q1 y

F : U → S1 tales que X ⊂ U y F |X = f . Por [10, 1.6.7], existe un número natural N

tal que QN ⊂ U . Como QN es contraíble (Lema 6.2), se tiene que F |QN
es homotópica a

una función constante (Lema 6.3). En particular, F |X = f es homotópica a una función

constante. Por tanto, existe una función continua ϕ : X → R tal que f(x) = eiϕ(x) [20,

(6.2), pág. 225]. ����

Teorema 6.5. Sean X un continuo y f : X → S1 y ϕ : X → R funciones continuas tales

que f(x) = eiϕ(x). Si c = diám(X), entonces para cualquier función continua ϕ1 : X → R

tal que f(x) = eiϕ1(x), se tiene que diám(ϕ1(X)) = c.

Demostración. Como X es un continuo, ϕ(X) es un intervalo cerrado y acotado en R.

Supongamos que ϕ(X) = [a, b]. Sea ϕ1 : X → R una función continua tal que f(x) =

eiϕ1(x). Como eiϕ(x) = eiϕ1(x) para toda x ∈ X , por [20, (5.1), pág. 221], existe un úmero

natural k tal que ϕ1(x)−ϕ(x) = 2kπ. De donde, ϕ1(X) = [a+ 2kπ, b+ 2kπ]. Por tanto,

diám(ϕ1(X)) = (b+ 2kπ)− (a+ 2kπ) = b− a = c. ����

Dados un continuo X y una función continua f : X → S1, llamaremos la extensión

angular de f al número diám(ϕ(X)), donde ϕ : X → R es una función continua tal que

f(x) = eiϕ(x) para toda x ∈ X . Denotaremos a la extensión angular de f como AS(f).

Notemos que, por el Teorema 6.5, la extensión angular de f no depende de la función ϕ.
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Teorema 6.6. Sean X un continuo encadenable y f : X → S1 una función continua.

Entonces f es débilmente confluente si y sólo si AS(f) ≥ 4π.

Demostración. Como X es encadenable, por el Teorema 6.4 existe una función continua

ϕ : X → R tal que f(x) = eiϕ(x). Como cualquier función continua sobre un arco es

débilmente confluente (Lema 3.4), ϕ es débilmente confluente. Lo que implica que si f

débilmente confluente, entonces la función exp : ϕ(X) → S1 definida como exp(x) = eix

es débilmente confluente (Teorema 3.3). De donde, por el Teorema 6.1, AS(f) ≥ 4π.

Ahora, supongamos que AS(f) ≥ 4π. Entonces, por el Teorema 6.1, se tiene que

la función exp es débilmente confluente. Como la composición de funciones déblimente

confluentes es débilmente confluente (Teorema 3.2) y ϕ y exp son débilmente confluentes,

entonces f es débilmente confluente. ����

7. Imágenes homeomorfas de un rayo

Caracterizaremos a [0,∞) como un espacio métrico, atriódico, localmente compacto y

no compacto (Teorema 7.6). Para esto, sean X un continuo y f : [0,∞) → X una función

continua y biyectiva. Definimos el conjunto

K = {x ∈ X | existe una sucesión {tn}∞n=1 de elementos de [0,∞) que

converge a ∞ mientras que la sucesión {f(tn)}∞n=1 converge a x}.

Lema 7.1. El conjunto K es compacto y no vacío.

Demostración. El lema se sigue fácilmente del hecho de que X es un continuo y de que

K = ClX (
⋂{f(t) | t ≥ n}). ����

Lema 7.2. El conjunto K no puede contener un conjunto de la forma f([r0,∞)), donde

r0 ∈ [0,∞).

Demostración. Supongamos que existe r0 ∈ [0∞) tal que f([r0,∞)) ⊂ K. Entonces,

como f es inyectiva, f([n − 1, n]) ∩ K no es denso en ninguna parte en K para cada

número natural n. De donde, como K =
⋃∞

n=1 f([n − 1, n]) ∩ K, K sería de la primera

categoría en sí mismo. Lo cual, por [7, Teorema 2-82], contradice el Lema 7.1. ����

Lema 7.3. Si a, b ∈ [0,∞) son tales que a ≤ b y f(a), f(b) ∈ K, entonces f([a, b]) ⊂ K.
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Lema 6.3. Si X es un espacio contraíble y f : X → S1 es una función continua, entonces

f es homotópica a una función constante.

Demostración. Como X es contraíble, existen un punto p ∈ X y una función continua

H : X × [0, 1] → X tales que H((x, 0)) = x y H((x, 1)) = p para toda x ∈ X . Sea

G : X × [0, 1] → S1 definida como

G((x, t)) = f (H((x, t))) .

Entonces G es una función continua tal que G((x, 0)) = f(x) y G((x, 1)) = f(p) para

toda x ∈ X . Por tanto, f es homotópica a una función constante. ����

Teorema 6.4. Si X es un continuo encadenable y f : X → S1 es una función continua,

entonces existe una función ϕ : X → R tal que f(x) = eiϕ(x).

Demostración. Notemos que, como X es un continuo encadenable, entonces X =
⋂∞

n=1 Qn, donde para cada n, Qn es un cubo de Hilbert y Qn+1 ⊂ Qn [10, 2.1.30]. Sea

f : X → S1 una función continua. Por [11, 1.5.6 y 1.5.2], existen un abierto U de Q1 y

F : U → S1 tales que X ⊂ U y F |X = f . Por [10, 1.6.7], existe un número natural N

tal que QN ⊂ U . Como QN es contraíble (Lema 6.2), se tiene que F |QN
es homotópica a

una función constante (Lema 6.3). En particular, F |X = f es homotópica a una función

constante. Por tanto, existe una función continua ϕ : X → R tal que f(x) = eiϕ(x) [20,

(6.2), pág. 225]. ����

Teorema 6.5. Sean X un continuo y f : X → S1 y ϕ : X → R funciones continuas tales

que f(x) = eiϕ(x). Si c = diám(X), entonces para cualquier función continua ϕ1 : X → R

tal que f(x) = eiϕ1(x), se tiene que diám(ϕ1(X)) = c.

Demostración. Como X es un continuo, ϕ(X) es un intervalo cerrado y acotado en R.

Supongamos que ϕ(X) = [a, b]. Sea ϕ1 : X → R una función continua tal que f(x) =

eiϕ1(x). Como eiϕ(x) = eiϕ1(x) para toda x ∈ X , por [20, (5.1), pág. 221], existe un úmero

natural k tal que ϕ1(x)−ϕ(x) = 2kπ. De donde, ϕ1(X) = [a+ 2kπ, b+ 2kπ]. Por tanto,

diám(ϕ1(X)) = (b+ 2kπ)− (a+ 2kπ) = b− a = c. ����

Dados un continuo X y una función continua f : X → S1, llamaremos la extensión

angular de f al número diám(ϕ(X)), donde ϕ : X → R es una función continua tal que

f(x) = eiϕ(x) para toda x ∈ X . Denotaremos a la extensión angular de f como AS(f).

Notemos que, por el Teorema 6.5, la extensión angular de f no depende de la función ϕ.
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Teorema 6.6. Sean X un continuo encadenable y f : X → S1 una función continua.

Entonces f es débilmente confluente si y sólo si AS(f) ≥ 4π.

Demostración. Como X es encadenable, por el Teorema 6.4 existe una función continua

ϕ : X → R tal que f(x) = eiϕ(x). Como cualquier función continua sobre un arco es

débilmente confluente (Lema 3.4), ϕ es débilmente confluente. Lo que implica que si f

débilmente confluente, entonces la función exp : ϕ(X) → S1 definida como exp(x) = eix

es débilmente confluente (Teorema 3.3). De donde, por el Teorema 6.1, AS(f) ≥ 4π.

Ahora, supongamos que AS(f) ≥ 4π. Entonces, por el Teorema 6.1, se tiene que

la función exp es débilmente confluente. Como la composición de funciones déblimente

confluentes es débilmente confluente (Teorema 3.2) y ϕ y exp son débilmente confluentes,

entonces f es débilmente confluente. ����

7. Imágenes homeomorfas de un rayo

Caracterizaremos a [0,∞) como un espacio métrico, atriódico, localmente compacto y

no compacto (Teorema 7.6). Para esto, sean X un continuo y f : [0,∞) → X una función

continua y biyectiva. Definimos el conjunto

K = {x ∈ X | existe una sucesión {tn}∞n=1 de elementos de [0,∞) que

converge a ∞ mientras que la sucesión {f(tn)}∞n=1 converge a x}.

Lema 7.1. El conjunto K es compacto y no vacío.

Demostración. El lema se sigue fácilmente del hecho de que X es un continuo y de que

K = ClX (
⋂{f(t) | t ≥ n}). ����

Lema 7.2. El conjunto K no puede contener un conjunto de la forma f([r0,∞)), donde

r0 ∈ [0,∞).

Demostración. Supongamos que existe r0 ∈ [0∞) tal que f([r0,∞)) ⊂ K. Entonces,

como f es inyectiva, f([n − 1, n]) ∩ K no es denso en ninguna parte en K para cada

número natural n. De donde, como K =
⋃∞

n=1 f([n − 1, n]) ∩ K, K sería de la primera

categoría en sí mismo. Lo cual, por [7, Teorema 2-82], contradice el Lema 7.1. ����

Lema 7.3. Si a, b ∈ [0,∞) son tales que a ≤ b y f(a), f(b) ∈ K, entonces f([a, b]) ⊂ K.
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Demostración. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces existen a, b, c ∈ [0,∞)

tales que a ≤ c ≤ b, f(a), f(b) ∈ K y f(c) ∈ X \K. Sean {sn}∞n=1 y {tn}∞n=1 sucesiones

en [0,∞) que convergen a ∞ y tales que {f(sn)}∞n=1 converge a f(a) y {f(tn)}∞n=1

converge a f(b). Podemos suponer que para cada número natural n, sn < tn. Para cada

n, sea An = f([sn, tn]). Como X es compacto, sin perder generalidad, podemos suponer

que la sucesión {An}∞n=1 converge a un subcontinuo A de X [10, 1.8.5]. Observemos

que, por la definición de K, se tiene que A ⊂ K. En consecuencia, f(c) ∈ X \ A. Si

f−1(A) ⊂ [0, r], para alguna r ∈ [0,∞), entonces A ∪ f([a, b]) sería un subcontinuo del

arco [0,máx{b, r}]. Por consiguiente, A ∪ f([a, b]) sería un arco, lo cual no es posible,

ya que f(a), f(b) ∈ A ∩ f([a, b]) y f(c) �∈ A ∩ f([a, b]) implicaría que A ∩ f([a, b]) no es

conexo. De esta manera hemos probado que

A no está contenido en ningún intervalo cerrado y acotado de
[0,∞). (***)

Como A ⊂ K, por el Lema 7.2 existe una sucesión {un}∞n=1 de puntos de [0,∞) que

converge a ∞ tal que la sucesión f(un) �∈ A para ninguna n. Sin pérdida de gene-

ralidad, supondremos que para cada n, un ≤ un+1. Dado un número natural n, sea

Mn = [un−1, un] ∩ f−1(A), donde u0 = 0. Por (***), para una infinidad de números

naturales n, Mn �= ∅. Sin perder generalidad, podemos suponer que Mn �= ∅ para toda

n. Como f es inyectiva, los elementos de la sucesión de conjuntos compactos {f(Mn)}∞n=1

son mutuamente disyuntos. Observemos que A =
⋃∞

n=1 f(Mn). De esta manera, hemos

puesto al continuo A como una unión numerable de subconjuntos cerrados y mutuamente

disyuntos, lo cual no es posible [16, 5.16]. Por tanto, el resultado es cierto. ����

Lema 7.4. El conjunto K es un punto o un arco de la forma f([s0, t0]), donde 0 ≤ s0 ≤
t0 < ∞.

Demostración. Por el Lema 7.1, f−1(K) es un subconjunto cerrado y no vacío de [0,∞).

Sea s0 = mín f−1(K). Ahora, por el Lema 7.3, si t ∈ f−1(K) entonces f([s0, t]) ⊂ K. De

donde, por Lema 7.2, f−1(K) tiene una cota superior. Sea t0 = sup f−1(K). Como K es

compacto, t0 ∈ f−1(K). En consecuencia, por Lema 7.3, [s0, t0] ⊂ f−1(K). Como f es

sobreyectiva, se tiene que [s0, t0] = f−1(K). Por tanto, f([s0, t0]) = K. ����

Antes de probar el siguiente teorema notemos que si M es un espacio métrico localmente

compacto, entonces la compactación unipuntual de M será denotada por M∗, donde el

punto al infinito es ω. De esta forma, M∗ = M ∪ {ω}.
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Teorema 7.5. Si M es un espacio métrico localmente compacto que es una imagen con-

tinua e inyectiva de [0,∞), entonces M es homeomorfo a [0,∞) ó M es compacto.

Demostración. Sea j : [0,∞) → M una función continua y biyectiva. Supongamos que

M no es compacto. Veremos que j es un homeomorfismo. Sean γ un arco y h : [−1, 0] → γ

un homeomorfismo. Sea Y = M∗ ∪ γ el espacio que se obtiene al identificar a h(−1) con

ω y a h(0) con j(0) (así M∗ ∩ γ = {ω, j(0)}). Ahora, sea J : [−1,∞) → Y definida como

J(t) =

{
h(t) si t ∈ [−1, 0],

j(t) si t ∈ [0,∞).

Entonces J es una función continua e inyectiva. Como J(−1) tiene la propiedad de que

existe una sucesión de puntos {tn}∞n=1 de [0,∞) que converge a ∞ tal que la sucesión

{J(tn)}∞n=1 converge a J(−1) (pues J(−1) = ω y hemos supuesto que M no es compacto)

y J(t) no tiene esa propiedad para ninguna t ∈ (−1, 0), se sigue del Lema 7.4, que el

conjunto {x ∈ X | existe una sucesión {tn}∞n=1 de elementos de [0,∞) que converge a ∞
mientras que la sucesión {f(tn)}∞n=1 converge a x} es vacío. De donde se obtiene que j

es un homeomorfismo. ����

Teorema 7.6. Sean Z un espacio métrico, atriódico, localmente compacto, no compacto y

f : [0,∞) → Z una función continua y sobreyectiva. Entonces Z es homeomorfo a [0,∞).

Demostración. Notemos que Z es arcoconexo. Primero veremos que si n es un número

natural entonces f([0, n]) es un arco o un punto. Para esto, sea n un número natural fijo.

Notemos que f([0, n]) es un continuo localmente conexo [16, 8.16] y atriódico. En conse-

cuencia, f([0, n]) es un arco, una curva cerrada simple o un punto [16, 8.40]. Supongamos

que f([0, n]) es una curva cerrada simple. Como Z no es compacto, existe t ∈ [0,∞) tal

que f(t) ∈ Z \ f([0, n]). Lo que implica que Z contiene a un triodo simple, pues Z es

arcoconexo, lo cual es una contradicción.

Ahora veremos que existe una función inyectiva g : [0,∞) → Z. Como Z tiene más de

un punto, por el párrafo anterior existe un número natural n1 tal que f([0, n1]) es un

arco. Ahora, supongamos inductivamente que hemos encontrado un número natural nj

tal que nj > n1, f([0, nj−1]) ⊂ f([0, nj]) y f([0, nj]) es un arco. Como Z �= f([0, nj]),

existe un número natural nj+1 ≥ nj + 1 tal que f(nj+1) no es un elemento de f([0, nj]),

f([0, nj]) ⊂ f([0, nj+1]) y f([0, nj+1]) es un arco. De esta forma, por inducción, hemos

encontrado una subsucesión {nj}∞j=1 de la sucesión natural {n}∞n=1 tal que f([0, nj]) ⊂
f([0, nj+1]) y f([0, nj]) es un arco para todo número natural j. Dado el número natural
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Demostración. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces existen a, b, c ∈ [0,∞)

tales que a ≤ c ≤ b, f(a), f(b) ∈ K y f(c) ∈ X \K. Sean {sn}∞n=1 y {tn}∞n=1 sucesiones

en [0,∞) que convergen a ∞ y tales que {f(sn)}∞n=1 converge a f(a) y {f(tn)}∞n=1

converge a f(b). Podemos suponer que para cada número natural n, sn < tn. Para cada

n, sea An = f([sn, tn]). Como X es compacto, sin perder generalidad, podemos suponer

que la sucesión {An}∞n=1 converge a un subcontinuo A de X [10, 1.8.5]. Observemos

que, por la definición de K, se tiene que A ⊂ K. En consecuencia, f(c) ∈ X \ A. Si

f−1(A) ⊂ [0, r], para alguna r ∈ [0,∞), entonces A ∪ f([a, b]) sería un subcontinuo del

arco [0,máx{b, r}]. Por consiguiente, A ∪ f([a, b]) sería un arco, lo cual no es posible,

ya que f(a), f(b) ∈ A ∩ f([a, b]) y f(c) �∈ A ∩ f([a, b]) implicaría que A ∩ f([a, b]) no es

conexo. De esta manera hemos probado que

A no está contenido en ningún intervalo cerrado y acotado de
[0,∞). (***)

Como A ⊂ K, por el Lema 7.2 existe una sucesión {un}∞n=1 de puntos de [0,∞) que

converge a ∞ tal que la sucesión f(un) �∈ A para ninguna n. Sin pérdida de gene-

ralidad, supondremos que para cada n, un ≤ un+1. Dado un número natural n, sea

Mn = [un−1, un] ∩ f−1(A), donde u0 = 0. Por (***), para una infinidad de números

naturales n, Mn �= ∅. Sin perder generalidad, podemos suponer que Mn �= ∅ para toda

n. Como f es inyectiva, los elementos de la sucesión de conjuntos compactos {f(Mn)}∞n=1

son mutuamente disyuntos. Observemos que A =
⋃∞

n=1 f(Mn). De esta manera, hemos

puesto al continuo A como una unión numerable de subconjuntos cerrados y mutuamente

disyuntos, lo cual no es posible [16, 5.16]. Por tanto, el resultado es cierto. ����

Lema 7.4. El conjunto K es un punto o un arco de la forma f([s0, t0]), donde 0 ≤ s0 ≤
t0 < ∞.

Demostración. Por el Lema 7.1, f−1(K) es un subconjunto cerrado y no vacío de [0,∞).

Sea s0 = mín f−1(K). Ahora, por el Lema 7.3, si t ∈ f−1(K) entonces f([s0, t]) ⊂ K. De

donde, por Lema 7.2, f−1(K) tiene una cota superior. Sea t0 = sup f−1(K). Como K es

compacto, t0 ∈ f−1(K). En consecuencia, por Lema 7.3, [s0, t0] ⊂ f−1(K). Como f es

sobreyectiva, se tiene que [s0, t0] = f−1(K). Por tanto, f([s0, t0]) = K. ����

Antes de probar el siguiente teorema notemos que si M es un espacio métrico localmente

compacto, entonces la compactación unipuntual de M será denotada por M∗, donde el

punto al infinito es ω. De esta forma, M∗ = M ∪ {ω}.
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Teorema 7.5. Si M es un espacio métrico localmente compacto que es una imagen con-

tinua e inyectiva de [0,∞), entonces M es homeomorfo a [0,∞) ó M es compacto.

Demostración. Sea j : [0,∞) → M una función continua y biyectiva. Supongamos que

M no es compacto. Veremos que j es un homeomorfismo. Sean γ un arco y h : [−1, 0] → γ

un homeomorfismo. Sea Y = M∗ ∪ γ el espacio que se obtiene al identificar a h(−1) con

ω y a h(0) con j(0) (así M∗ ∩ γ = {ω, j(0)}). Ahora, sea J : [−1,∞) → Y definida como

J(t) =

{
h(t) si t ∈ [−1, 0],

j(t) si t ∈ [0,∞).

Entonces J es una función continua e inyectiva. Como J(−1) tiene la propiedad de que

existe una sucesión de puntos {tn}∞n=1 de [0,∞) que converge a ∞ tal que la sucesión

{J(tn)}∞n=1 converge a J(−1) (pues J(−1) = ω y hemos supuesto que M no es compacto)

y J(t) no tiene esa propiedad para ninguna t ∈ (−1, 0), se sigue del Lema 7.4, que el

conjunto {x ∈ X | existe una sucesión {tn}∞n=1 de elementos de [0,∞) que converge a ∞
mientras que la sucesión {f(tn)}∞n=1 converge a x} es vacío. De donde se obtiene que j

es un homeomorfismo. ����

Teorema 7.6. Sean Z un espacio métrico, atriódico, localmente compacto, no compacto y

f : [0,∞) → Z una función continua y sobreyectiva. Entonces Z es homeomorfo a [0,∞).

Demostración. Notemos que Z es arcoconexo. Primero veremos que si n es un número

natural entonces f([0, n]) es un arco o un punto. Para esto, sea n un número natural fijo.

Notemos que f([0, n]) es un continuo localmente conexo [16, 8.16] y atriódico. En conse-

cuencia, f([0, n]) es un arco, una curva cerrada simple o un punto [16, 8.40]. Supongamos

que f([0, n]) es una curva cerrada simple. Como Z no es compacto, existe t ∈ [0,∞) tal

que f(t) ∈ Z \ f([0, n]). Lo que implica que Z contiene a un triodo simple, pues Z es

arcoconexo, lo cual es una contradicción.

Ahora veremos que existe una función inyectiva g : [0,∞) → Z. Como Z tiene más de

un punto, por el párrafo anterior existe un número natural n1 tal que f([0, n1]) es un

arco. Ahora, supongamos inductivamente que hemos encontrado un número natural nj

tal que nj > n1, f([0, nj−1]) ⊂ f([0, nj]) y f([0, nj]) es un arco. Como Z �= f([0, nj]),

existe un número natural nj+1 ≥ nj + 1 tal que f(nj+1) no es un elemento de f([0, nj]),

f([0, nj]) ⊂ f([0, nj+1]) y f([0, nj+1]) es un arco. De esta forma, por inducción, hemos

encontrado una subsucesión {nj}∞j=1 de la sucesión natural {n}∞n=1 tal que f([0, nj]) ⊂
f([0, nj+1]) y f([0, nj]) es un arco para todo número natural j. Dado el número natural
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j, sea Aj+1 = ClZ (f([nj , nj+1]) \ f([0, nj])). Notemos que cada Aj es un arco y que

Aj ∩Aj+1 = {f(nj)}.

Sea g1 : [0, n1] → f([0, n1]) un homeomorfismo. Si j > 1 entonces sea gj : [nj−1, nj] →
Aj un homeomorfismo. Notemos que para cada número natural j ≥ 2, gj(nj) = gj+1(nj).

Esto nos permite definir una función g : [0,∞) → Z como g(t) = gj(t) si t ∈ [nj−1, nj ].

Observemos que g es una función continua y biyectiva.

Como Z no es compacto, por el Teorema 7.5, Z es homeomorfo a [0,∞). ����

8. Las caracterizaciones

Presentaremos las caracterizaciones mencionadas en la introducción.

Teorema 8.1. Si Y es un continuo y f : S → Y es una función débilmente confluente,

entonces Y es homeomorfo a alguno de los siguientes espacios:

(1) un arco;

(2) una curva cerrada simple;

(3) una compactación de [0,∞), con un arco como residuo;

(4) una compactación de [0,∞), con una curva cerrada simple como residuo.

Demostración. Primero notemos que S es un continuo atriódico [10, 2.1.41] y que es

fácil ver que es susliniano. De donde, por el Teorema 4.1, Y es atriódico.

Si Y es arcoconexo, entonces, por el Teorema 4.4, Y es un arco o un continuo circu-

larmente encadenable y arcoconexo. Si Y es un continuo circularmente encadenable y

arcoconexo entonces, por el Teorema 5.8, Y es una curva cerrada simple.

Si Y no es arcoconexo entonces f(H)∩f(J) = ∅. Como J es compacto, f(J) es cerrado

en Y . Lo que implica que f(H) = Y \ f(J) es abierto en Y . Así que f(H) es un espacio

localmente compacto que no es compacto. Como Y es atródico, f(H) es atriódico. De

donde, por el Teorema 7.6, f(H) es homeomorfo a [0,∞). Más aún, f(H) es denso en Y ,

puesto que f (ClS(H)) = f(S) = Y y f (ClS(H)) ⊂ ClY (f(H)) por la continuidad de f .

Lo anterior implica que Y es una compactación de [0,∞). Como f(H ∪ J) = f(S) = Y

y f(H) ∩ f(J) = ∅, se sigue que f(J) = Y \ f(H). Además, puesto que J = f−1(f(J)),

f |J : J → f(J) es débilmente confluente. Así se obtiene que, por el Corolario 4.2, f(J) es
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un arco o una curva cerrada simple. Por tanto, Y es una compactación de [0,∞) cuyo

resido es un arco o una curva cerrada simple. ����

Teorema 8.2. Sean Y un continuo y f : S → Y una función continua. Entonces f es

débilmente confluente si y sólo si Y es homeomorfo a alguno de los siguientes espacios:

(1) un arco;

(2) una curva cerrada simple y AS(f) ≥ 4π;

(3) una compactación de [0,∞), con un arco como residuo;

(4) una compactación de [0,∞), con una curva cerrada simple como residuo y AS(f |J) ≥
4π.

Demostración. Si f es débilmente confluente, por el Teorema 8.1 se tiene que Y es ho-

meomorfo a un arco, a una curva cerrada simple o a una compactación de [0,∞) cuyo

resido es un arco o una curva cerrada simple. Si Y es homeomorfo una curva cerrada

simple, por el Teorema 6.6, AS(f) ≥ 4π. Si Y es homeomorfo a una compactación de

[0,∞) cuyo residuo es una curva cerrada simple entonces, como J es la componente por

arcos compacta de S, se tiene que f(J) debe de ser la componente por arcos compacta de

Y . Por consiguiente, f(J) debe de ser una curva cerrada simple (el residuo de la compac-

tación). Además, f |J debe de ser débilmente confluente. Por tanto, por el Teorema 6.6,

AS(f |J) ≥ 4π.

Inversamente, si Y es homeomorfo a un arco o a una compactación de [0,∞) cuyo resido

es un arco entonces Y es encadenable y, por el Teorema 3.5, f es débilmente confluente.

Si Y es homeomorfo a una curva cerrada simple y AS(f) ≥ 4π, entonces, por el

Teorema 6.6, f es débilmente confluente.

Finalmente, supongamos que Y es homeomorfo a una compactación de [0,∞) con una

curva cerrada simple como residuo y AS(f |J) ≥ 4π. Como J es la componente por arcos

compacta de S, f(J) debe de ser la componente por arcos compacta de Y . De donde f(J)

es una curva cerrada simple. Como AS(f |J) ≥ 4π, por el Teorema 6.6 f |J es débilmente

confluente. Sea B un subcontinuo de Y . Si B es un subcontinuo de f(J), como f |J es

débilmente confluente, existe un subcontinuo A de J tal que f(A) = B. Si B es un

subcontinuo de f(H), entonces B está contenido en un subarco Q de f(H). De donde,

por el Lema 3.4, f |f−1(Q) : f
−1(Q) → Q es débilmente confluente. Lo que implica que
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j, sea Aj+1 = ClZ (f([nj , nj+1]) \ f([0, nj])). Notemos que cada Aj es un arco y que

Aj ∩Aj+1 = {f(nj)}.

Sea g1 : [0, n1] → f([0, n1]) un homeomorfismo. Si j > 1 entonces sea gj : [nj−1, nj] →
Aj un homeomorfismo. Notemos que para cada número natural j ≥ 2, gj(nj) = gj+1(nj).

Esto nos permite definir una función g : [0,∞) → Z como g(t) = gj(t) si t ∈ [nj−1, nj ].

Observemos que g es una función continua y biyectiva.

Como Z no es compacto, por el Teorema 7.5, Z es homeomorfo a [0,∞). ����

8. Las caracterizaciones

Presentaremos las caracterizaciones mencionadas en la introducción.

Teorema 8.1. Si Y es un continuo y f : S → Y es una función débilmente confluente,

entonces Y es homeomorfo a alguno de los siguientes espacios:

(1) un arco;

(2) una curva cerrada simple;

(3) una compactación de [0,∞), con un arco como residuo;

(4) una compactación de [0,∞), con una curva cerrada simple como residuo.

Demostración. Primero notemos que S es un continuo atriódico [10, 2.1.41] y que es

fácil ver que es susliniano. De donde, por el Teorema 4.1, Y es atriódico.

Si Y es arcoconexo, entonces, por el Teorema 4.4, Y es un arco o un continuo circu-

larmente encadenable y arcoconexo. Si Y es un continuo circularmente encadenable y

arcoconexo entonces, por el Teorema 5.8, Y es una curva cerrada simple.

Si Y no es arcoconexo entonces f(H)∩f(J) = ∅. Como J es compacto, f(J) es cerrado

en Y . Lo que implica que f(H) = Y \ f(J) es abierto en Y . Así que f(H) es un espacio

localmente compacto que no es compacto. Como Y es atródico, f(H) es atriódico. De

donde, por el Teorema 7.6, f(H) es homeomorfo a [0,∞). Más aún, f(H) es denso en Y ,

puesto que f (ClS(H)) = f(S) = Y y f (ClS(H)) ⊂ ClY (f(H)) por la continuidad de f .

Lo anterior implica que Y es una compactación de [0,∞). Como f(H ∪ J) = f(S) = Y

y f(H) ∩ f(J) = ∅, se sigue que f(J) = Y \ f(H). Además, puesto que J = f−1(f(J)),

f |J : J → f(J) es débilmente confluente. Así se obtiene que, por el Corolario 4.2, f(J) es
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un arco o una curva cerrada simple. Por tanto, Y es una compactación de [0,∞) cuyo

resido es un arco o una curva cerrada simple. ����

Teorema 8.2. Sean Y un continuo y f : S → Y una función continua. Entonces f es

débilmente confluente si y sólo si Y es homeomorfo a alguno de los siguientes espacios:

(1) un arco;

(2) una curva cerrada simple y AS(f) ≥ 4π;

(3) una compactación de [0,∞), con un arco como residuo;

(4) una compactación de [0,∞), con una curva cerrada simple como residuo y AS(f |J) ≥
4π.

Demostración. Si f es débilmente confluente, por el Teorema 8.1 se tiene que Y es ho-

meomorfo a un arco, a una curva cerrada simple o a una compactación de [0,∞) cuyo

resido es un arco o una curva cerrada simple. Si Y es homeomorfo una curva cerrada

simple, por el Teorema 6.6, AS(f) ≥ 4π. Si Y es homeomorfo a una compactación de

[0,∞) cuyo residuo es una curva cerrada simple entonces, como J es la componente por

arcos compacta de S, se tiene que f(J) debe de ser la componente por arcos compacta de

Y . Por consiguiente, f(J) debe de ser una curva cerrada simple (el residuo de la compac-

tación). Además, f |J debe de ser débilmente confluente. Por tanto, por el Teorema 6.6,

AS(f |J) ≥ 4π.

Inversamente, si Y es homeomorfo a un arco o a una compactación de [0,∞) cuyo resido

es un arco entonces Y es encadenable y, por el Teorema 3.5, f es débilmente confluente.

Si Y es homeomorfo a una curva cerrada simple y AS(f) ≥ 4π, entonces, por el

Teorema 6.6, f es débilmente confluente.

Finalmente, supongamos que Y es homeomorfo a una compactación de [0,∞) con una

curva cerrada simple como residuo y AS(f |J) ≥ 4π. Como J es la componente por arcos

compacta de S, f(J) debe de ser la componente por arcos compacta de Y . De donde f(J)

es una curva cerrada simple. Como AS(f |J) ≥ 4π, por el Teorema 6.6 f |J es débilmente

confluente. Sea B un subcontinuo de Y . Si B es un subcontinuo de f(J), como f |J es

débilmente confluente, existe un subcontinuo A de J tal que f(A) = B. Si B es un

subcontinuo de f(H), entonces B está contenido en un subarco Q de f(H). De donde,

por el Lema 3.4, f |f−1(Q) : f
−1(Q) → Q es débilmente confluente. Lo que implica que
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existe un subcontinuo A de H tal que f(A) = B. Si B no está contenido en f(J) ni en

f(H), entonces B consiste de f(J) y un rayo no acotado de f(H). Entonces algún rayo

no acotado R de H debe de ser mandado por f en B ∩ f(H). De esta manera, A = J∪R

es un subcontinuo de S tal que f(A) = B. Por tanto, f es débilmente confluente. ����

Observación 8.3. Aunque en la tesis de Brooks [2] sólo se habla de la curva sinusoidal del

topólogo, notemos que los Teoremas 5.8, 8.1 y 8.2 son válidos para cualquier compactación

de [0,∞) cuyo residuo sea un arco. Por tanto, en este trabajo se han caracterizado no sólo

las imágenes débilmente confluentes de la curva sinusoidal del topólogo, sino de cualquier

compactación de [0,∞) cuyo residuo sea un arco.
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f(H), entonces B consiste de f(J) y un rayo no acotado de f(H). Entonces algún rayo

no acotado R de H debe de ser mandado por f en B ∩ f(H). De esta manera, A = J∪R

es un subcontinuo de S tal que f(A) = B. Por tanto, f es débilmente confluente. ����

Observación 8.3. Aunque en la tesis de Brooks [2] sólo se habla de la curva sinusoidal del

topólogo, notemos que los Teoremas 5.8, 8.1 y 8.2 son válidos para cualquier compactación

de [0,∞) cuyo residuo sea un arco. Por tanto, en este trabajo se han caracterizado no sólo

las imágenes débilmente confluentes de la curva sinusoidal del topólogo, sino de cualquier
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