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Niameros polares de P, en el cuerpo de
funciones hermitianas

WILSON OLAYA LEON*

Resumen. En este articulo presentamos una caracterizacién de los nimeros
polares (o no lagunas) del lugar infinito en el cuerpo de funciones hermitia-
nas. Méas atun, mostraremos que en dicho cuerpo de funciones los niimeros
polares de P, determinan una base explicita para el espacio vectorial aso-
ciado al divisor mPy.

Abstract. In this paper we present a description of pole numbers (or no-
gaps) of the infinite place in the hermitian function field. Moreover, we
show that in this function field, the pole numbers determine one explicit
base for the vector space associated with the divisor mP..

1. Introduccién

Un tema actual de investigacion en la teoria de cuerpos de funciones algebraicas consiste
en encontrar bases explicitas para el espacio vectorial asociado a un divisor arbitrario.
Esto repercute, en la teorfa de codigos correctores de errores, en la necesidad de establecer
algoritmos de decodificacion para los codigos geométricos de Goppa, lo cual a sido una
de las limitaciones para la implementacion de esos codigos lineales, ver [1]. En el caso del
cuerpo de funciones hermitianas, mostramos en este trabajo que los ntimeros polares de

P, determinan una base explicita del espacio vectorial L(mPx,).
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2. Notacién

F, El cuerpo finito con ¢ elementos.

F/F, El cuerpo de funciones algebraicas sobre IF,.
H/F El cuerpo de funciones hermitianas.

Py El lugar infinito de H/F

grad(A) El grado del divisor A.

L(A) El espacio vectorial asociado al divisor A.

dim(A) La dimension del divisor A; dim(A) := dim(L(A)).
Sop(A)  El soporte del divisor A.

3. Preliminares

El cuerpo de funciones hermitianas es un ejemplo especial de cuerpos de funciones maxi-
males; es decir, cuerpos que alcanzan la cota superior de Hasse-Weil para el numero de
lugares de grado uno. Se sabe que esto es posible para cuerpos de funciones algebraicas
sobre cuerpos de constantes 2, y el ntimero de lugares de grado uno es N = ¢>+1+2gq,
donde g es el género del cuerpo de funciones, ver [4].

Denotaremos por H :=F,2(z,y), con y?+y = 297, Por lo tanto, H/F 2 es el cuerpo de
q(g—1)
2
Los cuerpos de funciones maximales son importantes en la construccion de codigos geo-

funciones hermitianas con género g = y N = ¢ + 1 lugares de grado uno.
métricos de Goppa, puesto que optimizan los parametros del codigo lineal, ya que la
longitud del cédigo esta acotada por el nimero de lugares de grado uno.

Si F//Fg es un cuerpo de funciones algebraicas con género gy P1, Ps,..., P, son distintos
lugares de grado uno, tomando D = E P, y @ cualquier otro divisor de F/F, tal
que ninguno de los P; esta en el soporte de G, se define el codigo geométrico de Goppa

asociado a los divisores D y G como

Cr(D,G) = {(z(P),2(P), ..., x(Fy)) s @ € L(G)}.

Este es un [n, k, d]-codigo g-ario, donde k = dim G — dim(G — D) y d > n— grad(G). Mas
aun, si grad(G) < n, entonces k = dim G, y conociendo una base para L(G) facilmente
se puede construir una matriz generadora para C(D, G).

Observe que usando el teorema de Riemann-Roch los pardmetros del codigo CL(D, G)
solo dependen del grado del divisor G (fijados n y g). Por lo tanto, si deseamos conseguir
codigos geométricos de Goppa con parametros prefijados, lo que comtnmente se hace es

tomar G = mP, donde m > 0 y P es un lugar de grado uno que no esté en el soporte
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de D (por lo general el lugar infinito). Estos codigos se conocen como cédigos sobre un
lugar, ver [3].

Pensando en esto, es de interés determinar los elementos en F' que tienen solamente un
polo en el lugar infinito de H/F;.. En general, para cualquier lugar de un cuerpo de

funciones algebraicas se establece la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sea P un lugar de F/F,. Un entero n > 0 se denomina nimero polar de
P si, y solo si, existe un elemento z € F' con (z)s = nP. En cualquier otro caso se dice

que n es un nimero laguna de P.

Observe que n es un namero polar de P si, y solo si, L ((n —1)P) C L(nP). En conse-

cuencia, L ((n — 1)P) = L(nP) si, y solo si, n es un namero laguna de P.

4. Resultado principal
Hagamos H (P ) := {n > 0: n es un nimero polar de P, en H}.

Afirmacion 4.1. H(Py)={n=14g+j(g+1),i>0, 0<j<qg-—1}

Demostracion. Primero veamos que paran = ig+j(g+1) coni >0, 0 < j < g—1, existe
z € H tal que (2)oo = nPs. En efecto, para z = 2'y7 coni >0, 0 < j < g — 1, tenemos
que (2)oo = (iq +7(q + 1)) Poo = nPoc; ya que (2)oo = ¢Poo ¥ (¥)oo = (¢ + 1) Poc.

Ahora mostraremos que H(P,,) es generado por ¢ y ¢+ 1. Sea ¢(T) = T9+T — 2%+ el
polinomio minimal de y sobre F,2(x); puesto que el tinico lugar que es ramificado en H
es P, tenemos que {y7 : 0 < j < ¢ — 1} es una base entera para F2(z,y)/F,2(z) (ver

en [4] el numeral I11.5.10(d)).

Ahora, si n € H(P,,), entonces existe z € H tal que (2)o = nPs. Supongamos que

q—1 . q—1 .
z= ) zjy) conz; € Fplz]. Entonces z = > > a;ja'y’ con a;; € Fpz. En consecuencia,
§=0 §=0i>0
—n=vp_(z) = min{vp_(2'y): a;; # 0}

= min{ivp_(z) + jup._(y) : a;; # 0}

= min{ig+j(q+1):aiy # 0}

Luego n es una combinacion lineal de ¢ y ¢+ 1. Por lo tanto, ¢ y ¢+ 1 generan H(P,). M
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Observacion 4.2. En este caso,
H(Px)={n=1iqg+j(qg+1),1>0,0<j<q-1}={n=aq+b:0<b<a}.

Ahora bien, si tomamos H(Px) := {n : n es una laguna de P, en H}, entonces tenemos
que H(Py) ={n=1aq+b:0<a<b<q—1}. Ademas, ficilmente se verifica el teorema
9(q—1)
2
niimeros laguna; mas atin, 2g—1 es una de ellas, pues 29—1 = ¢>—q¢—1 = ¢(¢—2)+(¢g—1) €

H(Px).

de las lagunas de Weierstrass, que garantiza la existencia de exactamente g =

En la siguiente afirmacion mostramos que la dimension del espacio vectorial L(mPy)
es el cardinal del conjunto de los niimeros polares menores o iguales a m. Denotaremos

H,(Px) :={n € H(Px) : n < m}.

Afirmacion 4.3. dim(mPy) = |Hn(Px)| = |{n € H(Px) : n < m}|.

Demostracion. Consideremos la cadena de espacios vectoriales

IFq2 = L(O) C L(Poo) c..-C L(mPoo)'

De un lado sabemos que dim L(iPx) < dim L((i — 1) P ) + 1. De otro, tenemos que i es
un namero polar de Py si, y solo si, dim(iPx) > dim((i — 1) Px). En consecuencia, si
es un nimero polar de Py, entonces dim L(iP,) = dim L((i — 1) Py) + 1. Ademaés, como
0 € H(Px) y dim L(0) = 1, tenemos que la dimensién en la cadena aumentara tantas

veces como elementos tenga H,y, (Ps ), es decir, dim(mPs) = |Hp (Pso)|. ]

Utilizando las dos afirmaciones anteriores podemos determinar una base explicita para

el espacio vectorial L(mPx).
Proposition 4.1. Una base para L(mPy) estd dada por

{z € H:(2)oo =nPx paran € Hp(Psx)}.

Demostracion. Primero veamos que los elementos del conjunto pertenecen a L(mPx).
En efecto, (2)eo = (ig + j(¢ + 1))Pe > —mPs = —G, ya que ig + j(g + 1) <m.
Ahora, para ver que son linealmente independientes, obsérvese que z = x'y? con 7

>
0, 0<j<g—1yelconjunto {y7 : 0 < j < g—1} es una base para F2(z,y)/Fp2(z). ¥
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