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RESUMEN

Analizo en este trabajo la
propuesta metaldgica llevada a cabo
por autores vinculados al Circulo de
Viena en los aiios treinta. En dichos
anios se lleva a cabo un andlisis

- paralelo en tres direcciones: Por un
lado, los trabajos del programa
hilbertiano; por otro lado, las
investigaciones del Circulo de
Varsovia; 'y, finalmente, los
resultados de K. Godel que suponen
un serio ataque al programa de
Hilbert.

ABSTRACT

In this work I have analyzed the
metalogical proposal presented by
some authors associated with the
Vienna Circle in the Thirties.
During those years parallel analyses
were carried out in three different
directions: on the one hand, the
works carried out by the Hilbertian
program, on the other hand, the
research done by the Varsovia
Circle, and finally, the results
obtained by K. Gidel which meant a .
serious criticism of Hilbert's
program.
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La reaccién de la propuesta
hilbertiana a los resultados de K.
Godel viene de la mano del intento
de refutacion llevada a cabo por E.
Zermelo en el epistolario mantenido
con K. Godel el 21.9.1931, la
contestacion de Godel el 12.X.1931
y la respuesta de Zermelo el
29.10.1931.

Mostraremos que las
puntualizaciones de K. Godel llevan
el sello de la discusion mantenida en
los meses anteriores en el Circulo, y
se hacen eco de algunas de las
propuestas de R. Carnap. Su andlisis
es parte de un programa mds amplio,
cuyo objetivo se plasmard en la
Logische Syntax der Sprache (1934)
y que se propone desarrollar un
método exacto con el fin de llevar a
cabo el andlisis 16gico del lenguaje.
Su propuesta asume elementos
importantes del proyecto desarrollado

_por K. Godel, pero puntualiza
algunos conceptos que habian sido
tratados indistintamente en el trabajo
de este ultimo.
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The reaction of the Hilbertian
proposal to the results of K. Godel
was due to E. Zermelo's attempted
refutation in his letter to K. Godel
on Sept. 21, 1931, Godel's answer
being on October 12, 1931 and
Zermelo's answer to this letter
coming on October 29, 1931.

We will show that K. Godel's
remarks are influenced by the
discussions held during the previous
months in the Circle, and echo some
of R. Carnap's proposals. His
analysis is just part of a wider
program whose goal would be shaped
in the Logische Syntax der Sprache
(1934) and which intended to develop
an exact method so as to carry out
the analysis of logic in language.
His proposal assumes important
elements in the project developed by
K. Godel but points out some
concepts which had been dealt with
indistinctly in the work of the latter.

Palabras clave: Légica, Matemiticas, Siglo XX, Correspondencia, Fuentes,
Sociedades, K. Godel, R. Carnap, D. Hilbert, E. Zermelo, A. Tarski.

1. Introduccion

Mi intencién en este trabajo es contribuir a aclarar la historia del

desenvolvimiento del Teorema de Godel. Entro de lleno en el dmbito propio de
los historiadores de la ciencia, en general, y de la matemadtica, en particular,
aunque en calidad de 16gico; de manera que el modo como voy a reconstruir
unos afios de la historia de las matematicas estd guiado por un interés légico y
filoséfico. En lo que se refiere al tema y al lapsus de tiempo con el que me
voy a ocupar, se parte de unos planteamientos preconcebidos acerca de que el
teorema propuesto por K. Gédel viene a ser presentado en su conocido articulo
Uber formal unentscheidbare Siitze der Principia Mathematica und verwandter
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Systeme. I, publicado en 1931, y no necesita de ningin ajuste. Con esto no
quiero poner en duda la veracidad de dicho teorema, ni se me ha pasado por la
mente poner en cuestién lo que los expertos sostienen acerca del mismo. Mi
intencién es més limitada; lo vnico que presentaré en las piginas siguientes es
una reconstruccién, mediante una serie de fuentes inéditas, de la puntualizacién
que se desarroll6 paulatinamente sobre los resultados de Godel.

El trabajo de K. Godel fue recibido para su publicacién el 17.11.1930 y
publicado en 1931. Los especialistas en la investigacién del teorema de Godel
sefialan que la conclusi6n m4s importante a ensalzar es la siguiente:

"... la perspectiva de encontrar para todo sistema deductivo (y, en particular,
para un sistema en que pueda expresarse toda la aritmética) una prueba absoluta de
consistencia que satisfaga los requisitos finitistas propuestos por el grograma de
Hilbert es, aunque no légicamente imposible, sumamente improbable”*.

El articulo consta de cuatro apartados bien diferenciados: El primero
presenta una exposicién informal del argumento general. El segundo apartado
presenta (i) una descripcién precisa del sistema P; seguidamente, (ii) se lleva a
cabo una asignacion de los niimeros naturales a una secuencia de signos de Py
una asignaci6n similar de las secuencias de las secuencias de los signos de P;
se presenta (iii) una definicién de las funciones recursivas primitivas?; la
prueba de que todo predicado numérico-teérico recursivamente primitivo es
representable de modo numérico en P; y la definicién de w-consistencia. El
tercer apartado presenta dos resultados suplementarios de la indecidibilidad. En
el apartado cuarto se deriva una consecuencia importante del teorema VI. Con
dicha cita y la estructuracién del trabajo queda perfectamente acotado el objeto
a historiografiar. Las cuestiones a las que preferentemente voy a tratar de
responder son las siguientes: ;Qué elementos hay involucrados en el teorema
de Godel? y ;Cémo se puede dar solucién puntual a cada uno de los elementos
involucrados en dicho teorema?

2. Sobre consistencia y decidibilidad en los sistemas
axiomaticos

El dia 15 de enero de 1931, K. Godel presenta una conferencia (Referat)
en ¢l Circulo matemético que organizaba H. Hahn. Se encuentra a disposicién
un protocolo de la discusién mantenida a raiz de la conferencia y que lleva
como titulo Uber Widerspruchsfreiheit und Entscheidbarkeit in
Axiomensystemen (Sobre consistencia y decidibilidad en los sistemas
axiomaticos) a la que asisten, al menos, F. Kaufmann, H. Hahn, M. Schlick,
como se desprende del protocolo3. Probablemente -aunque no se puede
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verificar mediante las fuentes-, la base en las que se asienta dicha discusién es
la comunicacién que presenté K. Godel a H. Hahn con fecha del 23 de octubre
de 1930 del resumen de la prueba de incompletud y que se public6 con el
siguiente titulo: Einige metamathematische Resultate iiber
Entscheidungsdefinitheit und Widerspruchsfreiheit (Algunos resultados
metamatematicos sobre decidibilidad efectiva y consistencia)®. El pensamiento
gestor de la demostracién de la imposibilidad de la prueba de consistencia
viene a ser expuesto de la siguiente manera:

"Se adjunta la consistencia de un sistema al sistema mismo - y dicha adjuncién
se lleva a cabo formalmente - entonces se decide en ese sistema extendido una
sentencia originariamente indecidible, consecuentemente no se puede demostrar la
consistencia de un sistema en el mismo sistema".

Seguidamente K. Godel formula una Vermutung (conjetura), a saber®:

"Si hay, en suma, una prueba finita de la con51stenc1a, entonces también se
puede formalizar".

Consecuentemente, la prueba ideada por K. Godel supone la
imposibilidad de la demostracién de la consistencia. Pero, ;qué se entiende por
demostracién? Esta pregunta es una de las cuestiones mds engorrosas de toda
la propuesta de K. Gidel. La recepcién que se lleva a cabo acerca de la nocién
de prueba permite diferentes interpretaciones, aunque todas difieren entre si y
conllevan fines dispares. Las dudas que suscita F. Kaufmann al respecto son
s6lo un prefacio de lo que més tarde ocurrird en los afios treinta. F. Kaufmann
plantea la cuestion de c6mo observar la consistencia de las sentencias que no
tienen en comun ningiin par de conceptos o, aplicada a los axiomas de Peano,
a qué se debe el que hay un primer y ultimo ndmero’. En la argumentacién,
K. Godel se distancia claramente de un tipo de consistencia de cardcter
informal asumiendo un concepto de consistencia de cardcter formal. La
conjetura crucial se centra alrededor de la cuestién de si hay dichos sistemas
elementales en los que concretamente resulten sentencias indecidibles de un
modo transparente. K. Godel asienta su refutacién en un tipo de
argumentacién evidente. Segiin su propuesta, depende del sistema en el que se
exponga el sistema. Acto seguido, recuerda algunos momentos clave de su
argumentacion y llama la atencién sobre el hecho de que su planteamxento se
construye gracias a un recurso decisivo (entscheidenden Kunstgriff)®:

"La representacién isomorfa de las figuras deductivas de la consecuencia f; a
partir de las sucesiones numéricas de f; que permite ante todo formular
internamente la demostracién, denomina por tanto, por ejemplo S(f;) una figura
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deductiva I(f;) la "longitud” de la cadena pertinente, entonces se escribe la
demostracién de f)

Dem.f; =G SEI&AUI) =}

De este modo, se puede dar por satisfecho o descomponer més el simbolo S".

Otro tema tratado en la discusién es el papel que juega la aplicacién del
sistema axiomdtico de A. Heyting®. Segiin K. Godel, el sistema de Heyting es
mds restringido que el de B. Russell!0. Si es consistente, entonces se pueden
presentar en dicho sistema sentencias incompletas. Ahora bien, el
intuicionismo, siguiendo el punto de vista de L.E.J. Brouwer, no se altera por
su trabajo, ya que no se contiene en ningtin sistema formal!l.

Otro de los temas que salen a relucir en la discusi6n, debido sobre todo a
las cuestiones que propone H. Hahn, es el de la diagonalizacion. H. Hahn le
hace anotar a K. Gddel que el pensamiento fundamental de la prueba de que no
hay una totalidad de lo construible en sentido absoluto juega un papel
importante en la teoria de conjuntos, sobre todo en lo que tiene que ver con el
principio de induccién transfinita de G. Cantor (Cantorschen
Diagonalverfahren)!2. K. Godel hace anotar que la aplicaci6n del pensamiento,
como viene a ser formulado por Hahn de manera general, es también
cuestionable, si la totalidad de todas las pruebas intuicionistas encuentran su
lugar en un sistema formal. Seguidamente H. Hahn plantea una serie de
cuestiones que han quedado abiertas!3. La primera se apoya en la nitida
distincién que lleva a cabo N.N. Lusin en la prueba de la existencia para los
conjuntos de Borel de clases de orden superior. H. Hahn quiere saber si la
inducci6n transfinita se efectda o no!4. La segunda pregunta cuestiona si de la
prueba godeliana se puede excluir la inducci6n transfinita. Godel afirma que la
férmula incompleta presentada se puede construir y que su contenido es finito,
como el de las conjeturas de Goldbach o de Fermat!3.

3. Intermezzo metatedrico: la propuesta de R. Carnap

R. Carnap presenta una serie de conferencias sobre metalégica en el
Mathematischen Institut durante los dias 11. 6. 1931, 18. 6. 1931 y el 25. 6.
1931, que aclarardn algunos conceptos clave del trabajo de K. Godel.
Poseemos una fuente excepcional del trabajo realizado: en los diarios aparecen
escuetas anotaciones de los dias en que trabaja sobre metal6gica. Asi pues, un
dia antes de presentar la primera conferencia, el miércoles 10 de junio, recibe
la visita de K. Godel por la tarde y hablan sobre metalégica. El dia de la
primera conferencia pasa sin pena ni gloria y apunta: "[A las] siete y media [se
ha celebrado el] Circulo. Mi conferencia (1°) sobre metalégica (en el Instituto
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de Matemdticas) hablo sin discusion hora y media"!%. La segunda conferencia
no varia el resultado. Desde el lunes trabaja sobre metalégica y el jueves 18 de
junio resume: "... [por la tarde] tarde [se ha celebrado el] Circulo. Mi segunda
conferencia sobre metalégica, todo el tiempo [he estado] hablando, sin
discusién"!7, Finalmente, el 2 de julio presenta su dltima conferencia,
plantedndose a si mismo una cuestién retérica: "Tres y media [llevé a cabo
las] clases prdcticas ... [hubo] discusion [en el] Circulo sobre mi metalégica.
ultimo Circulo. (; Para mi definitivamente el iiltimo?)"18. No seri el tltimo,
y las anotaciones de ese afio indican que seguird trabajando
ininterrumpidamente sobre estos temas!?. Vale 1a pena resefiar dos visitas que
recibe R. Carnap a la semana siguiente. El viernes 10 de julio tiene una
entrevista con F. Waismann y anota en su diario lo siguiente20:

"... €l pregunta diversas cosas sobre metalégica. [El es de la opinién,] Ella
misma no es una teorfa, sino otro célculo. Yo: Si, [creo que es] como en geometria,
un célculo con un dambito de aplicacién privilegiado".

El paralelismo y la ejemplificacién demuestran las dificultades que
debian de existir para comprender adecuadamente el ambito de estudio de la
metal6gica. Una ultima nota de los diarios nos realzard la importancia de estas
conferencias para el Circulo de Viena, en particular, y para la discusién y el
origen de la metal6gica, en general. El domingo, 12 de julio de 1931, K.
Godel visita a R. Carnap en su apartamento. Una breve nota en el diario de
éste hialce que estas conferencias recobren una relevancia inusitada, R. Carnap
anota“':

"Por la tarde Godel [estuvo] aqui. [Hablamos] Sobre mi metalégica; [Llegé al
resultado de que] es consistente; por lo tanto, no contiene la matemdtica cldsica
sino bésicamente la intuicionista".

Dicha aclaracién habra de ser trabajada con cuidado. ;Qué significa
que la metalégica es consistente, si contiene esencialmente la matematica
intuicionista y no la clasica? Para dar una solucién puntual a dicha cuestién y
otras, vamos a analizar puntualmente la propuesta desarrollada por R. Carnap
en sus conferencias sobre Metaldgica. La primera conferencia introduce la
siguiente definicién?;

"Por metal6gica entiendo la teorfa de las formas que aparecen en un lenguaje,
es decir, la exposicién de la sintaxis del lenguaje”.

El interés por estas investigaciones viene a ser resumido por R. Carnap
de la siguiente manera: (4) por un lado, pretende conocer cudles son los
cambios que se pueden llevar a cabo en el lenguaje russelliano y, (B) por otro



LLULL 17 LOS INICIOS DE LA METALOGICA EN LOS ANOS TREINTA 123

lado, desea indagar la forma que ha de tener una metal6gica, es decir, se
propone investigar si hay enunciados sobre enunciados y qué sentido tienen,
desea saber si son enunciados empiricos o tautologias, y si resulta una
Jerarquia de lenguajes. La sintaxis contiene una serie de consecuencias que han
de satisfacer: (i) la verificacién de los cuantificadores. Estos sélo se pueden
verificar, si vienen dados en un 4mbito finito?3; (ii) ha de distinguirse entre la
generalizacién individual y especifica?4; y, (iii) han de diferenciarse
sintdcticamente las relaciones cualitativas de las localizativas.

Seguidamente, se caracteriza el cuantificador universal {x] como la
conjuncién de los enunciados del siguiente modo?3: La presentacién del
4mbito de un operador universal se lleva a cabo mediante la presentaci6n del
limite superior del 4mbito. Asi pues, un cuantificador del tipo [n]111(P(xn))
viene a ser expuesto como la conjuncién de las siguientes sentencias:
P(x)&P(x1)&P(x11)&P(x111)26. Cuando el 4mbito viene expuesto por una
variable, entonces de [n]Jm(P(xn)) resulta una conjuncién con indeterminados
(pero finitos) elementos del siguiente modo: P(x)&----&----&----&----&P(xm).
El cuantificador existencial [3x] es disuelto mediante la disyuncién, si el
dmbito se presenta mediante indicacién numeral. Asi pues, [3n]111(P(xn))
puede ser expuesto por P(x) V P(x1) V P(x11) V P(x111). De modo que vale:
[3n]m(K(xn), y que es expresado por P(x)V----V---- V----V----V P(xm)?’.

Acto seguido, se introducen determinados simbolos, con el fin de expresar
la descripcion metaldgica, ya que, para escribir una sentencia metalGgica sobre
una férmula, no se puede escribir dicha férmula. De este modo, en una
sentencia metalégica no puede haber ninguna férmula 16gica28. Esta
descripcién metalégica se propone exponer una comprobacién empirica, en
tanto que presenta el emplazamiento mediante determinadas magnitudes de
estado.

Viene a ser tratado el problema de la identidad segin la propuesta
elaborada por B. Russell, segin el cual: (x=y) =pgr (F(x)>F(y)) y elabora
algunos refutaciones llevadas a cabo por L. Wittgenstein y algunas
deficiencias en las criticas de C.I. Lewis?®. Seguidamente presenta algunas
definiciones de algunos conceptos metalégicos como cifra, secuencia de cifras,
elemento numérico y expresion numérica0. -

La siguiente conferencia sobre metalégica sigue presentando las
definiciones mds relevantes de los conceptos metalégicos. Al género de los
predicados aritméticos pertenecen, ademds del concepto de identidad I(p,q),
como arriba indicamos, los siguientes predicados3!:
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Gr(m,n) = [3%)m(~I(k,0)&I(m,kn))
TIb(m,n) = [3%]m(I(m,prod)(k,n)))
Prim(m) = [k]m(I(k,0) V I(k,m) V~Tlb(m,k)),

dichas definiciones son de tipo recursivo de determinados predicados para las
relaciones mds grande (Gr), predicados para la propiedad divisible (TIb) y
ndmero primo (Prim). La definicién recursiva consta de dos enunciados: el
primero presenta el valor del functor respectivo (o el valor de verdad del
predicado respectivo) para 0 como primer argumento; el segundo determina el
valor para x, usando el valor para x.

Posteriormente se dar4 paso al andlisis del modo de introducir una serie de
términos bdsicos, con los cuales se opera en la metalégica. Las funciones
aritméticas vienen a ser definidas, en parte, de modo recursivo32. Se propone
definir las variables libres y las variables ligadas mediante la ayuda del
concepto férmula33 Se define el concepto de derivacion34. Se caracteriza el
concepto de substitucion33. Presenta las cuatro reglas de inferencia, a saber: la
regla de substitucién, de implicacién -hoy lo caracterizamos por el Modus
ponens-, las reglas de identidad y el principio de la induccién completa3®.
Termina haciendo algunas anotaciones sobre las sentencias aritméticas
universales37. Para acabar sus consideraciones sobre el término
demostracion38. '

_ El término demostracién recoge todos los elementos bésicos de la

metal6gica. R. Carnap parte de la base de que sin una delimitacién de la
longitud de la demostracién no se puede caracterizar ningiin concepto correcto.
Propone la siguiente puntualizacién: U es demostrable en tantos y tantos
pasos ha de ser caracterizado mediante: U es demostrable mediante tantos y
tantos simbolos demostrables3®. Sin embargo, dicha precisién conserva
algunas dificultades que son tratadas puntualmente. Para ello, propone el
método de la aritmetizacion de la metalégica, como es aplicado por K.
Godel*0, Dicho método implica una distincién entre la metaldgica descriptiva,
como ha sido tratada hasta el momento por R. Carnap, y una metalégica
aritmética. Esta ultima trata las formas posibles. El origen de la distincién
surge de las puntualizaciones que se ha de llevar a cabo con respecto a la
longitud de la demostracién. En dicha caracterizacién se introduce un concepto
de férmulas posibles con las que operar?!.

En la tercera conferencia, R. Carnap hace una disquisicién general
sobre el papel de los enunciados condicionales metalégicos, ya que tienen
cardcter analitico y son la consecuencia de la definicién de férmula
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elemental*2. Vuelve a repasar la idea general: las definiciones elaboradas hasta
ahora hacen sélo referencia a aquello que se encuentra en el marco de la
férmula, sin embargo el concepto de demostracion es diferente, ya que s6lo es
definible mediante una aritmetizacién*3. R. Carnap parte de la base de que en
un lenguaje fisicalista también se ha de pasar de una simple correlacién
cualitativa a una cuantitativa cuyos valores son expresables mediante nimeros
naturales. Por analogia, introduce la numeracién de Godel, con el tnico fin de
superar la metalégica descriptiva a la cual se referfa en su conferencia
anterior*4. Dicho cambio de marcha es expuesto mediante ejemplos. Al final
de la conferencia R. Carnap sintetiza su planteamiento general de la siguiente
manera®s:

"Godel puede contentarse con los conceptos aritméticos, ya que se ocupa de la
aritmética. Pero ya que nosotros queremos describir las formas fisicas, es decir, la
combinacién de los sfmbolos, tenemos que exponer ademés esos conceptos
empiricos. Ya que describimos s6élo formas fisicas, a saber, sucesiones de
simbolos lingiifsticos, podemos expresar la metalégica de nuestro lenguaje natural
y, precisamente de tal modo, que no contradiga los puntos de vista de
Wittgenstein. No se trata aqui de sentencias sobre una especie de sentencias, sino
de sentencias, en parte singulares, en parte condicionales sobre formas fisicas".

La propuesta de Carnap parte de una hip6tesis de trabajo que es expuesta
con toda su radicalidad al final de la conferencia. El siguiente enunciado:

© - A cree p,

no ha de ser analizado mediante la propuesta russelliana del comillado, es decir
mediante "p", sino por la descripcién metal6gica del enunciado p, de modo que
pueda desaparecer toda la apariencia de intensionalidad%6. El problema central
es el de resolver el axioma de reducibilidad como habia sido expuesto por A.N.
Whitehead/B. Russell en la segunda edicién de los Principia Mathematica
después de los duros ataques efectuados por L. Wittgenstein en el Tractatus
logico-philosophicus. Este dltimo recomendaba suponer que las funciones de
proposiciones son siempre funciones de verdad y que en una proposicién s6lo
puede aparecer una funcién a través de sus valores*’. Las dificultades de este
-enfoque vienen a ser superadas por las propuestas de R. Carnap*®.

Al final de la conferencia se recoge la discusién habida en el Circulo. La
clave de dicha discusi6n se encuentra en la capacidad sintetizadora de R.
Carnap. Segin éste, los enunciados de nuestro lenguaje pueden ser
caracterizados como abstractos o concretos, descriptivos o aritméticos y
decidibles e indecidibles y son expuestos mediante el siguiente esquema?:
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Decidibles Decidibles fuera | Indecidibles con Indecidibles sin
en el cdlculo del cdlculo nuevos simbolos nuevos simbolos
descriptivos | Rojo(n) V ~ Rojo(n) | Construibles Definiciones {!c ) Leyes naturales
abstractos | Tautologfas o segin el método | conceptos fisicalistas.
contradicciones de Godel.
Generales.
concretos RUI7)V~RUT) Definiciones de Enunciados con
Tautologfas 0 0 nombres geograficos. | contenido.
contradicciones
concretas.
aritméticos | m+n=n+m El teorema de Definiciones de ?
abstractos Godel. conceptos (Teorema de
matematicos. Fermat).
cretos Definici6n de 2
o 112 0 211 0

Durante los meses posteriores a la publicacién de los resultados de Godel
se desatan discusiones importantes de resaltar. Las interpretaciones son
variopintas. Lo relevante al respecto es comprobar cémo va teniendo difusién
su propuesta. Seguidamente, analizaremos las criticas efectuadas desde el
programa hilbertiano.

4. La disputa entre el programa hilbertiano y los resultados de
K. Gdédel

La reacci6n de la propuesta hilbertiana a los resultados de K. Godel viene
de la mano del intento de refutacién llevada a cabo gor E. Zermelo en la
correspondencia mantenida con K. Gédel el 21.9.193130, La contestaci6n de
Godel, con fecha del 12.X.1931, introduce puntualizaciones importantes en el
marco de sus resultados que, creemos, no habrian sido posibles sin la
discusién que se desata en ¢l Circulo matemético de H. Hahn. La contestacién
de Zermelo el 29.10.1931 no puede ser entendida sino como un Wltimo intento
de refutacién improcedente.

Los planteamientos que desarrolié D. Hilbert en 1928 requerian la
formalizacién completa de la matemitica cldsica®!. Los conceptos de la
matemdtica clasica vienen a ser reemplazados por signos gréficos, hileras
(secuencias) de signos, el razonamiento por la mera manipulacién
combinatoria de las hileras, y la demostracién por la deduccién formal
conforme a reglas mecdnicas. Consecuentemente, dicho programa seria
efectivo si se cumplian los siguientes requisitos: (i) probar la consistencia de
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dichos sistemas formales, (ii) seguidamente, extender la prueba a los célculos
funcionales de orden superior, (iii) construir sistemas axiomaticos para el
andlisis y la teorfa de nimeros que fuesen completos, y (iv) generalizar el
problema de completitud, de modo que todas las sentencias vélidas fuesen
demostrables2, Dichos problemas quedaban pendientes y serfan tema de los
trabajos posteriores.

Las propuestas del grupo investigador vinculado a D. Hilbert se
encontrarian con un grave problema, a saber, que si bien K. Godel probaria la
completitud de la 16gica de primer orden, es decir, el cuarto problema expuesto
por Hilbert en su conferencia, sin embargo, el intento de la prueba de la
consistencia relativa supuso el descubrimiento de las proposiciones
indecidibles. Esto tuvo como consecuencia directa la imposibilidad de probar
la consistencia del andlisis y la teorfa de los ndmeros. Los pasos
argumentativos a los que conducen sus resultados son los siguientes:

(1) Propuesta de probar la consistencia del andlisis por métodos
finitistas.

(2) Con dicho fin se lleva a cabo un andlisis de la consistencia relativa,
es decir, de aquellos casos en los que se encuentran involucrados tanto
la interpretacién, como la traduccién y los modelos internos
(concretos).

(3) Seguidamente, observé que el concepto de verdad, en teoria de
nimeros, no es definible en dicha teoria de nimeros.

(4) Considerando la demostrabilidad formal, descubre las proposiciones
indecidibles.

(5) Llega a la conclusién de que la afirmacién de consistencia es, en si
misma, también una proposicion indecidible.

Para nuestro andlisis basta con recordar que la relevancia que confieren a
las pruebas de consistencia reside, ante todo, en la relacién entre los conceptos
empleados en las pruebas de consistencia y los conceptos involucrados en el
sistema formal cuya consistencia se prueba. Dichos conceptos pertenecen a
dos familias diferentes. Por un lado, se hace uso de aquellos conceptos que se
encuentran ligados al concepto seméntico de verdad; por otro lado, se aplica
satisfactoriamente a la familia de conceptos vinculados al concepto sintdctico
de demostracidn. Ahora bien, si en la prueba de Godel queremos analizar
cudles son las caracteristicas y diferencias entre ambas familias, la informacién
codificada serd nula. Justamente en este complejo de problemas es donde se
desenvuelven las mayores dificultades del programa hilbertiano. Es m4s, de no
haber sido por las discusiones llevadas en el Circulo de H. Hahn, K. Gédel no



128 JESUS PADILLA GALVEZ LLULL 17

habria tenido conciencia de la dificultad que encerraba la diferencia entre (3) y
(4) de manera sistemdtica. Nuestra reconstruccion asf lo indica. Pero vayamos
por partes.

E. Zermelo presenta su conjetura contra la definicién propuesta por
K. Godel de la clase K de nimeros naturales que viene a ser expuesta por K.
Godel de la siguiente manera: :

(1) neK = Bew [R(n):n),

en la que Bew(x) significa que x es una férmula demostrable. La proposicién
[R(n);n] consta de dos elementos: R(n) expone un simbolo de clase ordenado
como una secuencia y dicha férmula designa al n-ésimo33. Segiin Zermelo, (1)
pertenece al sistema, por lo que pregunta si es legitimo identificar la funcién
con R(q), y st es éste un simbolo de clase. La critica la funda en el siguiente
argumento: ha de suprimirse en la férmula (1) el simbolo Bew y, para ello,
propone definir:

(H* ne K* = [R (n);n ] =S*,

seguidamente, propone sustituir S*=R(g*), por lo que se deduce que
A*=R(g*;q*) no puede ser ni verdadero ni falso, es decir, su presuposicién
conduce a una contradiccion>4. La dificultad radica, pues, en el concepto

- involucrado en el sistema formal y cuya consistencia se prueba. La distincién
viene a ser tratada por E. Zermelo del modo siguiente35:

"El equivoco se asienta -del mismo modo que las paradojas de Richard y de
Skolem- en €l presupuesto (erréneo) de que todo concepto definible
mateméticamente es expresable mediante una "hilera de signos finitos” (jsegiin un
sistema rigido!), es decir, aquello que yo denomino el "prejuicio finitista” ".

La contestacién de K. Godel se lleva a cabo a dos niveles bien
diferenciados: por un lado, las diferencias en la apreciaci6n de las definiciones
de las clases K'y K* lo cual viene a ser expuesto de la siguiente manera6:

"Usted define una clase K* mediante la estipulacién: "n pertenece a K*, si
[R(n);n] no es verdadero", mientras que yo defino una clase K mediante: "n
pertenece a K si [R(n);n] no es demostrable”. El presupuesto de que K* es
expresable mediante un simbolo de clase del sistema dado conduce, por
consiguiente, a una contradiccién (ésta no es mi, sino su supuesto)".

Seguidamente puntualiza ain mds la divergencia interpretativa en las
diferentes actuaciones de Ky K*, La uni6n de simbolos, como han sido-

caracterizados por Zermelo en (1)* al caracterizar ne K* = [R (n);n ] no tiene
sentido, ya que>’



LLULL 17 LOS INICIOS DE LA METALOGICA EN LOS ANOS TREINTA 129

"La linea de la negaci6n sélo tiene sentido sobre una unién de simbolos que
expresan una asercién (sobre la cifra 5, por caso, no tiene sentido una linea de la
negacién). La unién de sfmbolos "[R(n);n]" no expresa ninguna asercidn.
"{R(n);n]" significa lo mismo o algo asf, como la expresién (alemana) espafiola
siguiente: "aquella férmula de los Principia Mathematica, que est4 en lugar del
simbolo de clase n-4dico, al sustituir el nimero n por la variable". "[R(n);n]" no
es, mismamente, esa férmula "[R(n);n]" no es de modo alguno una férmula de la
Principia Mathematica, (ya que el simbolo [;] no aparece nunca en los Principia
Mathematica), sino que "[R(n);n]" es solamente una abreviacién de las expresiones
(alemanas) espafiolas que se encuentran entrecomilladas”.

El texto citado puntualiza muchos elementos que estdn involucrados en el
argumento godeliano y que han sido pasados por alto en la discusi6n, por lo
que justifica su extensién. La férmula [R(n);n] es, para todo nimero
determinado -como es el caso de n- un nombre, o, si se prefiere, viene a
caracterizar una descripcién finita de una férmula determinada, es decir, de una
figura especial. La dificultad se aclara, si se tiene en cuenta que nos
encontramos en dmbitos metamatemdticos que vienen a ser definidos del
siguiente modo38:

"La dificultad general se asienta evidentemente en que en la metamatemadtica,
ademds de los simbolos para los nimeros, funciones , etc., también hay simbolos
para férmulas y que ha de diferenciarse claramente un simbolo, que designa una
“f6rmula de esa misma férmula”.

Otro bloque de problemas, que vienen a ser tratados en dicha carta, tiene
que ver con los predicados que se encuentran involucrados en el teorema de
Godel. K. Godel nunca habia llegado a formular de modo tan radical la
divergencia entre los conceptos vinculados a la nocién de verdad, como es la
expresion ... es una férmula correcta (que vamos a denominar [W])3% y la -
nocién de demostrabilidad, como viene a ser expresada mediante la expresién
...es una férmula demostrable (que vamos a denominar [B])60, en la que se
asienta el argumento. En la carta de K. Godel aparecen dispersos los elementos
de los que consta dicha diferenciacién y que proponemos sistematizar de la
siguiente manera®!:

[Wl (i) Los predicados [W] no se pueden reducir, sin més, a una
propiedad combinatoria de las férmulas, y por ello no cabe
reduccién alguna en la matemética aritmetizada a términos
aritméticos simples.

(ii) El predicado ...es un formula correcta se asienta en el signiﬁcadb
de los signos.
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(iii) La clase de las férmulas correctas no puede expresarse mediante
un simbolo de clase del sistema dado.

(iv) La clase de las férmulas correctas no tiene nunca la misma
extensién que el simbolo de clase del mismo sistema.

{B] (i) La propiedad ...es una férmula demostrable es puramente
combinatoria, y, por lo tanto, formal, de la que no depende el
significado de los simbolos.

(ii) A es demostrable en un sistema determinado significa que hay
una secuencia de férmulas que comienza con alguno de los
axiomas del sistema y acaba con A y que posee la propiedad de
que toda férmula de la secuencia resulta de alguna de las
anteriores mediante la aplicacién de las reglas de inferencia.

(iii) La clase de las férmulas demostrables puede reducirse a
predicados aritméticos simples.

(iv) La clase [B] de las formulas demostrables es extensionalmente
igual al simbolo de clase del mismo.

Las diferencias expuestas entre [W](i)-(iv) y [BI(i)-(iv) permiten llegar a
algunas conclusiones importantes: Hemos dicho que [W]y {B] no son
extensionalmente idénticos, ya que si vale que B € W entonces vale BCW, es
decir, hay una férmula correcta (verdadera) que no es demostrable. Y este es el
resultado al que llega K. Godel en su investigacién.

La contestacién de E. Zermelo a K. Gddel afina algunos elementos del
punto de vista. Después de un agradecimiento de cortesia, reconoce que
entiende mejor lo que K. Godel propone, a saber52:

"Es decir, s6lo para los enunciados "demostrables” de su "Sistema PM", no
para sus enunciados absolutos, ha de tener validez su "delimitaci6n finitista"
(como yo la denomino) de la formacién de tipos, mientras que para los enuriciados
del sistema permite nuevas construcciones libres segin el modo del procedimiento
de la diagonalizacién de Cantor. Entonces resulta, naturalmente, un sistema no
enumerable de sentencias posibles, en el cual s6lo podria ser "demostrable" un
subconjunto enumerable y hay, evidentemente, sentencias "indecidibles” .

El afan de polémica que conservé E. Zermelo durante toda su vida no
le permite reconocer algunos elementos clave de la obra de K. Godel, como de
su correspondencia se desprende.
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5. Conclusion

El desarrollo de las geometrias no euclideas en el siglo XIX puso en duda
el principio de evidencia como criterio vélido para la eleccién de los axiomas
de un sistema deductivo. Con la aparicién de las antinomias de la teorfa de
conjuntos y el origen de una duda razonable sobre los fundamentos 16gicos de
las matemdticas se fortalece el esfuerzo por fundamentar la teorfa de los
sistemas deductivos. Con el fin de superar dichas dudas, D. Hilbert busca un
fundamento para la matemética sobre la que se asentaria posteriormente el
programa -el denominado programa de Hilbert- que cobra forma definitiva
hacia finales de la década de los afios veinte. Segiin D. Hilbert, el problema
fundamental de la 16gica matemadtica y, con €l, el de la metamatematica, es el
de decidibilidad. El programa proponia para la eleccién de los axiomas la
satisfaccion de determinados presupuestos: la consistencia, la completitud y la
independencia del sistema axiomético. Resuelto el problema de decidibilidad,
quedarian resueltas todas estas cuestiones. Un conjunto de expresiones S,

viene a ser denominado un sistema axiomdtico para un conjunto A de
expresiones si vale: (i) el que el conjunto de derivaciones de S, es idéntico al

conjunto de derivaciones de A; y (i) cada expresi6n puede ser decidida en una
serie de pasos finitos, de acuerdo con un proceso decisorio sobre si pertenece 0
no pertenece a S,.

La propuesta hilbertiana es un programa finitista. En él se propone
formalizar las disciplinas matematicas, en particular la aritmética, como
sistema formal, exigiendo que la consistencia de tales sistemas fuera
demostrada por medios puramente finitistas. Una alternativa, en el marco de la
fundamentacién matemdtica, es el programa recursivo. Hemos podido
comprobar cémo durante 1931 se presenta una nocién de recursividad
esquemadtica que describe la manera en que se puede usar un formalismo para
desarrollar una teoria matemaética. En dicho proyecto se destacan cierto tipo de
afirmaciones, segin las cuales desarrollar una teorfa consiste en ir demostrando
‘que ciertas afirmaciones son verdaderas.

En este trabajo nos hemos centrado en considerar s6lo y exclusivamente
los elementos de los que consta el teorema de incompletitud de K. Godel. A
este resultado se llega por una serie de consideraciones argumentativas, que
vienen a ser expuestas, durante el afio 1931, de una manera ejemplar. La
prueba de completitud indica que la 16gica de predicados de primer orden es
completa seménticamente. Sin embargo, este resultado no se puede extrapolar
a los predicados de segundo orden y 6rdenes superiores, como demostr6 en
1931. La incompletitud de la 16gica de predicados de segundo orden, y orden
superior, no es absoluta sino relativa,. es decir, relativa a determinadas
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interpretaciones®3. Dicho resultado subraya la relatividad semdntica del
concepto de completitud: la completitud depende de los modelos presupuestos
para las expresiones del sistema axiomatico dado.

Otro problema viene a ser discutido en este trabajo: el de la
indecidibilidad. A. Church demostraria posteriormente, mediante una tesis
especifica, que el célculo de predicados de primer orden es indecidible®4. La
indecidibilidad de 1a 16gica de predicados de primer orden, y, por lo tanto, de
ordenes superiores, es un resultado indeseable para el programa hilbertiano. La
reconstruccién histérica que hemos desarrollado ha sido parcial. Nos hemos
centrado en analizar un proceso de conceptualizacién determinado. El niicleo de
la prueba godeliana -pensamos- se encuentra en la distincién terminolégica
entre la familia de predicados vinculados a [W] y la familia de conceptos en
estrecha relacién con [B]. Hemos podido comprobar cémo la elaboracién
carnapiana de la metal6gica introduce determinados acentos en las propuestas
metatedricas. Sin embargo, tenemos que esperar a la carta de E. Zermelo para
poder recoger, de mano del propio K. Godel, toda la tensién que existe entre
ambos conceptos. Si bien, dicha tensién aparece en los primeros trabajos. Es
interesante indicar, al respecto, que la tensién entre [W] y [B] aparece en los
primeros trabajos de K. Godel, R. Carnap la acota, pero no la elabora
sistemdticamente, en parte debido a que lo que tiene in mente es un programa
de investigacién mds amplio y que tres afios més tarde serd pubhcado con el
titulo Logische Syntax der Sprache.

Al igual que en la historia de 1a matemadticas y la légica la presentacién
rigurosa y sistemdtica de los argumentos y su acentuacién en lo que
denominamos andlisis matemdtico requiere un periodo de gestacién. La
necesidad del examen critico de sus fundamentos, de una fundamentacién mas
sistemdtica y razonada surge cuando se vienen a ocupar de problemas mds
profundos y dificiles. Asf pues, el desarrollo de una teorfa precisa de una
sistematizacién y un andlisis critico de sus fundamentos. Situarla sobre una
base mas firme, requiere el examen de su desarrollo conceptual. El caso de
Godel asi lo atestigua.

NOTAS

1 NAGEL & NEWMAN [1970, p. 117].

2 Sobre la definicién de las funciones recursivas primitivas se habfa
llevado a cabo una serie de trabajos anteriores por DEDEKIND [1888], SKOLEM
[1923], HILBERT [1925, 1927] HILBERT & ACKERMANN [1928], pero es a partir
de la definici6n que presenta GODEL, K. [1931] cuando se estandariza.
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3 El protocolo de dicha conferencia se encuentra en el Wiener Kreis Archiv
de Haarlem (Holanda) bajo WK.3; Zirkelprotokoll von 15.1.1931; TD/D, pp. 1-3.
La transcripcién y traduccién al castellano de dicho protocolo es mia.

4 GODEL [1930, pp. 214-215].

5 El texto original dice asi: "Adjungiert man die Widerspruchfreiheit eines
Systems dem System selbst - und diese Adjunktion ldsst sich formal durchfiihren -
dann wird in diesem erweiterten System ein im Urspriinglichen unentscheidbarer
Satz entscheidbar, folglich kann die Widerspruchsfreiheit eines Systems im
System selbst nicht gezeigt werden". [PROTOCOLO, 1931, p. 1].

6 El texto original dice asi: "Wenn es einen finiten Widerspruchsbeweis
iberhaupt gibt, dann lasst er sich auch formalisieren”. [PROTOCOLO, 1931, p. 1].

7 F. Kaufmann est4 haciendo -alusién a los axiomas de J. Peano, segiin el
cual, en toda clase de nimeros hay un maximo dentro de ellos, asi como un
minimo. PEANO [1889, § 3].

8 El texto que traducimos dice asi: "Die isomorphe Abbildung der
Schlussfiguren auf Folgen f, von Zahlenfolgen f; der [de modo correcto es "die"] es
iberhaupt erst ermoglicht, die Beweisbarkeit intern zu formulieren[,] [blezeichnet
dann z.B. S(f;) [und] eine Schlussfigur /(f;) die "Lénge" der zugehorigen Kette,
dann schreibt sich die Beweisbarkeit von f; .

Bew.f; <GSR &A1=}
Damit kann man sich nun begniigen oder das Symbol § weiter auflosen”.
[PROTOCOLO, 1931, p. 2).
: 9  Se hace referencia a los trabajos de HEYTING [1930, pp. 42-56; 1930a,
pp. 57-71 y 158-169].

10 Se refiere, probablemente, al propuesto en WHITEHEAD & RUSSELL
[1910-13]. )

11 Véanse al respecto los argumentos esbozados en contestacién a H. Hahn’
y F. Kaufmann en PROTOCOLO [1931, pp. 1 y 3, respectivamente]. '

12 PROTOCOLO [1931, p. 1}.

13 PROTOCOLO [1931, p. 3]. :

14 H. Hahn se refiere a los trabajos de N.N. Lusin indistintamente. Ya que se
refiere al "libro", entonces estd indicando: LUSIN, N.N. (1930). Seguramente H.
Hahn conoceria también el articulo LUSIN [1927].

15 El enunciado de Goldbach afirma que todo nimero par es suma de dos
nimeros primos. Véase el argumento al respecto en GODEL [1931, nota 61]. (El
teorema de Fermat con simbolismo algebrdico dice que si n es un nimero entero
mayor que dos, y si X, y, Z son nimeros enteros no nulos, entonces la ecuacién x»
+ yn = Zn)

16 El texto dice lo siguiente: "[Um] 1/2 8 [findet der] Zirkel [statt]. Mein
Vortrag (1.) iiber Metaloglk (im mathematischen Institut) ich spreche ohne
Diskussion 1 1/2 Stunden lang". [TAGEBUCHER, 1930-1933, p. 276. La
traduccién y las correcciones son mias]. (Agradezco a la Rudolf Carmap
Collection. Special Collections Department. University of Pittsburgh Libraries el
permiso concedido para citar los textos siguientes. Como es preceptivo, estdn
reservados todos. los derechos de conformidad en lo dispuesto en la autorizacién
preceptiva).



134 JESUS PADILLA GALVEZ LLULL 17

17 La nota afirma lo siguiente: "... Abends [findet der] Zirkel [statt]. Mein
zweiter Vortrag iiber Metalogik, [ich habe] die ganze Zeit gesprochen, ohne
Diskussion". [TAGEBUCHER, 1930-1933, p. 277. La traduccién y las
correcciones son mias].

18 La nota dice lo siguiente: "1/2 4 [fiihrte ich] Ubungen [durch] ... [Im]
Zirkel {gab es eine] Diskussion iiber meine Metalogik. Letzter Zirkel. (Fiir mich
iiberhaupt letzter?)". [TAGEBUCHER, 1930-1933, p. 281. La traduccién y las
correcciones son mias].

19 De estos trabajos resultard el libro sobre la sintaxis l6gica del lenguaje.
La repercusi6én de las tres conferencias sobre CARNAP [1934] ha sido indicado
escuetamente en la Autobiografia de R. Camap. Véase SCHILPP [1991, p. 54]. Las
diferenciaciones mé4s acuciantes entre ambos escritos han sido analizadas en
PADILLA GALVEZ [1993, pp. 467 ss.].

20 El texto reza del siguiente modo: "... Er fragt Verschiedenes zur
Metalogik. [Er ist der Meinung] Sie selbst sei nicht eine Theorie, sondern wieder
ein Kalkiil. Ich: Ja, [ich glaube, daB sie] wie die Geometrie [ist], ein Kalkiil mit
einem bevorzugten Anwendungsgebiet”. [TAGEBUCHER, 1930-1933, p. 282. La
traduccién y las correcciones son mias].

21 El texto que traducimos dice en el original: "[Am] Nachmittag [war} Godel
hier. [Wir sprachen] Uber meine Metalogik; [Er kam zu dem Ergebnis,] sie sei
widerspruchsfrei; also enthilt sie nicht die klassische Mathematik, sondern im
Wesentlichen die Intuitionistische”. [TAGEBUCHER, 1930-1933, p. 283]. (La
traduccién y las correcciones son mias).

22 El original dice: "Unter Metalogik verstehe ich die Theorie der Formen,
die in einer Sprache auftreten, also die Darstellung der Syntax der Sprache”.
[ZIRKELPROTOKOLL, 1931, 1, (11.6.1931), p. 11.

23 Este tema viene a ser analizado extensamente en CARNAP [1934, § 16].

24 Esta diferenciacién viene a ser recogida de nuevo en CARNAP [1934, §
16, p. 44].

25 ZIRKELPROTOKOLL ({1931, 1, (11.6.1931), p. 2 s].

26 Consecuentemente, el limite superior del 4mbito [n]111(P(xn)) puede ser
expresado como la conjuncién de las siguientes sentencias:
P(x)&P(x1)&P(x11)&P(x111). R. Carnap presenta una interpretacién
constructivista de los cuantificadores.

27 Lo mismo que para el cuantificador universal, para el cuantificador
existencial se introduce una comprensién constructivista.

28 ZIRKELPROTOKOLL [1931, 1, (11.6.1931), p. 3 ss].

29 Véase la resefia posterior que hace CARNAP {1934, p. 188 ss]. También
se pueden consultar los trabajos de WHITEHEAD & RUSSELL [1910-13, pp. XIV y
659 ss.] y WITTGENSTEIN [1921].

30 Véase ZIRKELPROTOKOLL {1931, I, (11.6.1931), p. 6] que coincide en
gran medida con CARNAP [1934, § 9, p. 24 s.].

31 ZIRKELPROTOKOLL {1931, II, (18.6.1931), p. 1]. Ninguna de estas
definiciones son desechadas en su trabajo posterior, pero aparecen en ordenes
diferentes. Asi pues, Gr(m,n) aparece como D 9. de la siguiente manera Gr(x,y)

=(Grgl(x,y® ~ (x=y)) y Tlb(m,n) es definido en D 10. de la siguiente manera:
Tib(x,y) = (3u)x(x=prod(y,«)). CARNAP [1934, p. 52]. Del mismo modo Prim(m)

"
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es definido mediante D 11. del siguiente modo: Prim (x) = (~(x=0)e . (x=1)e
()x((u=1V (u=x) V_.TIb(x,u))). [CARNAP, 1934, § 4, pp. 15/52].

32 ZIRKELPROTOKOLL {1931, II, (18.6.1931), p. 1 s].

33 ZIRKELPROTOKOLL (1931, II, (18.6.1931), p. 2].

34 ZIRKELPROTOKOLL [1931, 11, (18.6.1931), p. 2 s].

35 ZIRKELPROTOKOLL [1931, II, (18.6.1931), p. 3 ss].

36 ZIRKELPROTOKOLL [1931, I, (18.6.1931), p. 6 ss].

37 ZIRKELPROTOKOLL [1931, 11, (18.6.1931), p. 6 s].

38 ZIRKELPROTOKOLL [1931, II, (18.6.1931), p. 8 s].

39 ZIRKELPROTOKOLL [1931, II, (18.6.1931), p. 8].

40 ZIRKELPROTOKOLL [1931, II, (18.6.1931), p. 9].

41 ZIRKELPROTOKOLL [1931, II, (18.6.1931), p. 9].

42 ZIRKELPROTOKOLL [1931, I11, (25.6.1931), p. 1].

43 ZIRKELPROTOKOLL [1931, III, (25.6.1931), p. 1 s.}]. Dicha
aritmetizacién se debe a que se opera mediante determinadas construcciones del
tipo demostrable con 1000 simbolos que s6lo son definibles mediante la
aritmetizacion.

44 ZIRKELPROTOKOLL [1931, III, (25.6.1931), p. 2 ss].

45 El texto original dice: "Godel kann sich mit den arithmetischen Begriffen
begniigen, da er sich mit der Arithmetik befasst. Da wir aber die physikalischen
Gebilde, d.h. Zelchenkombmatlonen, beschreiben wollen, miissen wir auch noch
diese empirischen Begriffen aufstellen. Da wir nur physikalische Gebilde, namlich
Reihen von Sprachzeichen, beschreiben, konnen wir die Metalogik in unserer
gewohnlichen Sprache ausdriicken und zwar so, dass dies den Ansichten
Wittgensteins nicht widerspricht. Es handelt sich hier nicht um Sitze iiber eine Art
von Sitzen, sondern um Sitze, teils singuldre, teils konditionale, iiber
physikalische Gebilde". ZIRKELPROTOKOLL [1931, 111, (25.6.1931), p. 4].

46 ZIRKELPROTOKOLL [1931], III, (25.6.1931), p. 4].

47 WITTGENSTEIN 1921, 5.54 ss.

48 Este argumento merece ser tratado aparte, por lo que no va a ser analizado
en este trabajo y serd tematizado en otro posterior. -

49 ZIRKELPROTOKOLL [1931, III, (25.6.1931), p. 7].

50 La discusi6n tiene un predmbulo, en el encuentro de E. Zermelo y K. Gédel
en el Jahrestagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung que se llevé a cabo en
Bad Elster en septiembre de 1931. Segin la carta de E. Zermelo a R. Baer del
7.10.1931, hubo repulsa a una discusién conjunta de su conferencia con la que
presentaba K. Godel y que llevaba como titulo Uber die Existenz unentscheidbarer
arithmetischer Séitze in der formalen Systemen der Mathematik. Dicho encuentro
fue el motor gestor de la discusi6n epistolar que seguidamente trataremos.

51 D. Hilbert present6 una ponencia en Bolonia sobre la fundamentacién en
las mateméticas. En dicha ponencia present6 cuatro problemas que ain quedaban
por resolver: (i) Prueba de consistencia finita del célculo funcional de segundo
orden; (ii) extensién de dicha prueba a la teorfa simple de tipos; (iii) demostracién
de la completitud de los sistemas axiométicos para el andlisis y la teoria de
nimeros; y, (iv) resolucién de la completitud de la 16gica de primer orden en el
sentido de que todas las sentencias vélidas son demostrables. Véase HILBERT
[1928, pp. 135 ss.].
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52 HILBERT [1928, pp. 135 ss.].

53 GODEL [1931, p. 175].

54 Véase la carta de E. Zermelo a K. Godel escrita el 21.9.1931 en DAWSON
[1985, p. 68]. El texto original dice lo siguiente: "Lassen Sie in Ihrer Formel (1)
die Zeichenverbindung "Bew" fort und schreiben dafiir

n* nek* = [R (n);n]=5*,
setzen Sie dann wieder S*=R(g*), so folgt, daB der Satz

A*=R(q*:q*)
weder "wahr" noch "falsch” sein kann, d. h. Thre Annahme fiihrt auf einen
Widerspruch, analog der Russel[l]'schen Antinomie". [La transcripcién y
correccién (entre corchetes) del manuscrito alemdn es mia].

55 El texto dice: "Der Fehler beruht -ebenso wie in der Richard'schen und der
Skolen'schen Paradoxie- auf der (irrigen) Voraussetzung, daB jeder mathematisch
definierbare Begriff durch eine "endliche Zeichenverbindung" (nach einem festen
System!) ausdriickbar sei, also das, was ich das "finitistische Vorurteil" nenne".
[DAWSON, 1985, p. 68]. La traduccién y correccién del texto alemén (entre
corchetes) es mfa).

56 El texto original dice: "Sie definieren eine Klasse K* durch die
Festsetzung: "n gehort zu K*, wenn [R(n);n] nicht richtig ist", wihrend ich eine
Klasse K definiere durch: "n gehort zu K, wenn [R(n);n] nicht beweisbar ist”". Die
Annahme, dass K* durch ein Klassenzeichen des gegebenen Systems ausdriickbar
ist, fithrt dann auf einen Widerspruch (dies ist aber nicht meine, sondern Ihre
Annahme)". [GRATTAN-GUINNESS, 1979, p. 298 s. La traduccién y correcci6n
(entre corchetes) del texto alem4n es mia].

57 El texto que traducimos dice en el original: "Ein Negationsstrich hat ja
nur Sinn iiber einer Zeichenverbindung, die eine Behauptung ausdriickt (iiber der
Ziffer 5 etwa ist ein Negationsstrich sinnlos). Die Zeichenverbindung "[R(n);n]"
driickt. aber keine Behauptung aus. "[R(n);n]" ist ja gleichbedeutend etwa mit
folgenden deutschen Worten: "diejenige Formel der Principia Mathematica, welche
aus dem n-ten Klassenzeichen bei Ersetzung der Zahl n fiir die Variable entsteht.”
"[R(n);n]" ist nicht etwa selbst diese Formel, "[R(n);n]" ist ja iberhaupt keine
Formel der Principia Mathematica, (denn das Zeichen [;] kommt ja gar nicht in der
Principia Mathematica vor), sondern "[R(n);n]" ist lediglich eine Abkiirzung der
unter Anfiihrungszeichen stehenden deutschen Worte". [GRATTAN-GUINNESS,
1979, p. 299. La traducci6n es mia].

58 EI texto original reza asi: "Die ganze Schwierigkeit rithrt offenbar daher,
dass es in der Metamathematik ausser den Zeichen fiir Zahlen, Funktionen etc. auch
Zeichen fiir Formeln gibt und dass man ein Symbol, welches eine Formel
bezeichnet, deutlich unterscheiden muss von dieser Formel selbst". [GRATTAN-
GUINNESS, 1979, pp. 299 s. La traduccién y correccién del texto alemdn es mifa).

59 La denominacién [W] se debe a la nocién Wahr (verdad).

60 La nocién [B] procede del término Beweisbar (demostracién).

61 GRATTAN-GUINNESS [1979, pp. 298 ss.]. La sistematizacién que
propongo viene esparcida por toda la carta de manera un tanto asistematica.

62 El texto que citamos dice asi: "Also nur fiir die "beweisbaren” Sitze Thres
"PM-Systems", nicht fiir dessen Sitze iiberhaupt soll Ihre "finitistische .
Einschrinkung" (wie ich es nenne) der Typenbildung zur Geltung kommen,
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wihrend Sie fiir die Sdtze des Systems freie Neubildungen nach Art des Cantorschen
Diagonalverfahrens zulassen. Dann erhalten Sie natiirlich ein nicht abzdhlbares
System moglicher Sitze, unter denen nur eine abzdhlbare Teilmenge "beweisbar”
wire, und es muss sicherlich "unentscheidbare” Sitze geben”. [GRATTAN-
GUINNESS, 1979, p. 302].

63 Mediante una generalizacién del concepto de modelo pudo demostrar L.
Henkin posteriormente que también dichos sistemas 16gicos son completos.

-64 A. Church mostré, suponiendo la tesis de que toda funci6n recursiva es
efectivamente computable, que el sistema de l6gica de predicados de primer orden
desarrollado por HILBERT & ACKERMANN [1928] es indecidible. Véase CHURCH
[1936, 40 s. La traduccién y correccién del texto alemén es mifa].
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