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RESUMEN

Esta ponencia se ha escrito como una referencia al Calculo Estocastico o Calculo
It6 aplicado al campo econémico-financiero-actuarial en dos partes relativas a: Las ma-
tematicas econémico financieras y las matemadticas actuariales. Por lo que se refiere a la
primera parte, tratamos de dar una presentacién moderna de algunos modelos usados en
la “Financiera Estocédstica” comenzando con el fundamental desarrollo de Black-Scholes
y Merton a comienzos de 1970. Con relacién a la Ciencia Actuarial, diremos que mostré
rudimentos del “cédlculo estocastico” hace mas de un siglo con las ecuaciones diferenciales
para las reservas de una péliza de seguros obtenidas por Thiele en 1875 y para la pro-
babilidad de ruina de una empresa de seguros, Lundberg en 1903, cuando la nocién de
“procesos estocasticos” ain no se habia establecido de forma precisa.

XXV Jornadas de ASEPUMA y XIII Encuentro Internacional 1
Anales de ASEPUMA n° 25:A203



Palabras clave: Procesos estocasticos; Movimiento Browniano; Modelo de Scholes-Merton;
Calculo Ito; Curva de Rendimiento.

Area temdtica: A-2. Mateméticas Financieras y Calculo Estocéstico para la Matematica
Actuarial y Finanzas.

ABSTRACT

The attached paper has been written in reference to “stochastic calculus” or “Ito
Calculus” applied to the actuarial finance economics relative to two separate sides. The
first is focused on financial mathematics in economics and we attempt to present a modern
look at some of the models use in “stochastic finance” starting with key principles of Black-
Scholes and Merton in the early 70’s.

In reference to Actuarial Science o age-continuous actuarial mathematics, we see
early signs in the “stochastic calculus” over a century ago in those differential equations
developed for the mathematical reserve of an insurance annuity, first proposed by Thiele
in 1875 and later on for risk or ruin theory for insurance companies proposed by Lundberg

in 1903 when stochastic theory had not even been formalized as such.
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Sobre la aplicacion del “Calculo Estocastico”

1. INTRODUCCION

Las matematicas econémico financieras han sido un campo joven de aplicaciones
de las matematicas y la estadistica que ha experimentado un inmenso crecimiento
durante los tltimos 50 anos. Por ahora, se considera como uno de los campos mas
cambiantes de las matematicas y de la estadistica aplicadas, por la diversidad de
cuestiones que se han venido planteando y las altas cualificaciones técnicas que

requieren.

Por nuestra parte, hacemos una referencia a la “Matematica Estocastica” con-
siderando la teoria bésica de Black-Scholes- Merton desde un enfoque martingala
moderno. Esto requiere un desarrollo de los instrumentos necesarios del “Célculo

Estocdsticoz sus conexiones con las ecuaciones diferenciales.

La modelaciéon de los mercados financieros mediante los procesos estocasticos
en tiempo continuo la inicié Louis Bachelier (1900) en su tesis doctoral bajo la
supervisién del insigne profesor francés Henri Poincaré. Ahora bien, el trabajo de
Bachelier no fue reconocido hasta recientemente. Sesenta anos més tarde, el célebre
economista Paul Samuelson (Premio Nobel de Economia en 1970) volvié a estar de
moda tal idea, surgiendo el movimiento Browniano con tendencia constante como
modelo asociado a los precios de los titulos. Ahora bien, el éxito real del movimiento
Browniano en las aplicaciones financieras, lo lograron Fisher Black, Myron Scholes y
Robert Merton (premios nobeles en economia en 1997), quienes crearon entre 1969 y
1973 la Teoria Moderna de la Matematica Financiera, introduciendo la Teoria de la
Cartera y los fundamentos de la valoracion no-arbitraje. Desde entonces, esta teoria
logré un gran rigor y precision gracias a la teoria de las martingalas desarrollada en

los ochenta.
Por lo que se refiere a la Ciencia Actuarial, diremos que mostré rudimentos

el calculo estocastico hace mas de cien anos. Las ecuaciones diferenciales para las
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reservas de una péliza del seguro de vida las obtuvo Thiele en 1875 (Hansen, 1949) y
para la probabilidad de ruina eventual de una empresa de seguros Lundberg en 1903
(Cramer, 1969), cuando la nocién de procesos estocasticos ain no se habia estable-
cido de forma precisa. La teoria del calculo estocastico desarrollada principalmente
durante la mitad del siglo pasado, establecié el tema para el tratamiento unificado
de una amplia clase de problemas realacionados con la predicciéon del desarrollo fu-
turo de un tratado de seguros sobre la base de su historia pasada. Las variaciones
adecuadas del teorema muestral opcional de Doob y la regla de la cadena para las
semimartingalas (generalizada por It6), junto con la descomposicién de Doob-Mayer
y algunas otros aspectos bésicos de la teoria de martingalas diferenciales, o ecua-
ciones integro-diferenciales para las distribuciones de probabilidad y momento de
valores actuariales, la probabilidad de ruina y otras funciones de interés practico. El
enfoque opera con modelos suficientemente elaborados para representar realidades
complejas adaptandose tanto a riesgos de responsabilidad como a activos con riesgo.
Su potencial se demostré mediante ejemplos en el seguro de vida, seguro no-vida,
teoria del riesgo actuarial y economia financiera. La revolucién siendo que los ac-
tuarios de todas las clases primera, segunda y tercera (vida, no-vida y financiera) se
unieron para la creacion del “Célculo Estocastico”, eliminandose la frontera entre

ellos.

En esta parte del trabajo presentamos algunos resultados basicos relativos al
calculo estocastico también llamado Célculo de 1t6, uno de los principales instrumen-
tos mas usado en las matematicas econémico financiero acutariales para construir

los modelos mas utilizados.

A continuacién, consideramos algunas aplicaciones bésicas sobre inversiones en

obligaciones y tantos de interés.
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Sobre la aplicacion del “Calculo Estocastico”

2. LAS INVERSIONES EN OBLIGACIONES

2.1. Introduccién

Una obligacién de valor nominal P con cupones de valor C' y fecha de venci-
miento s + S, da el derecho al inversor que compra esta obligacién en el momento
s, a recibir el cupén de valor C' en los momentos {s + 1,s + 2,....,s + S} y el valor
nominal P en el momento s + S.

Se deduce que los cashflows sucesivos de esta inversion vienen dados por:
= - en los momentos: s,s+1,....,st + S — [ : el cupén de valor C.
= - en el momento s+ S : la cantidad P 4 C.

Si A(t,T), (s <t < s+ S) representa en el momento ¢ el valor de la obligacién
emitida en el momento ¢+ 7', el problema principal sera calcular su valor equitativo
en orden a comparar éste con el valor de mercado, propuesto en el momento t.

Una “obligacion cero”, inversion hecha en el momento s y de vencimiento s+ S
es una inversiéon muy simple por la que se paga la suma P(s,S) en el momento s en
orden a recibir 1 euro en la fecha del vencimiento s + S.

Por tanto, podemos calcular el valor de la obligacién anterior A(t,T) mediante

la férmula:

A(t,T) = P(t,1)C + P(t,2)C + ...+ P(t, T— 1)C + P(t, T)(P+C) (1)

2.2. Curva de Rendimiento

Teniendo en cuenta que el tanto de interés para un depédsito en el momento ¢
depende no solamente del momento ¢ sino también del vencimiento 7', por lo que,

el tanto anual se puede escribir como i(t,T).
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Para un momento ¢ fijo, la representacién de la funcién ' — P(t,T) es la curva
de rendimiento en el momento ¢t dado un vencimiento 7" y, generalmente, tiene la

forma de la figura 1.

PiT)

Figura 1: Curva de Rendimiento.

Dada esta curva, obtenemos el valor siguiente para la obligacién-cero.
P(t,T) = (1+i(t,T))™" (2)

y utilizando la (1) para diferentes obligaciones en diferentes momentos de vencimien-
to, podemos calcular los valores de las obligaciones cero de acuerdo a los valores de
mercado de las obligaciones observadas.

Ejemplo 1 Consideremos el caso de T' = 2 y supongamos que tenemos 2 obli-
gaciones, la primera con un cupén del 5,2 % con valor nominal 100 y con 1 como
vencimiento. La segunda con un cupén del 5,6 % con 100 como valor nominal y con
2 como vencimiento. Los valores de mercado de estas obligaciones en el momento ¢

son respectivamente 100 y 102. Usando la férmula (1) dos veces, obtenemos:
100 = P(t,1)(5,2 + 100)
120 = P(t,1)(5,6) + P(t,2)(5,6 + 100)

De la primera ecuacién obtenemos P(t,1).

100
P(t,1) = —— = 0,950570 3
( ’ ) 105’ 2 ’ ( )
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Sobre la aplicacion del “Calculo Estocastico”

y de la segunda ecuacién el valor de P(t,2)

102 — 0,950570 5, 6
P(t,2) = o 192 0,915228 (4)

Por consiguiente, los tantos de rendimiento para 1 y 2 anos vienen dados por

i(t,1) = (0,950570) "t — 1 =5,2% (5)

i(t,2) = (0,915228) 712 — 1 =4,53% (6)

En este ejemplo, hay un fenémeno de “inversion de la curva de rendimiento”,
cuando el rendimiento al vencimiento de dos anos es menor que el rendimiento para
un vencimiento de un ano.

Por supuesto, en la préactica, este método necesita un mercado de obligaciones
bastante liquido para tener los datos disponibles en todos los vencimientos y, ademas
un tratamiento estadistico con el método de los minimos cuadrados que se puede

usar para mejorar el método.

2.3. Rendimiento al vencimiento de una inversion financiera

y de una obligacion

Consideremos una inversion de valor actual C' que genera la siguiente corriente

financiera:
F:{(Fjvtj)ajzlv"'vn} (7)

El rendimiento al vencimiento, es el tanto actualizado constante o el tanto

actuarial, i(F') solucién de la ecuacién polinomial:
C=) (L+i(F)™F (8)
j=1

utilizando la interpolacion de Newton con el tanto nominal o cupén como valor

inicial se obtiene facilmente la solucion.
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Para el caso particular de una obligacién de “precio de suscripcién A” en el
momento ¢t y vencimiento ¢t + 7', con el “valor del cupéon C” y “valor nominal P”, la

corriente financiera correspondiente viene dada por:

= - en los momentos: t + 1,....;,t +7T — 1 : pago del cupén C.

= - en el momento ¢t 4 7' : pago del cupén C'y del valor nominal.

La ecuacion (1) o bien la (8) se convierte en:

A, T) = (14+i(F) " C+(14i(F)) 2C 4.4+ (1+i(F) "= DO+ (14i(F)) " (C+P)
(9)

evidentemente el rendimiento al vencimiento i(F") también es una funcién de ¢ y 7.

3. MODELO TIEMPO CONTINUO DETERMI-
NISTA DINAMICO PARA EL TANTO DE
INTERES INSTANTANEO

3.1. Tanto de interés instantaneo

Recordamos brevemente algunos conceptos basicos usando un modelo tiempo
discreto para las corrientes financieras y los tantos de interés.

Ahora, usaremos el modelo tiempo continuo determinista tradicional (MTCD)
para un inversién en [t+,¢ + 7’| de montante C(t) en el momento ¢ que produce un
rendimiento continuo del tanto r(s : t,T) en el momento s.

Por tanto, vemos que este tanto depende de t y T sobre el pequeno intervalo
temporal [s, s + As| C [t,t + T, una unidad monetaria en el momento ¢ produce al
final del intervalo un rendimiento de valor r(s;¢,T)As. Este tanto llamado “tanto
instantaneo tiempo continuo” o simplemente “tanto instantaneo” para una inversion

en el momento ¢ y vencimiento ¢ + 7.
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Sobre la aplicacion del “Calculo Estocastico”

Si C(s) es la capitalizacién de C'(t) en el momento s, s > t. De la definicién del

tanto instantaneo se deduce que:

C(s+ As) =C(s) +r(s;t,T)C(s)As (10)
De donde obtenemos
C'(s) _
) r(s;t,T) (11)
e integrando
O(s) = O(t)eli " rtutDdu (12)

En particular, en el vencimiento obtenemos

C(t +T) = C(t)eh rwt D (13)

3.2. Casos particulares

Cuando r es una funcién de tres variables, procede distinguir los cuatro casos

siguientes:
a) Estacionario en el tiempo: r no depende de t: r(s;t,T) = r(s,T).
b) Estacionario en el vencimiento:  no depende de 1" : r(s;¢,T) = r(s;t).
c) Estacionario en el tiempo y vencimiento: r no depende de ty T: r(s;t,T) = r(s).
d) Caso constante: r es independiente de las tres variables consideradas: r(s;t,T") = 6.

Para el caso d), obtenemos el caso conocido: C(t) = C(0)e’T.

3.3. Curva de rendimiento asociada al tanto de interés ins-

tantaneo

Teniendo en cuenta la seccién anterior, sabemos que para una inversion unitaria

en el momento t y vencimiento t+ T, el valor capitalizado al vencimiento viene dado
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por

efttJrT r(u,j,T)du (14)

Usando la “curva de rendimiento” T'— i(¢t,7),T > 0, para un ¢ fijado, corres-
pondiendo a esta inversién para la que i(t, T') representa el correspondiente tanto de
interés anual en [t, ¢ + T] obtenemos los mismos valores de capitalizacién que en la
(14), obtenemos:

(1+i(t,T))T = ™" rlwiTidu (15)

y por tanto:
/Z(t, T) — e% ftt+T T(U,t,T)du o 1 (16)

El tanto instantdneo constante 6(¢,T) en [t,t + T| correspondiente a esta curva

se define como sigue:

e tt+T o(t,T)du _ e tt+T r(u,t,T)du
o bien,
ST _ efﬁT r(u,t, T)du (17)
es decir,
1 t+T
ot,T) = f/ r(u,t,T)du (18)
t

3.4. Ejemplos de modelos tedricos

1. El caso constante.

Para r(s;t,T) = 9, la relacién (17) da para la curva de rendimiento del caso

tradicional de la financiera determinista:

T
i(t,T) = er i ot _ g (19)
o bien,
i(t,T) = e’ — 1, (20)
XXV Jornadas de ASEPUMA y XIII Encuentro Internacional 10
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Sobre la aplicacion del “Calculo Estocastico”

donde 0 = log(1 + 7).
2. El modelo determinista de Ornstein-Uhlenbeck-Vasicek (1973). (Janssen y
Janssen, 1996).

Partiendo de la siguiente relacion:
r(t+ At) —r(t) =ab—r(t))At, At >0,t >0 (21)
obtenemos cuando At — 0, la siguiente ecuacién diferencial:
dr(t) = a(b—r(t))dt (22)
para la que la solucion general es
r(t)=b— Ke ™ (23)

con la condicién inicial: r(0) = ry, donde 7 es el tanto instantaneo observado o
“tanto spot” observado en t = 0, la constante K se puede calcular para obtener la
siguiente solucion tnica:

r(t) = b+ (rg — b)e ™ (24)

o bien,

r(t) =roe”® + b(1 — e ) (25)

Por tanto, la funcién r es una combinacion lineal convexa de ry y el parametro

Para obtener el significado econémico-financiero de este parametro, basta hacer

que t — 00 para ver que:

b= lim r(t) (26)

t—o0
que es el valor actualizado del tanto instantdneo a largo plazo.

Para ver que representa el otro pardmetro, obtenemos de la relacién (24)
r'(t) = —ae”(ro — b) (27)
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y por tanto el signo de la funcién derivada de r es el de aquel a si rg < b 6 el de —a

si rg > by ademas

r(0) = —a(ro — b) (28)

En conclusion, si rg < b, la funcion r es estrictamente creciente, partiendo de
ro en t = 0 y tendiendo hacia b para t grande; por otra parte, si ro > b, la funcién
r es estrictamente decreciente partiendo de rg en ¢ = 0 y tendiendo hacia b para ¢

grande.

En los dos casos el valor absoluto de la pendiente en ¢ = 0 es una funcién
creciente de a; esto significa que la convergencia es mas rapida par valores grandes
de a que para valores pequenos. Esto es debido a que el parametro a frecuentemente

se llama “parametro de convergencia”.

El caso frontera rg = b, es el caso muy especial de una curva de rendimiento

independiente del vencimiento.

Para obtener la curva de rendimiento correspondiente al tanto instantaneo dado
por la relacién (24), basta sustituir el valor de r en la relacién (16); este cdlculo da

el resultado siguiente

Z(O, T) _ eb+ b;;o (e*aT_l) 1 (29)

Mas generalmente, partiendo de ¢ con ry como tanto inicial, esta tltima férmula

se convierte en:

’L(t,T) — €b+b;T (e_aTil) 1 (30)

Por tanto, vemos que tenemos un “modelo estacionario” cuando sobre [t, ¢+ T

no hay influencia del tiempo t¢.
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Sobre la aplicacion del “Calculo Estocastico”

3.5. Modelo dinamico en tiempo continuo estocastico para

el tanto de interés instantaneo

En financiera, sabemos que los valores futuros de los tantos son inciertos ya
que hay una gran influencia de muchos parametros financieros y econémicos, que
también dependen de factores politicos.

Se deduce que los modelos deterministas son insatisfactorios y, por tanto, la
nueva disciplina de financiera matematica llamada “Financiera Estocéstica”, nacida
a rafz de los resultados de Samuelson (1965), Black, Scholes, Merton (1973).

A continuacién, presentamos uno de los tres modelos estocasticos mas usado
en la préactica: el modelo Heath, Jarrow, Merton (HJM). Los otros dos modelos,
Ornstein- Uhlenbeck- Vasicek (OUV) y el Cox, Ingerssol y Ross (CIR), estan ligados
al tanto instantaneo o “spot rate”, mientras que el analizado parte de la curva de
rendimiento en el momento 0 para modelar esta curva de rendimiento entero en el

momento ¢.

3.6. El modelo HIM (Heath, Jarrow, Merton) (1992)

En este modelo los autores tratan de modelar “la curva de rendimiento entera”
comenzando desde el momento actual cero la curva de rendimiento entera dada.
Su resultado general es tedrico y proporciona dos modelos particulares conocidos

como: el modelo de “Ho y Lee”; y el modelo de Vasicek generalizado.

3.6.1. Los tantos a plazo

Sean f(t,s), (t < s) el tanto a plazo instantdneo en el momento ¢ que serd
asignado al momento s. Esto significa que en el intervalo futuro (s,s + As), el
rendimiento asignado serd aproximadamente f(t, s)ds.

Segun nuestra hipotesis (AOA) Ausencia de arbitraje, la inversién de 1 unidad
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monetaria en [0, s] debe producir el mismo rendimiento que una inversién de 1 unidad
monetaria en [0, ¢] seguida de la inversién del valor capitalizado en el momento ¢ en

el intervalo [t, s], de modo que debemos tener la relacion siguiente:

efg r(wdu o f fEw)du _ 5 r(u)du (31)
o bien
s s 1
S fdu _ e rwdu 1 32
‘ ‘ P(t,s) (32)

donde P(t, s) es el valor de un cupdn cero en el momento ¢ de vencimiento s anos y
r la funcién del tanto instantaneo.

Esta tltima relacion es equivalente a:

elt Ftwdu _ log P(t, s) (33)
o bien, derivando
dlog P
f(t7 S) = = Os (t7 S) (34)

La relacién anterior, también da el “valor a plazo de una cupdn cero” como es

usual sin riesgo de pago, calculado en ¢t =0
P(t,T) = e~ Ji St (35)
El tanto instantaneo r(t) viene dado por

rlt) = i f(1.7) = f(¢.) (36)

suponiendo que la funcién f es continua.
Recordando los lazos siguientes con la curva de rendimiento i, i(t, s) siendo el
tanto de interés anual equivalente para una inversion de 1 unidad monetaria decidida

en t hasta s

(1+i(t,s)" ) = P(t, s) (37)

De la relacién (33), obtenemos:

0

(1) = =5 Toa(1+i(t, )™ = (¢~ s) log(1 +i(t, ) (38)
S
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Sobre la aplicacion del “Calculo Estocastico”

3.6.2. La metodologia del HIM

La idea principal de los autores fue construir un “modelo estocéstico” para la
curva del tanto instantdneo en el momento t, f(0,7),7 > 0 dada en el momento 0
y la curva del tanto instantdneo a plazo observable f(0,7"), T" > 0.

De la seccién precedente tenemos (33) y (34). Suponiendo que la dindmica
estocastica del cupdn cero esta regida por la siguiente ecuacion diferencial estocastica

(EDE)
dP(t,T) = u(t, T)P(t,T)dt + o (t, T)P(t, T)dB(t) (39)

siendo B un movimiento Browniano tipico en el espacio de probabilidad filtrado
completo considerado. De la formula de [t6 obtenemos

df(t,T) = a% <@ - ,u(t,T)) dt — a%(a(t, T)dBt) (40)

relacion que representa la EDE para la dindmica estocéstica del proceso f(¢,7),T > t.

4. CONCLUSIONES

El desarrollo de los mercados relacionados con los productos derivados en 1970
y 1980 asi como la crisis, contribuyeron ampliamente al florecimiento y desarrollo de
varias ramas de las matematicas aplicadas y, en primer lugar, el de la Matematica
Financiera Actuarial, Teoria de la probabilidad y el Calculo Estocastico. En este
aspecto, el hecho mas impresionante fue la rapida tendencia del movimiento Brow-
niano, la Férmula de It6 y las ecuaciones diferenciales estocésticas en las Facultades
de Economia y de la Empresa. Otra especialidad importante esta relacionada con
la naturaleza de los nuevos mercados financieros, actividad humana que evolucioné
constantemente y estd en constante mutacion respecto a la modelacién central y a

la volatilidad.
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Las matematicas y la estadistica, avidas de resolver problemas, pueden en-
contrar temas interesantes ya que todo analisis financiero es ambicioso de obtener
soluciones. Sin embargo, ambos grupos pueden enfrentarse con ciertas desilusiones
ya que el matematico estara interesado en obtener soluciones rigurosas y exhausti-
vas del problema planteado, para el analista financiero preferira la interpretacion de
los modelos y sus parametros con el fin de obtener una representacién neutral del
universo de posibles decisiones y, sobre todo, de facil ejecucién.

El campo donde ha habido més intensa relacion reciproca con la Financiero-
Actuarial ha sido con la Teorfa de la Probabilidad, el Célculo Estocéastico y el Mo-
vimiento Browniano, particularmente con la emergencia de las opciones exoticas.

Finalmente, diremos que es deseable ser capaces de transmitir a los estudiantes
las nociones basicas y metodoldgicas usadas en los modelos econémico financiero
actuariales inherentes en los modelos tiempo discreto y continuo, donde fundamen-

talmente se ha impuesto el uso del “Calculo Estocastico”.
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