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En recuerdo de los buenos momentos pasados con Chicho

ABSTRACT. We consider the relative asymptotic behaviour of orthogonal poly-
nomials with respect to varying measures supported on the real line and the
unit circle. The main feature of the results is the generality of the class of
measures studied.

1. INTRODUCCION

Consideraremos el problema de la convergencia relativa para medidas cuyo so-
porte esté contenido en la circunferencia unidad, si bien es posible describirlo sin
dificultad en una situacién mas general. Sea p una medida de Borel finita y positiva
en [0,27]. Sea h una funcién no negativa en [0,2n] tal que h € L'(dp). Denota-
mos por ¢, (dp) al n-ésimo polinomio ortonormal respecto a la medida dp y por
©n(hdp) al correspondiente polinomio de la medida h dp. El problema de la conver-
gencia relativa (o comparativa) consiste en encontrar condiciones para que exista
lim,, 00 n(h dp)/on(dp) y calcular su expresion.

Si la medida p cumple log p’ € L[0,27] se dice que p pertenece a la CLASE DE
SZEGO y se define la FUNCION DE SZEGO asociada a p, S(p'; ), mediante la expresién

2m
S(Pl;z):exp{%/ w+210gpl(9)d9}7 w=e?, o #£1.
0

™ w—z

La clase de Szeg6 aparece en la resolucién del asi llamado problema extremal de
Szeg6 (para informacién sobre el mismo pueden consultarse, por ejemplo, [Fr], [Ni]
y [Sz]). Si ¢y, es el n-ésimo polinomio ortonormal respecto a la medida p se cumple
el conocido teorema de Szeg6 (véase [Fr], capitulo V)

z
1) i 225 _ g1, ),
n—oo 2
uniformemente en subconjuntos compactos de {z : |z| > 1}. De este modo, el pro-
blema de la convergencia relativa puede considerarse una extensién de la teoria de

Szegl ya que si dp = df/(2m) se tiene o, (dp) = 2.
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284 B. DE LA CALLE Y G. LOPEZ

En el caso de que las medidas hdp y dp pertenezcan ambas a la clase de Szeg6,
la aplicacién directa de la férmula (1) implica

/.

n—oo on(dp)(z)  S(p';2)

Este resultado no es completamente satisfactorio, pues para la existencia del segundo
miembro de la igualdad anterior sélo es necesario que logh € L'[0, 2. Por ello, las
investigaciones se han centrado en buscar las condiciones méas débiles posibles para
que se verifique (2). En [Ra], Rakhmanov anuncia sin demostrar que la condicién
necesaria logh € L'[0,27] no es suficiente y conjetura que logh € LP[0,27], p > 2
si lo es. En cualquier caso el problema permanece abierto.

El primer problema de convergencia comparativa fue planteado por A. A. Gonchar
en [Go], al estudiar la convergencia de los aproximantes Padé a funciones meromorfas
tipo Markov. En su trabajo obtuvo una férmula del tipo (2) (la medida p soportada
en un intervalo real) bajo las hip6tesis de que h fuera una fraccién racional con polos
fuera del soporte de p y p’ > 0 en casi todo punto. Puede consultarse también, en
relacién con este tema, [Lo88|.

En toda su generalidad, el problema de la convergencia relativa fue planteado
primero por P. Nevai en [Ne|; més tarde, fue estudiado por Rakhmanov, [Ral, y
Mété, Nevai y Totik, [Ma84] y [Ma87]. En estos trabajos, aparte de otros resulta-
dos, se encuentran teoremas que garantizan la existencia del limite (2) imponiendo
a la funcién h condiciones no demasiado restrictivas. Asi mismo hay férmulas com-
parativas sobre el soporte de la medida con hipdtesis tipo Lipschitz sobre h. En
[Lo90] se demuestran resultados andlogos para polinomios ortogonales respecto a
medidas variantes, a fin de trasladar los teoremas a medidas con soporte en el eje
real. El propdsito de este trabajo es demostrar alguna de las férmulas que aparecen
en los articulos anteriores para una clase general de medidas variantes, aquellas que
verifican la condicién de admisibilidad fuerte.

(2)

2. DEFINICIONES Y RESULTADOS AUXILIARES

El contexto natural para el estudio de la convergencia fuerte de polinomios or-
togonales lo constituye los espacios de Hardy. Nosotros nos limitaremos a definir
los espacios H,, y enunciar un resultado que serd utilizado en las demostraciones.
Para una consulta més detallada véase [Ru], donde aparecen estos temas de modo
suficiente. Para més informacién pueden consultarse las monografias [Du] y [Ko].

Sea f una funcién analitica en el disco unidad abierto. Sea p un nimero real
positivo. Denotamos

P

27
i) = {o- [leenpan}”, <

Se dice que la funcién f, analitica en el disco unidad abierto, pertenece al ESPACIO
DE HARDY H, si verifica

lim M,(f;r) < oc.

r—1-
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Sip > 1, el espacio H, tiene estructura de espacio normado definiendo la norma de
f como ||f|l, = lim, ;- Mp(f;r). Claramente, Hy C H, si r < s.
El resultado que utilizaremos mas adelante es el siguiente:

Teorema 2.1. Toda funcién que pertenezca al espacio Hy admite limites radiales
finitos en casi todo punto. Es decir, si f € Hy, entonces, para casi todo punto
0 € [0,27], existe

lim f(re'?).

r—1-

Este limite define una funcién f*(6) = lim,_;- f(re’®) que pertenece al espacio

L]0, 27]. Més atin, f es la INTEGRAL DE POISSON de f*, esto es

1 27 . .
3) f6) =50 [ £ E@PGEd <1,
2T 0
1—|z)? .
donde P(z,w) = w22 es el NUCLEO DE POISSON.

Sean p,, y p medidas de Borel, finitas y positivas en [0, 27]. Por p, = p, M — 00,
denotamos la CONVERGENCIA DEBIL* de p, a p cuando n tiende a infinito. Es decir,
para toda funcién 2m-periddica f, continua en [0, 27], se cumple

27 27
im [ F0)dpa(0) = [ £(6)dp(6).

Sea p una medida de Borel compleja y regular en [0,27] (en el sentido que la
medida de cualquier conjunto de Borel B C [0, 27| es el supremo de las medidas de
los conjuntos compactos de [0, 27] contenidos en B y el infimo de las medidas de los
conjuntos abiertos de [0, 27] que contienen a B). La NORMA de p se define como

llll = 1pl([0, 27]) ,

donde |p| denota la medida positiva dada por la variacién total de p. Esta aplicacién
define una norma en el espacio de todas las medidas de Borel complejas y regulares.
Una sucesién de medidas de Borel complejas regulares {p, } converge en norma a p
si
Jim{|pn — pll = 0.

Es bien sabido que todas las medidas de Borel finitas y positivas son regulares,
por lo que este tipo de convergencia se aplica también a las medidas que estamos
manejando (pueden verse estos conceptos y resultados en [Ru], por ejemplo).

Sea {pn }nen una sucesién de medidas de Borel finitas y positivas en el intervalo
[0, 27] tal que para cada n € N el soporte de p,, contiene un nimero infinito de pun-
tos. Por df/2m denotamos la medida de Lebesgue en [0, 27, y por p), = 2w dp,,/db
la derivada de Radon-Nykodym de dp,, con respecto a df/2m. Por N (respectiva-
mente Z, R, C) denotamos el conjunto de niimeros naturales (resp. enteros, reales,
complejos).

Sea {W,,}nen una sucesién de polinomios tal que, para cada n € N, W, tiene
grado n y todos sus ceros {wy;},1 < i < n, pertenecen al disco unidad cerrado.
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Suponemos que los indices se toman de tal manera que si w = 0 es un cero de W,

de multiplicidad m entonces wy,,; = wp,2 = -+ = Wp,m = 0. Consideramos
dpn(0) i0
dop(0) = —~5, z=¢€".
(W (2)[?

Es necesario, para llegar a algin resultado concreto, establecer cierto tipo de co-
nexion entre las medidas p, y, a su vez, entre éstas y los polinomios W,,. A estas
relaciones las llamaremos condiciones de admisibilidad.

Definicién 2.1. Fijemos un nimero entero k € Z. Se dice que ({dpn}, {Wp}, k) es
fuertemente admisible en [0, 27] si:

(i) Ewiste una medida de Borel p finita y positiva en el intervalo [0, 27]
tal que py L»p, n—oo Yy

27
im [ 1p,(0) — #/(6)] d8 = o.
0

n—oo

(ii) p' > 0 en casi todo punto de [0, 27].
(iii) [|don| = J don(8) < +oo, Vn € N.

(iv) lm > (1= |wy ) = +oo.
i=1
—k

27
(v) / H |z—wn | "2 dpn(0) < M < +o00, z =€, n €N (esta condi-
0 =1
cion sélo se aplica en el caso que k sea un nimero entero negativo).

En [Lo89] la definicién de admisibilidad fuerte se presenta de manera andloga
pero la parte dp, de las medidas variantes no depende de n. Es claro que, en esa
situacién, la condicién (i) deja de tener relevancia alguna.

No es dificil probar que lim,, . ||pn — p|| = 0 implica (i) de la definicién ante-
rior. La condicién (iii) de admisibilidad fuerte garantiza que para cada par (n,m)
de niimeros naturales se puede construir un POLINOMIO ORTONORMAL VARIANTE
On,m(2) = apmz™ + -+ que estd univocamente determinado por las siguientes
relaciones de ortogonalidad

1 2r ‘
9 ZJ()On,m(Z)do'n(g):O? J=01....m—-1, Z:6107
27 0
1 2m
Py |90n7m(z)|2 dan(g) =1, ErPnm =M, Qnm > 0.
2 Jo
Sea @, 1 (2) = 2™+ = (Anm) ' @n.m(2) y consideremos el POLINOMIO RECIPRO-

co @} . (2) = 2™, 1, (1/2). Para cualquier sucesién de medidas de Borel positivas

2 . .
{on} tal que [; "do,(0) < 400, n € N, se cumplen las siguientes relaciones, que no
son mds que simples reformulaciones de resultados bien conocidos (obsérvese que n
permanece fijo en cada férmula):

(4) Qp mp1(w) = WPy i (w) + (I)n,erl(O)(I):z,m(w) )



CONVERGENCIA RELATIVA 287

(5) nmt1 (W) = @5 (W) + @y 11 (0) 0Py 1 (w)
(6) (anym+1)? = (nm)? + [@nmt1(0)]?,
27 2
|90n m(z)| i0
7 By 1 (0 gc/ NPnmiE) ) gg, 2= e,
@) [Trmer @< C R

donde C' es una constante independiente de n y m. Puede consultarse la demos-
tracién de (4)—(6) en el capitulo 1 de [Va], para la de (7) véase el teorema 2 en
[Ma85].

En [Ca] aparece el siguiente teorema del que se deducen, siguiendo técnicas
estdndar, los demés resultados citados en esta secciéon. Véase dicho articulo para
las demostraciones.

Teorema 2.2. Si ({dpn}, {Wh}, k) es fuertemente admisible en [0, 2], entonces

2
| _lenmir(2)?

lim
|@n,ntk+m(2)]?

n—oo 0

— 1| do =0,

uniformemente en m € N.
Combinando (4)—(7) y usando el teorema 2.2, obtenemos

Teorema 2.3. Si ({dpn}, {Wh}, k) es fuertemente admisible en [0, 2], entonces

(8) nlgr;o P nth+1(0) =0,
9) lim Stk g

n—oo  On n+tk

@1 (w) — lm Onntk+1 (W)

(10) lim =w, |w|>1,
n—oo B pyp(w) =00 Op k(W)
P w * w

(11) Km n;n+k+1( ) -y <)0n;n+k+1( ) _ 17 |’LU| S 1.
n—oo (I)n,n+k(w) n—0o0 <pn,n+k(w)

En (10)-(11) la convergencia es uniforme en los subconjuntos compactos de las
regiones indicadas.

Siguiendo el esquema del lema 5 en [Lo87] se prueba de modo andlogo:

Teorema 2.4. Si la terna ({dpn}, {Wh},j) es fuertemente admisible en [0, 27| para
todo j € Z, entonces

o* w * w
(12) lim Phnn (W) lfm Pnnk ()

=0, |w|l>1,
=00 Oy (W) n=00 Qg (w)

para cada k € Z, uniformemente en compactos de {w € C : |w| > 1}.

Necesitaremos, por tultimo, el siguiente teorema que aparece en [Ca).
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Teorema 2.5. Si ({dpn}, {Wy}, k) es fuertemente admisible en [0,27], entonces
para toda funcion f medible Borel y acotada en [0,27] y para cada nimero natural
m € N, se tiene

2 I AN.m 2
(13) Mmoo (0) ¢”’"+k(z|>vﬁ"’(';§|’“2+m(z>z dpn(®)= [ 100

Los resultados anteriores pueden utilizarse para demostrar diferentes teoremas
sobre polinomios ortogonales variantes con soporte en la recta real del modo que
puede verse, por ejemplo, en [Ca] y [Lo89]. Se relacionan ambos tipos de polino-
mios usando basicamente el hecho que una medida soportada en el intervalo [—1, 1]
define, mediante proyeccién, una medida en la circunferencia unidad. Nosotros ha-
remos uso de esta construccién en la seccién siguiente para demostrar un teorema
de convergencia relativa en la recta real.

Sea {way, }nen una sucesién de polinomios con coeficientes reales tal que, para cada
n € N: grwa, = 1,,0 < i, < 2n;y wa, > 0en [—1,1]. Si i, < 2n, consideramos que
Zon,; = 00 para 1 < i < 2n —i,; si ademas, i, > 0, entonces {T2n,i}on—i,+1<i<2n,
denota el conjunto de ceros de wa,. Cuando i, = 2n, {Z2n;}1<i<2n €s €l conjunto
de ceros de way,.

Consideremos dr, = dp, /wa,. Si, para cada n € N,

1
dpn
/ u(x)<+oo’

_1 wan(x)

puede construirse una tabla de polinomios {ly, m }n,men, tal que Ly, m = Bn mz™ 4+ -,
Brnm > 0, es el m-ésimo POLINOMIO ORTONORMAL con respecto a T,; es decir,
estos polinomios estdn univocamente determinados por el hecho de tener coeficiente
conductor positivo y verificar las siguientes relaciones:

1
/ ln,k ln’m dTn(x) = 6k,m .
-1

De acuerdo con las condiciones anteriores, wa,(cos#) es no negativo para 6 € R
y, de este modo, (véase el teorema 1.2.1 de [Sz]) existe un polinomio algebraico
W3, (w), de grado iy, cuyos ceros estdn en U tal que

wan(cos ) = [W3, (e)%, 6 €[0,27n].

Es fécil ver que los ceros de W3, son los puntos

)
{\Ij(x%vi) 2n—in4+1<i<2n ’

donde ¥ denota la aplicacién conforme de C\[—1, 1] en {|w| > 1}, tal que ¥(c0) = 0o
y U (00) > 0 (en [—1,1] U se extiende de manera que su funcién inversa sea continua
en {|w| = 1}). Témese Wa,, = w?~ W) ' entonces, el grado de Wa,, es igual a 2n
y

Wwan(cos B) = [Wan(e))?, 6 €0,27].
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Los polinomios [, ,,, estan estrechamente relacionados con los polinomios ¢ay, 2m,
polinomios ortonormales con respecto a la medida o9, definida por

d i (cos 0) 0
doon(0) = drp(cosh) = ——=, z=¢€".
2n(0) (cos 6) Wan (o)1
Esto es, 02 (E) = 7,({cos 0; 6 € E}) siempre que E C [0,7] 6 E C [, 2x]. De modo
que escribiendo 09, (0) = 02, ({0 < t < 8}), tenemos

) = Gn(1) —Gp(cost) si 0<6<m,
720 =Y Gull) + Gu(cosh) si m<6<2m,

donde G, (z) = / dry(t), © € [-1,1], en todo punto 6 donde o2, sea continua o
-1
equivalentemente, en casi todo punto de [0, 27]. Luego

/ 9)
o (0) = | sen 0] G, (cos ) = | sen 6 'M"(LS.: sen 0| 7/ (cos
J2n( ) | | n( ) | | |W2n(€le)|2 | |Tn( )7
en casi todo punto de [0, 27r]. Obsérvese que se cumple que ¢’ > 0 en casi todo punto
si 7/ > 0 en casi todo punto, donde

6) = 7(1) = 7(cosf) si 0<6<m,
7= 7(1) + 7(cosf) si w<6<2m,

y 7 es cualquier medida del mismo tipo que 7,. Para cada n fijo, usaremos la conocida
férmula (véase el teorema V.1.4 de [Fr])

_ Pan2m(W) + 95, o (W)

14 lp,m(z) = )
( ) ’ ( ) wm\/27r(1 + (I)zmzm(O))
_ P2n,2m o 1 . _ tnym ., .

donde ®gy, o0 = ——y & = =(w+ 1/w). Si Ly, = , la relacién anterior se

Q2n,2m 2 ﬂn,m
escribe

Doy om(w) + D5, 5, (W

19 L) = T2 & Vinanl)

(2w)m(1 + (I)zmzm(O)) '

Denotaremos dp,, (0) = duy(cos 0). Establecemos ahora una condicién de admisi-
bilidad fuerte en la recta real.

Definicién 2.2. Sea k € Z fijo, se dice que ({pn}, {wan}, k) es fuertemente admi-
sible en [=1,1] si ({pn}, {Wan}, k) es fuertemente admisible en [0, 27].

No es dificil comprobar, debido a la relacién existente entre las medidas en la
circunferencia y en la recta real, que la definicién anterior equivale a que la terna
({pen}, {wan}, k) satisfaga las siguientes condiciones:

(I) Existe una medida de Borel finita y positiva u en el intervalo [—1, 1]
tal que fi, — pu, n— 00, y
1
lfm |, — | dz = 0.
1

n—oo |_

(II) @' > 0 en casi todo punto de [—1,1].
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(I1) ||dr|| = J*, dru(z) < +00, nEN.
2n

1
(IV) lim (1 - 7> =400 .
n—e0 ; W (2n,q)|
1k xz |-1 T
V/ ‘1— dipn () < M < +00,n € N, donde =0
( ) -1 H Ton,i K ( ) Ton,i

si x2n,; = 00 (esta condicién sélo se aplica en el caso en que k sea
un ndmero entero negativo).

3. RESULTADOS Y DEMOSTRACIONES

En toda la seccién se entenderd que z = €%, 6 € [0, 27] y utilizaremos @y, n(doy,)
para denotar al polinomio de grado m ortonormal con respecto a la medida do,.
Necesitamos primero el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea h una funcion medible Borel no negativa en [0, 27].

(a) Si eziste un polinomio Q tal que |Q(2)|h~" estd acotada en [0, 27] y ({hdpn},
{Wy}, k) es fuertemente admisible en [0, 27| para todo k € Z, entonces, para
cualquier funcion f Riemann integrable en [0, 27| y para cada k € Z fijo, se
cumple

27 2 27
16) 1 [ 50) Q)2 | Lt ) ) gy - [ 0) ()2 1 0) o
n—oo Jo ‘Pn,n+k(d0n) 0
(b) Si existe un polinomio Q tal que |Q(2)|h estd acotada en [0,27] y ({dpy},
{Wp}, k) es fuertemente admisible en [0, 27| para todo k € Z, entonces, para
cualquier funcion f Riemann integrable en [0, 27| y para cada k € Z fijo, se

cumple
D tm [ 2 | fnanen(don) oI w= [ fo 2 h(6) do
(17)  lim ; f(0)1Q(2)] m(z) =/, f(0)1Q(2)|" h(0) db.

Demostracion. Los enunciados (a) y (b) se prueban usando los mismos argumentos;
llevaremos a cabo la demostracién del apartado (a). Mas ain, para simplificar la no-
tacion, sélo consideraremos el caso k = 0 (la prueba es andloga para un k arbitrario)
y usaremos los siguientes convenios en la notacién

Pn,m = @n,m(dan)7 wn,m = <Pn,m(h dan)7 Pn = Pn,n, U = wn,w

Sea T}, un polinomio trigonométrico arbitrario de grado m < n; entonces (véase
[Fr], capitulo V, teorema 2.2)

27rTm7@ - o
/0 |<,0n(z)|2d0_/0 T, (0) dory (9).

Escojamos @ de grado j y m < n — j; entonces el grado de Ty, (0)|Qvn n—j—m(2)]?

es igual a n y de la igualdad anterior se deduce que

as) [ " T ()| Qo —s—m ()
0 lon(2)]?

27
dé):/o T (0) b QU j—m(2)|? hdo,(6).
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Como ({hdpp}, {Wy}, k) es fuertemente admisible en [0,27] para todo k € Z y
|Q(2)|h~! estd acotada en [0,27], las férmulas (13) y (18) implican
2m .
(19) lim T (0) |Qw"’"717";
n—o Jg |on(2)]
Por otra parte,

@I 45— /ZW Ty (0) 1 Q(2))2 d6.
0

2 Can,nfjfm 2 . 2 ‘ Qd)n 2
/0 Tm(e)‘i% (2)| do /0 T (6) = (2)| do
% 2 m |Q1/)n nfjfm(z)|2
_ pn___ (0 ’ de.
i R Pre——_ f e

Segun (19), (9) y (10) (aplicado a hdoy) el segundo miembro de esta desigualdad
tiende a cero y, por tanto

lim 2me(9)Md0:/2me(9)|Q(z)|2h1d0.
0

n—oo Jo lon(2)1?
En este punto pueden usarse argumentos de aproximacién (como los del teore-
ma 1.5.4 de [Sz]) y demostrar que el polinomio trigonométrico 7, puede sustituirse
por una funcién Riemann integrable arbitraria. Esto prueba (16); (17), como dijimos
anteriormente, se obtiene de modo andlogo. O

Podemos ahora demostrar convergencia relativa de los polinomios ortonormales
con respecto a hdo, vy do,.

Teorema 3.1. Sea ({dpn}, {Wh}, k) fuertemente admisible en [0, 27] para todo k €
Z. Sea h una funcion medible Borel en [0, 2] verificando:

1. Eziste un polinomio Q % 0 tal que |Q(2)|h*1(0) estd acotada en [0, 27).
2. h>0en|0,2mn].
3. ({hdpn},{Wn}, k) es fuertemente admisible en [0, 27| para todo k € Z.
Entonces
(20) im Pnntk(hdon)
n—oo ‘Pn,n+k(d0n)

donde el limite es uniforme en subconjuntos compactos de {z : |z| > 1}.

(2) = S(h; 2),

Demostracion. En primer lugar, observemos que las hipétesis 1 y 2 implican logh €
L([0,27]) (por lo que existe la funcién de Szegd S(h;z)). Nos serd mas cémodo
probar la relacién equivalente

o g Phnss(10)
n—00 <pn,n+k(dan)

donde el limite es uniforme en subconjuntos compactos de U (la férmula (21) se
obtiene de (20) haciendo el cambio de variable z — 1/Z y conjugando).

Teniendo en cuenta (11), vemos que es suficiente probar (21) para k = 0. Como
antes, para simplificar la notacién, ponemos ¢, = @, (do,), ©i = @k (do,), ¥, =
on(hdoy), ¥i = ¢f(hdo,). Podemos suponer que el polinomio @) de las hipdtesis

(2) = 5%(h, z) = 5(h, 1/2),
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del teorema no se anula en U pues tales ceros no influyen en la acotacién de |Q|h*?
en [0, 2w]. Por tanto, las funciones Q7 /¢? son analiticas y nunca se anulan en U.
Por lo que, utilizando la férmula de Poisson,

Qus, P 1 [ |Qur

log z)| = — log P(z,et)dt.
) =g [ tow| e of peeet
Usando la desigualdad de Jensen, se obtiene
2 o 2
—qu:" (z)| < —/ —qu:" (e)| P(z,e")dt.
Pn 27 0 Pn

Como |, (e)| = |k ()| v [1hn(e)] = 1% ()], gracias a (16), obtenemos

* 2 27

L) < o [T QR Pt
Pn 0

(22) lim sup
2

n—oo

lo que, a su vez, implica que {¢;, /¢y },,cn, estd uniformemente acotada en subcon-
juntos compactos de U (recordemos que @ no tiene ceros en U). Consideremos ahora
una subsucesién arbitraria A C N tal que

uniformemente en subconjuntos compactos de U. En virtud de lo que fue dicho
anteriormente es suficiente probar que para cualquier tal subsucesién A se tiene
S* = SA.

Sea r € (0,1) arbitrario. Usando (16) una vez mds, obtenemos

Qv
2

2
dt

27 27

% |(QSA)(reit)|2dt— lim
QY;,

neA 27T 0
2 2
< lim — dt = 12 dt.
< lim 27T/0 o / (t)|Q(e™)]

Asi, QSp € Hy y el limite lirri(QSA)(re”) existe en casi todo punto t € [0, 27]. Por

= (re")

(ezt

otra parte, de acuerdo con (22), para cada z = €', 0 € [0, 2] fijo, tenemos

2m
(@62 < 5 [ 01 Pl ety ar

Es bien sabido que el limite del segundo miembro de esta desigualdad existe, cuando
r — 1, para casi todo z = €'? f € [0, 27]. Por tanto, tomando dicho limite en ambos
miembros y aplicando el teorema de Fatou (véase, por ejemplo, el capitulo 11 de
[Ru]), se obtiene que |Sz(2)|?> < h™1(6) en casi todo punto de [0, 27].

Probemos ahora que la desigualdad contraria también se verifica en casi todo
punto. De hecho, razonando de la misma manera que antes, obtenemos

Qs 17 Qe
s %/o log | <+(")

P(z,e“) dt,

log

(2 )
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lo cual, con la ayuda de la desigualdad de Jensen y (17) implica

N 2

(@S 1)(r2)]* = lim

neA

1 27 ) )
<5 [ HOIQEEPaz et ar

donde z es arbitrario. Tomando limites cuando r — 1, obtenemos |Sy ' (2)* < h(0)
en casi todo 6 € [0, 27]. Esto, junto con la desigualdad anterior, da | Sy (2)|? = h~1(6)
en casi todo 6 € [0,2n]. Més atn, SXI ademds de Sj pertenecen a Hs por lo que
log S pertenece a Hj y se tiene, utilizando (3)

1 27 . .
log 50 ()] = 5= [ ToglSa(e")| Pleve)

2m
= — log h™1(t) P(z, ") dt = log|S*(2)],
47 0

lo cual implica que Sy y S* son iguales salvo un factor de médulo 1, pero S*(0) > 0
y

, Qpn n(h dan)
A — — 2 >0.
S (0) }zlénx\ ()zn’n(do n) 0

Por tanto Sj(z) = 5*(2). O

Como consecuencia casi directa de los resultados anteriores, se puede demostrar
un teorema de convergencia relativa para polinomios ortogonales con respecto a
medidas cuyo soporte sea un intervalo real.

Teorema 3.2. Sea ({dun}, {wan},2k) fuertemente admisible en [—1,1] para todo
k € Z. Sea h una funcion medible Borel en [—1,1] que verifica

1. Eziste un polinomio Q % 0 tal que |Q(z)|h*!(x) estd acotada en [—1,1].

2. h>0en[-1,1].

3. ({hdpn},{wan},2k) es fuertemente admisible en [—1,1] para todo k € Z.
Entonces

lnnyk(hdm,
i et BAT) g (0)) sen 0], w(a)),

n—0oo ln,n+k(d7—n)

donde el limite es uniforme en subconjuntos compactos de C\ [—1,1] y h*(f) =
h(cosb).

Demostracion. Consideramos la funcién h* definida en [0, 27] mediante h*(0) =
h(cos#). Como en el teorema anterior, hagamos k = 0 (el caso k arbitrario es
analogo) y pongamos

Pn = §02n,2n(d02n)7 90; = <p;n,2n(d02n)7
Un = on2n(h*doa,), Py, = <P§n,2n(h*d02n)~

Denotemos, por tltimo, a los polinomios ménicos asociados a ¥, y ¢, por ®, y ®,,
respectivamente.
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Debido a la relacién (14) (aplicada a l, n(hdm,) ¥ lnn(d7,)) y siendo z = ¥(z),
tenemos

L ()
o (dTy)

Yn(2) + 95 (2) 1+ 2a(0)
on(2) + @5 (2) 1+ (i)n(o)

Y (2)
_ 1/)n(z) 1+1l’n(2) \/1—1—(1)”(0) x¢ [_1 1]
n(2) ~ ’ P
‘Pn(z) 1+ in(z) 1+ (I)n(O)

(r) =

Y ahora el resultado se deduce del teorema 3.1, teniendo en cuenta (8) y (12). O
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