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Permitaseme empezar esta ponencia evocando a Frege,quien en su articulo
¢Qué es una funcidn? escribe: "La matemitica deberia ser un modele de clari-
dad 1ldgica. En realidad gquizd no se ecuentran en los escritos de ninguna o-
tra ciencia tantas expresiones equivocas y por lo tanto, tantas ideas equivo-

cas como en los escritos matemdticos™.

La ponencia tomard como punto de arranque un recurso de Newton que permi-
tirfa la demostracidn de un lema relativo al cdlculo diferencial, a saber, que
si A,B son las cantidades "en mutacidn“ constitutivas de un rectdnqulo y a, b
los respectives "momentos" o velocidades de mutacidn, entonces el momento en
el rectdnquloc AB seria Ab - aB.1

Precisemos que sobre la pista de este texto nos ha puesto, no un matemdti-
co, sino un fildsofo, un fildsofo a guien no tienta.ni *reducir toda la filo-
sofia a las matemdticas” ni hacer abstraccidn de estas dltimas, un fildsofo
adem@s que (contrariamente a cierto prejuicio sustentado en la negativa a con-
frontarse a los durisimos textos de la Ciencia ég_;g_Léqica relatives a la
categoria de medida), conocia perfectamente el trabajo de los matemdticos
(Lagrange, Newton, Euler, Carnot, etc.) que evoca. Conocimiento respetuoso
pero jamés beato, lo que le situa en posicidn de fertilizar sus contradiccio-
nes, es decir, a la vez(sgcarlas a la luz y situarlas en el espacio conceptual
del gue dan testimonio;1bls

"Ha de referinse aqul un notable procedimiento de Newton (Princ. Math.
phil. Nat. Lib.I1 Lemma I1, depués de £a Propos.VII) - esio es, el
descubrimiento de un inteligente antificio (sinnreichen Kunsistllehs)
pana aparntan [beseitigen), en el hallazgo de Los diferenciales, La
omisibn, wiitméticamente Lnjustificada (das arithmetisch uniichtige
Weglasen) de Los productos de Las diferencias de Gndenes AupWWLQA."Z
Encuentra Newton el diferencial del producto de donde luege se deducen los

diferenciales de los cocientes, las potencias, etc.
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Cualidad en el Cdlculo Diferencial

Antes de pasar & la exposicidn del método justificativo del lema, citando
el propio texto de Newton, sinteticemos con la mayor transparencia posible
ddnde reside el problema, no en el caso especifico de Newton, sino en general
(haciendo incluso provisionalmente abstraccidn de todo devenir histérico).
Aln en los casos en que nos estemos refiriendo a Newton utilizaremos los sim-
bolos heredados de Leibniz.

Si hacemos abstraccidn del trabajo admirable de Abraham RobinsonB, cabe
decir que la historia del andlisis constituye la de una renuncia (timida y
hasta inconfesada) a la categorizacifn de los diferenciales bajo la ribrica
de la determinacidn inequivoca de magnitud. La ambigtiedad en la determinacidn
del estatuto ontoldgico de los diferenciales se hallaba inscrita en los ban-
dazos de Leibniz, quien si en ocasiones afirma su caractexr numérico (aunque
imaginaric), en otras sostiene que el infinito actual no puede ser asumido
en mateméticas. No cabe decir que Cauchy renuncia a referirse a cantidades
infinitamente peguefias (y en su Cours d'Analyse de 1827 llega incluso a plan-
tear como clave la determinacidn de las propiedades de 8stas), pero sabido
es que tiende a dar cuenta de ellas a partir de la nocidn de variable y del
infinito desligamiento de &sta hacia el valor nulo. En fin la revolucidn e-§
significd, por utilizar una expresidn de Mario Bunge, "The execution and bu-
rial of infinitesimals“.

Los manuales corrientes de andlisis nos familiarizan hoy en dia con la no-
cidén de una funcidn determinada hacia cero por la tendencia de su variable,
funcidn que puede ser caracterizada como infinit8simo.

I La tendencia a evacuar los infinitesimales

El punto de arranque (la matriz de todos los vicios, ciertamente en su dia
inevitable) es la consideracidn del &iferencial dx de la variable como deter-
minacién que, directa o inmediatamente (es decir, aun independientemente de
la funcidn), puede afectar a 8sta; afectarla como un incremento, incremento,
eso si, sui generis, puesto que "infinitamente pequefio".

Los problemas que esta {ltima nocidn acarrea, obligaron como es sabido a
un esfuerzo de sofisticacidn a la hora de presentarla.

Lo infinitamente pequefio pasa de ser un impqsible nimero {que contradiria
las propiedades de los niimeros reales y concretamente el caracter arquimedia-
no de R) para convertirse en una funcién cuya definicién seria la sigquiente:

Dada una funcidn §{x}, si &{m {(x] = 0 entonces §{x] es un infinitésimo

: X Q4 P
cuando X tiende a a4 (o por abuso, {(X) es un infinit8simo en el punto

x=a.t

Tal definicidn de infinitésimo permite hablar de funcidn infinitésimo de
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Cualidad en el Célculo Difererencial

s . AP ST R : .
incrementos o, por abuso, de incremento infinitésimo” {iafin no decimos dife-
rencial!) de una variable x, considerando respecto a un punto de estabiliza-

cién x, la funcidn, que cabe designar

axylhl = xy + b x,
donde h es una magnitud variable en torno a cero. Pues, en efecto
Lim xo(h) = &Lrn(x0+h—x0) =0
h+ 0 h> 0
¥ asimismo cabe hablar de incremento infinitésimo® de §{x) considerando
respecto a un punto de estabilizacidn 6(x0)

sglxg)(h) = §lxg*h) - §lxg) pues

tin [§lxgrh) - 4ixy)]

Tenemos pues dos funciones de h que constituyen respectivamente una suce-

0 {7}

sién orientada de incrementos (por abuso, incremento infinit@simo) de la va-
riable x, y una sucesibn orientada de incrementos de la funcidn 6(x). {Tene-
mos ya los diferenciales de la una y de la otra?

Sabido es que al menos el diferencial df(X] en un punto x, no es identifi-
cado al incremento infinit@simo correspondiente. SI en cambio suele leerse
que tal diferencial es la "parte principal” de este incrementos. Pues bien,
se halla o no establecido que el diferencial de la variable coincide con el
incremento infinit&simo de éstag, tal identificacidn se halla implicada en

10

la concepcidn de df{x) en x, como “"parte principal® de Aﬁ(xo) .

0
Y como tanto el incremento A x como la “"parte principal® de Af{x) son fun-
ciones de h, concluiriamos en esta perspectiva que diferencial, ya que no un

niimero infinitamente pequefio, si designa al menos una funcidn gue constituye

un infinitésimo ... incremento (infinitésimo‘tomado como sucesién orientada
de incrementos).

Quede claro que los diferenciales sdlo pueden en todo caso ser infinitési-
mos-incrementos, no el limite 0 al que estos tienden, pues en tal caso §'(x]
= %u Los diferenciales serian asi propiamente funciones; condicién suficien-
te para afirmar que nada trascendente al orden de la magnitud contiene la dis-
ciplina que sobre el diferencial se vuelca11.

II La aporia de los infinitésimos relativos

Por mucho que sea caracterizada como infinitésimo, es evidente que la i-
dentificacidn de una funcidn al diferencial aleja radicalmente a &ste de su
caracterizacidn como niimero infinitamente pequefic. ¥ sin embargo la primera

concepcidn no aparecerd nunca claramente como resultado de una denuncia de
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Cualidad en el Célculo Diferencial

las aporias de la sequnda, sino mis bien como modo de encubrirlas... Se tra-
ta en suma de alcahuetes entre si incompatibles.

Mostrémoslo con un ejemplo:

Sea la funcidn de dos variables F{x,y) = Xy y consideremos, 2 la manera por
ejemplo de Carnot, su expresidn bajo la forma [x+dx){y+dy), donde dx, dy de-
signan los respectivos diferenciales (afin no prejuzgamos sobre cmo ha de en-
tenderse tal concepto).

Considerando ahora la diferencia entre esta nueva férmula y la originaria

[x+dx] {y+dy) - xy
obtenemos
ydy + ydx + dydx

¢Qué ver en esta férmula? Si dy, dXx  son incrementos, tenemos una simple
funcién de varias variables {reductibles en nimerc identificando dy a dx
y estabilizando x en un punto xo) que nos da el marco general del incremento
de la funcidn. No nos apartamos ni un &pice de la magnitud determinada u or-
dinaria y las operaciones propias de ésta serian aqui perfectamente legitimas.

Si por el contraric en dX y dy vemos una cantidad "infinitamente pequefia”
las cosas se complican seriamente. El primer problema es cdmo interpretar
los dos primeros té&rminos, en los que una cantidad potencial ordinaria se ha-
lla en factor con una cantidad indeterminada. El cilculo diferencial avanzd
sin embargo fijdndose en otro aspecto, a saber, que al ser el Gltimo té%mino
producto de dos cantidades infinitesimales, presenta una peculiaridad con
respecto a los anteriores. Se trata de infinitesimales de segundo orden, in-
finitesimales relativos, (cuyo cociente al ser divididos por los inmediatos
es un infinitesimal de primer orden) se trata en suma de infinitesimales que
cabe dejar de lado... Cbteniendo asi la fdrmula del diferencial de la fun-
cidn. El procedimiento es asi resumido por Carnot en su M&taphysique du Cal-
ggl_differentiel’zz

B alons powr passen de cette diff€rence d £a diffbrentielle, il
n'y awna plus qu'd néduire L'exphession, en y négligeant Les quanti-
188 qui 5'y truveralent infiniment petites vis a vis de celle aux-
quelles elles senafent ajoutées et dont.elles seralent netranchées™.

Procedimiento sin embargo impotente ante las crueles objeccicnes de un Mar-
quis de 1'HOpital, a saber que la razén invocada para eliminar dx dy (ééigi =
gi , donde dy es infinitamente pequefo, nada pesa, porque el numerador es ir-
relevante frente al denominador) deberia haber sido tomada en cuenta desde
el principio, en cuyo caso (x+dx}[y+dy] quedarian indentificados respectiva-
mente a X e Y, y nos hubiéramos ahorrado toda la operacidn.
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La sospecha de tal incoherencia mucho antes que 1'H3pital o, de una mane-
ra aln m&s cruel, Berkeley, la formulen, explica quizd la tendencia a hacer
gozar al diferencial de la variable de las ventajas del incremento.... Con
el resultado dé una confusidn aln mayor. Pues, cuando dx Yy dg reivindican su
caracter de variables designativas de incrementos que se estabilizan en pun-
tos bien determinados, entonces efectivamente las férmulas (x+dx){y+dy] tie-
nen sentido aritmético preciso, pero lo que pierde legitimidad es la supre-
sidn del tercer miembro constitutivo de la diferencia entre la funcidn ori-
ginaria y la funcidn que resulta de sumar el incremento.

En suma: lo que - al final de la operacidn - nos empuja a hacer la identi-
ficacidn de dx, dy a magnitudes infinitamente pequefas, nos lo impide la con-
sideracidn de dx, dy como incrementos variables y asi magnitudes propiamente
dichas. Mas si renunciamos a esta (ltima identificacidn no tenemos siquiera
derecho a iniciar la operacidn.

Para escapar al pantano, se impondrd a la larga tan sélo una via, a saber,
la separacidn del momento en que interviene el incremento de la variable y el
momentc en que interviene el diferencial de la variable, haciendo emerger a
&sta como polo de un lazo intrinseco o cualitativo a partir de la vinculacidn
del primero (el incremento) en un lazo incremental, vy del establecimiento de
su limite.

En tal marco, si se revelard efectivamente fertil la funcidn infinité€simo
(aunque el uso de esta expresidn no es imprescindible).13

Lejos de suponer el sacrificio de la infinitud14, la nocidén de limite cons-
tituye la dnica posibilidad de restaurarla en un marco que respete a la vez
la revolucidn ontoldgica que el Calculus supone y las exigencias de rigor de
las disciplinas mateméticas15.

Mas aunque para tal proceder (que respetara escrupulosamente las exigen-
cias de exactitud, que nada "despreciara" gratuitamente) serd de preciosa
utilidad en cierto momento la férmula del binomic, el inventor de &sta no
sequird via tan clara. Newton en efecto se contentard con un recurso, un tru-
co cabria decir, que permitird soslayar la dificultad,es decir, obtener(en
base a la funcidn antes considerada) xdx + ydy por medics estrictamente orto-
doxos, sin tener que hacer abstraccién de término alguno y por lo tanto sin
necesidad de tomar partido entre la lectura diferencial y la lectura incremen—
to: obtener en suma xdx + ydy pudiendo indiferentemente leer diferencial de
la funcidn o incremento y complaciéndose en la lectura primera.

"EL producto, cuando x, y son aminorados cada uno en La mifad de su
diferencia infinita (fedes um die HHE4te seinen unendlichen Differenz
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Reeinen genomen)lé, traspata a J
xd dxy xdy
T R N
pero cuando se hacen aumentan a x e y de otro tanto (el producto tras-
pasal en

Ahora bien, al sustrnaen de este apoducto el paimero, queda como rema-
nente ydx + xdy, y esto senla Lo sobrante del acrecentamiento para
un entero dx o dy (Uberschuss des Wachstums um ein ganzes dx und dy),
pues Los dos productos difieren pon este acrecentamiento; Esie pon
Lo tanto es el diferencial de xy".

; . s e s, 17
Consideremos x e y aminorados en la mitad de su diferencia infinita por
un lado; x e y aumentados en la mitad de su diferencia infinita por otro la-

dojg; desarrcllando y restando el primer resultado al sequndo obtenemos:

PRS- NIRRT

dgdg_ [xg xdy  gdx dxdg} R

xdx _ _
B A

A
Z%ﬂl+2y—?ﬁ= xdy + ydx.

ydx
&

dx dy

Hemos empleado, no dx, dy enteros, sino 7=, 7=, pero lo que hemos al-
canzado coincide con el diferencial de la funcidn obtenida a partir de los
"enteros” dx, dy (iqué puede significar para un infinitesimal el hallarse en-
tero o no?) y mediante "descuido® del relativo dxdy, "descuido” que aqui no
ha tenido lugar:

"Es evidente que en este procedimiente (Verfahnen) desaparece pon 44
mismo (dunch sich selbst) Lo que eonstifuye La dificuliad principal,
es decin, el producto de fas dos diferencias inmginitas |das Produkt
den bedden unendlichen Differenzen) dx dy".

iSatisfactoric pues el procedimiento? No ciertamente, pues lo que nos in-

teresaba era cbtener la modificacidn precisa {llimesele diferencial o incre-

mento) que en la funcidn corresponde a las modificaciones dx, dy en las va-
riables. Rhora bien, la férmula de tal modificacidn (x+dx}{y+dy} - xy no coin-
cide con la de Newton mds que si hacemos abstraccién de dxdg,es decir, si a-
ceptamos la tesis del caracter infinitesimal relativo. Hegel escribe asimismo:

"Pero, a pesar del nombre de Newton, debe sen permitido decin que se-

mejante operacifn, 44 bien muy elemental, es {ncomnecta (umiichtig).

Es dnexacto {uniichitig) decin que

e B - - Bty - ) () tyedy) -y
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Slo La necesidad de fundamentar el cdleulo de Las §luxiones en su
Amportancia (den Fluxionkalklll bei seinen Wichtigheit zu begrunden)
pudo sen aqul Lo que £Levd a un Newton a hacense {Lusiones acerca de
Aemejzin)te demostracién”.

Newton, de heche, al igualar ambas férmulas esti aceptando la legitimidad
del abstraer dxdg. Simplemente, sus escriipulos matemdticos le mueven a encon-—
trar una forma mds presentable, en verdad encubridora,del asunté. Se trata
en suma de guardar las formas, aceptando aquello que esencialmente plantea
problemas.

El acceso a un concepto propic de lo que agqui se halla en juego exigird:

I. Renunciar a la identificacidn de diferencial de la variable e incremen-—
te de ésta.19

II. Partir de la nocidn de incremento considerada como una variable h,

gr ¥y etc. de estabilizacién de la

proyectable sobre los diferentes puntos x
variable x.
III. pefinir sin ambages 6(X + h) - 6(X) como incremento de la funcidn,
que nada tiene que ver con el, todavia sin sentido, concepto de diferencial
de la funcidn.

IV. Establecer el vinculo fraccional

flx + h) - §ix)
i

V. Operar en esta funcidn con medios estrictamente aritmétices. (Cuando
£ sea de la forma §(x) = «" 1a férmula del binomio serd de gran utilidad.)

VI. Efectuar el paso al limite, del cual emergerd tanto el diferencial de
la funcidn como el diferencial de la variable.

VII. Aspecto esencial, observar que los elementos vinculados en lo que
asi sale, dy, dx, son incategorizaples bajo.el registro de la magnitud; y co-—
mo aquelio que no es asi categorizable, lo es bajo el registro de la cuali-
dad, revisar tal categoria y mostrar que a ella los diferenciales dy. dx res—
ponden plenamente.2

VIII. Poner de relieve que en la vinculacién diferencial y su cifra se nos
da la medida (es decir, determinacidn a la vez cuantitativa y cualitativa)
de un devenir de relaciones de una variable de cocientes incrementales.

IX. En fin, seflalar que cuando tal devenir corresponde a funciones f po-
tenciales, entonces y sélo entonces se actualiza paradigmdticamente el con-
cepto de variable, asténico mientras lo consideramos fuera del registro fun-—
cional y de la vinculacidn entre elementos e imdgenes; asténico asimismo

cuando se circunscribe a funciones lineales.
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3. Pseudo~derivada y pseudo-diferencial (consecuencias del hacer

abstraccién de la cualidad.

Hemos intentado poner de relieve las dificultades que conlleva la identi-
ficacidn del incremento de la variable y el diferencial de ésta.

Quisiéramos ahora mostrar cdmo la inadecuada concepcidn de la derivada de
una funcidén (es decir, concepcidn en la que se hace abstraccidn de la vincu-
lacidn de orden cualitativo de lo gue es indisociable)} hace que se vea la de-
rivada en el senc de una f8rmula que nos ofrece tan sdlo como factor en uno
de sus miembros algo que corresponde a la determinacidn cuantitativa de la
derivada. Por otra parte, cuando tal reduccidn se combina con la mencionada
identificacién de AX a dX, entonces la férmula en cuestién no sdlo nos ofre-
ce la derivada, sino asimismo, formando un miembre completo, el diferencial
de la funcidn. La clasificacién categorial gque este trabajo se propone efec-
tuar, exige la inmediata denuncia de tales abusos.21

Consideremos una funcidn potencial f§{x) = e v sea h(= Ax) la variable
que designa los diferentes incrementos de x.

Tenemos: Aﬁ(x}

= ay o= fix + ) - flx) = (x o+ )T K

N n P . . .
Aplicando a (x##)" la f&rmula del binomio de Newton, el incremento Ay se

despliega en conformidad a las potencias sucesivas del incremento h:22

fle+ k) - 4lx) = > (g) MO N

p=0
.ol Xn-O ho . n! nn-l h’ . n. xn—z hZ e n! xohu
0! {n-0)! 11 {n-1)! 2! (n-2}! n!{n-n}!
B U A L Wl it {*)
2!

Hasta aqui todo perfectamente ortodoxo. Sin embargo no suele dudarse en

transcribir la férmula de la ;iguiente manera:
YR
00 e g B e g B (23]

y ahi si que empiezan las complicaciones, pues n 7 ssio es §' (%) para §(x)
= xn, si por {'(x) entendemos tan sdlo una determinacidn del orden de la mag-
nitud; una determinacidn que estaba ahi previamente a la operacién que vamos
a realizar, precisamente sabre el conjunto de la f&rmula. La derivada dnica-
‘mente emerge come resultado de operar algebraicamente sobre la fdrmula (*)

Y por consiguiente no puede en modo alguno constituir un miembro de la £érmu-—

la previamente a tal operacidn. Ello no es ciertamente Sbice para que la fdr-

mula ofrezca miembros cuantitativamente coincidentes con la derivada primera

sequnda, etc... Si a la abusiva identificacidn de tales miembros a la deriva-
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da, ahadimos la denunciada ecuacién h = dx, entonces la fdrmula (*) presenta
como primer término el diferencial de la funcidn, o sea, entonces se justifi-
ca la conceptualmente absurda afirmacidn, segiin la cual el diferencial de la

funcidn seria la "parte principal” del incremento de la funcidn.

Lejos de que la £8rmula (*) sea una suma de diferenciales, relativos a la
derivada primera, segunda, etc. diferencial ni derivada alguna se hallan pre-
sentes. La derivada va a emerger, una sdlo, la primera, precisamente como re-~
sultado del sacrificio de casi todos (menos uno) los miembros de nuestra f£8r-
mula. Repasemos el procedimiento.

Teniamos: sglx) = n x”"h . (n-1)n Xn—ZhZ R W Wt
2! n!

dividiendo por h obtenemos el cociente incremental

-2,7 7
n-1 n-T)n ¥ %h nl h
af(x) nx  h+ gt e

- (**)
h h
S8lo el primer miembro del numerador tiene n elevado a la potencia unidad.
Al extraer en el numerador el factor comln h y al simplificar la £8rmula com-

pleta obtenemos:
; n-2, n-1
n-1_ (n-Tin x° i n! f .,
nx o+ (n-1] Lo+ d (**b.is)
2! n!

En fin, aplicando a {**bis) el procedimiento del paso al limite sobre la

base que h tiende a cero, alcanzamos (dado que s8lo el primer miembro se ha-

1la desprovisto de h en factor):

Yo g (x2%)

iAhora si que tenemos la derivada f'(x)! iAhora si que tenmos el diferencial!

El diferencial, dy, dx, como simple momento de la vinculacién que consti-
tuye la derivada, momento que carece per se de toda determinacién cuantitati-
va vy que por ende no puede ser sino de orden cualitativo.

Nétese que hemos obtenido la derivada como cifra de la intrinseca vincula~
cidn de los diferenciales (Qerivada como unidad de cantidad y cualidad y asi
come medida) sin “despreciar" nada, sin abandonar nada en camino, y en suma,
respetando escrupulosamente las exigencias de la operacidn matemtica.

Obtenemos {(aspecto &ste importantisimo) inmediatamente la derivada £'(x)

y el diferencial dy tan s8lo como momento (cualitativo) suyo, mientras que
el procedimiento consistente en "descuidar", nos da por el contraric el "di-
ferencial” (pseudo-diferencial) y s8lo como factor suyo la "derivada" (asi-
mismo pseudo-derivada).

Este Gltimo procedimiento no tiene sentido mds que si el incremento h es
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identificado al diferencial dx,24es decir, si aquello que constituye una va-
riable real {eventualmente compleja) gueda homologado a lo que no es suscep-
tible de estabilizarse en proyeccidn numérica alguna y por ende no es una va-
riable de magnitud.

Esta homologacifn de lo que es indiscutiblemente una variable a lo que no

puede serlo de ninguna manera, constituye quizd el punto dlgidc de la contra-

diccidn en la que la insuficiencia conceptual ha sumergido al andlisis. Natu-
ralmente, una elemental reflexidn sobre el concepto de variable haria imposi-

bles tales identificaciocnes.

NOTAS

1.-(Se trata del Lema II de Phil. Nat. Princip. Math., Lib. II, de Sir Isaac

Newton.)

asi pues, el sentido del Lema es que si tenemos unas cantidades cualesquie-
ra, A,B,C, etc. crecientes o decrecientes y en perpetuc movimiento, y llama-
mos a,b,c, etc. a los momentos o velocidades de mutacidn, el momento o muta-
cién del rectingulo AB serla §b+aB; vy el momento de la figura ABC seria ABc +
ABC + aBC; y de los valores A°, A3, a4, al/2, p372, Al/3 78273, v
1/81/2, 1os momentos serian, respectivamente: 2Aa,3aA2, 4ar3,(1/2)an~1/2,
(3/2)an’/2, (1/3)an~2/3, (2/3)aa" /3, - aa"2, -(1/2) an~3/2, ;n general, para
cualquier valor aAl/M, o] momento habri de ser (n/m) a A(n—m) M ¥y de la mis-
ma manera, el momento de la genita A gquad.x B,(hzéj, habrd de ser 2aAB + A“b;
v de la genita_ A3B4c2 el momento serd 3aa2B4c? + 4a3pB3c? + 2a38éCc; y de
la genita A3/B° o sea A38-2 o1 momento serd 3aA2B-2 - 2a3bB73, y asi sucesi-
vamente.

El Lema se demuestra ciertamente de este modo:
Caso I.- Un rectingulo cualquiera AB aumentado mediante un movimiento perpe-
tuo en el cual los lados A y B han sido disminuides en la mitad de los mgmen-
tos .ab: (1/2)a,{1/2)b, vino a ser A -{1/2)a por B ~{1/2}b {és decir, (x—dx)-
(y~§}§3, o sea AB - (1/2)aB - (1/2})Ab + (1/4)ab (és decir, xy ~ (ydx)/2 -
(xdx)/2 + (dxdy)/é}; y como primeramente los lados A y B fueron aumentados
en la otra mitad de los momentos, resultd A + (1/2)a por B + (1/2)b, o sea
AB + {1/2)aB + (1/2)ab + (1/4)ab [}s decir, xy + (ydx)/2 + (xdx)/2 + (axdy) /4} .
De este rectingulo se resta el rectdngulo anterior y se obtendrd el exceso
(resto) aB + Ab. De tal modo, para todos los incrementos, a y b, de los la-
dos,se genera el incremento aB + Ab del recténgulo.

1bis.- El prejuicio relativo a la actitud de Hegel ante las matemdticas ha
ganado incluso a lo%propios estudiosos de Hegel. Asi por ejemplo, los traduc-
tores de la excelente versidn francesa de la edicidn de 1812 de la Ciencia
de la Ldgica, llegados a la reflexidn sobre el cédlculo diferencial, se curan
en salud afirmando que 8sta provocard ciertamente la irritacidn del especia-
lista. Preocupacifn lamentablmente vana, pues dadas las actuales y escanda-
losas condicicnes de divisidn _del trabajo intelectual (aceptadas alli - en

la Universidad - donde precisamente deberfa lucharse contra toda genuflexidn
de la razdn), dificil es que un especialista en matemiticas llegue a volcar-
se sobre la Ciencia de la Légica... Tan dificil como la reciproca. Convenci~
dos de que despreciar lo ecquivoce inherente a las lenguas llamadas natura-
les aleja tanto de la verdad como la renuncia a la exactitud, obligados esta-
mos a denunciar la vanidad de todo aquel que conform@ndose con un discurso
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separado intenta escindir el conocimiento matemitico del substrato filosdfi-

co que en miltiples ocasiones lo legitima y le confiere sentido. No olvide-

mos que un Cavalieri consigue demostrar proposiciones geométricas apoydndose

en la inverificable hipdtesis ontoldgica de la reduccidn de toda entidad a

elementos (relativamente) indivisibles. Permitasenos al respecto citar las

siguientes palabras de Abraham Robinson relativas a las controversias sobre

el cdlculo diferencial:
"A closer study of the history of the subject reveals that those who
actually took part in this dialogue were motivated or influenced qui-
te freguently by basic philosophical attitudes. To them the problem
of the foundations of the Calculus was largely a philosophical ques-
tion, just as the problem of the foundations of the Set Theory is re-
garded in our time as philosophical no less than technical".(zhg_ggf
taphysics of the Calculus, in Problems in the Philosophy of Mathema-
tics, North Holland Pub. Amsterdam).

No puede hallarse en efecto lejos la metafisica y aln la 8tica, de ser

cierto que "la clasificacidn definitiva del infinito no concierne tan sdlo

al dominio de los intereses cientificos especializados, sino que es necesa-

ria para la dignidad misma del intelecto humano", seglin sentencid Hilbert

en su c@lebre articulo "Scbre el infinito".

2.- Hegel: Ciencia gglig_Légica, Ed. Suhrkamp Verlag, Frankfurt, 1964, p.307
Traduccidn espanola de R. Mondolfo, Madrid, Buenos Aires.

3.- Con el non-standard analysis por vez primera desde que los infinitesima-
les preocupan a la ciencia y a la filosofia, el caracter numérico de su esen-
cia es afirmado en base a una construccidn 18gicamente irreprochable. De ahi
la trascendencia ontoldgica de esa disciplina. De ahi asimismo el interés de
confrontar la obra de Robinson con las hipdtesis ontoldgicamente antitéticas
de Hegel en su Ciencia de la Ldgica. Hegel en efecto se propone asimismo su-
perar el contraste entrg*iﬁaigencia técnica vy fertilidad préctica que mues-
tra el andlisis ordinario. Su respuesta consistird esencialmente en una so-
bredeterminacién del marco categorial en el que los diferenciales deban ser
interpretados. El cdlculo diferencial se convertird asi para &l en aval cien-
tifico de su tesis especulativa seglin la cual cantidad y cualidad tienen su
realidad concreta en la categoria de medida. Pues la férmula de la derivada
expresa un lazo en el cual aguellos que se encuentran vinculados no tienen
subsistencia alguna fuera del lazo mismo.De.zh que dy come dx no puedan ser
sustituidas por niimero alguno (a diferencia de lo que ocurre con las fraccio-
nes ordinarias); tampoco podrian ser considerados como funciones ni come 1i-
mites de funciones susceptibles de ser considerados aisladamente; dy, dx re-
miten para Hegel realmente al infinito, pero ello no por constituir cantida-
des infinitamente pequefias, sino por expresar la infinitizacidn de la canti=-
dad misma, es decir su superacidn de .s1 o cualificacidn, pues lo propio de

la cualidad es la emergencia de un lazo en el que los enlazados no tienen
subsistencia alguna.

Una confrontacién de los textos de Robinson y Hegel constituiria la pues—
ta a prueba en un terreno concreto de las potencias respectivas de la 18gica
de modelos vy de la llamada 18gica dialdctica. MAs alld de la esteril divisién
del trabajo intelectual ello supondria una auténtica gigantomachia peri tes
ousias. -

4.- El infinit8simo asi concebido no puede en ningfin caso ser un nimero.
Ciertos manuales hacen excepcidn para el caso de cero (por ejemplo, M,Salas:
Elementos de Matemticas, p.83:"el cero es el Gnico nimero al que puede con-
siderdrsele como un infinitésimo, atendiendo a que el limite de una constan-
te es ella misma") pero ello s8lo como resultado del abuso de lenguaje con=
sistente en identificar la funcidn f£{x) y la variable independiente y que la
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eXpresa. B
rtamente si consideramos la funcién constante £(x) a
= 0, cabe decir que 0 como magnitud imagen de X, COmO funcidn

que lim flx) =
de x‘\,"’es un infinitésimo, perc no seria correcto decir simplemente que cero

o5 un infinitésimo.

5.- La férmula lim f(h}=0 es un todo indis c
ladamente los diferegtes momentos por los que pasa la variable h; no cabe
pues propiamente hablar de incrementos. De ahi que la misma expresidn “fun-
cidn infinitésimo de incrementos” sea ya incorrecta.

Cie = 0, entonces, dado

ociable. No cabe considerar ais-

6.- Sefialemos que el abordaje correcto de la nocidn de diferencial a par-
tir del limite de cociente incremental y no a partir de cada funcidén incre-
mento por separado nos evitard toda esta complicacidn.

7.- Preferimos no escribir lim . Elxgt bx)-E{xg) . férmula corriente en
chos manuales (por ejemplo, “t0 M.Salas p.304) en la que
pierde de vista cudl es la variable que estd determinando tal incremento
initésimo; auncue tiene ciertamente 1a ventaja de mostrar que el incremen-
to infinitdsimo es una funcidén. Mediante el infinitésimo se atribuye a cada
AyO, orientada a cero por la propia orienta-

sunto x., e v una funcidn &x

C o o'
u variable.

@

parte restante constituiria una funcién 0(h) donde O es el simbolo
cuando h tiende a cero, es decir, O{h) es una funcidn tal que

9—# = G, Tenemos pues Af(xo) = f'(x) h + O0(h)

o) . E'(xg)h + O(h) 0(h}
et S LI 0. 1L
B 438 N )

2 sea que 0(h)/h es un infinitésimo cuando h tiende a cero. El diferencial
de la funcidn serfa asi el complemento de un infinitésimo en el seno de. otro

infinitésino.

_g. ET{xg)h : e
= %58 h + 1353'»18 = £ (xo).

3.~ De hecho algunos manuales lo sostienen previamente a afirmar el carac-
er de df(x) en x. como parte principal de Af(x_ )}, otros soslayan el asunto
mplos respectivos: el texto americano de Spiegel-Schaum y el espafiol de

42
alas) .

o~ ot

%]

13.- En efecto,

1) daf(x) en XO = f‘(xo)dx

2) “"parte principal" de Af(xo) = f'(xo) 8x
3} df(x) en x,.:parte principal de A£({x), por ende

Q
4) dx = Ax.

11.- Antes de entrar siquiera en discusidn sobre si tal presentacién de
diferencial se sostiene conceptualmente, quisiframos denunciar la incompati-
pilidad que al respecto encontramos en unos u otros manuales de matemdticas.
:ont?adiccién que pone en tela de juicioc el rigor de que hace alarde tal dis-
ciplina y justificarfa la frase de Frege de 1904 citada anteriormente.

En efe?to, si el diferencial es una funcidn de h, entonces por supuesto
cebe considerar la funcidn de h que se encuentra en el polo superior de la
formu}a de la derivada independientemente de la que se encuentra en el polo
mfe{xorly viceversa; cabe asimismo establecer vinculos con cada una de es-—
tas funciones por separado, con respecto a otras funciones ¢ nimeros; cabe
eventualmente intentar simplificarlas, sea por separado, sea una res;:secto a
L;x otra, etc... En definitiva cabe operar con ellas como magnitudes ordina-
rxa‘_:, s de hecho, los manuales no se privan de hacerlo.

¢Como entonces seguir tolerando en la comunided matemitica v traducir su

libre a midltiples 1 s X T
nico)s P enguas, a alquien que escribe lo siguiente (y no es el
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"No hace falta decir que las distintas partes de la expresidn df(x),

carecen de todo significado cuando se consideran separadamente;
los & no son nlmeros, no pueden simplificarse y la expresibén comple-
ta no'es el cociente de otros dos nimeros, df(x) y dx".

Este pirrafo supone mids de lo que explicita, a saber, no sélo que no se
trata de nimeros, sino que no se trata siquiera de funciones, por ende que
no tiene pies ni cabeza afirmar que dx = Ax {funcidn con perfecto significa-
do fuera de Af(x)).

12.- Evocamos a Carnot sélo como ejemplo; el problema es bien anterior a
81. De ahi que no haya anacronismo en el hecho de referirse a Newton despuéds
de hablar de Carnot.

13.- La nocidn de funcidn infinitésimo es una tentativa de compromiso en-
tre el incremento variable y la referencia a la infinitud. Sin embargo para
un punto x., la funcidn infinitdsimo £4x.(h) = x. + h - x_ es simple incre-
mento variable mientras no se proceda al paso al limite. Mas si tal cosa ha-
cemos, el diferencial de la variable es pura y simplemente cerc. Es sabido
que todo el esfuerzo del cdlculo diferencial consiste en evitar tal cosa.

El diferencial no se concibe ni como un nimero infinitamente pequefio, ni
como funcidn infinitdsimo, ni como limite de una funcidn infinitésimo relati-
va a una variable x inmediata.

Diferencial se acercaria en todo caso a su concepcidn a partir del limite
del cociente de dos funciones infinitésimos referidas a dos variables x e y
de las cuales un, y, depende de la otra.

En tal limite y,como polo intrinsecamente vinculado (o sea, cualitativa-

mente determinado), si se da el diferencial.

La nocién de limite es finitista (o sea, cuantitativa), si se entiende co-
mo limite inmediato de una funcidn infinit&simo; deja de serleo cuando se tra-
ta del limite del cociente incremental constituido por el infinitésimo res~
pecto a £(x) y el infinitésimo respecto a X.

14.- Como sostiene A. Badiou en un articulo, por lo demds espléndido, "La
subversion infinitesimale", Cahiers pour 1'Analyse, 1966, p.127.

15.- Indice de ello es el hecho de que la tentativa conceptualmente mis
severa para fundar el cdlculo diferencial sobre base matemitica impecable,
sin recurrir a la nocidn de limite (a saber,la de Lagrange), Supuso un sacri-
ficio de la nocidn de infinitamente pequefio, v con ello la insercidn del di-
ferencial en un registro cuantitative ordinario.

La omisidn de miembros se hace en lLagrange: sea en base a consideraciones
fisicas (cuando la serie

df' (t) + 5—-f"(t) + %— £ (t)... se considera como
descriptiva de los componentes del movimiento, pero
que s8lo a los primeros miembros se les concede un correlato preciso - Théo-
rie des fonctions, 3~ p., ch.I, art.4); sea en base a la pequefiez relativa
{dado o que cada miembrc de la serie trasciende en magnitud la suma de todos

los miemiros posteriores) que no exige la dimensidn infinitesimal.

16.- Modificamos la traduccidn.

17.~ Una vez mé&s, tal mitad no tiene sentido md3s que si el concepto de in-
cremento recubre al de diferencial.

18.~ Aumento no menos absuxdo que la anterior reduccidn.
19.- El carfcter visiblemente absurdo de tal identificacidn hace, sin em-

bargo, sospechar qgue fortisimas razones inclinaban a realizarla.
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20.- Al respecto, podriamos justificar con facilidad el siguiente silogismo:
I) A dos polos meramente nulos corresponde como expresidn cuantita-
tiva de su lazo una indeterminacidn.
II) Los polos cuantitativamente nulos que son limites respectives del
infinitésimo de y (= £(x)) y del infinit&simo de x tienen como expre-
sidn cuantitativa de su lazo a p. Por ende,
III) Dichos polos, cuantitalitamente nulos, no son meramente nulos.

21.~ Nos apartamos en este epigrafe del texto de Hegel, pero no excesiva-
mente, pues las fOrmulas matemdticas a las que recurriremos son utilizadas
por &l en el prdximo parrafo.

22.- Aplicamos al caso particular de nuestra funcidn la llamada férmula
de Taylor, vdlida para todo polinomio de coeficientes complejos:
f{x) = a X+ a xn_1 + ...+ a X + a
0 1 n-1 n
Sustituyenﬁo x por x+h en donde h es un parimetro, y desplegando cada té&rmi-
no {x + h) , k = n, del segundo miembro, en conformidad a la fdrmula de New-
ton, obtenemos: n n-1 n-1 n-2
a.x + a,x +...ha x+a +anx h+a (n-1)x "h
8] 1 n-1 n 0 1
n' n-2_2 {n=-1)1! n-3 2 n! n-n, n
oIt Y P T it X P YA gTmay ¥R
Agrupando los términos de idénticas potencias de ha obtenemos la férmula de
Taylor, férmula que evitaremos escribig bajo la forma:

+...

.
+a h +a
n-1

n
£(x+h) = £(x) + hf'(x) + g—,f"(x) P E—,—f(“(m,

y ello por la razdn misma que sustenta el presente capitulo (a menos de pre-
cisar que £', " etc. designan algo totalmente diferente de su significade
en anadlisis).

23.- La analogia, que Lagrange creyd ser el primero en descubrir, pero que
como €l mismo reconoce habia sido puesta ya de relieve por Leibniz (al res-
pecto R. Taton en el articulo "Lagrange et Leibniz"), entre el desarrcllo
(a+b)™ del binomio a+b y el desarrcllo del diferencial m~-&simo de un produc-
to Xy, dm(xy), no es pues mds que eso, simple analogia,coincidencia en la
determinacidn cuantitativa, pero de ningfin modo identidad conceptual.

2=.- Pues sélo entonces iﬂ%;li xn~2h2 por ejemplo, es infinitesimal re-

lative respecto al infinitesimal nx%~'h.

25.- Que increiblemente, se hallan alin presentes en ciertos manuales de
Andlisis. Presentes sin que la imperiosa necesidad de proseguir, guiados por
una intuicidn aln no plenamente formalizable y conceptualmente legitimada,
justifique tales abusos.
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