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Resumen. El hiperespacio de arcos de un continuo fue definido por Sam B.
Nadler, Jr. en 1978. Posteriormente, A. Soto estudié en 1999 el hiperespacio
de arcos y singulares de un continuo, el cual en este articulo serda denotado
por M(X). En este trabajo introducimos la funciéon punto medio y la funcion
de puntos extremos en M(X), exponemos algunas de sus propiedades basi-
cas, las comparamos y damos una caracterizacion de la continuidad de ambas
funciones.
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Nadler, Jr. in 1978. Later, A. Soto studied in 1999 the hyperspace of arcs
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1. Introduccién

Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo y no vacio. Dado un continuo X se
pueden considerar familias de subconjuntos de X con alguna propiedad en particular, a
las que se les llama hiperespacios de X. Por ejemplo, para un continuo X consideramos
la coleccion

2% = {A C X : A es no vacio y cerrado en X }.

También se considera la coleccion de todos sus subcontinuos {4 € 2% : A es conexo},
la cual se denota por C(X). Un hiperespacio mas es F1(X) = {{z} : z € X}.

El estudio de los hiperespacios de continuos se ha concentrado principalmente en 2% y
C(X); en [2] y [5] se puede consultar una amplia bibliografia al respecto. En [5, p. 601]
Nadler sugiere que la investigacion de otros hiperespacios podria ser relevante y, entre
ellos, propone estudiar propiedades del hiperespacio de arcos de un continuo X definido
como A(X) = {A € 2% : A es un arco}. Algunos afios més tarde, Soto retoma en [6]
la sugerencia de Nadler y define el hiperespacio de arcos y singulares, el cual se define
como M(X) = A(X) U F;(X); ahi mismo Soto presenta varias propiedades de M(X) y
desarrolla un material interesante, el cual lleva a A. Illanes a caracterizar la clase de las
dendritas en términos del hiperespacio M (X) ([1]).

Por otro lado, una herramienta que ha resultado ser sumamente ttil en el estudio de los
hiperespacios son las funciones de Whitney ([8]). Con estas funciones en cierto sentido se
“mide el tamano” de los subcontinuos de un continuo y se demuestra una gran cantidad
de resultados. En este escrito utilizamos las funciones de Whitney para introducir una
funcion “natural” para el hiperespacio M(X) de un continuo X: la funcion punto medio.
Asimismo introducimos la funcién de puntos extremos en M(X) y la comparamos con la
funcion punto medio. Adicionalmente presentamos algunas propiedades béasicas de ambas
funciones y demostramos que la continuidad de la funcion punto medio es equivalente a
la continuidad de la funciéon de puntos extremos.

2. Definiciones y propiedades basicas

Un subcontinuo de un continuo es un subespacio que también es un continuo. Un subes-
pacio A de un continuo es un arco si A es homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1]. Dado
un arco A se dird que un punto p € A es punto extremo de A si existe un homeomor-
fismo h : [0,1] — A tal que p = h(0). Definimos y denotamos la circunferencia por
St = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}; un subespacio de un continuo es una curva cerrada
simple si es homeomorfo a la circunferencia. Sea A un subconjunto de un espacio métrico;
denotamos el diametro de A por didm A. Dado un subconjunto A de los ntimeros reales,
denotamos el méximo y el minimo de A por max A y min A, respectivamente. Se dice
que un espacio es no degenerado si contiene méas de un punto.

Al hiperespacio 2% que mencionamos en la Introduccion se le dota de una topologia, la
cual se genera como sigue: consideremos una coleccion finita de subconjuntos Uy, ..., U,
de X y n € N, y denotamos:

(Ul,...,U,L):{AGZX:AC UUiy AnT; #0, paracadaie{l,...,n}}.

i=1
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Introduccién a la funcién punto medio en continuos 111

Ahora, pongamos:
B={(Ui,...,Uy,) : U; es un abierto en X, i € {1,...,n} y n € N}.

Se tiene que B es una base para una topologia para 2%, la cual se conoce como topologia
de Vietoris. La demostracion de este resultado se puede consultar en [4, Teorema 4.5].
El conjunto 2% con la topologia de Vietoris se llama el hiperespacio de cerrados de X .

Por otro lado, C(X) considerado como subespacio de 2% es conocido como el hiperespacio
de subcontinuos de X . Se sabe que si X es un continuo, entonces el hiperespacio C(X) es
conexo, compacto y metrizable, es decir, también es un continuo, [5, (1.13)]. Finalmente,
F;(X) también se considera como subespacio de 2% y lleva el nombre de hiperespacio de
singulares de X.

Una caracterizacion util de la convergencia en el hiperespacio C'(X) estd dada en la
siguiente proposicion, cuya prueba se puede encontrar en [7, Lema 1.27, p. 16].

Proposicion 2.1. Sean X un continuo, A € C(X) y {A,}nen una sucesion de subconti-
nuos de X que converge a A. Para cada x € X se tiene que x € A si y solo si existe una
sucesion {xp tnen tal que T, — z y, para todon € N, z, € A,.

Dada una funcién continua entre continuos f : X — Y, esta induce de manera natural
una funcién entre los respectivos hiperespacios de subcontinuos, C(f) : C(X) — C(Y),
definida por C(f)(A) = f(A), para cada A € C(X). Se sigue del Lema 13.3 de [2] que
la funcion C(f) es continua. Mas atn, C(f) es un homeomorfismo, un encaje o una
funcién inclusion cuando f es un homeomorfismo, un encaje o una funcion inclusion,
respectivamente.

Como ya mencionamos, se denotara por Fi(X) al conjunto de todos los elementos sin-
gulares del continuo X, es decir, F} (X) = {{z} : € X}. De manera semejante se define
Fy(X) ={{z,y} : z,y € X}, el cual es nombrado el sequndo producto simétrico de X y es
considerado como subespacio de 2% . Al igual que para los hiperespacios de subcontinuos,
toda funcién continua entre continuos f : X — Y induce una funciéon continua entre
los segundos productos simétricos, la cual se denota por Fy(f) : Fo(X) — F5(Y) y esta
dada por F5(f)(A) = f(A), para cada A € F5(X). Ademaés, en caso de que f sea un
homeomorfismo, un encaje o una funcién inclusion, entonces Fa(f) es un homeomorfis-
mo, un encaje o una funciéon inclusion, respectivamente. A continuacion se enuncia una
propiedad que simplifica el estudio de la convergencia en F»(X) (|6, Proposicion 4.14,

p. 40]).

Lema 2.2. Sean X un continuo, B € Fy(X) y {Bp}nen una sucesion en Fr(X). Si
B = {x,y}, entonces B,, — B si y sdlo si existen sucesiones {y}nen ¥ {yn}nen en X
tales que T, = T, Y, = y Y, para cadan € N, By, = {Zpn,yn}.

Recordemos que una herramienta muy conveniente para estudiar al hiperespacio C(X)
esta dada por las funciones de Whitney. Uno de los resultados fundamentales en la teoria
de hiperespacios garantiza la existencia de funciones de Whitney para el hiperespacio
de subconjuntos cerrados no vacios de un continuo. Este resultado se debe a Hassler
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Whitney, quien en 1933 fue el primero en construir este tipo especial de funciones en
ciertos espacios de conjuntos [8]. Sin embargo, el primero en hacer uso de estas funciones,
ahora llamadas funciones de Whitney, para el estudio de los hiperespacios fue J. L. Kelley
en 1942 [3].

Dado un continuo X, una funcion de Whitney para el hiperespacio C'(X) es una funciéon
continua x : C(X) — R tal que:

(a) para cada z € X, p({z}) =0y,

(b) para cada A, B € C(X) con A C B # A, ocurre que u(A) < u(B).

Observacion 2.3. Sean X y Y continuos y g una funcion de Whitney para el hiperespacio
C(X).

(1) La propiedad (b) en la definicion de funcion de Whitney es equivalente a que p sea una
funcién estrictamente creciente, tomando el orden definido por la contencién en C(X) y
el orden usual en R.

(2) Dado K € C(X), se elige un punto € K. De la condicion (a) en la definicion
de funcién de Whitney y del inciso (1) de esta observacion, se tiene que p({z}) = 0 <
u(K) < p(X). Por lo tanto, es posible restringir el codominio de la funcién p al intervalo
[0, 4(X)] y obtener una funcién continua que sigue cumpliendo las propiedades (a) y (b)
en la definicién de funciéon de Whitney. Asi, en lo subsecuente se consideraran funciones
de Whitney de la forma u : C'(X) — [0, u(X)].

(3) Cuando X es un continuo no degenerado se tiene que pu(X) > 0. Si se define otra
funcion ;2 como f(K) = p(K)/pu(X), para cada K € C(X), entonces g : C(X) — [0, 1]
es una funcién de Whitney con la propiedad de que (X)) = 1.

(4) Dada una inmersion ¢ : Y < X existe una tunica funciéon continua g : C(Y) —
[0, u(p(Y))] tal que
woCle) =70,

donde 7 : [0, u(e(Y))] < [0,u(X)] es la respectiva funcién inclusion. Obsérvese que
e C(Y) — [0, u(p(Y))] también es una funcion de Whitney.

Lema 2.4. Las funciones minimo y mdzimo, mim, max: 2101 — [0,1], son continuas.

Demostracion. Note que para cada F € 2[%1 y cada a € [0, 1] tenemos que min F' < « si
y s0lo si existe x € F' tal que x < a. También se tiene que min F' > « si y solo si x > a,
para cada x € F. De esta forma,

min~"([0,a)) = ([0,1],[0,a)) y min~"((a,1]) = (@, 1]).

Analogamente se verifica que

méx~'([0,a)) = ([0,a)) y mix""((e,1]) = ([0, 1], (e, 1]).

Asi, la imagen inversa de todo subbésico canénico de [0, 1] es un subconjunto abierto de
2[0.1] De aqui, las funciones minimo y maximo son continuas. v
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Introduccién a la funcién punto medio en continuos 113

Teorema 2.5. Cualquier continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de
continuos.

Demostracion. Dado un continuo (X, d), se elige un conjunto {x,, : n € N} que sea denso
en X. Para cada n € N, se considera la funcion continua f, : X — [0, 1] definida, para

todo x € X, como
1

Luego, para cada n € N, se define p,,(A4) = diam f,,(A) = méx f,,(A) — min f,,(A), para
cada A € C(X). Por el Lema 2.4 la funciéon p, : C(X) — [0,1] es continua, para cada

n € N. Aplicando el criterio M de Weierstrass es posible definir una funciéon continua
w:C(X)—1[0,1] como

Veamos que x4 es una funcion de Whitney.

(a) Dado x € X, tenemos que:

pn({z}) = didm f,,({z}) = diam {f,(z)} = 0,
para cada n € N. Se sigue que p({z}) = 0.
(b) Sean A, B € C'(X) tales que A C B # A. Para todo n € N ocurre que f,(A) C fn(B)

y, por lo tanto p,(A) = diam f,,(A) < diam f,,(B) = p,(B). Asi, para ver que p(A) <
u(B) bastara demostrar que fi,, (A) < pm(B), para algin m € N.

Consideremos un punto y € B\ A y € > 0 tales que d(y, A) > ¢. Dado que el conjunto
{zn :n € N} es denso en X, es posible hallar m € N tal que d(y, z,,) < 5. De aqui,

1 1
1+5  14+dy,zm)

= fm(y)

Luego, dado = € A ocurre que d(z, x,,) > d(x,y)—d(y, ) > e—5 = 5. En consecuencia,

1 1

fml@) = 1+ d(z, zm) < 1+5

< fm(y)s

lo cual implica que méx f,(4) < fin(y) < méx f,(B). Como A C B, se tiene que
min f,,(A) > min f,,,(B). Asi, diam f,,,(A) < didm f,,(B), es decir, pim(A) < pim(B).
Con esto se concluye que p(A) < p(B).

Por lo tanto, u es una funcion de Whitney para C(X). ]

Concluimos esta seccion recordando otra herramienta muy ttil de la teoria de los hiper-
espacios: los arcos ordenados. Dado un continuo X, un arco ordenado en C(X) es una
funcion continua « : [0,1] — C(X) tal que, para cualesquiera s,t € [0,1] con s < ¢, se
tiene que a(s) C «(t). Si A, B € C(X) son tales que «(0) = A y «(1) = B, entonces
diremos que « es un arco ordenado desde A hasta B. La prueba de la existencia de los
arcos ordenados en C(X) esta cuidadosamente presentada en los resultados 14.2 hasta
14.6 en [2]|. Usaremos el siguiente resultado para demostrar el Teorema 4.12.
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Teorema 2.6. Sea X un continuo. Si A, B € C(X) son tales que A C B # A, entonces
existe un arco ordenado en C(X) desde A hasta B.

3. Hiperespacio de arcos y singulares

Dado un continuo X se definen los siguientes subespacios de C'(X):
AX)={AeCX):Aesunarcoen X} y M(X)=F(X)UAX);

ellos se denominaran hiperespacio de arcos de X e hiperespacio de arcos y puntos de X,
respectivamente.

Lema 3.1. Si X es un arco, entonces M(X) = C(X).

Demostracion. Si X es el intervalo [0, 1], entonces el lema es claro, ya que todos sus
subcontinuos son intervalos cerrados y acotados, es decir, son singulares o arcos en [0, 1].
Ahora, dado que cualquier subcontinuo de X es homeomorfo a algtn subcontinuo de [0, 1],
se sigue que los subcontinuos de X son puntos o arcos en X. Por lo tanto, concluimos
que M(X) = C(X). v

Proposicion 3.2. Sea Y una curva cerrada simple, se tiene que:

M(Y) = C(Y)\ {Y).

Demostracion. Claramente la proposicion se satisface para S!, pues cada uno de sus
subcontinuos propios es homeomorfo a algin subcontinuo de la recta real y, por lo tanto,
es un singular o un arco en S'. Asi, como todo subcontinuo propio de Y~ es homeomorfo
a un subcontinuo propio de S, se sigue que M(Y) = C(Y)\ {Y}. v

Proposicion 3.3. Si X yY son continuos y ¢ : Y — X es un encaje, entonces la funcion
restriccion C(©)|ameyy, que denotaremos por M(yp), es un encaje de M(Y') en M(X).
Ademds, si ¢ es una funcion inclusion o un homeomorfismo, entonces M(yp) es una
funcion inclusion o un homeomorfismo, respectivamente.

Demostracion. Si L es un singular o un arco en Y, entonces ¢(L) es un singular o un
arco en X, es decir, si L € M(Y) entonces C(p)(L) € M(X). Por lo tanto, M(p) =
C(¢)| m(y) es la tnica funciéon continua que hace que

Cp) o k=k o M(yp),

donde k y ¥ son las respectivas funciones inclusion. Se observa que M () es un encaje
por ser restriccion de C(p) : C(Y) < C(X), que es un encaje. Ademas, cuando ¢ es
una funciéon inclusion se tiene que C'(¢) es una funcion inclusion y, consecuentemente,
M(p) también debe serlo. Finalmente, si ¢ es un homeomorfismo, entonces, para cada
K € M(X) se tiene que o7 (K) € M(Y) y M(p)(¢p HK)) = (¢ 1 (K)) = K. Asi, el
encaje M(p) es suprayectivo, y por lo tanto es un homeomorfismo. v
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Introduccién a la funcién punto medio en continuos 115

Proposicion 3.4. Todo arco posee dos unicos puntos extremos.

Demostracion. Sea A un arco cualquiera, y consideremos un homeomorfismo 4 : [0,1] —
A. Tenemos que h(0) es un punto extremo de A. Por otra parte se considera el homeo-
morfismo ¢ : [0,1] — A dado por g(t) = h(1 —t), para cada t € [0,1]. Asi, g(0) = h(1)
también es un punto extremo de A. Noétese que, para todo ¢ € (0,1), A\ {h(¢)} es un
espacio disconexo, pues A\ {h(t)} = h([0,t)) U h((t,1]), donde h([0,t)) y h((t,1]) son
conjuntos ajenos, no vacios y abiertos en A. Por otro lado, si p es un punto extremo de
A, entonces A\ {p} = h((0,1]) es conexo. De aqui, h(t) no puede ser un punto extremo
de A en el caso en que ¢ € (0,1). Por lo tanto, ~(0) y h(1) son los unicos puntos extremos
del arco A. 7]

Observacion 3.5. La Proposicion 3.4 no solo asegura la existencia de dos tnicos puntos
extremos en un arco A; de hecho, indica como hallarlos: dado un homeomorfismo A :
[0,1] = A, p = h(0) y ¢ = h(1) son los puntos extremos del arco A. Mas ain, p y ¢ son
los tinicos puntos de A tales que A\ {p}, A\ {¢} v A\ {p, q} son subespacios conexos.

Corolario 3.6. Sean a,b € R con a <b. St A es un arco y h : [a,b] = A es un homeo-
morfismo, entonces h(a) y h(b) son los puntos extremos de A.

Definicién 3.7. Dado un continuo X definimos la funcion £ : M(X) — F5(X) como

gry=1 1 si K € F1(X),
" | {p€ K : pesun punto extremo de K}, si K € A(X).

A esta funcion se la nombrara funcion de puntos extremos de X.

Observacion 3.8. Para cada punto p de un continuo X, se tiene que p es el inico “punto
extremo” del singular {p}, esto es, E({p}) = {p}-

Lema 3.9. Sean A un arco, p y q sus puntos extremos y K, L € C(A). Se tiene:

(a) Sipe K, entonces p € E(K).
b

(
(c

)
) Sipe KNL, entonces K C L oL CK.
) Sip,q€ K, entonces K = A.

)

(d) Para cualquier z € A\ {p,q} existen Ay, Ay € A(A) tales que A = A; U Ay y
Al N A2 = {I}

Demostracion. Consideremos un homeomorfismo h : [0,1] — A tal que h(0) = p y
h(1) = q.
(a) Si K es un singular, entonces es claro que p € £(K). Ahora, supéngase que K es un

arco. Como p € K, se sigue que 0 € h™1(K) y, en consecuencia, h~1(K) = [0,b] para
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algin b € [0, 1]. Asi, como h|jg): [0,b] = K es un homeomorfismo, se tiene que p = h(0)
es un punto extremo de K.

(b) Dado que p € K N L, se tiene que h™*(K) = [0,0] y h~!(L) = [0,d], para algunos
b,d € [0,1]. Como b < d o d < b, se sigue que h~1(K) C h=Y(L) 6 h"1(L) c h"}(K) v,
por lo tanto, K C L 6 L C K.

(¢) Sip,q € K, entonces 0,1 € h™1(K). Asi, h}(K) = [0, 1]. Por lo tanto, K = h([0,1]) =
A.

(d) Sea t = h~!(z). Como z no es un punto extremo del arco 4, se tiene que t € (0, 1).
Asi, [0,t] v [t,1] son intervalos no degenerados. Haciendo A; = h([0,t]) y A2 = h([t,1])
se obtiene que A; y As son arcos y, ademas, p y x son los puntos extremos de A; y z'y
q son los puntos extremos de As. v

Proposicion 3.10. Sean X y Y continuos con funciones de puntos extremos € : M(X) —
Fy(X) y & MY) = Fa(Y), respectivamente. Si ¢ : Y — X es un encaje, entonces

£ o M(p) = Fa(p) o €'

Demostracion. Si L € F1(Y) entonces ¢(L) € Fi(X) y, en consecuencia, (p(L)) =
o(L) = @(&'(L)). Ahora, si L € A(Y) entonces se puede elegir un homeomorfismo
h:[0,1] = L. Sean p = h(0) y ¢ = h(1); se tiene que &' (L) = {p, q}. Si se define b’ = poh,
entonces 1’ : [0,1] — ¢(L) es un homeomorfismo tal que h'(0) = ¢(p) y h'(1) = ¢(g) son

los puntos extremos de ¢(L), esto es, E(¢(L)) = {¢(p), (@)} = o({p,q}) = (&' (L)).
De aqui se concluye que £ o M(p) = Fy(p) o &' v

Aplicando las Proposiciones 3.3 y 3.10 para el caso de funciones inclusion, se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 3.11. Sean X wun continuo y Y wun subcontinuo cualquiera de X.
Si & M(X) = Fo(X) y & : M(Y) = Fy(Y) son las funciones de puntos extremos
de X yY, respectivamente, entonces & = E|apyy-

Definicién 3.12. Un continuo X tiene funcidon de puntos extremos continua si la funcion
& : M(X) — F3(X) es continua.

Observacion 3.13. Si X es un continuo, entonces la funciéon de puntos extremos £ es
continua en todo punto de Fy(X).

Proposicion 3.14. Tener funcion de puntos extremos continua es una propiedad topold-
gica en los continuos.
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Introduccién a la funcién punto medio en continuos 117

Demostracion. Sea ¢ : Y — X un homeomorfismo entre continuos, y supéngase que Y
tiene funcion de puntos extremos continua. Como consecuencia de las Proposiciones 3.3
y 3.10, se sigue que M(p) : M(Y) = M(X) es un homeomorfismo tal que

£ o M(p) =Fa(p) 0 &

De esta manera, £ = Fy(p) o & o M(yp)~L. Por hipotesis, £ es una funcién continua,
de lo cual se sigue que £ también es una funcién continua. v

Teorema 3.15. Los arcos tienen funcion de puntos extremos continua.

Demostracion. Debido a la Proposicion 3.14, es suficiente demostrar que el intervalo [0, 1]
tiene funcion de puntos extremos continua. Esto se sigue del hecho de que, para cada
L e C([0,1]), &(L) = {min L, max L}. ]

Teorema 3.16. Las curvas cerradas simples tienen funcion de puntos extremos continua.

Demostracion. Sean X una curva cerrada simple, A € M(X) y una sucesion {A, }nen
contenida en M(X) tal que A, — A. Considerando un punto p € X \ A, se tiene que
existe un conjunto abierto U en X tal que A C U C clxU C X \ {p}. Dado que X es
un continuo localmente conexo, se tiene que la componente de U que contiene a A, la
cual llamaremos V, también es un conjunto abierto. Notese que clxV C clxU C X \ {p}.
Pongamos Y = clx V. Se obtiene que Y es un subcontinuo propio de X y, por lo tanto, es
un arco. Ademés, si L € M(X) y L C V, entonces, por el Lema 3.1, L € C(Y) = M(Y).
De aqui que A € (V) " M(X) C M(Y), es decir, A es un punto interior de M(Y) en
M(X). En consecuencia, existe N € N tal que, sin € Ny n > N, entonces A, € M(Y).
Por el Corolario 3.11 tenemos que &|rq(y) es la funciéon de puntos extremos de Y. Dado
que Y es un arco, dicha restriccion debe ser continua. Asi, como {4, 1N }nen €s una
sucesion contenida en M(Y') que converge a A € M(Y), se sigue que E(Ap+n) — E(A).
Esto prueba que la funcién de puntos extremos € : M(X) — F5(X) es continua. v

4. Funciones punto medio

Definicién 4.1. Sean X un continuo y p : C(X) — [0, u(X)] una funcién de Whitney.
Dados L € M(X) y un punto p € X se dira que p es punto medio de L respecto de p si
existen Ly, Ly € C(X) tales que L = L1 U Lo, L1 N Ly = {p} y u(L1) = p(Lo).

Lema 4.2. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para C(X). Si L € M(X)
yp € X es un punto medio de L respecto de p, entonces p € L. Mds aun, si L es un
arco, entonces p no es punto extremo de L.
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Demostracion. Es claro de la Definicion 4.1 que si p es punto medio de L entonces p € L.
Supongamos ahora que L es un arco, y que ademéas p es un punto extremo de L. Sean
Li,Ly € C(X) tales que L = Ly U Ly, L1 N Ly = {p} y p(L1) = p(L2). Notese que
Ly y Ly son subcontinuos de L que contienen al punto extremo p. Del Lema 3.9 (b) se
sigue que Ly C Ly 6 Ly C Ly. Dado que u(Lq1) = u(L2), tenemos que Ly = Lo y, en
conscuencia, L = Ly U Ly = Ly N Ly = {p}, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, p
no es punto extremo del arco L. v

Lema 4.3. Sea T = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : z < y}. Si G : T — C([0,1]) es tal que
G(z,y) = [z,y], para cada (x,y) € T, entonces G es un homeomorfismo.

Demostracion. Considérese la funcion F : C([0,1]) — T, definida como F(K) =
(min K, méx K), para cada K € C([0,1]). Debido al Lema 2.4, tenemos que F es una
funcién continua. Ademés, para todo K € C([0,1]) ocurre que

G(F(K)) = G((min K,méx K)) = [min K, méx K| = K,
y para cada (z,y) € T se tiene que
F(G((z,y))) = F([z,y]) = (min[z,y], mix[z, y]) = (z,y).

Esto prueba que F es una funcion biyectiva con funcién inversa G. Dado que C([0,1]) es
un continuo y 7' es un espacio métrico, se sigue que F : C([0,1]) — T es un homeomor-
fismo y, en consecuencia, G : T'— C([0, 1]) también lo es. v

Dados un continuo X y A C X, se define el conjunto

C(X,A)={BeC(X): BNA#0).

Lema 4.4. Sean X un arco y L € C(X). Si para todo K € C(X,L) se define f(K) =
KnNL, entonces f : C(X,L) = C(X) es una funcion continua.

Demostracion. Considérese un homeomorfismo h : [0,1] — X,y sean ¢,d € [0, 1] tales que
h=Y(L) = [¢, d]. Nétese que, paracada K € C(X), KNL # (siysolosi h~1(K)Ne,d] # 0.
Por lo tanto, se puede definir la funcion H : C(X,L) — C([0,1],[¢,d]) como H(K) =
h™Y(K). Nétese que H es la restricciéon de C'(h™1) a C(X, L), asi que H es una funcién
continua. Ahora, consideremos la funcion f* : C([0,1],[c,d]) — C([0,1]) definida, para
cada A € C([0,1], [¢,d]), como f*(A) = AN e, d]. Notese que

F(A) = [méx{min A4, ¢}, min{méx A, d}].

Como AN e, d] # 0, existe zg € AN e, d], es decir, min A < zp < mdx Ay ¢ < xp < d.
Esto implica que max{min 4, ¢} < zy < min{méx A, d}. Usando la notacion del Lema
4.3, (mdx{min A, ¢}, min{max A,d}) € T y f*(A) = G(max{min A, ¢}, min{méx A, d}).
Esto prueba que la funcion f* esta bien definida y es continua. Nétese que, para todo
K e C(X,L),

f(K)=KnL=h(h""(K)n[e,d) = h(f*(H(K))).

Se sigue que f = C(h) o f*o H y, por lo tanto, f esta bien definida y es continua. ]

[Revista Integracion



Introduccién a la funcién punto medio en continuos 119

Proposicion 4.5. Sean A un arco y p € A. Si p no es un punto extremo de A, entonces
existe una funcion de Whitney p para C(A) tal que p es un punto medio de A respecto
de .

Demostracion. Como p no es punto extremo de A, existen arcos A; y Ay en A tales que
Ay UA; = Ay Ay N Ay = {p}. Elijanse funciones de Whitney 1 : C(A1) — [0, p1(A41)]
y po2 : C(A2) — [0, p2(Asz)]. Por la Observacion 2.3 (3), se puede suponer que pq(A;) =
p2(Az) = 1. Ahora, definimos la funcion p : C(A4) — [0, 2], para cada K € C(A), como

MI(K)7 SiKCAl,
,LL(K) = MQ(K), si K C As,
pl(KﬂA1)+u2(KﬂA2), SiKﬂAl#w#KﬂAg.

Notese que g se ha definido por partes en los conjuntos cerrados C'(A41), C(A2) y
C(A, A1) N C(A, Az). Probaremos que las definiciones coinciden en las intersecciones
de dichos conjuntos.

Si K ¢ Ay y K C As, entonces K C Ay N Ay = {p} y, por lo tanto, K = {p}. Esto
implica que p1(K) =0 = po(K).

Si K C A1y KN Ay # 0, entonces K N Ay C Ay N Ay = {p}, y asi KN Ay = {p}. En
consecuencia, f11 (K N A1) + po(K N As) = 1 (K) + po({p}) = p1 (K). Analogamente se
demuestra que si K C Ay y K N Ay # 0, entonces pq (K N A1) + po(K N Az) = po(K).
Esto prueba que p estd bien definida. Ademads, u se ha definido en C(A;), C(42) y
C(A, A1) N C(A, Az) como una funcion continua (véase Lema 4.4), asi que p es una
funcién continua.

Ahora, veamos que p es una funciéon de Whitney.

(a) Si z € A, entonces para algin i € {1, 2} se tiene que x € A;. De aqui que p({z}) =
pi({z}) = 0.

b) Sean K,L € C(A) tales que K C L # K. Si L C A;, para algtn 7 € {1,2}, entonces
K C A; y, por lo tanto,

1K) = pi(K) < pa(L) = p(L).

Por otro lado, considérese el caso en que LN A; # ) # LN Ay y K C A; para algin
i € {1,2}. Podemos suponer que LNA; y LN Ay son no degenerados, pues de lo contrario
L estaria contenido en A; o en A, y se remitiria al caso anterior. Como LN A; € C(4;)
y K C LN A;, se tiene que

() = pi(K) < pi(LNAg) < pa (L0 Ay) + pa(L N Ag) = p(L).

Por ultimo, supéngase que K N A; # 0 # K N As. Como K C L # K, entonces
LNA # 0 # LNAyy para algin i € {1,2}, KNA;, C LNA; # KN A;. En

consecuencia,
WEK) = pi (KN Ay + pp(K N Az2) < pa (LN Ay + pa(L N Az) = p(L).

Se deduce que u(K) < pu(L) siempre que K C L # K. v
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Teorema 4.6. Si p1 es una funcion de Whitney para C([0,1]), entonces existe un tunico
punto to € (0,1) que es punto medio de [0, 1] respecto de . Mas aiin, to es el unico punto

de [0,1] tal que ([0, to]) = pi([to, 1]).

Demostracion. Si para cada ¢t € [0,1] se define f(t) = wu([0,t]) — p([t,1]), entonces la
funcion f : [0,1] — R es continua. Dados s,t € [0,1] con s < t, se cumple que p([0, s]) <
w(0,t]) y p(t,1]) < p([s,1]). De aqui, f(s) < f(t). Esto prueba que f es una funciéon
estrictamente creciente.

Notese que f(0) = —p([0,1]) < 0y f(1) = p([0,1]) > 0. Por el Teorema del Valor
Intermedio existe un tnico punto ¢y € (0,1) tal que f(to) = 0, esto es, u([0,t0]) =
u([to, 1]). Pongamos Ly = [0, 9] y L2 = [to, 1]. Se tiene que [0,1] = L1ULy, LiNLy = {to}
y p(L1) = p(L2). En consecuencia, ty es punto medio de [0, 1] respecto de f.

Ahora supoéngase que so € [0,1] también es un punto medio de [0,1] respecto de pu.
Elijanse My, My € C([0,1]) de manera que [0,1] = My UMs, MyN My = {so} y u(M;) =
1(Ms). Notese que My y M son conjuntos distintos entre si, pues My U My # My N M.
Dado que pu(M;) = p(Msz), ninguno de estos subcontinuos puede ser igual a [0, 1], esto
es, tanto My como Ms son subcontinuos propios de [0,1]. Por el Lema 3.9.(c), ni M; ni
My pueden contener a ambos puntos extremos del intervalo [0, 1]. Por lo tanto, se puede
asumir, sin perder generalidad, que 0 € My \ My y 1 € Ms \ M;. De esta manera, si a =
min M y b = méx My, entonces My = [0,b] y M2 = [a, 1]. Luego, como {so} = M1NMy =
[a,b], se tiene que a = b = so. Asi, f(s0) = p([0, so]) — p([s0,1]) = u(My) — p(Msz) = 0,
lo cual implica que sy = to. Esto prueba la unicidad de ¢, como punto medio de [0, 1]
respecto de p. ]

Notacién. Dado un arco A, su conjunto de puntos extremos sera denotado por E(A).

Teorema 4.7. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para C(X). Para cada
L € M(X), existe un tinico punto p € L\ E(L) que es punto medio de L respecto de
w. Ademds, si L es un arco con puntos extremos a y b, entonces p es el unico punto
de L para el cual existen Li,Ly € A(L) tales que E(Ly) = {a,p}, E(L2) = {p,b} y
m(L1) = p(La).

Demostracion. Claramente el teorema es cierto cuando L € Fy(X). Supéngase que L es
un arco en X con puntos extremos a y b. Consideremos un encaje ¢ : [0, 1] < X tal que
©([0,1]) = L. Mas atn, por la Observacion 3.5 se puede pedir que ¢(0) = a y ¢(1) = b.
Definiendo f(K) = pu(¢(K)), para cada K € C([0,1]), se sigue de la Observacion 2.3.(4)
que fv es una funcion de Whitney para C([0,1]). Se sigue del Teorema 4.6 que existe
un punto tg € (0,1) tal que #g es el unico punto medio de [0, 1] respecto de p; ademaés,
12([0,0]) = Fi([to, 1]). Ahora, pongamos p = ¢(to), L1 = ¢([0,t0]) ¥y L2 = ¢([to, 1]). Se
tiene que
peL\E(L), Li,Ly € A(L), L=L1ULyy L1 N Ly = {p}.

Notese que (L) = u([0, to]) = 1([to, 1]) = u(L2). Esto implica que p es punto medio de
L respecto de p. Ademas, a = ¢(0) y p = ¢(to) son los puntos extremos de L; y, por
otro lado, b = (1) y p = ¢(to) son los puntos extremos de Ls.
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Ahora supéngase que ¢ € X también es punto medio de L respecto de pu, es decir, existen
Ky, Ky € C(X) tales que L = Ky UKy, K1 N Ky = {q} y pu(K1) = p(K2). Definimos
So = (p_l(q), My = QD_l(Kl) y My = (p_l(Kg). Asi, My, Ms € C([O, 1])/ [0, 1] = My UM,
My N My = {so} y p(M1) = u(K71) = u(Ks2) = 1(Ms). De aqui, sg es un punto medio
de [0, 1] respecto de . Debido a la unicidad de to se sigue que sg = to, y asi ¢ = p. Esto
demuestra que L tiene un tnico punto medio respecto de pu.

Finalmente, supongase que existen ¢ € L y Ky, Ky € A(L) tales que E(K;) = {a,q},
E(K>) = {q,b} y p(K1) = p(K>). Siso = ¢~ ' (), entonces ¢~ (K1) = [0, 5], 7' (K2) =
[s0,1]. Asi, ([0, s0]) = u(K1) = u(K2) = u([so,1]). En consecuencia, al ser ¢y el tnico
punto con esta propiedad se tiene que ty = s¢ vy, por lo tanto, ¢ = p. v

Debido a los Teoremas 2.5 y 4.7 se tiene la siguiente

Definicién 4.8. Dados un continuo X y una funcién de Whitney p para C(X), definimos
la funcion P, : M(X) — X de la siguiente manera: para cada L € M(X), P,(L) es
el tnico punto medio de L respecto de u. A esta funciéon se la nombrara funcion punto
medio respecto de p.

Definicién 4.9. Un continuo X tiene funciones punto medio continuas si para cada fun-
cion de Whitney p para C(X), la funcion P, : M(X) — X es continua.

Observaciéon 4.10. Si X es un continuo y x4 es una funcién de Whitney para C(X),
entonces la funcién punto medio P, es continua en todo punto de Fj(X).

Lema 4.11. Sean X un continuo y p una funcion de Whitney para C(X). Si F es un
conjunto cerrado en X y U es un conjunto abierto en X tales que F' C U, entonces existe
§ > 0 tal que, para cada subcontinuo B de X con BNF # 0 y u(B) < 6, se tiene que
BcU.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supondremos que U # X. Consideremos el
conjunto F = {B € C(X): BNF # 0y B\ U # 0}. Nétese que 2% \ (X, F, X \U) =
(X \ FYU(U). De aqui, (X, F, X\ U) es un conjunto cerrado en 2X. Como F = (X, F, X'\
U)NC(X), se sigue que F es compacto. Dado que p es una funcion continua y F C C(X),
existe By € F tal que pu(Bp) = min pu(F). Notese que BoNEF # 0, Bo\U #0y F C U,
lo cual muestra que By es no degenerado, y por lo tanto podemos definir 6 = u(Bg) > 0.
Si Be C(X)estalque BNF # 0y u(B) < d, entonces B ¢ F. Se sigue que B\ U = 0,
esto es, BCU. ]

Concluimos este trabajo mostrando la relacion que existe entre la funcién punto medio
y la funcién de puntos extremos en continuos.

Teorema 4.12. Si X es un continuo, entonces las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:
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(1) X tiene funciones punto medio continuas;
(2) X tiene una funcion punto medio continua;

(8) X tiene funcion de puntos extremos continua.

Demostracion. Es claro que (1) implica (2).

Veamos que (2) implica (3). Para esto supongase que la funcion de puntos extremos
& : M(X) — F>(X) no es continua. Debido a la Observacion 3.13, y puesto que F»(X) es
un espacio métrico y compacto, podemos considerar A € A(X) y una sucesion {4, }nen
contenida en A(X) tales que 4, — Ay &(A4,) — D, para algin D € F5(X) con
D # £(A). Esto implica que algin punto extremo de A no pertenece a D. Sean a y b los
puntos extremos de A y supongamos que a ¢ D. Como A,, - Ay E(A,) — D, se sigue
de la Proposiciéon 2.1 que existe una sucesion {ay }nen contenida en X que converge al
punto a, y para cada n € N se tiene que a,, € A,, \ F(A,,). Ahora, sea D = {¢,d} con
¢ y d posiblemente iguales. Dado que £(A,,) — D, por el Lema 2.2 existen sucesiones
{¢n}nen ¥ {dn}nen en X que convergen a c y a d, respectivamente, de tal manera que
E(A,) ={cn,dn}, para todo n € N. Asi, existen arcos contenidos en A,

K, y Ly, tales que A, = K, UL, y K, N L, = {a,}.

Elijanse conjuntos abiertos U y V en X cuyas cerraduras sean ajenas y de manera que
acUyDcCV.Comoa, = a,c, = cyd, — d, se puede hallar N € N tal que, si
n € Nyn >N, entonces a, € Uy ¢y, d, € V. Notemos que el conjunto:

F={a,:neNn>N}U{a}

es cerrado y estd contenido en el abierto U. Asi, se puede aplicar el Lema 4.11 para
cualquier funcion de Whitney p : C'(X) — [0, u(X)] y obtener un nimero ¢ > 0 tal que,
siBeC(X)con BNEF #0y u(B) <4, entonces B C U. Notese que para cadan > N,
K,NF #0# K, \U, asf que necesariamente ocurre que j(K,) > §. Por el Teorema 2.6
podemos considerar un arco ordenado desde {a,} hasta K,, luego por el Teorema del
Valor Intermedio se puede hallar K/, € A(X) tal que a, € K], C K,, y u(K],) = ¢. Bajo
un argumento similar se obtiene L], € A(X) tal que a,, € L/, C L,, y u(L),) = 6. Notese
que K/ N L), = {a,}, asi que, si se define M,, = K/ U L/, para cada n > N, entonces
M, C A, es un arco. Mas atn, como u(K,) = u(L},), se tiene que P, (M,) = a,,. Ahora
se elige una funcion o : N — N estrictamente creciente de manera que K n) — K,
L’a<n) — L'y My(yy — M, para algunos K, L, M € C(X). Obsérvese que M = K ULy
M C A. Ademsés, a € K N L, asi que por el Lema 3.9.(b) K € L 6 L C K. Dado que
w(K) =0 = (L), se tiene que K = L = M. Por otro lado, M es un arco, ya que M C A
y (M) =0 > 0. Asi, M,y — M, pero P, (My(n)) = Gon) — @ # P,(M), pues a es un
punto extremo de M. Consecuentemente, la funcién P, no es continua, esto para toda
funcién de Whitney u.

Finalmente probaremos que (3) implica (1). Supéngase que la funcion de puntos extremos
E: M(X) — F»(X) es continua, y sea p una funcién de Whitney para C(X) arbitraria. Se
demostrara que la funcion punto medio P, : M(X) — X es continua. Como consecuencia
de la Observacion 4.10, basta verificar que P, es continua en los puntos de A(X).
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Sean A € A(X) y una sucesion {A,},en contenida en A(X) tales que A, — A. Dado
que X es un continuo, podemos suponer que P,(A,) — p, para algin punto p € X.
Resta probar que p = P,(A). Debido a la continuidad de la funcién de puntos extremos,
se tiene que £(A,) — E(A). Por lo tanto, si £(A) = {a,b} entonces, por el Lema 2.2,
existen sucesiones {a, }nen ¥ {bn }nen de manera que a,, — a, b, — by, paratodon € N,
E(A,) = {an,bn}. Debido al Teorema 4.7, para cada n € N existen K,,L, € C(4,)
tales que E(K,) = {an, Pu(An)}h, E(Ly) = {Pu(A).ba} y p(Kn) = p(Ly). Ahora,
se elige una funcién estrictamente creciente o : N — N de manera que Ky¢,) — K
Y Loy — L para algunos K,L € C(X). Notese que K,L C A. Asi, K,L € M(X).
Aplicando nuevamente la continuidad de la funcién de puntos extremos, se tiene que
E(Ko(m)) = E(K) y E(Lgny) — E(L), esto es, E(K) = {a,p} y E(L) = {p,b}. Ademas,
u(K) = p(L), pues para cada n € N, u(Ky(,)) = p(Lo(ny). En consecuencia, p = P, (A).
Esto prueba la continuidad de la funcion P,. v

Corolario 4.13. Sea X un continuo. Si pn y v son funciones de Whitney para C(X),
entonces la funcion punto medio respecto de p, P,, es continua si y solo si la funcion
punto medio respecto de v, Py, es continua.
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