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Resumen. Utilizando propiedades de los niimeros de Midy se define el concepto
de g-seudoprimo base b, el cual extiende la idea de seudoprimo fuerte base b,
y a partir de dicho concepto se establece un nuevo criterio de primalidad que
refina el Teorema de Pocklington.

Palabras clave: Ntimeros primos, seudoprimalidad fuerte, nimeros de Midy,
Teorema de Pocklington.

MSC2010: 11A51, 11Y11, 11Y55, 11B83.

From Midy numbers to primality

Abstract. We define the concept of g-pseudoprime to base b, which extends
the idea of strong pseudoprime to base b. We stablish a new test of primal-
ity that refines the Pocklinton’s Theorem using some properties of the Midy
numbers.
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lington’s Theorem.

1. Introduccién

En el articulo 329 de sus Disquisitiones Aritmethicae [9] Gauss destaca la importancia de
distinguir los nimeros primos de los niimeros compuestos y de factorizar estos tltimos.
Con la llegada de los computadores han surgido innumerables tentativas de obtener un
algoritmo eficiente para determinar la primalidad de un nimero. Actualmente el problema
tiene gran interés, dada la utilidad de los numeros primos en algoritmos criptogréaficos,
entre los que se destacan los algoritmos RSA y ElGamal. Desde este punto de vista los
tests de primalidad tienen gran importancia en ciencias como la computacion tedrica y
la criptografia.
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El método de division-ensayo, en el que se va verificando uno a uno si los primos menores
a la raiz cuadrada de un ntmero dado son divisores de dicho niimero o no, permite
factorizar un entero, y si eso no ocurre se puede concluir que el ntimero es primo. Si bien
no hay mucha dificultad en verificar la divisibilidad entre un ntmero y otro, el método
resulta ineficiente cuando el ntiimero no tiene factores primos pequenos, hecho este que
no se puede determinar a priori.

El de division-ensayo es sin duda uno de los métodos mas simples que se podria imaginar
para determinar primalidad.

Algunos teoremas de la Teoria de Nuimeros se pueden usar para determinar la primalidad
de un ntmero. Por ejemplo los teoremas de Wilson-Lagrange y Lucas, permiten saber si
un nimero N es primo.

Teorema 1.1 (Teorema de Wilson-Lagrange, 1771). Un entero N mayor que 1 es primo
sty sélo si (N —1)! = —-1méd N.

De esta forma, para determinar si N es primo se debe calcular (N — 1)! méd N, aunque
si NV es grande esta cuenta es quiza tanto o més dificil de hacer que aplicar el método de
divisiéon-ensayo.

Teorema 1.2 (Teorema de Lucas, 1876). Sean b y N enteros primos relativos, con N > 1.
Si
VWl =1méd N
y, para todo primo q|N — 1,
pIN=1/4 =1 méd N,

entonces N es primo.

La factorizacién de N — 1 puede ser dificil para muchos niimeros N, pero no para todos.
Por ejemplo, si se consideran los ntumeros de la forma Fj = 22" 4 1, conocidos como
numeros de Fermat, la factorizacion de N — 1 es directa. A la fecha los tinicos ntiimeros
de Fermat que son primos son Fj con 0 < k < 4.

La dificultad al aplicar el Teorema de Lucas no solamente recae en encontrar un b que
cumpla las condiciones establecidas, esto es, ser una raiz primitiva moédulo NV, sino tam-
bién en encontrar la factorizacion de N —1. Hay por tanto dos posibles formas de mejorar
dicho Teorema: relajar las condiciones exigidas a b, o tener una factorizacion parcial de
N —1.

El siguiente teorema mejora el de Lucas en la primera de las formas descritas arriba.

Teorema 1.3 (Teorema 2 de [4]). Sea N un entero. Si para cada primo q divisor de N —1
existe un entero b =b(q) tal que

Wl=1méd N y bV "D/4=£1méd N,
entonces N es primo.

Un resultado de Pocklington exige s6lo una factorizacion parcial de N — 1 = F R, donde
F esta completamente factorizado. Si F' > R se puede garantizar la primalidad de N;
en otro caso se dice qué forma tienen los divisores de N.
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Teorema 1.4 (Teorema de Pocklington, 1914). Supdngase que N — 1 = FR, donde se
conoce la factorizacion prima de F, y b es tal que

PNl =1méd N

y, para todo primo q|F*,
med(bN"V/7 _ 1 N) = 1.

Entonces todo factor primo de N es congruente con 1 mddulo F. Ademds si F > /N,
N es primo.

El Pequeno Teorema de Fermat da condiciones necesarias para la primalidad de un
entero, y aunque no da condiciones suficientes, si permite en ciertos casos determinar
que el entero es compuesto.

Teorema 1.5 (Pequefio Teorema de Fermat). Si p es un nidmero primo y b es un entero
primo relativo con p, entonces
b~ =1 méd p.

En consecuencia, dado un entero N mayor que 1, se escoge 1 < b < N y med (b, N) =1
y se calcula 8N ~! méd N. Si N es primo b™ !, debe ser congruente con 1 médulo N;
cualquier otro resultado permite concluir que N es compuesto, caso en el cual se dice que
b es un testigo de composicion de N, garantizdndose que N es compuesto aunque no se
conozca ninguno de sus factores.

Por otro lado, si ¥ ~! =1 mdd N, esto no demuestra que N sea primo, como se evidencia
con N = 341 = 11 - 31, al tomar b = 2. Si N es un ntumero compuesto impar tal que
bN=1 =1méd N, se dice que N es un seudoprimos base b, o seudoprimo de Fermat base
b, y cuando no se sabe de la compositez? de N se le denomina probable primo base b.
Pese a que los seudoprimos base b son escasos, se sabe que hay infinitos de ellos para
cada base |7, Teorema 3.4.4].

Un procedimiento para determinar la compositez de un ntimero puede ser escoger al azar
nameros b menores que N, e ir calculando el med(b, N). Si tal maximo comun divisor
es mayor que 1, N es compuesto. Si no, se procede a calcular b¥ ! méd N si este valor
es distinto de 1, se concluye que N es compuesto y b es un testigo de su compositez. Si
BN =1 méd N es 1, no se puede decidir acerca de la primalidad o compositez de N, él es
un probable primo base b.

Aunque este procedimiento es mas refinado que el Pequeno Teorema de Fermat, existen
enteros compuestos que con esta idea no pueden detectarse como tales, si se restringe b al
conjunto de los primos relativos con N. Es el caso de N = 561, si b es primo relativo con
N puede verificarse que N ~! =1 méd N. A estos nameros se los conoce como nimeros
de Carmichael, o seudoprimos absolutos [7, Seccion 3.4.2].

El concepto de probable primo se puede refinar un poco méas y definir probable primo
fuerte base b. Sabemos que si N es primo y escribimos N — 1 = 2%t con ¢t impar, existe
un j minimo con 0 < j < s, tal que (b)? = 1méd N; si j = 0, esto significa que
b = 1 méd N; si no, necesariamente p?’ 7't = —1méd N. Asi, decimos que el entero

1Como es usual con mcd(m,n) se denota el maximo comin divisor de los enteros m y n.
2Calidad de ser compuesto.
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N = 2%t + 1 con t impar es probable primo fuerte base b, si b* = 1 méd N 6 existe
—1

1 < j < stal que ¥ = —1méd N. Un probable primo fuerte base b que sea

compuesto se llama seudoprimo fuerte base b.

En 1983, Leonard M. Adleman, Carl Pomerance y Robert S. Rumely [1] presentaron
un test de primalidad determinista que decide sobre la primalidad del entero IV, en un
tiempo de ejecucion (log N)©10sloelos ),

Mas recientemente, en 2002, M. Agrawal, N. Kayal y N. Saxena [2] mostraron que deter-
minar la primalidad de un ntimero se puede lograr con un algoritmo que corre en tiempo
polinomial, obteniendo asi el primer algoritmo determinista de este tipo. Desde entonces
se han hecho muchos esfuerzos para implementar dicho algoritmo de forma eficiente, lo
cual ha contribuido al surgimiento de diversas variantes, que ahora se conocen como al-
goritmos de clase AKS. Entre estas variantes se destacan las de Berrizbeitia [3], Cheng
[6] y Lenstra & Pomerance [10].

Estudiando la propiedad de Midy o propiedad de los nueves [8], [5], [13], definimos una
clase especial de enteros, que hemos llamado nimeros de Midy base b. En la Seccion 2
recogemos parte de ese trabajo.

Demostramos que si N es un numero de Midy base b, él es un probable primo fuerte base
b, lo cual permite establecer una estrecha relacion entre nameros de Midy y primalidad.

En particular mostramos que desde los ntimeros de Midy hay una extension natural del
concepto de probable primo fuerte base b, lo que nos lleva a definir, en este trabajo, el
concepto de g-probable primo fuerte base b, siendo ¢ un divisor primo de N —1 con ciertas
caracteristicas. En la Seccion 3 estudiamos tal concepto y establecemos, en el Teorema
3.10, un criterio de primalidad que refina el Teorema de Pocklington.

2. Generalidades

Sean N y b enteros positivos primos relativos, b > 1 la base de numeracion, |b|, el orden
de b en el grupo multiplicativo Uy de enteros positivos menores que N y primos relativos
con N,y x € Un. Se sabe que al escribir la fraccion % en base b, esta es periddica. El
periodo denota la secuencia de digitos en base b que se repite en tal expresion, y se puede
probar que [ es la longitud del perfodo de la fraccion . Sean d y k enteros positivos
con by =dk,d > 1y § = 0.aiaz - ap),, donde la barra indica el periodo y los a;
son digitos en base b. A continuacion se separa el periodo ajas ---ayp en d bloques de
longitud k cada uno. De esta forma, sea

Aj = [ag -1 k+10G-1)k+2 - QKb

d
el niimero representado en base b por el j-ésimo bloque y Sq(z) = > Aj;. Si para todo
j=1
x € Uy, la suma Sg(z) es multiplo de b* — 1, decimos que N tiene la propiedad de Midy
para by d.

Dados b y N, se denota con My(N) el conjunto de todos los d tales que N tiene la
propiedad de Midy para b y d, y se llamara conjunto de Midy de N para la base b. Con
vp(N) se indica el mayor exponente del primo p en la factorizacion prima de N.

En [8, Theorem 3|, se presenta la siguiente caracterizacion de la propiedad de Midy.

[Revista Integracion



De los niimeros de Midy a la primalidad 5

Teorema 2.1. Si N es un entero positivo y |b|y = kd, entonces d € My(N) si y sdlo si
vp(N) < vp(d), para todo divisor primo p de med(b* — 1, N).

El siguiente resultado es una forma de reescribir el Teorema 2.1.

Teorema 2.2. Sean N un entero positivo y d un divisor de |b|y. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes.

1. d € My(N).

2. Para cada primo p divisor de N tal que v, (N) > vy (d), existe un primo q divisor
de |b| que satisface v, <\b|p> > v, (10l ) — vq (d).

En [5, Cor. 1] se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sean d,, dy divisores de |b| \ y suponga que dy | da ydi € My(N); entonces
dy € My(N).

A continuaciéon se dan condiciones suficientes y necesarias para que una potencia de un
nimero primo pertenezca al conjunto de Midy de un entero positivo en una base de
numeracion dada.

Teorema 2.4. Secan b, N,q y v enteros positivos con q primo. Entonces ¢° € My(N)
sty solo si N = q"p’l”pg2 .- ~pl’”, donde n es un entero no negativo, los p; son primos
diferentes tales que q es divisor de |b|p¢ para todo i, los h; son enteros no negativos no

todos nulos y, ademds, 0 <n <wvy
Pi)} .

Para la prueba de este teorema se utiliza el siguiente resultado [12, Teorema 3.6].

0 < vy((bly) —v < min {v(lp

Teorema 2.5. Sean q un primo impar que no divide a b, m = l/q(blblq —1) yn un entero
positivo; entonces,

1], sin < m,

-
q"mbl,  si m>m.

Demostracion del Teorema 2.4. Supéngase que ¢* € My(N), por tanto [b|y = ¢'k con
med(q, k) =1yt >v. Seag=med <bkqt_
es divisible por un divisor primo de N que sea diferente de ¢, y ademas que v, (N) < v;

esto lleva a que N no puede ser potencia de ¢, pues de serlo ¢” no seria divisor de [b| .
Sea p # ¢ un divisor primo de N; como p no divide a g, se obtiene |b\p { kq'™?, y como

v

-1, N). Por el Teorema 2.1 se sabe que g no

nhi

[bl, | 16| resulta ser v ([b],) > t—v > 0,y porello N tiene la forma N = ¢"py phe .. -plhl7
con las condiciones sobre los p; y los h; dadas en el enunciado. Teniendo presente el

Teorema 2.5, se encuentra que ¢t = EEE(Z {n —m, vg(|b],, )} De esta forma para todo
s '
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divisor primo p de N se tiene que v4(|b],) > Eéi(l {n —m, uq(|b|p,)} —v >0,y por ello
<i< ‘

el resto del teorema.

Reciprocamente, a partir de la hipotesis el tnico divisor primo de N que podria ser
divisor de g es g; asi el Teorema 2.1 implica que ¢” € My(N). v

Si en el teorema anterior se toma v = 1, dado que para cualquier primo p divisor de N
se tiene que vq (|b] ) > vq (|b]p) > 0, resulta el siguiente corolario.

Corolario 2.6. Sean N un entero positivo y q un diwisor primo de |b|y; entonces q €
My(N) si, y solo si

1. Simed (N, q) =1, entonces vy(|bl,) = v (|b| ) para todo primo p divisor de N.

2. Si med (N, q) > 1, entonces ¢* no divide a N y vy([b,) = vy (|bly) para todo
divisor primo p de N diferente de q.

Obsérvese que, del Teorema 2.4, el menor namero N tal que ¢” € M;(N) debe ser un
namero primo P tal que ¢”| |b|p. Recordando que |b|p divide a P — 1, se obtiene el
siguiente corolario.

Corolario 2.7. Si q es primo y v es un entero positivo, entonces el menor entero N tal
que ¢¥ € Mp(N) es un primo congruente con 1 mddulo ¢*.

Este tltimo resultado permite probar un caso particular del Teorema de Dirichlet acerca
de primos en progresion aritmética.

Corolario 2.8. Si ¢ es un primo y v es un entero positivo, existen infinitos nimeros
primos congruentes con 1 mddulo ¢".

Demostracion. Del Corolario 2.7 existe un primo P; congruente con 1 moédulo ¢v, tal que
q° € My(P1). Témese un entero 1 tal que ¢'? > P;. Nuevamente, se puede encontrar
un primo P, congruente con 1 moédulo ¢V tal que ¢'” € My(P,). Dado que se puede
continuar este proceso indefinidamente, se prueba que existen infinitos ntimeros primos
congruentes con 1 modulo ¢v. 2

Es facil ver que si N es un nimero primo, entonces cualquier divisor de |b|x mayor que
1 pertenece a My (N). En este sentido, el conjunto de Midy de N para la base b tiene el
mayor nimero de elementos posible. Existen ntimeros compuestos N que gozan de esta
propiedad para una determinada base, como es el caso de N = 121 y b = 3. Esto motiva
la siguiente definicion.

Definicién 2.9. Se dice que un ntmero impar N es un ntmero de Midy para la base b,
si N es primo relativo con b y con |b|y, y para todo divisor d > 1, de |b|x se tiene que
de Mb(N)

De esta forma, N es un numero de Midy base b si, y solo si ¢ € M, (N) para todo divisor
primo ¢ de |b|y. El Corolario 2.6 permite la siguiente caracterizacion de los nimeros de
Midy.
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Teorema 2.10. Sean N y b enteros con N impar y mcd(N,b) = 1; entonces N es de
Midy base b si, y solo si |b|y = \b|p para todo divisor primo p de N.

De esta forma, si ¢ es un divisor primo de |b|xy y N es un numero de Midy base b, entonces
v4(|b]n) = v4(|b]p) para cualquier divisor primo p de N. Ademaés, se puede probar que N
es un seudoprimo fuerte base b [13, Theorem 16].

3. ¢-probable primalidad

En lo sucesivo IV y b seran enteros positivos primos relativos. Con p y ¢ denotaremos un
divisor primo de N y N — 1, respectivamente. Ademas escribiremos N — 1 = ¢t con t y
q primos relativos.

Se puede probar que N es probable primo fuerte base b si y solo si N es probable primo
base b y el exponente con el que aparece 2 en el orden de |b|, es constante para todo
primo p divisor de N. Este hecho y el comentario posterior al Teorema 2.10 sugieren la
siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sean N y b enteros con mcd (b,N) = 1y bV =1 méd N, y sea q
un primo tal que para todo p divisor primo de N, ¢ divide a p — 1. Se dice que N es
un g-probable primo base b si existe un entero no negativo k tal que para todo primo p
divisor de N se tiene v, <|b|p> = k. Adicionalmente, si IV es compuesto se dice que es un

g-seudoprimo base b.

En otras palabras, IV es g-probable primo base b si es probable primo base b y el exponente
con el que aparece ¢ en |b] p €8 constante, para todo primo p divisor de N.

Es claro que si N es primo entonces N es g-probable primo para todo divisor primo ¢ de
N —1.

Ejemplo 3.2. Como 1891 =31 x 61 y 1890 =2 x 33 x5x 7y 13]5;, = 30 y |3]g; = 10,
se tiene que 1891 es 2 y 5-seudoprimo para la base 3, pero no es 3-seudoprimo para esta
base.

Ejemplo 3.3. Si N = 1303 x 16927 x 157543 = 3474749660383 y dado que |3|,5; =
434 = 2XTx31y |3|,6097 = 2418 = 2x3x13% 31y [3| 57545 = 157542 = 2x3x Tx112x31
se sigue que N es 2 y 31-seudoprimo para la base 3 pero no es g-seudoprimo base 3 ni
para ¢ = 3 ni para ¢ = 7 para tal base 3.

El siguiente resultado es el Teorema 2.3 de [11], donde ®,,(z) denota el n-ésimo polinomio
ciclotémico en la variable x.

Teorema 3.4. Sean m, b > 2, n > 3 enteros y p el mayor primo divisor de n. El entero
m es divisor de @, (b) si y sdlo si b = 1 méd m y para todo primo q divisor de m y
distinto de p se tiene |b|q =n. Es mds, sip divide a m, entonces n = p°© |b|p cone>1.

Como consecuencia del Teorema anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.5. Sean N, b > 2 enteros y q un primo; entonces N es divisor de @4 (b) si y
solo si para todo primo p divisor de N, se tiene |b\p =q.
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Este corolario permite caracterizar la g-probable primalidad.

Teorema 3.6. Sean N un entero impar, b un entero positivo, primo relativo con N, y
q un primo divisor de N — 1. Sea N —1 = ¢°t, con q no divisor de t. Entonces N es
q-probable primo base b si y solo si se cumple una de las siguientes dos condiciones:

1. Todo divisor primo de N es congruente con 1 mddulo ¢ y b® =1 méd N.

2. Existe un i con 0 <14 < s tal que N divide a ®, <bqlt).

Mds ain, si se cumple la condicion 2, entonces todo divisor primo de N es congruente
con 1 modulo ¢*+1.

Demostracion. Es claro que si b' = 1 méd N, entonces v,(|b],) = 0 para todo primo p
divisor de N, y asi N es g-probable primo base b.
Ahora, si existe ¢ con 0 < ¢ < s tal que N divide a @, <bqit)7 entonces, del Corolario 3.5,

’bqlt = ¢, cualquiera sea el primo p divisor de N. Por lo tanto, si p es primo divisor de
P

N se tiene v, (|b\ p> =1+ 1, y en consecuencia NN es g-probable primo base b.

Supongamos ahora que N es g-probable primo base b. Si Vq(\b|p) = 0, entonces \b|p es
divisor de ¢, y por tanto b* =1 méd N. Sivg(|b|,) =i+1> 0, se tiene que [b| 5 = ¢t

para cierto entero ¢; divisor de t, y por tanto bt =1 méd N y b9t # 1 méd p para

bqit‘ = ¢; del Corolario 3.5 resulta que
P

N divide a @, <bqit), lo que concluye la prueba. v

todo primo p divisor de N, y en consecuencia

No basta que b’ sea congruente con 1 médulo N para garantizar g-seudoprimalidad, como
lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.7. Sea N = 133141 =211 x 631, b =5y ¢ = 3. Aqui b = 1 méd N, y como
q divide a p — 1 para todo p divisor primo de IV, entonces N es 3-seudoprimo base 5.

Sean N =6601 =7 x23x41,b=3y qg=5. Como N — 1 =52 x 264 = ¢°t, entonces b’
es congruente con 1 modulo N, y ademas ¢ divide a algunos de los p — 1, pero no todos;
por tanto, N no es 5-seudoprimo base 3.

El siguiente ejemplo ha sido tomado de [14]. Sea N = 1592075340241 = 23 x 89 x 12959 x
60017, N —1 =2 x3x5x7x11%2x 19 x 31 x 13297; si tomamos ¢ = 7,b = 3, se verifica
que b® = 1 méd N, pero N no es 7-seudoprimo base 3, ya que 7 no divide a p — 1 para
ningun divisor primo p de N.

En esta direccion se tienen los siguientes dos resultados, anédlogos al Lema 4.1 del ya
referido trabajo [14].

Proposicion 3.8. Sea N un seudoprimo base b, y sea q un divisor primo de N — 1 tal
que q no divide a p — 1 para algiin divisor primo p de N. Entonces b* =1 méd N.
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Demostracion. Sea N — 1 = ¢°t con ¢ no divisor de ¢, como (bt)qs = 1 moéd N por la
hipotesis sobre ¢ se sigue que b* =1 méd N. 7

Como consecuencia se tiene:

Teorema 3.9. Sean N un nimero de Carmichael y q un primo divisor de N — 1 para el
cual existe un primo p divisor de N tal que q no divide a p — 1. Entonces, para todo b
primo relativo con N, b* =1 méd N.

En consecuencia, si se levanta la condicion de que todo factor primo de N sea de la forma
hq + 1 en la definicién de g-probable primo, se tendrian ntimeros analogos a los niimeros
de Carmichael entre los g-probables primos.

Estamos ahora en condiciones de presentar el resultado principal de nuestro articulo, el
cual establece una version mejorada del Teorema de Pocklington, Teorema 1.4.

Teorema 3.10. Sean N un entero impar, b un entero positivo, primo relativo con N, y
q un primo divisor de N — 1 tal que N —1 = ¢°t con q no divisor de t. Si existe un i con

0 <i < s tal que N divide a @, (bq1t>, entonces todo factor de N es congruente con 1

mddulo ¢+, Ademds, si2(i+1) > s + log, t, entonces N es primo.

Demostracion. Solo queda por probar lo referente a la primalidad de N. Supongamos N
compuesto, y sea p un divisor primo de N menor que vN; como p = 1 méd ¢+, entonces
¢t < p—1 < VN; luego 20D < N = ¢°t + 1, lo cual contradice la desigualdad
2(i+1) > s+log,t. v

El Teorema anterior efectivamente refina el Teorema de Pocklington, tal como se muestra
en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 3.11. Sea N =703 =19x37, N -1 =2x 33 x 13, b= ¢ = 3. Como N divide
a ®,(b?), entonces del Teorema 3.10 se sigue que ¢2 divide a p — 1 para todo primo p
divisor de N. Dado que med(3(N=1/3 — 1, N) # 1, el Teorema de Pocklington no puede
aplicarse, con b = 3, para ningtn F' que sea divisible por g.

Algo similar ocurre con N = 221761 = 211 x 1051, N —1 = 26 x 32 x 5 x 7 x 11, tomando
nuevamente b = ¢ = 3, como N divide a ®,(b") entonces el Teorema 3.10 implica que
q divide a p — 1 para todo primo p divisor primo de N, pero nuevamente no se puede
aplicar el Teorema de Pocklington ya que med(3(N=1/3 — 1, N) # 1.

Ejemplo 3.12. Para el entero N = 1459 se tiene N — 1 = 3% x 2, asi que al hacer
b =2y q = 3, se verifican las condiciones del Teorema 3.10 con i = 4. Puesto que
med(2¥-1/¢ — 1, N) = N, no se puede utilizar el Teorema de Pocklington con ningin
factor F' de N — 1 y b = 2. Se presenta igual deficiencia del Teorema de Pocklington si
se trabaja con b=5y g = 3.
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