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Resumen. Se estudia un problema de difusién no local con término de absor-
cion y condiciones de frontera de Neumann. Se analiza la existencia y unicidad
de las soluciones, y se da un principio de comparacion para ellas. Se analiza
la extincion de la solucion para algunos términos de absorcion.
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Quenching analysis for a nonlocal diffusion equation
with absorption term

Abstract. We study a nonlocal diffusion problem with absorption term and
Neumann boundary conditions. We prove the existence and uniqueness of
solutions, and give a comparison principle for them. The quenching phenom-
ena of solutions is analyzed for some absorption term.

Keywords: Non local diffusion, Neumann, absorption, quenching.

1. Introduccién

La descripcién matematica de una gran variedad de fenémenos que aparecen en las cien-
cias biologias, fisicas y quimicas, entre otras, puede llevarse a cabo mediante ecuaciones
en derivadas parciales lineales y no lineales. Entre estos modelos, los de difusion tienen
gran importancia en las ciencias bésicas.

La ecuaciéon de medios porosos

vy = CA@™), en RY x [0, 00), (1)
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donde A = Zivzl 8‘9—; es el operador Laplaciano y m > 1 y C' > 0 son constantes, ha sido
muy utilizada para ‘describir procesos de difusién o transferencia de calor. Otras apli-
caciones aparecen en biologia matematica, filtracion de agua y problemas de fronteras
libres. La ecuacion (1) comparte algunas propiedades con la ecuacion clasica del calor,
pero una diferencia es que la ecuacién de medios porosos tiene la propiedad de propa-
gacion finita de la velocidad, es decir, si la condicién inicial tiene soporte compacto,
entonces la solucién tiene soporte compacto en cualquier instante ¢ > 0, lo cual origina
la existencia de frontera libre. Para mayor conocimiento sobre la ecuacion (1) ver [2, 9]

y sus correspondientes referencias.

Cortéazar y otros, en [4], estudian un modelo unidimensional de difusién no local cuyo
comportamiento es analogo a la ecuacion (1). Luego Bogoya en [3] generaliza este modelo
a dimensiones mayores. Para tal fin considera J : R — R con N > 1 una funcién no
negativa, suave, simétrica J(—z) = J(x), radialmente decreciente, de soporte compacto
en la bola unitaria y con [, J(r)dr = 1. Para este modelo u(z, t) representa la funcion de
densidad de una poblacién en la posicion z € RY y en un instante ¢ > 0. La distribucion
de probabilidad de saltar de la posicion y a la posicion x estéd dada por

7 (6) et

cuando u(z,t) > 0, y es cero en otro caso, donde 0 < o < % Se sigue que la razén con

la cual los individuos estan llegando a la posicion x de todos los otros lugares es

/nw / (uz(;yzi)) ul =Ny, t)dy,

v la razon con la cual se estéan desplazando de la posicion z hacia todas las otras posiciones

—u(z,t) = — /RN J (%) W=V (g, £)dy.

Estas consideraciones, en ausencia de fuentes externas, llevan a que la densidad u verifique

u(z,t) =/RJ(%> u Ny, t)dy — u(x,t) en RN x [0,00),

es

(2)
u(z,0) =d+wo(xr) sobre RN,
donde d > 0y wg € L*(RY), wy > 0. Se observa que el valor de u depende de = y de

todos los valores cercanos a x, razon por la cual (2) es un modelo de difusion no local.
En [1] se pueden ver méas problemas de difusion no local.

En [3] se estudia la existencia y unicidad de la solucion de (2), un principio de comparacion
para las soluciones. Ademaés se obtiene que las soluciones del problema (2), al igual que las
soluciones de la ecuacion de medios porosos (1), satisfacen la propiedad de propagacion
finita de la velocidad, la cual genera la existencia de frontera libre.

En [3] también se estudia el problema con condiciones de Neumann asociado a (2). Para
Q ¢ RY, un dominio acotado con frontera suave, se considera el problema

ww,t) = /ﬂ (J (uﬁ%yi)) wlNe(y 4y — (%) ul’N”‘(x,t)) dy,  (3)
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con u(x,0) = ug(z) € L'(2) no negativa. En [3] se analiza la existencia y unicidad de las
soluciones de (3). Ademas, se demuestra que la soluciéon cuando ¢ — oo tiende al valor
medio de la condicion inicial.

El objetivo en este articulo es estudiar el problema de difusiéon no local con término de
absorcion asociado a (3). Para = €  consideramos el problema

[ (%) Wl =Nz, 1)y — flulz, ), @
u(z,0) = wuo(x),

donde up € L'(Q) es una funciéon no negativa y Q C RY es un dominio acotado y suave.
En este modelo se supone que ningtn individuo puede saltar del interior del dominio €2
al exterior del dominio © (y viceversa). Por lo tanto, las integrales son consideradas en
Q, y el flujo de individuos entrando o saliendo del dominio €2 es nulo. En consecuencia, la
variacion de individuos en la frontera de 2 es cero. Este hecho, origina que el problema
sea considerado de Neumann. Por otro lado, la funcion f es no negativa, representa el
término de absorcion y satisface las siguientes hipotesis:

(Hy): f:]0,00) — [0,00) es una funcion creciente con f(0) > 0y f(s) > 0 para todo
5> 0.

!
(Hg):/0 mds<oo.

Un interés en el estudio de ecuaciones de evoluciéon se concentra en las soluciones que
van a cero en un tiempo finito. Este fenémeno se conoce como extincion o apagamiento
(en la literatura inglesa se conoce como quenching). Se dice que la solucion se extingue
(o se apaga) en tiempo finito 7" si existe T > 0 tal que

lim minu(x,t) = 0.

t—T— z€Q
Algunos autores (ver [5]) consideran que hay extinciéon cuando u; no estd acotada. El
estudio de extincion de la solucion para diferentes problemas ha concentrado la aten-
ci6n de muchos matematicos en los ultimos decenios (ver por ejemplo [6, 7, 8] y sus
correspondientes referencias).

El trabajo esta distribuido de la siguiente forma: en la seccion 2 estudiamos la existencia
y unicidad de la soluciéon del problema (4) y la validez de un principio de comparacion
para sus soluciones; en la seccion 3 estudiamos la extincion de la solucion del problema
(4), para algunas casos especiales del término de absorcion f; en la seccion 4 se dan las
conclusiones.

2. El Problema de Neumann

El estudio de la existencia y unicidad de la solucion de (4) es consecuencia del teorema
del punto fijo de Banach. Para este fin, fijamos ¢ty > 0 y consideramos el espacio de
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Banach X;, = C([0,0]; L'(2)) con la norma

lll = s ol 0)llz10)

Consideramos el subespacio X,/ = {w € Xy, | 0 < w < M ctp, M > 2[|wpl[}, el
cual es cerrado en X,,. Se obtiene la solucion de (4) como el punto fijo del operador
Ty - X;g — X;g definido por

A S e R o

—/0 f(w(z,t))ds + wo(x). (5)

Se tiene el siguiente lema, el cual es importante para el estudio de la existencia y unicidad
de la solucion de (4).

Lema 2.1. Sean wy ¥y 2o funciones no negativas tales que wy, 2o € LY(Q) y w,z € Xtt.
St f es una funcion de Lipschitz con constante K > 0 , entonces existe una constante
C' > 0 tal que ||| Ty — Toyll| < Ctollfw = 21[| + [[wo = 2ol 110y

Demostracion. Sean w, z € X;:. Se tiene que

/ . 0)0,1) = To (2} 0.l

(7 () w7 (i) o)) o
/ [0 (%) w1 (Z55) o)
" / [ 1) = )] dods + [ uo = l(e)de

= Il +.[2 +13 + Hwo — Z()HLl(Q>.

dx ds

dx ds

Para el término 7 se consideran los conjuntos

At(s) =y € Q[ wly,s) > 2(y.9)} y A (s) = {y € Q| wly,s) < 2(y,5)}.

Se tiene que

dx

() o (225) )
/sz Jo U (i) 00 =0 (5555 )20 ) ave
// s)( (w“ ZJyS))wl Yy s) - J<z§(;,i)) ZliNa(ya5)> dy dz.
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Como J es una funciéon radialmente decreciente, los términos a integrar son no negativos;
por lo tanto, se tiene por el Teorema de Fubini que

Jofo U i) ot =0 (5 ) e v

< /A o 08) = =)y

En forma similar se analiza el caso correspondiente a A~ (s). Por consiguiente, se tiene

e
S0 gl o= (G )

/Q dx
< /Q [wly, ) — 2(y, 5)|da

En forma anéloga se tiene un estimativo para el término Is:

LU G e o (G ) v )

< /Q |w(zx,s) — z(z, s)|dz.

dx

Para el término I3, como f es una funcién de Lipschitz con constante K > 0, se tiene
que

t
I3 < K/ / lw(zx, s) — z(z, s)|dz ds.
0 Ja

Finalmente se obtiene que

/Q (T () (2,8) — T () (2, )]

t
<@+ K) [ [ ul) - 2. s)ldyds + fun 2ol i,
0o Ja
de lo cual resulta que
[T, (w) = Teo (2)[| < Ctol[|w — 2| + [lwo — 20l| L1 ()

con C = (2+K). v

A continuacién estudiaremos el teorema de existencia y unicidad para la soluciéon del
problema (4).
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Teorema 2.2. Sea f una funcion de Lipschitz con constante K > 0 y wo € LY(Q) una
funcion no negativa; entonces existe una unica solucion u de (4) tal que u € X;;

i i o X+ + +
Demostracion. Veamos primero que Ty, envia X, en X;. Sea w € X;. Como J y f
son no negativas, se tiene que

Tyow(z,t) < /t/ (J (%) w =N (y, t)) dyds + wo(z)
/ / (Ma> MY=Nedyds 4 wo(z)

< Mto + wo(z) < M/2+ M/2 = M

para tp muy pequenio. Ahora, como w > 0, se tiene que

Twow(x,t) / / (U}O‘ > w =N (y, 1) dyds — Mt — ./Ot F(M)ds + wo(x)
> [ (ﬁ) W' =N (g, ) dyds —to(M — F(M) + wo();

por consiguiente, se tiene que Ty, w(x,t) > 0.

Ademas, si hacemos zg = wy en el Lema 2.1, y eligiendo Cty < 1, se obtiene que Ty, es
una contraccion; por lo tanto, por el teorema del punto fijo de Banach existe un tnico
punto fijo u € X;" de T,,, el cual es la tnica solucion de (4). v

Como consecuencia inmediata de los resultados anteriores, se tienen las siguientes obser-
vaciones:

Observacién 2.3. La solucion de (4) depende en forma continua de la condicion inicial;
esto es, si u y v son soluciones de (4) con datos iniciales ug y vg respectivamente, entonces
existe una constante C' = C (to, K), donde K es la constante de Lipchitz de la funcion f,
tal que

[Ilu(-#) = o( DIl < Clluo = voll (-

Observacién 2.4. La funcion u € X, es solucion de (4) si y solo si

“)*// ( ) uly, s)'Ndy ds
_/0 /QJ (ﬁ) u(z, S)liNudyds_/;f(u(zys))ds—i-uo(z).

Observacién 2.5. Si u es una solucion de (4) con condicion inicial ug, entonces la masa

M satisface .
AMz/u(:L'?t)dxz/uO(yc)dzf/ /f(u(a:,s))da:ds
Q Q 0 Ja
en €.
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Teorema 2.6 (Principio de Comparacion). Sean u y v soluciones continuas de (4) con
condiciones iniciales ug y vy respectivamente. Si u(x,0) < v(x,0) para x € Q, entonces
u(z,t) < v(x,t) para todo (z,t) € Q x [0,T).

Demostracion. Consideremos inicialmente que u(z,0) y v(z,0) son funciones C!' con
soporte compacto. Existe ¢ > 0 tal que u(z,0)+d < v(x,0). Razonaremos por contradic-
ciéon. Si la conclusiéon no se tiene, existe un tiempo tp > 0 y un punto xp €  tal que
u(zo, to) = v(zo, to) y u(z,t) < v(z,t) para todo (z,t) € Q x [0, ).

Consideremos el conjunto G = {z € Q | u(z,tg) = v(x,t9)}. G # 0, ya que zo € G;
ademaés, G es cerrado en (). Sea x1 € (; se tiene entonces que

0 < (u—v)e(x1,t0)

- /Q (J (%) u Ny, to) — J (%) vl*N“(yJo)) dy

— (f(u(x1,t0)) — flv(21,t0))) < 0,

lo cual implica que u(y, to) = v(y, to) para todo y € Be(x1). Por lo tanto G es abierto en
Q). Lo anterior conduce a que G = €2, lo cual no puede ser posible.

Para el caso de que w(x,0) y z(z,0) no sean funciones de clase C', consi-
deramos sucesiones crecientes (u,(7,0))n v (vn(2,0)), de funciones de clase C*
tales que wupn(z,0) = u(x,0) y v,(2,0) = v(2,0) en Q cuando n — oo, y ademaés,
Un(2,0) < vy, (z,0). Sean u,, y v, soluciones de (4) con datos iniciales u,(x,0) y v, (x,0),
respectivamente. Por el argumento previo, se tiene que uy(z,t) < v,(z,t). Aplicando el
teorema de la convergencia monétona y la Observacion 2.4, se tiene que u(x,t) < v(zx,t)
para todo (z,t) € Q x [0,T). v

Observacién 2.7. El Principio de Comparacion es valido en L'.

A continuacion extenderemos el analisis de la existencia y unicidad de la solucion de (4),
para funciones f que satisfacen (Hy).

Teorema 2.8. Para una funcion no negativa ug € L'(2) y para una funcion f que
satisface (Hy), existe un tiempo T > 0 y wuna unica solucion w de (4) tales que
u € C([0,7); LY(Q)).

Demostracion. Sea (f,)n una sucesion creciente de funciones de Lipschitz que convergen
a f,con f,(s) = f(s) para s € [0,n]. Sea u,, la Gnica solucién de (4) con condicion inicial
un(2,0) y con término de absorcion f,,. Suponiendo que la sucesion de las condiciones
iniciales (uy,(z,0)), es creciente y converge uniformemente a u(z, 0), por el Principio de
Comparacion (Teorema 2.6) se tiene que uy(x,t) < uyy1(z,t). Por lo tanto, existe una
funcion u (la cual puede ser infinita en algunos puntos) tal que lim, o0 Uy = u.

Sea 7 = sup {t | supu(z,t) < |luolleo + 1}7 donde 7 > 0. De la Observacion 2.4 se tiene
€N

que u, satisface la ecuacion integral, y por lo tanto al tomar n — oo se tiene por el
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teorema de la convergencia mondtona que u satisface la ecuacion integral de la Obser-
vacion 2.4, asi que u es la tnica soluciéon de (4) en Q x [0,7) con condicién inicial u(z,0)
y término de absorcion f. v

A continuacion enunciaremos el Principio de Comparacion para funciones f que satisfacen
Hy. Su demostracion es analoga a la hecha en el Teorema 2.6

Teorema 2.9 (Principio de Comparacién). Sean f wuna funcion que satisface Hy
y u, v soluciones continuas de (4) con datos iniciales ug y vy, respectivamente. Si
u(z,0) < wv(z,0) para todo = € Q, entonces u(x,t) < v(z,t) para todo (z,t) € Q x [0,7).

3. Extincion

A continuacion estudiaremos el comportamiento de la solucion de (4) cuando f satisface
(Hz).

Teorema 3.1. Sea f una funcion que satisface (Hz). Sea u la solucion de (4), con condi-

cion inicial ug tal que supug = A < 0o. Entonces u se extingue en tiempo finito.

Demostracion. Sea h(t) la tnica solucién de la ecuacion diferencial ordinaria
W'(t) = —f(h(t), t>0; h(0)=A. (6)

Como f satisface (Hs), se tiene que h se extingue en tiempo finito 7. Para v(z, t) = h(t),
se tiene que v es solucion de (4) con condicion inicial vg = v(z,0) = h(0) = A. Sea u la
solucion de (4) con condicién inicial ug. Como ug < A = vy, se tiene por el Principio de
Comparacion (Teorema 2.9) que u(z,t) < v(z,t) = h(t) pata todo (z,t) € Q x [0,T]; por
lo tanto u se extingue en tiempo finito. v

A continuacion estudiaremos el caso particular para f(u) = u? con p > 0. Consideremos
el problema

ug(x,t) = /QJ(uz(;iD wl =Ny, t)dy 7/Qj<uz(;c,i)) ur N (g, t)dy — uP(z,t), )
u(z,0) = ug(x).

Sea ug € L'(Q); como f(u) = uP con p > 0 satisface (H1), se tiene por el Teorema 2.8 que
el problema (7) tiene una tnica solucién u € C([0,7); L'(Q)). En cuanto a la extincién
de la solucion, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea ug € LY(Q) una funcion positiva con supug = A < co. Si0 < p <1,
entonces la solucion u de (4) se extingue en tiempo finito T, con T < BAYP donde
B=1/(1—-p). Ademds

u(z,t)

Jm s = O ®)

con Cp = (1 — p)t/0=p),
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Demostracion. Como 0 < p < 1, se tiene que

1
—du = —— < o0
o uP L-p
por lo tanto f satisface (Hz), y como ug € L'(f2) es una funciéon positiva con
supug = A < oo, se tiene por el Teorema 3.1 que la solucién u del problema (7) se

extingue en tiempo finito 7" > 0.
En (6) se tiene que la solucion de la ecuacion diferencial ordinaria
R'(t) = —=hP(t), t>0; h(0)=A4,

es la funcion h(t) = (A'~? — (1 —p)t)?. Efectivamente, h se extingue cuando Tj, = SA'Y/5.
Como ug < A, se tiene por el Principio de Comparacion (Teorema 2.9) que u(xz,t) < h(t)
para todo x € Q y t € [0,7T]. Por consiguiente, el tiempo T de extinciéon de u es menor
al tiempo T}, de extincion de h, por lo cual se tiene que T' < T}, = BAY/P.

Ahora demostraremos (8). Del analisis anterior se tiene que u(z,t) < h(t) = Cp(Th — t)?
para todo z € Q y para todo ¢ € [0,7].

A continuacién demostraremos que u(z,t) > C,(T — t)?. Razonando por contradiccion,
supongamos que la desigualdad no se cumple; por consiguiente, existe un tiempo tg > 0
tal que u(z,tp) < Cp(T — t9)?. Se puede elegir un tiempo T cerca a T con T < T tal
que u(z, tg) < Cp(T — t0)P. Sea z(t) = Co(T — t)? la solucion de (7), con ug < z(to).
Entonces, por el Principio de Comparacion (Teorema 2.9) se tiene que u(z,t) < z(t) para
todo z € Qy t € [0,7], luego u se extingue en el tiempo finito T < T, lo cual es una
contradiccion. ]

Teorema 3.3. Sea u la solucion de (7), con condicion inicial ug > 0 y supug = A < oo.

Sip > 1, entonces u(z,t) > 0, para todo x € Q y para todo t > 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que sup ug < 1. Se tiene que
la solucion u de (7) satisface u(z,t) < 1 para todo z € Q y para todo ¢ > 0. En efecto,
razonando por contadiccién, supongamos que existe to > 0, con tg = min{t : u(z,t) = 1}.
Sea u(w1,tg) = méxzeq(r,to) = 1. Como J es una funcion radialmente decreciente, se
tiene que

0< ut('rhto) :/ J (u> uliNu(yﬂEO)dy
Q

ua(y7t0)
Ty -y 1-Na
— [ J|———u 1, t)dy — uP (11,
/Q (u"(l‘hto» (o1, )y —w?(o, fo)

< —wP(xy,tg) = -1,

lo cual es una contradiccion. Como p > 1, se tiene que u”(z,t) < u(z,t). Sea u(z,t) =
mingequ(z,t); de (7) se tiene que

w (@, t) > /Q J (uz(’yi)) w=Ne(y, tdy — /ﬂ J (uf(fii)) WNYE, ) dy — u(F, 1)

> — U(E7 t)7
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por lo tanto w;(Z,t) > —u(Z,t), de donde se tiene que u(Z,t) > e *u(z,0) > 0. Por
consiguiente, u(x,t) > 0, para todo x € Q y para todo t > 0. ]

4. Conclusiones

Se concluye que el problema (4) de difusion no local con término de absorciéon y condi-
ciones de frontera de Neumann es un problema bien puesto, es decir, tiene una tnica
solucién y ademas hay dependencia continua con respecto a la condicion inicial. Las
soluciones de (4) satisfacen un principio de comparacion.
Si el término de absorcion representado por la funcion f satisface la hipotesis (Hs),
1
1 . . . . .
/ ?ds < 00, se tiene que las soluciones de (4) se extinguen en tiempo finito. Para
0 S

)

el caso particular f(u) = uP, se tiene que si 0 < p < 1 la solucién de (7) se extingue
en tiempo finito T con T < SAY8 donde 8 = 1/(1 — p). Si p > 1 la solucion de (7) es
positiva para todo t > 0.
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