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Abstract.
In this paper is formulated and analyzed a multipatch model for malaria epidemiology considering
vertical transmission and percapita growth of susceptible individuals. The results suggest a very
different dynamic to the classical models which has forward or backward bifurcations.
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Resumen.
En este trabajo se formula y analiza un modelo multiparche para epidemioloǵıa de la malaria que
considera transmisión vertical y crecimiento percápita de los individuos susceptibles. Los resultados
sugieren uns dinamica muy diferente a los modelos clásicos los cuales presentan bifurcaciones hacia
adelante o hacia atrás.

Palabras Clave. Investigación en matemáticas, biomatemáticas, GIBIMMA

1. Introducción

El primer modelo matemático para la transmisión de la malaria fue propuesto por Sir Ronald
Ross en 1902 [?], quien fue galardonado con el premio Nobel en medicina por descubrir que
esta enfermedad se transmite a través de la picadura de la hembra del mosquito Anopheles.
Con su modelo Ross mostró a sus colegas que para erradicar la malaria no es necesario
eliminar a la población de mosquitos, sino que es suficiente mantener su nivel poblacional
por debajo de un umbral. En 1927, Kermack y McKendrick [?] formulan un modelo de
ecuaciones integrodiferenciales con retardo que modela el flujo de individuos susceptibles,
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infectados y recuperados en un proceso epidémico. Usando una versión simplificada de este
modelo obtienen el llamado Teorema del Umbral, piedra angular de la Epidemioloǵıa Ma-
temática. Este resultado establece condiciones sobre las tasas de infección y recuperación,
aśı como el número inicial de susceptibles para que la introducción de un individuo infec-
cioso en una comunidad de lugar a un brote epidémico. En 1957, MacDonald [?] modificó el
modelo de Kermack y McKendrick a un modelo de dos dimensiones con una variable para
representar la población de humanos y otra para representar los mosquitos. Una importante
extensión de este modelo fue propuesta por Dietz, Molineaux y Thomas (1990) [?], quie-
nes agregaron la inclusión de la inmunidad. Ngwa y Shu (2000) [?], propusieron un modelo
en ecuaciones diferenciales ordinarias en el cual incluyeron cuatro diferentes estados para
los humanos (susceptible-expuesto-infectado- recuperado) y tres diferentes estados para los
mosquitos (susceptible-expuesto-infectado), donde estos estados interactúan a tasas diferen-
tes. El modelo de Ngwa y Shu fue después estudiado y mejorado por Chitnis (2005, 2006,
2008) [?, ?, ?]. Otro aspecto determinante en la dinámica de la trnsmisión de la malaria es
la movilidad de la población. En este sentido, existen modelos con fragmentación espacial
del ambiente [?, ?], modelos en los cuales se supone que los humanos infectados poseen una
movilidad inferior que los humanos susceptibles [?], y también modelos para la distribución
espacial de la malaria [?]. Modelos multiparche construidos para estudiar la propagaćıón
espacial de las enfermedades infecciosas cuando hay viaje de poblaciones de una región a
otra [?, ?, ?, ?, ?, ?, ?, ?, ?]. Por lo general, todos estos modelos presentan una dinamica
similar en la cual se presentan bifurcaciones hacia adelante o bifircaciones hacia atrás. En
ambos casos siempre existe un equilirio libre de infección en el cual coexisten humanos infec-
tados con mosquitos infectados, y dependiendo de ciertas condiciones definidas a través del
número reproductivo básico de la infección pueden aparecer uno o dos equilibrios endémi-
cos en los cuales coexisten todas las poblaciones. En este trabajo nosotros exploramos una
modificación del modelo multiparche formulado en [?] en la cual se cambia la hipótesis de
crecimiento de la población de humanos suceptibles y se contempla la transmisión vertical
de la infección.
Aunque las nuevas hipótesis son muy coherentes y tratan de modelar posibles dinámicas que
se presentan en municipios como San Andres de Tumaco Nariño (Colombia), los resultados
del modelo son totalmente diferentes a los ya conocidos en toros modelos. Por tal razón
solo presentaremos el analisis de existencia de las soluciones y la inestabilidad del equilibrio
trivial nulo que en este caso no siempre existe y cuando existe es inestable.

2. Formulación del modelo

Para un solo parche, el modelo para la población humana es de tipo SEIR (Susceptible-
Expuesto (infectados pero no infecciosos)-Infectado-Recuperado) y SI (Susceptible-infectado)
para la población de mosquitos. Sh

i , Eh
i , Ihi y Rh

i denotan, respectivamente, el número de
humanos susceptibles, expuestos, infectados y recuperados en el parche i en el tiempo t. La
población total de humanos Nh

i en el parche i en el tiempo t es Nh
i = Sh

i + Eh
i + Ihi + Rh

i .
Similarmente, Nv

i = Sv
i + Ivi representa la población total de mosquitos en el parche i en el

tiempo t. En el modelo se considera transmisión de la infección por contacto entre humanos
y vectores, aśı como también transmisión vertical (de madre infectada a hijo), además la tasa
de mortalidad natural de humanos es denotada como µh

i y de mosquitos como µv
i . Definimos

la fuerza de la infección para los humanos como

λHi =
λhvi εiφiI

v
i

Nh
i

, (2.1)

donde λhvi representa la probabilidad de infección de un humano por picadura de un mosquito
infectado, εi representa la tasa de picadura percápita de mosquitos y φi representa la tasa
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de contacto entre humanos y mosquitos en el parche i; análogamente se define la fuerza de
la infección en mosquitos como

λVi =
λvhi εiφiI

h
i

Nv
i

(2.2)

donde λvh representa la probabilidad de infección del mosquito por contacto con humanos
infectados.

Las hipótesis adicionales del modelo SEIR son especificadas a continuación: la población
de humanos susceptibles nace a una tasa percápita γhi S

h
i , se ve disminuida por mortalidad

natural representada mediante el término µh
i S

h
i y por infección debida al contacto con los

mosquitos mediante el término λHi S
h
i . La tasa de progresión de humanos expuestos a infec-

tados es representada mediante el parámetro εhi , el cual representa el periodo de encubación
de la enfermedad. La población de humanos infectados se ve aumentada por nacimiento de
humanos infectados representada mediante el término νhi I

h
i , donde νhi representa la tasa de

nacimiento de individuos infectados debido a la transmisión madre infectada-hijo en los hu-
manos (transmisión vertical), se ve disminuida por muerte debido a la infección representada
por el término αh

i y por muerte natural dada por el termino µh
i . La tasa de recuperación

espontánea es representada por el término δhi , mientras que la cantidad de humanos recu-
perados de la infección que pasan a ser susceptibles nuevamente es representada mediante
el término ωiRH .

Finalmente, ϕL
ji ≥ 0, L = S,E, I,R, representa la tasa de migración del parche j al parche

i de humanos susceptibles, expuestos, infectados y recuperados, respectivamente y ϕL
ij ≥ 0,

L = S,E, I,R, representa la tasa de migración desde el parche i al parche j.

Para e modelo SI se tienen las siguientes hipótesis: La población de mosquitos susceptibles
se ve aumentada por nacimiento dada por el término γvi S

v
i , se ve disminuida por infección

debido al contacto con humanos infectados mediante el término λVi S
v
i , por muerte debido

al uso de aerosoles mediante el término kiuiS
v
i , donde ui es el control constante por el uso

de aerosoles, ui ∈ [0, 1] y por muerte natural mediante el término µv
i S

v
i .

Con las anteriores consideraciones se formula el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

dSh
i

dt
= γhi S

h
i + ωh

i R
h
i − (λHi + µh

i )Sh
i + ϕS

jiS
h
j − ϕS

ijS
h
i

dEh
i

dt
= λHi S

h
i − (εhi + µh

i )Eh
i + ϕE

jiE
h
j − ϕE

1jE
h
i

dIhi
dt

= εhi E
h
i + νhi I

h
i − (αh

i + µh
i + δhi )Ihi + ϕI

jiI
h
j − ϕI

ijI
h
i

dRh
i

dt
= δhi I

h
i − (ωh

i + µh
i )Rh

i + ϕR
jiR

h
j − ϕR

ijR
h
i

dSv
i

dt
= γvi S

v
i − (λVi + µv

i + kiui)S
v
i

dIvi
dt

= λVi S
v
i − (µv

i + kiui)I
v
i , para i, j = 1, 2. (2.3)

3. Soluciones de equilibrio

En esta sección presentaremos los resultados de existencia de soluciones de equilibrios en
términos de los parámetros
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UV
1 =

γv1
µv
1 + k1u1

, UV
2 =

γv2
µv
2 + k2u2

, US
1 =

γh1
µh
1 + ϕS

12

, US
2 =

γh2
µh
2 + ϕS

21

U I
1 =

νh1
αh
1 + µh

1 + δh1 + ϕI
12

, U I
2 =

νh2
αh
2 + µh

2 + δh2 + ϕI
21

, (3.1)

y los parámetros

Γ1 =
(εh1 + µh

1 + ϕE
12)(εh2 + µh

2 + ϕE
21)

ϕE
12ϕ

E
21

=

(
εh1 + µh

1

ϕE
12

+ 1

)(
εh2 + µh

2

ϕE
21

+ 1

)
Γ2 =

νh2
ϕI
12

(
1

U I
2

− 1

)
νh1
ϕI
21

(
1

U I
1

− 1

)
Γ3 =

(ωh
1 + µh

1 + ϕR
12)(ωh

2 + µh
2 + ϕR

21)

ϕR
12ϕ

R
21

Γ4 =
γh2
ϕS
12

(
1

US
2

− 1

)
γh1
ϕS
21

(
1

US
1

− 1

)
. (3.2)

Las soluciones de equilibrio están dadas por las soluciones del siguiente sistema algebraico

γhi S
h
i + ωh

i R
h
i − (λHi + µh

i )Sh
i + ϕS

jiS
h
j − ϕS

ijS
h
i = 0

λHi S
h
i − (εhi + µh

i )Eh
i + ϕE

jiE
h
j − ϕE

ijE
h
i = 0

εhi E
h
i + νhi I

h
i − (αh

i + µh
i + δhi )Ihi + ϕI

jiI
h
j − ϕI

ijI
h
i = 0

δhi I
h
i − (ωh

i + µh
i )Rh

i + ϕR
jiR

h
j − ϕR

ijR
h
i = 0

γvi S
v
i − (λVi + µv

i + kiui)S
v
i = 0

λVi S
v
i − (µv

i + kiui)I
v
i = 0, para i, j = 1, 2. (3.3)

En términos de los parámetros definidos en (??) y (??) el sistema (??) se reescibe como

γhi

(
1− 1

US
i

)
Sh
i + ωh

i R
h
i − λHi Sh

i + ϕS
jiS

h
j = 0

λHi S
h
i − (εhi + µh

i + ϕE
ij)E

h
i + ϕE

jiE
h
j = 0

εhi E
h
i + νhi

(
1− 1

U I
i

)
Ihi + ϕI

jiI
h
2j = 0

δhi I
h
i − (ωh

i + µh
i + ϕR

ij)R
h
i + ϕR

jiR
h
j = 0

γvi

(
1− 1

UV
i

)
Sv
i − λVi Sv

i = 0

λVi S
v
i − (µv

i + kiui)I
v
i = 0, para i, j = 1, 2. (3.4)

A partir de la sexta ecuación de (??) se tiene[
γv1

(
1− 1

Uv
1

)
− λV1

]
Sv
1 = 0[

γv2

(
1− 1

Uv
2

)
− λV2

]
Sv
2 = 0, (3.5)

donde UV
1 y UV

2 están definidos en (??). Observe que el sistema (??) presenta las siguientes
cuatro opciones para las soluciones:
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1. Sv
1 = 0 y Sv

2 = 0.

2. Sv
1 = 0 y Sv

2 6= 0.

3. Sv
1 6= 0 y Sv

2 = 0

4. Sv
1 6= 0 y Sv

2 6= 0

Iniciemos analizando el primer caso.

3.1. Existencia de soluciones de equilibrio cuando Sv
1 = 0 y Sv

2 = 0.

En esta subsección se probará la existencia o la posible existencia de un estados estacionario
trivial bajo ciertas condiones. En la siguiente proposición se demuestra la existencia del
equilibrio trivial nulo; es decir, el equilibrio cuyos componentes son cero.

Proposition 3.1. Si US
1 ≥ 1 o US

2 ≥ 1, entonces existe el equilibrio trivial P0 con todos
sus componentes cero.

Demostración. En este caso, a partir de la sexta de (??) se verifica que

Iv1 = Iv2 = 0. (3.6)

Dado que λHi =
λhvi εiφiI

v
i

Nh
i

, entonces reemplazando (??) en la ecuación anterior obtenemos

λH1 = λH2 = 0. (3.7)

Ahora, reemplazando (??) en la primera ecuación de (??) se obtiene

γh1

(
1− 1

US
1

)
Sh
1 + ωh

1R
h
1 + ϕS

21S
h
2 = 0

γh2

(
1− 1

US
2

)
Sh
2 + ωh

2R
h
2 + ϕS

12S
h
1 = 0, (3.8)

donde US
1 y US

2 están definidos en (??). Dado que US
1 ≥ 1 o US

2 ≥ 1 entonces de (??) se
concluye que

Sh
1 = Sh

2 = Rh
1 = Rh

2 = 0. (3.9)

Reemplazando (??) en la tercera y cuarta ecuación de (??) se verifica que

Eh
1 = Eh

2 = Ih1 = Ih2 = 0, (3.10)

lo cual completa la demostración �X

A partir del resultado anterior se tiene el siguiente corolario

Corolario 3.2. Si US
1 < 1 o US

2 < 1, entonces existe el equilibrio trivial P0 con todos sus
componentes cero.

Ahora se analizará la existencia de equilibrios cuando

US
1 < 1 y US

2 < 1. (3.11)

En la siguiente proposici’on también se determinan condiciones para existencia de P0

Proposition 3.3. Súpongamos que se satisfacen las condiciones
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a) US
1 < 1 y US

2 < 1.

b) U I
1 ≥ 1 o U I

2 ≥ 1.

Entonces

1. Si Γ4 6= 1 existe el equilibrio trivial P0 con todos sus componentes cero.

2. Si Γ4 = 1 puede existir el equilibrio trivial P1 con todos sus componentes cero a excep-
ción de Sh

1 y Sh
2 .

Demostración. Reemplazando (??) en la segunda ecuación de (??) se obtiene

−(εh1 + µh
1 + ϕE

12)Eh
1 + ϕE

21E
h
2 = 0

−(εh2 + µh
2 + ϕE

21)Eh
2 + ϕE

12E
h
1 = 0. (3.12)

Despejando E2 de la primera ecuación de (??) se tiene

E2 =

(
εh1 + µh

1 + ϕE
12

ϕE
21

)
Eh

1 . (3.13)

Reemplazando, (??) en la segunda ecuación de(??) se obtiene

(1− Γ1)Eh
1 = 0, (3.14)

donde Γ1 está definido en (??). Dado que Γ1 > 1 entonces Eh
1 = 0 y por tanto de (??) se

conluye que Eh
2 = 0. Reemplazando Eh

1 = Eh
2 = 0 en la tercera ecuación de (??) se tiene

νh1

(
1− 1

U I
1

)
Ih1 + ϕI

21I
h
2 = 0

νh2

(
1− 1

U I
2

)
Ih2 + ϕI

12I
h
1 = 0 (3.15)

donde U I
1 y U I

1 estaán definidos en (??). Dado que U I
1 ≥ 1 o U I

2 ≥ 1, entonces Ih1 = Ih2 = 0.
En este caso reemplazando I1 = I2 = 0 en la cuarta de (??) se obtiene

−(ωh
1 + µh

1 + ϕR
12)Rh

1 + ϕR
21R

h
2 = 0

−(ωh
2 + µh

2 + ϕR
21)Rh

2 + ϕR
12R

h
1 = 0. (3.16)

A partir de la primera ecuación de (??) se obtiene

Rh
2 =

ωh
1 + µh

1 + ϕR
12

ϕR
21

Rh
1 (3.17)

Reemplazando, (??) en la segunda ecuación de(??) se obtiene

(1− Γ3)Rh
1 = 0, (3.18)

donde Γ3 está definida en (??). Dado que Γ3 > 1, entonces Rh
1 = 0 y por lo tanto Rh

2 definido
en (??) también es cero. Reemplazando Rh

1 = Rh
2 = 0 en (??) obtenemos

γh1

(
1− 1

US
1

)
Sh
1 + ϕS

21S
h
2 = 0

γh2

(
1− 1

US
2

)
Sh
2 + ϕS

12S
h
1 = 0, (3.19)
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Dado que US
1 < 1 y US

2 < 1, entonces a partir de la primera ecuación de (??) se obtiene

Sh
2 =

νh1
ϕS
21

(
1

US
1

− 1

)
Sh
1 . (3.20)

Reemplazando (??) en la segunda ecuación de (??) se obtiene

ϕS
12 (1− Γ4)Sh

1 = 0, (3.21)

donde

Γ4 =
γh2
ϕS
12

(
1

US
2

− 1

)
γh1
ϕS
21

(
1

US
1

− 1

)
. (3.22)

En cosecuencia si Γ4 6= 1, entonces nuevamente se tiene la existencia de P0. Sin embargo,
cuando Γ4 = 1 la componente Sh

1 puede ser diferente de cero lo cual implicaŕıa la existencia
del equilibrio P1 con sus componentes Sh

1 y Sh
2 diferentes de cero. �X

La proposición anterior implica el siguiente corolario

Corolario 3.4. Cambiando la hipótesis a) de la Proposición ?? por U I
1 < 1 o U I

2 < 1 se
obtienen los mismos resultados de la Proposición ??.

Comentario 3.5. Si Sh
1 6= 0 o Sh

2 6= 0, entonces en la Proposición ?? se garantiza la
existencia del equilibrio P1.

Las siguientes proposiciones complementan la proposición y el corolario anterior.

Proposition 3.6. Súpongamos que se satisfacen las condiciones

a) US
1 < 1 y US

2 < 1.

b) U I
1 < 1 y U I

2 < 1.

Entonces

1. Si Γ2 6= 1 y Γ4 6= 1 existe el equilibrio trivial P0 con todos sus componentes cero.

2. Si Γ2 6= 1 y Γ4 = 1 puede existir el equilibrio trivial P1 con todos sus componentes Sh
1

y Sh
2 diferentes de cero.

Demostración. Ahora cuando, U I
1 < 1 y U I

2 < 1, entonces a partir de la primera ecuación
de (??) se obtiene

Ih2 =
νh1
ϕI
21

(
1

U I
1

− 1

)
Ih1 , (3.23)

Reemplazando (??) en la segunda ecuación de (??) se obtiene

ϕI
12 (1− Γ2) Ih1 = 0, (3.24)

donde Γ2 está definida en (??).Observese que si Γ2 6= 1, entonces Ih1 = 0 y por tanto Ih2 = 0,
y repitiendo el proceso de (??-??) se puede obtener la existencia de P0 o P1. �X

Comentario 3.7. Si Sh
1 6= 0 o Sh

2 6= 0, entonces en la Proposición ?? garantiza la existencia
del equilibrio P1.

Proposition 3.8. Supongamos que se satisfacen las condiciones

a) US
1 < 1 y US

2 < 1.

b) U I
1 < 1 y U I

2 < 1.
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Entonces, si Γ2 = 1 y Γ4 > 1 puede existir el equilibrio trivial P2 con los componentes Sh
1 ,

Sh
2 , Rh

1 , Rh
2 , Ih1 y Ih2 diferentes de cero y la demás todas cero.

Demostración. Cuando Γ2 = 1, entonces I1 puede ser diferente de cero e I2 queda esta-
blecido por (??). En este caso, reemplazando en la cuarta ecuación de (??) se tiene

δh1 I
h
1 − (ωh

1 + µh
1 + ϕR

12)Rh
1 + ϕR

21R
h
2 = 0

δh2
νh1
ϕI
21

(
1

U I
1

− 1

)
Ih1 − (ωh

2 + µh
2 + ϕR

21)Rh
2 + ϕR

12R
h
1 = 0. (3.25)

La solución de (??) está dada por

Rh
1 = κ1I

h
1

Rh
2 = κ2I

h
1 , (3.26)

donde

κ1 =
δh1 + ϕR

21κ2
ωh
1 + µh

1 + ϕR
12

κ2 =

δh2
νh1
ϕI
21

(
1

U I
1

− 1

)
+

ϕR
12δ

h
1

ωh
1 + µh

1 + ϕR
12

(ωh
1 + µh

1 + ϕR
12)

(
1− 1

Γ3

) (3.27)

Reemplazando (??) en la primera ecuación de (??) se tiene

ωh
1κ1I

h
1 + γh1

(
1− 1

US
1

)
Sh
1 + ϕS

21S
h
2 = 0

ωh
2κ2I

h
1 + γh2

(
1− 1

US
2

)
Sh
2 + ϕS

12S
h
1 = 0, (3.28)

La solución de (??) es

Sh
1 = κ3I

h
1

Sh
2 = κ4I

h
1 , (3.29)

donde

κ3 =

ωh
2κ2ϕ

S
21 + γh2

(
1

US
2

− 1

)
ωh
1κ1

(Γ4 − 1)ϕS
12ϕ

S
21

κ4 =
γh1

(
1

US
1
− 1
)
κ2ω

h
2 + ωh

1κ1ϕ
S
12

(Γ4 − 1)ϕS
21

(3.30)

A partir de (??) se estable que κ3 > 0 y κ4 > 0 si y solo si Γ4 > 1. Finalmente, dado que
λH1 = λH2 = 0, entonces siguiendo el mismo procedimiento que al incio de la demostración
de la Proposición (??) se verifica que Eh

1 = Eh
2 = 0. �X

Comentario 3.9. Si Ih1 6= 0 o Ih2 6= 0, entonces en la Proposición ?? garantiza la exustencia
del equilibrio P1.
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3.2. Existencia de soluciones de equilibrio cuando Sv
1 = 0 y Sv

2 6= 0

La siguiente proposición resume los resultados de existencia de esta subsección

Proposition 3.10. Supongamos que se satisfacen las condiciones

a) Uv
2 > 1 y US

1 < 1.

b) U I
1 < 1 y U I

2 < 1.

c) Γ2 > 1

Entonces

1. Si Γ4 > 1 existe el equilibrio trivial P3 con sus componentes diferentes de cero excepto
Iv1 y Sv

1 .

2. Si Γ4 = 1 y b definido en (??) es negativo, entonces existe el equilibrio trivial P3 con
sus componentes diferentes de cero excepto Iv1 y Sv

1 .

3. Si Γ4 < 1; a, b y c definido en (??) satisfacen que a > 0, b < 0 y b2−4ac > 0, entonces
existen dos equilibrios P3 y P4 con sus componentes diferentes de cero excepto Iv1 y
Sv
1 .

Demosración. A partir de la sexta ecuación de (??) se verifica que

Iv1 = 0. (3.31)

Por otro lado, para i = 2 se suman las ecuaciones quinta y sexta de (??) obteniendo

γv2S
v
2 − (µv

2 + k2u2)Sv
2 − (µv

2 + k2u2)Iv2 = 0,

de donde se deduce que
Iv2 = (Uv

2 − 1)Sv
2 .

Dado que Sv
2 6= 0, entonces a partir de la sexta ecuación de (??) se obtiene

γv2 − (λv2 + µv
2 + k2u2) = 0, (3.32)

reemplazando (??) en (??) y despejando Ih2 se obtiene

Ih2 =
γv2

λvh2 ε2φ2

(
1− 1

Uv
2

)
Nv

2

=
γv2

λvh2 ε2φ2

(
1− 1

Uv
2

)
(Sv

2 + Iv2 )

=
γv2

λvh2 ε2φ2

(
1− 1

Uv
2

)
(Sv

2 + (Uv
2 − 1)Sv

2 )

=
γv2 (Uv

2 − 1)

λvh2 ε2φ2
Sv
2 (3.33)

Ahora reemplazando (??) en (??) se obtiene que

λH1 = 0. (3.34)

Por lo tanto, reemplazando (??) en la segunda ecuacion de (??) se obtiene

−(εh1 + µh
1 )Eh

1 + ϕE
21E

h
2 − ϕE

12E
h
1 = 0,

9
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lo cual implica que

Eh
2 =

εh1 + µh
1 + ϕE

12

ϕE
21

Eh
1 . (3.35)

Ahora, reemplazando (??) en la tercera ecuación de (??) se obtiene el sistema

εh1E
h
1 + νh1

(
1− 1

U I
1

)
Ih1 + ϕI

21I
h
2 = 0

εh2
εh1 + µh

1 + ϕE
12

ϕE
21

Eh
1 + νh2

(
1− 1

U I
2

)
Ih2 + ϕI

12I
h
1 = 0. (3.36)

Observe que si U I
1 ≥ 1 o U I

2 ≥ 1, entonces

Eh
1 = Ih1 = Ih2 = 0. (3.37)

Ahora reemplazando, (??) en (??) y (??) se obtiene que Ih2 = Sv
2 = 0 lo cual es una

contradicción por lo tanto U I
1 < 1 y U I

2 < 1. La solución de (??) está dada por

Ih1 = κ5E
h
1

Ih2 = κ6E
h
1 , (3.38)

donde

κ5 =

εh2
εh1 + µh

1 + ϕE
12

ϕE
21

+ νh2

(
1

U I
2

− 1

)
εh1
ϕI
21

(Γ2 − 1)ϕI
12

κ6 =

νh1

(
1

U I
1

− 1

)
εh1 + µh

1 + ϕE
12

ϕE
21

+ εh1ϕ
I
12

(Γ2 − 1)ϕI
12ϕ

I
21

. (3.39)

Dado que U I
1 < 1, U I

2 < 1 y Γ2 > 1, entonces κ5 > 0 y κ6 > 0. Ahora, reemplazando (??)
en la cuarta ecuación de (??) se obtiene el siguiente sistema

δh1κ5E
h
1 − (ωh

1 + µh
1 + ϕR

12)Rh
1 + ϕR

21R
h
2 = 0

δh2κ6E
h
1 − (ωh

2 + µh
2 + ϕR

21)Rh
2 + ϕR

12R
h
1 = 0. (3.40)

La solución de (??) está dada por

Rh
1 = κ7E

h
1

Rh
2 = κ8E

h
1 , (3.41)

donde

κ7 =

(ωh
2 + µh

2 + ϕR
21)

κ5
ϕR
21

δh1 + κ6δ
h
2

(Γ3 − 1)ϕR
12

κ8 =
(ωh

1 + µh
1 + ϕR

12)κ6δ
h
2 + κ5ϕ

R
12δ

h
1

(Γ3 − 1)ϕR
12ϕ

R
21

. (3.42)

Dado que Γ3 > 1, entonces κ7 > 0 y κ8 > 0. Reemplazando (??) y (??) en la primera
ecuación de (??) obtiene

γh1

(
1− 1

US
1

)
Sh
1 + ωh

1κ7E
h
1 + ϕS

21S
h
2 = 0[

γh2

(
1− 1

US
2

)
Sh
2 + ωh

2κ8E
h
1 + ϕS

12S
h
1

]
Nh

2 − λhv2 ε2φ2I
v
2S

h
2 = 0. (3.43)
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Ahora, despejando Sh
1 de la primera ecuación de (??) se obtiene

Sh
1 =

ωh
1κ7E

h
1 + ϕS

21S
h
2

γh1
(
1/US

1 − 1
) . (3.44)

Reemplazando (??) en la segunda ecuación de (??) y simplificando se obtiene{
(1− Γ4)ϕS

12ϕ
S
21S

h
2 +

[
γh1

(
1

US
1

− 1

)
ωh
2κ8 + ωh

1κ7ϕ
S
12

]
Eh

1

}
Nh

2 − λhv2 ε2φ2I
v
2S

h
2 = 0

(3.45)
Dado que Eh

2 , Rh
2 y Ih2 dependen linealmente de Eh

1 y Nh
2 = Sh

2 + Eh
2 + Rh

2 + Ih2 , entonces
Nh

2 se puede reescribir como
Nh

2 = Sh
2 + αEh

1 , (3.46)

donde α es una constante positiva. Reemplazando (??) y

Iv2 =
λvh2 ε2φ2
γh2

Eh
1 (3.47)

en (??) se obtiene la siguiente ecuación cuadrática

a
(
Sh
2

)2
+ bEh

1S
h
2 + c

(
Eh

1

)2
= 0, (3.48)

donde

a = (1− Γ4)ϕS
12ϕ

S
21

b = α(1− Γ4)ϕS
12ϕ

S
21 + γh1

(
1

US
1

− 1

)
ωh
2κ8 + ωh

1κ7ϕ
S
12 −

λhv2 λvh2 (ε2φ2)2

γh2

c = α

[
γh1

(
1

US
1

− 1

)
ωh
2κ8 + ωh

1κ7ϕ
S
12

]
, (3.49)

A partir del analisis de la solución de la ecuación (??) se completa la demostración. �X

Siguiendo un porcedimiento similar se obtienen resultados de existencia similares para las
soluciones de equilibrio cuando Sv

1 6= 0 y Sv
2 = 0.

3.3. Existencia de soluciones de equilibrio cuando Sv
1 6= 0 y Sv

2 6= 0

La siguiente proposición resume los resultados de existencia de esta subsección.

Proposition 3.11. Si se satisfacen las siguientes condiciones

1. UV
1 > 1 y UV

2 > 1

2. U I
1 < 1 y U I

2 < 1

3. Γ2 > 1, Γ3 > 1 y Γ4 > 1.

Entonces, entonces exiiste una única solución de equilibrio endémica P4 con todos sus com-
ponentes diferentes de cero.

Demostración. Dado que Sv
1 6= 0 y Sv

2 6= 0, entonces a partir de la quinta ecuación de
(??) se obtiene el siguiente sistema

γv1 − (λV1 + µv
1 + k1u1) = 0

γv2 − (λV2 + µv
2 + k2u2) = 0,

11
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de donde se obtiene

λV1 = γv1

(
1− 1

UV
1

)
λV2 = γv2

(
1− 1

UV
2

)
. (3.50)

Reemplazando, (??) y (??) en (??) se obtiene

Ih1 =
γv1

λvh1 ε1φ1

(
1− 1

UV
1

)
Nv

1

Ih2 =
γv2

λvh2 ε2φ2

(
1− 1

UV
2

)
Nv

2 . (3.51)

De manera similar, Reemplazando, (??) y (??) en sexta ecuación de(??) se obtiene

λvh1 ε1φ1I
h
1

Nv
1

Sv
1 − (µv

1 + k1u1)Iv1 = 0

λvh2 ε2φ2I
h
2

Nv
2

Sv
2 − (µv

2 + k2u2)Iv2 = 0. (3.52)

Ahora, reemplazando (??) en (??) se obtiene

Sv
1 =

(
1

UV
1 − 1

)
Iv1

Sv
2 =

(
1

UV
2 − 1

)
Iv2 . (3.53)

Dado que Nv
i = Sv

i + Ivi , entonces reemplazando (??) en (??) se obtiene

Ih1 =
γv1

λvh1 ε1φ1
Iv1

Ih2 =
γv2

λvh2 ε2φ2
Iv2 . (3.54)

Reemplazando (??) en la cuarta ecuación de (??) se obtiene el siguiente sistema

δh1 γ
v
1

λvh1 ε1φ1
Iv1 − (ωh

1 + µh
1 + ϕR

12)Rh
1 + ϕR

21R
h
2 = 0

δh2 γ
v
2

λvh2 ε2φ2
Iv2 − (ωh

2 + µh
2 + ϕR

21)Rh
2 + ϕR

12R
h
1 = 0 (3.55)

La solución del sistema (??) está dada por

Rh
1 =

ωh
2 + µh

2 + ϕR
21

ϕR
21

δh1 γ
v
1

λvh1 ε1φ1
Iv1 +

δh2 γ
v
2

λvh2 ε2φ2
Iv2

(Γ3 − 1)ϕR
12

Rh
2 =

ϕR
12

δh1 γ
v
1

λvh1 ε1φ1
Iv1 + (ωh

1 + µh
1 + ϕR

12)
δh2 γ

v
2

λvh2 ε2φ2
Iv2

(Γ3 − 1)ϕR
12ϕ

R
21

(3.56)
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Ahora, el sistema formado por la tercera ecuación se puede reescriboir como

εh1E
h
1 + νh1

(
1− 1

U I
1

)
Ih1 + ϕI

21I
h
2 = 0

εh2E
h
2 + νh2

(
1− 1

U I
2

)
Ih2 + ϕI

12I
h
1 = 0

La solución de (??) es

Ih1 =

νh2
ϕI
21

(
1

U I
2

− 1

)
εh1E

h
1 + εh2E

h
2

(Γ2 − 1)ϕI
12

Ih2 =

ϕI
12ε

h
1E

h
1 + νh1

(
1

U I
1

− 1

)
εh2E

h
2

(Γ2 − 1)ϕI
12ϕ

I
21

(3.57)

reemplazando (??) en (??) obtenemos el siguiente sistema

νh2
ϕI
21

(
1

U I
2

− 1

)
εh1E

h
1 + εh2E

h
2 =

(Γ2 − 1)ϕI
12γ

v
1

λvh1 ε1φ1
Iv1

ϕI
12ε

h
1E

h
1 + νh1

(
1

U I
1

− 1

)
εh2E

h
2 =

(Γ2 − 1)ϕI
12ϕ

I
21γ

v
2

λvh2 ε2φ2
Iv2 (3.58)

La solución de (??) es

Eh
1 =

1

εh1

[
νh1

(
1

U I
1

− 1

)
γv1

λvh1 ε1φ1
Iv1 −

ϕI
21γ

v
2

λvh2 ε2φ2
Iv2

]
Eh

2 =
1

εh2

[
νh2

(
1

U I
2

− 1

)
γv2

λvh2 ε2φ2
Iv2 −

γv1
λvh1 ε1φ1

Iv1

]
(3.59)

Ahora, sumando la primera con la segunda ecuación de (??) se obtiene

γh1

(
1− 1

US
1

)
Sh
1 + ωh

1R
h
1 + ϕS

21S
h
2 − (εh1 + µh

1 + ϕE
12)Eh

1 + ϕE
21E

h
2 = 0

γh2

(
1− 1

US
2

)
Sh
2 + ωh

2R
h
2 + ϕS

12S
h
1 − (εh2 + µh

2 + ϕE
21)Eh

2 + ϕE
12E

h
1 = 0

(3.60)

Reemplazando (??) y (??) en (??) se obtiene el siguiente sistema

γh1

(
1− 1

US
1

)
Sh
1 + ϕS

21S
h
2 + cIv1 + dIv2 = 0

γh2

(
1− 1

US
2

)
Sh
2 + ϕS

12S
h
1 + fIv1 + gIv2 = 0, (3.61)
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donde

c =
1

(Γ3 − 1)ϕR
12

ωh
2 + µh

2 + ϕR
21

ϕR
21

δh1 γ
v
1

λvh1 ε1φ1

− γv1
λvh1 ε1φ1

[
εh1 + µh

1 + ϕE
12

εh1
νh1

(
1

U I
1

− 1

)
+
ϕE
21

εh2

]
d =

γv2
λvh2 ε2φ2

[
δh2

(Γ3 − 1)ϕR
12

+
εh1 + µh

1 + ϕE
12

εh1
ϕI
21 +

ϕE
21

εh2
νh2

(
1

U I
2

− 1

)]
f =

γv1
λvh1 ε1φ1

[
ωh
2 δ

h
1

(Γ3 − 1)ϕR
12

+
εh1 + µh

1 + ϕE
12

εh1
+ νh1

(
1

U I
1

− 1

)
ϕE
21

εh2

]
g =

1

(Γ3 − 1)ϕR
12

ωh
2 (ωh

1 + µh
1 + ϕR

12)

ϕR
21

δh2 γ
v
2

λvh2 ε2φ2

− γv2
λvh2 ε2φ2

[
εh2 + µh

2 + ϕE
21

εh2
νh2

(
1

U I
2

− 1

)
+
ϕE
12ϕ

E
21

εh1

]
(3.62)

La solución de (??) es

Sh
1 =

[
f +

γh2
ϕS
21

(
1

US
2

− 1

)
c

]
Iv1 +

[
g +

γh2
ϕS
21

(
1

US
2

− 1

)
d

]
Iv2

(Γ4 − 1)ϕS
12

Sh
2 =

[
γh1
ϕS
12

(
1

US
1

− 1

)
f + c

]
Iv1 +

[
γh1
ϕS
12

(
1

US
1

− 1

)
g + d

]
Iv2

(Γ4 − 1)ϕS
12ϕ

S
21

(3.63)

�X

3.4. Inestabilidad del equilibrio libre de infección

Uno de los valores propios de la matriz jacobiana J de (??) evaluado en el equilibrio trivial
E0 está dado por

λ1(E0) =
1

2

[
γh1

(
1− 1

US
1

)
+ γh2

(
1− 1

US
2

)]

+
1

2

√[
γh1

(
1− 1

US
1

)
− γh2

(
1− 1

US
2

)]2
+ 4ϕS

12ϕ
S
21,

(3.64)

dado que US
1 > 1 o US

2 > 1, entonces λ1 > 0 lo cual implica la inestabilidad de E0.

4. Conclusiones

En este trabajo se formula y analiza un modelo multiparche que considera la transmisón
vertical y crecimiento percápita de la población de individuos susceptibles (humanos y mos-
quitos). En los modelos clásicos por lo general no consideran la transmisión vertical y el
crecimiento de los individuos es establecido constante o densodependiente. Bajo dichas con-
diciones el análisis de los modelos siempre arroja una dinámica similar que varia entre
bifurcaciones hacia ad elante o bifurcaciones hacia atrás en la cuales siempre existe un equi-
librio trivial donde coexisten las poblaciones de humanos y mosquitos suceptibles. Debido
a que estamos intentado formular un modelo que describa lo mas aproximado posible la
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epidemiologia de la malaria en Tumaco decidimos modificar la hipótesis del crecimiento
de individuos e incluir la infección congénita; aspectos que son muy relevantes en la epi-
demioloǵıa de espećıfica de Tumaco. Para nuestro asombro, cambios que no parecian tan
relevantes el los modelos clásicos revelan resultados de existencia y estabilidad de soluciones
de equilibrio bastante diferentes a los ya conocidos. Hecho que nos motiva a seguir conside-
rando otras opciones en el modelado matemático. Sin embargo, pensamos que este modelo
no refleja algunos rasgos identificados en el fenomeno epidemiologico que presenta Tumaco,
por tal razón estamos considerando otras formas de modelas algunos aspectos.
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