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Abstract.

In this paper is formulated and analyzed a multipatch model for malaria epidemiology considering
vertical transmission and percapita growth of susceptible individuals. The results suggest a very
different dynamic to the classical models which has forward or backward bifurcations.
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Resumen.

En este trabajo se formula y analiza un modelo multiparche para epidemiologia de la malaria que
considera transmision vertical y crecimiento percépita de los individuos susceptibles. Los resultados
sugieren uns dinamica muy diferente a los modelos clasicos los cuales presentan bifurcaciones hacia
adelante o hacia atrés.

Palabras Clave. Investigacién en mateméticas, biomatematicas, GIBIMMA

1. Introduccion

El primer modelo matemaético para la transmision de la malaria fue propuesto por Sir Ronald
Ross en 1902 [?], quien fue galardonado con el premio Nobel en medicina por descubrir que
esta enfermedad se transmite a través de la picadura de la hembra del mosquito Anopheles.
Con su modelo Ross mostré a sus colegas que para erradicar la malaria no es necesario
eliminar a la poblacién de mosquitos, sino que es suficiente mantener su nivel poblacional
por debajo de un umbral. En 1927, Kermack y McKendrick [?] formulan un modelo de
ecuaciones integrodiferenciales con retardo que modela el flujo de individuos susceptibles,
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infectados y recuperados en un proceso epidémico. Usando una versién simplificada de este
modelo obtienen el llamado Teorema del Umbral, piedra angular de la Epidemiologia Ma-
tematica. Este resultado establece condiciones sobre las tasas de infecciéon y recuperacion,
asi como el nimero inicial de susceptibles para que la introduccién de un individuo infec-
cioso en una comunidad de lugar a un brote epidémico. En 1957, MacDonald [?] modificé el
modelo de Kermack y McKendrick a un modelo de dos dimensiones con una variable para
representar la poblacién de humanos y otra para representar los mosquitos. Una importante
extension de este modelo fue propuesta por Dietz, Molineaux y Thomas (1990) [?], quie-
nes agregaron la inclusién de la inmunidad. Ngwa y Shu (2000) [?], propusieron un modelo
en ecuaciones diferenciales ordinarias en el cual incluyeron cuatro diferentes estados para
los humanos (susceptible-expuesto-infectado- recuperado) y tres diferentes estados para los
mosquitos (susceptible-expuesto-infectado), donde estos estados interactiian a tasas diferen-
tes. El modelo de Ngwa y Shu fue después estudiado y mejorado por Chitnis (2005, 2006,
2008) [?, ?, ?]. Otro aspecto determinante en la dindmica de la trnsmisién de la malaria es
la movilidad de la poblacién. En este sentido, existen modelos con fragmentacién espacial
del ambiente [?, ?], modelos en los cuales se supone que los humanos infectados poseen una
movilidad inferior que los humanos susceptibles [?], y también modelos para la distribucién
espacial de la malaria [?]. Modelos multiparche construidos para estudiar la propagacién
espacial de las enfermedades infecciosas cuando hay viaje de poblaciones de una region a
otra [?7, 7,7, 7,7, 27 27 2 ?]. Por lo general, todos estos modelos presentan una dinamica
similar en la cual se presentan bifurcaciones hacia adelante o bifircaciones hacia atrds. En
ambos casos siempre existe un equilirio libre de infeccién en el cual coexisten humanos infec-
tados con mosquitos infectados, y dependiendo de ciertas condiciones definidas a través del
numero reproductivo bésico de la infecciéon pueden aparecer uno o dos equilibrios endémi-
cos en los cuales coexisten todas las poblaciones. En este trabajo nosotros exploramos una
modificacién del modelo multiparche formulado en [?] en la cual se cambia la hipétesis de
crecimiento de la poblacién de humanos suceptibles y se contempla la transmisién vertical
de la infeccidn.

Aunque las nuevas hipétesis son muy coherentes y tratan de modelar posibles dindmicas que
se presentan en municipios como San Andres de Tumaco Narino (Colombia), los resultados
del modelo son totalmente diferentes a los ya conocidos en toros modelos. Por tal razén
solo presentaremos el analisis de existencia de las soluciones y la inestabilidad del equilibrio
trivial nulo que en este caso no siempre existe y cuando existe es inestable.

2. Formulacion del modelo

Para un solo parche, el modelo para la poblacién humana es de tipo SEIR (Susceptible-
Expuesto (infectados pero no infecciosos)-Infectado-Recuperado) y SI (Susceptible-infectado)
para la poblacién de mosquitos. SP, E*, I y R denotan, respectivamente, el niimero de
humanos susceptibles, expuestos, infectados y recuperados en el parche i en el tiempo ¢. La
poblacién total de humanos NJ* en el parche i en el tiempo t es N = SI + El + I" + R}
Similarmente, N/ = S? + I representa la poblacién total de mosquitos en el parche ¢ en el
tiempo t. En el modelo se considera transmisién de la infecciéon por contacto entre humanos
y vectores, as{ como también transmisién vertical (de madre infectada a hijo), ademads la tasa
de mortalidad natural de humanos es denotada como ! y de mosquitos como z?. Definimos

la fuerza de la infeccién para los humanos como

\H Nwe; g, IV

T Nh ’ (21)

donde )\f“’ representa la probabilidad de infeccién de un humano por picadura de un mosquito
infectado, €; representa la tasa de picadura percapita de mosquitos y ¢; representa la tasa
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de contacto entre humanos y mosquitos en el parche i; analogamente se define la fuerza de
la infeccién en mosquitos como

e Il
N = Nfi (2.2)
donde A, representa la probabilidad de infeccién del mosquito por contacto con humanos
infectados.
Las hipdtesis adicionales del modelo SEIR son especificadas a continuacién: la poblacién
de humanos susceptibles nace a una tasa percipita v2S?, se ve disminuida por mortalidad
natural representada mediante el término pu?S? y por 1nfe(3010n debida al contacto con los
mosquitos mediante el término A7 SI. k. La tasa de progresién de humanos expuestos a infec-
tados es representada mediante el pardmetro 5 , el cual representa el periodo de encubacién
de la enfermedad. La poblacién de humanos 1nfectados se ve aumentada por nacimiento de
humanos infectados representada mediante el término v I, donde v/ representa la tasa de
nacimiento de individuos infectados debido a la transmlslon madre infectada-hijo en los hu-
manos (transmisi(’)n vertical), se ve disminuida por muerte debido a la infeccién representada
por el término a y por muerte natural dada por el termino u'}. La tasa de recuperacién
esponténea es representada por el término 87, mientras que la cantidad de humanos recu-
perados de la infeccidon que pasan a ser bubceptlbles nuevamente es representada mediante
el término w; Ry .
Finalmente, gpL >0, L =S5, FE, I R, representa la tasa de migracién del parche j al parche
1 de humanos susceptibles, expuestos, infectados y recuperados, respectivamente y <pL >0,
L =S,F, I, R, representa la tasa de migraciéon desde el parche i al parche j.
Para e modelo SI se tienen las siguientes hipédtesis: La poblaciéon de mosquitos susceptibles
se ve aumentada por nacimiento dada por el término ~}Sy, se ve disminuida por infeccién
debido al contacto con humanos infectados mediante el término A} SY, por muerte debido
al uso de aerosoles mediante el término k;u;S;, donde u; es el control constante por el uso
de aerosoles, u; € [0,1] y por muerte natural mediante el término p}S?.
Con las anteriores consideraciones se formula el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

B SR~ (VT )Sh 4 S8 - oSS!

O IS Bl B o

dﬁ = elE} + v} — (o) + p + I} + ol I — oL 1]

dz? = 0L} — (W + )R} + OR R} — oiR}

Do = sy O s+ k)S?

ddlf = NS — (u¥ + kw)IY, para i,j=1,2. (2.3)

3. Soluciones de equilibrio

En esta seccién presentaremos los resultados de existencia de soluciones de equilibrios en
términos de los pardmetros
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gV " v_ % s_ 7 s_ %
! R e e
I vy I vy
Ui = , Uy = , (3.1)
' o+l + S+l T ab o+ 0h + ol
y los pardametros
r, = (S EH A eh)(E s ph)
Taws
_ <f?+u’f +1> (€§+u§‘ +1>
- E E
P12 ¥21
h 1 h 1
r, = 2 <11) “L <11>
9012 U. <P21 U
r, — (wi + pg +<P12)(w2 + 15+ ¢5))
PHed
1 1
r, = 72 < 1) il ( - 1) . (3.2)
¢i \US ¢51 \Uj
Las soluciones de equilibrio estdn dadas por las soluciones del siguiente sistema algebraico
S
WSt Wi R — (N u)S + @3S} — St = 0
H gh h N E ph h
NS = (e + W) B+ ¢ B *%JE 0
h b hTh h h | shy7h I 1h Ith _
g B +vi' ' — (o + i + 6 + @l — il = 0
0PI — (Wi + ui)RE + iR} — 0 R} = 0
WSy — (N +pf + ku)S) = 0
NSY — (u¥ + ku)I? = 0, para i,j=1,2. (3.3)

En términos de los pardmetros definidos en (??) y (??) el sistema (??) se reescibe como

AR (1 - US) SE+wlRE = NS+ @3S =0
ISP — (el pl + EVEr + FEM = 0
1
ut ot (1= g ) e htly = 0
OPIP — (W 4 ulf + @) RY + 9fiR} = 0
v 1 v v
o <1_UV Sy —=A/Sy = 0
N SY — (uf + kug)IP = 0, para i,j=1,2. (3.4)

A partir de la sexta ecuacién de (?7?) se tiene

1
i () s - o
1
v 1 v
[’72 <1 U) /\2}52 = 0, (3.5)
2

donde U} y Uy estdn definidos en (?7?). Observe que el sistema (?7) presenta las siguientes
cuatro opciones para las soluciones:
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1. =0y Sy =0.
2. 87 =0y Sy #0.
3. 8040y Sy =0
4. 8V 40y SY#0

Iniciemos analizando el primer caso.

3.1. Existencia de soluciones de equilibrio cuando S} =0y S5 = 0.

En esta subseccion se probara la existencia o la posible existencia de un estados estacionario
trivial bajo ciertas condiones. En la siguiente proposicién se demuestra la existencia del
equilibrio trivial nulo; es decir, el equilibrio cuyos componentes son cero.

Proposition 3.1. Si U > 1 o U5 > 1, entonces existe el equilibrio trivial Py con todos
sus componentes cero.

Demostracion. En este caso, a partir de la sexta de (??) se verifica que

IV =1y =0. (3.6)

Dado que A\ =

)\hv 6i¢i I? . .
————, entonces reemplazando (77) en la ecuacién anterior obtenemos

7

M=\ =0, (3.7)

Ahora, reemplazando (??) en la primera ecuacién de (??) se obtiene

1
(1 g ) st utRb+efist = o
1
1 0]
ok (1- g ) sh+ubrh+ ofist = o, (33)
2

donde Uy y Us' estén definidos en (??). Dado que U7 > 1 0 Us > 1 entonces de (?7) se
concluye que

Sh—=gh =R =RI=0. (3.9)
Reemplazando (??) en la tercera y cuarta ecuacién de (?7?) se verifica que

Eh=E)=I'=1=0, (3.10)
lo cual completa la demostracién o

A partir del resultado anterior se tiene el siguiente corolario

Corolario 3.2. Si UY <1 o Us < 1, entonces existe el equilibrio trivial Py con todos sus
componentes cero.

Ahora se analizara la existencia de equilibrios cuando
Ud <1y US<1. (3.11)
En la siguiente proposici’on también se determinan condiciones para existencia de P,

Proposition 3.3. Supongamos que se satisfacen las condiciones
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a) UP <1y Us < 1.
b) Ul >10UL >1.
Entonces
1. SiTy # 1 existe el equilibrio trivial Py con todos sus componentes cero.

2. SiT'y =1 puede existir el equilibrio trivial Py con todos sus componentes cero a excep-
cion de St y Sh.

Demostracion. Reemplazando (?77?) en la segunda ecuacién de (?77?) se obtiene

—(el + iy + ¢)EY +on By =

—(e5 +p3 +92) By + 9By = 0. (3.12)
Despejando Fs de la primera ecuacién de (?7?) se tiene

h b B
Ey = (W) EN. (3.13)
P21

Reemplazando, (?7?) en la segunda ecuacién de(??) se obtiene

(1-T1)E} =0, (3.14)

donde Ty estd definido en (??). Dado que I'; > 1 entonces E = 0 y por tanto de (?7?) se
conluye que El = 0. Reemplazando E} = E} = 0 en la tercera ecuacién de (?7) se tiene

1
vt (1 - UI> I+ olh = 0
1
1
vh (1 - UI> D+l = 0 (3.15)
2

donde U{ y U¥ estadn definidos en (??). Dado que U{ > 1 0 U{ > 1, entonces I = I} = 0.
En este caso reemplazando I1 = I = 0 en la cuarta de (?7) se obtiene

— (Wl 4l + o) R + R Ry =
—(wy + ph + @F )Ry + LR} = 0. (3.16)

A partir de la primera ecuacién de (?7) se obtiene

O e “}1;+ #is i (3.17)
¥21
Reemplazando, (?7?) en la segunda ecuacién de(??) se obtiene

(1-T3)Ry =0, (3.18)

donde I'z est4 definida en (??). Dado que I's > 1, entonces R} = 0y por lo tanto R} definido
en (?7?) también es cero. Reemplazando R? = R} = 0 en (??) obtenemos

1
o (1_US> St 49555 = 0
1
1
N (1 ) St bt = 0, (3.19)

— UQS
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Dado que U < 1y Us < 1, entonces a partir de la primera ecuacién de (??) se obtiene

hor1
sy =2 (U >S{‘. (3.20)
<P21 1

Reemplazando (?7) en la segunda ecuacién de (?7) se obtiene

% (1-Ta) S} =0, (3.21)
donde
1 1
Ty = 72 (S - 1) " < - 1> . (3.22)
9012 U. 9021 Ul

En cosecuencia si I'y # 1, entonces nuevamente se tiene la existencia de Py. Sin embargo,
cuando 'y = 1 la componente S* puede ser diferente de cero lo cual implicarfa la existencia
del equilibrio P; con sus componentes S} y S% diferentes de cero.

La proposicién anterior implica el siguiente corolario

Corolario 3.4. Cambiando la hipdtesis a) de la Proposicion 7?7 por U{ < 1 o UL < 1 se
obtienen los mismos resultados de la Proposicion 77.

Comentario 3.5. Si S!' # 0 o S} # 0, entonces en la Proposicion ?? se garantiza la
existencia del equilibrio P;.

Las siguientes proposiciones complementan la proposicién y el corolario anterior.
Proposition 3.6. Supongamos que se satisfacen las condiciones
a) UP <1yUs < 1.
b) Ul <1y U < 1.
Entonces
1. SiTy#1 yTy # 1 existe el equilibrio trivial Py con todos sus componentes cero.

2. SiTy #1 yTy =1 puede existir el equilibrio trivial P, con todos sus componentes St
y S% diferentes de cero.

Demostracién. Ahora cuando, Uf < 1y U < 1, entonces a partir de la primera ecuacién
de (?7?) se obtiene

vh 1
=" ( - 1) I, (3.23)
2 9051 Ull '

Reemplazando (??) en la segunda ecuacién de (?7?) se obtiene
iz (1-T2) I} =0, (3.24)

donde T'; estd definida en (?7).Observese que si 'y # 1, entonces I = 0 y por tanto I} = 0,
y repitiendo el proceso de (?7-7?) se puede obtener la existencia de Py o P. o

Comentario 3.7. Si St # 0 0 S} # 0, entonces en la Proposicion ?? garantiza la existencia
del equilibrio Py.

Proposition 3.8. Supongamos que se satisfacen las condiciones
a) UP <1yUs < 1.
b) Ul <1y Uf < 1.
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Entonces, siTy =1 y Ty > 1 puede existir el equilibrio trivial Py con los componentes ST,
Sh Rh, Rb, IF y IV diferentes de cero y la demds todas cero.

Demostracion. Cuando I'; = 1, entonces I; puede ser diferente de cero e I queda esta-
blecido por (??). En este caso, reemplazando en la cuarta ecuacién de (?7?) se tiene

ST — (Wi + pf + o) RY + iR = 0
vh 1
%%(UI—QI?—WS+£+w£m§+ﬁyﬁ = 0. (3.25)
P21 1

La solucién de (??) estd dada por

R}f = Iillil
Ry = koIl (3.26)

donde

o 4 o Ko

Kl = —
Wit + plf + b
(L) o
I UI h h R
Ko _ @21 1 wl + Mi + @12 (327)
(Wi 4+ pf + o1h) (1 - F)
3

Reemplazando (?7) en la primera ecuacién de (?7) se tiene

dtmatl +of (1= s ) St ohish = o
spratl +f (1- 55 ) S+t = o, (3.29
La solucién de (?7?) es
St = kaIt
Sk = kIl (3.29)

donde

1
ot o (s —1) el
2
(Fa — 1)801324/’51
(s = 1) mawl +wfmagf

Ky = 3.30
! Ty — 1)9051 ( )

R3 =

A partir de (??) se estable que k3 > 0y k4 > 0 si y solo si I'y > 1. Finalmente, dado que
M = M = 0, entonces siguiendo el mismo procedimiento que al incio de la demostracién
de la Proposicién (??) se verifica que Eff = B} =

Comentario 3.9. Si I # 0 o I} # 0, entonces en la Proposicion 7?7 garantiza la exustencia
del equilibrio P;.



Un modelo multiparche para la transmisién de la malaria

3.2. Existencia de soluciones de equilibrio cuando S} =0y Sy # 0
La siguiente proposiciéon resume los resultados de existencia de esta subseccién
Proposition 3.10. Supongamos que se satisfacen las condiciones

a) Uy >1yUP <1.

b) Ul <1y Uf < 1.

¢) Ta>1

Entonces

1. SiTy > 1 existe el equilibrio trivial Ps con sus componentes diferentes de cero excepto
17 y S7.

2. SiTy =1 yb definido en (7?) es negativo, entonces existe el equilibrio trivial Ps con
sus componentes diferentes de cero excepto I7 y S7.

3. SiTy < 1;a,byc definido en (??) satisfacen que a > 0, b < 0 y b%—4ac > 0, entonces
existen dos equilibrios Ps y Py con sus componentes diferentes de cero excepto 17 y
Sy

Demosracion. A partir de la sexta ecuacién de (?7?) se verifica que
7 =0. (3.31)
Por otro lado, para i = 2 se suman las ecuaciones quinta y sexta de (??) obteniendo
V355 — (kg + kau2) S35 — (p3 + koug) I3 =0,

de donde se deduce que
I = (U3 —1)55.

Dado que S # 0, entonces a partir de la sexta ecuacién de (?7) se obtiene
V2 — (A3 + p3 + kauz) =0, (3.32)

reemplazando (?7?) en (??) y despejando I} se obtiene

v 1
= 72(1—>NU
2 A2Pes b uy)o?
o 1) S
= 2 (1 )(Sv+1I
)\12)h€2¢2 < Ué) ( 2 2)
75 1 ) v v v
= —2  (1-—)(Sy+(U!-1)S
)\Sh€2¢2< 0y (S5 + (U3 —1)53)

vy — 1
— Y2 (th )Sg (333)
A5"eaga

Ahora reemplazando (??) en (??) se obtiene que
M=o, (3.34)
Por lo tanto, reemplazando (??) en la segunda ecuacion de (?7) se obtiene

—(eb + u}) B} + oH EY — o1 EY =0,
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lo cual implica que
h h E
o il vy (3.35)
P21

Ahora, reemplazando (?7?) en la tercera ecuacién de (??) se obtiene el sistema

1
et vt (1- g7 ) i+ ehty = 0
1
h h E
el +ut + 1
LT T P gy h <1 - (ﬂ) 4+l = o. (3.36)
Y21 2
Observe que si U{ > 10 Ul > 1, entonces
Eh=1h=1} =0 (3.37)
Ahora reemplazando, (??) en (??) y (??) se obtiene que I} = Sy = 0 lo cual es una
contradiccién por lo tanto U < 1y U < 1. La solucién de (??) estd dada por
I' = ksE}
I} = kegEM, (3.38)
donde
REL Ul el | i—l i
€2 B T\ gr T
P ¥21 2 ¥21
5 = T
(T2 = Deiy
1 el + ult + of:
of (g7 —1) AR L g,
K6 1 21 (3.39)

(T2 — 1)90{2‘?51

Dado que U{ < 1, U} <1y Ty > 1, entonces x5 > 0y kg > 0. Ahora, reemplazando (??)
en la cuarta ecuacién de (?7?) se obtiene el siguiente sistema

i Rs By — (Wi + i + )R + 3Ry = 0
Oy ke By — (W + 3 + 93RS + e Ry = 0. (3.40)
La solucién de (?7?) estd dada por
R]f = H7E{l
Ry = ksE}, (3.41)

donde

K5
(w§ + ph + 03— 07 + K60y
21

Ry =

(Ts — 1)ty
PN C R R T (3.42)

(Ts — D)ethel

Dado que I's > 1, entonces k7 > 0 y kg > 0. Reemplazando (?7) y (??) en la primera
ecuacién de (??) obtiene

1
o (1 g ) St +ubmBl +ofist = o
1
1 \ \
{Wg (1 _ US) St wlrg Bl + @fzsﬂ NP \epbpItSh = 0. (3.43)
2

10
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Ahora, despejando S} de la primera ecuacién de (??) se obtiene

an_ whneBl + 05,5 -
1 — h S . ( )
T (1/U1 - 1)

Reemplazando (??) en la segunda ecuacién de (??) y simplificando se obtiene

{a-rogtetist + ot (g —1) whus +alongty] B} N8 - Arasaryst =0
' (3.45)
Dado que E¥, R} y I} dependen linealmente de E} y N = Sh + El + RE + I}, entonces
N} se puede reescribir como
Ny = Sh+aE}, (3.46)

donde « es una constante positiva. Reemplazando (?77?) y

)\vh
Iy =222 ej@ B} (3.47)
b

en (?7) se obtiene la siguiente ecuacién cuadratica

a (S8)° +bEPSE +c (BN =0, (3.48)
donde
a = (1-Ta)eirph
b = ol - F4)‘P1324P§1 +7 (U}{S - 1> wh g + w?’iﬂﬂfz - W
c = « [’yf (Ulls - 1> whrg + w?mcpfz} , (3.49)
A partir del analisis de la solucién de la ecuacién (??) se completa la demostracion. o4

Siguiendo un porcedimiento similar se obtienen resultados de existencia similares para las
soluciones de equilibrio cuando S} # 0y S5 = 0.
3.3. Existencia de soluciones de equilibrio cuando S} # 0y S # 0
La siguiente proposicién resume los resultados de existencia de esta subseccién.
Proposition 3.11. Si se satisfacen las siguientes condiciones

LUV >1yUY >1

2. Ul <1yUf <1

3. Te>1,Ts>1yTly>1.

Entonces, entonces exiiste una unica solucion de equilibrio endémica Py con todos sus com-
ponentes diferentes de cero.

Demostracion. Dado que S} # 0y SY # 0, entonces a partir de la quinta ecuacién de
(?7) se obtiene el siguiente sistema

V=N +uf +ku) = 0
Vs — (AY 4 p + kaug) = 0,

11
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de donde se obtiene

Reemplazando, (??) y (?7) en (??) se obtiene

V7 1
I = (1 - ) NY
! Aoher uy !
, Vs 1 v
- (1 — ) N7
? AsPeapo Uy ?

De manera similar, Reemplazando, (??) y (??) en sexta ecuacién de(??) se obtiene

vh Ih
M0 T oo (0 4 kyun) I}
Ny
Avh Ih
APl 58y + houa) I
Ny

Ahora, reemplazando (?7?) en (?7?) se obtiene

1
f— v
F = ()

1
Sy = (—— )5
2 <U2V—1> ?

Dado que N} = S? + I?, entonces reemplazando (?7?) en (??) se obtiene

Ilh _ 71 v
Aoheq gy
v
= }72 v
A5 €0

Reemplazando (??) en la cuarta ecuacién de (?7) se obtiene el siguiente sistema

5h,yv .

I = (Wl + ol + o) R+ i RY = 0
Aer gy

5372” TV — (Wh h R\ ph Rph _
oh 9 — (wy + py +pa1) Ry + piaRy =
A5 eao

La solucién del sistema (?7) estd dada por

R s ) O T u W
Rh — o Mhergr ! T Mheads
' (T3 — 1)t
6h7” 5h7v
R 171 IU+ wh+ h+ R 2 /2 Jv
P12 thq% 1 ( 1T M 9012)/\12,h€2¢2 2

12
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Ahora, el sistema formado por la tercera ecuacion se puede reescriboir como

1
eVEY +vp ( UI> ' epld = 0
1
D 4y (1 UI) Dl = o
La solucién de (?7) es
vh 1
v (U _ 1) ShEh 4 b ED
= a1 2 -
(T2 = 1)1y
1
@1251Eh + 1/1 (UI — 1) EQESL
=

(T2 — 1)@12@%1

reemplazando (??) en (??) obtenemos el siguiente sistema

h I v
1 I's—1
Vi? (I - 1) E}fEl Te E2 - ( : vh )901271 If
91 \U. AT
1 h h (I'y — 1)9012@2172
ol e Bl 4 v ( — 1) ea By = 13
1261144 1 Ul 2Ly Ao ead 2
La solucién de (?7) es
1 1 v I v
B = [V{L <1—1> L IS}
€1 Ui AT A5 €aa
1 1 v v
Eél = h |:V£L (I - 1) vl;yz I; - vi?ll If:|
€3 U, A5"eaga Af"erdr

Ahora, sumando la primera con la segunda ecuacién de (??7) se obtiene

1
(1 U) R R e AT
1

b (1 o5 ) Sh B+ 0TSt — (b + uh + B EY + oL EY
2

Reemplazando (?7) y (??) en (??) se obtiene el siguiente sistema

1

’Y{L <1 — US) Sl +§02152 +CIl +d12 =0
1

4 (1= g ) shefist 4 1oy = o
2
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donde
. - 1 Wb +pb+ed ofp
(T3 — ety P3 Athe dy
v h h E E
el + + 1
_ ’71 1 N1h P12 uh — 1)+ <»07311
)\11} 61¢1 &1 U €y
v h E
Y2 5 eh+pl+ol 1 08 L1
d = + + 2L — -1
Xyl e [@3 S & T\
ot [t ebeabeeh, (1 \4R
= < 7+ h tuilmr — ) o
Atrergr [(Is — 1)prh €1 Ui €g
g - 1wy +uf +ofh) 0548
(I's = 1)fh e A5t eadro
90t b + pf + of Jh ( 1 ) 80128021}
— -1+ 3.62
A€ gho { el v U; el (3:62)

La solucién de (?7?) es

— ety
h
{’g(ls )f+c}[ +{E<1)g+d}]§
Sh _ Pia Ul 12 (363)
? (s —1) 90 2% 25
o]

3.4. Inestabilidad del equilibrio libre de infeccion

Uno de los valores propios de la matriz jacobiana J de (??) evaluado en el equilibrio trivial
FEy estd dado por

1 1 1
AM(Ey) = 3 [’V{L (1 - US) +72 (1 a Usﬂ
1 2
2
1 1 1

dado que U7 > 1 0 U§ > 1, entonces A; > 0 lo cual implica la inestabilidad de Fy.

(3.64)

4. Conclusiones

En este trabajo se formula y analiza un modelo multiparche que considera la transmisén
vertical y crecimiento percapita de la poblacién de individuos susceptibles (humanos y mos-
quitos). En los modelos cldsicos por lo general no consideran la transmisién vertical y el
crecimiento de los individuos es establecido constante o densodependiente. Bajo dichas con-
diciones el andlisis de los modelos siempre arroja una dindmica similar que varia entre
bifurcaciones hacia ad elante o bifurcaciones hacia atras en la cuales siempre existe un equi-
librio trivial donde coexisten las poblaciones de humanos y mosquitos suceptibles. Debido
a que estamos intentado formular un modelo que describa lo mas aproximado posible la

14
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epidemiologia de la malaria en Tumaco decidimos modificar la hipdtesis del crecimiento
de individuos e incluir la infeccién congénita; aspectos que son muy relevantes en la epi-
demiologia de especifica de Tumaco. Para nuestro asombro, cambios que no parecian tan
relevantes el los modelos clasicos revelan resultados de existencia y estabilidad de soluciones
de equilibrio bastante diferentes a los ya conocidos. Hecho que nos motiva a seguir conside-
rando otras opciones en el modelado matematico. Sin embargo, pensamos que este modelo
no refleja algunos rasgos identificados en el fenomeno epidemiologico que presenta Tumaco,
por tal razén estamos considerando otras formas de modelas algunos aspectos.
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