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390 J.M. RUIZ—D.A. LEON

Resumen

Este trabajo propone una introduccion corta y simple al deétibre
de malla conocido con el nombre de método de conjuntos fidégaintos
(FPM). Se describen los conceptos importantes que invlelcmétodo
como: la generacion del sistema de puntos, busqueda despretimos,
aproximacion de las derivadas espaciales mediante el méthinimos
cuadrados moviles y la solucién de sistemas de ecuaciofezsrttiiales
ordinarias resultantes. Como aplicacion del método FPMbEeisna la
ecuacion viscosa y no viscosa de Burgers. Las solucioneénas son
comparadas con la solucion analitica y se realiza un amd@ésiconver-
gencia del método via experimentacién numérica. Se prdasentinas
de MATLAB de los pasos fundamentales del método FPM, que pueden ser
usados para resolver problemas mas complicados.

Palabras clave: métodos sin malla; minimos cuadrados moviles; ecuacion de
Burgers.

Abstract

In this work we propose a short and simple introduction ofrttesh-
less method known as finite pointset method (FPM).We dessthi® main
concepts involved in the FPM method like: the pointset gatien, point
neighbors search, the spatial derivatives approximatiprthe moving
least square method and the solution of the resultant axdididferen-
tial system. As application of the method we solve the viseidnviscid
Bugers equation. The numerical solutions are comparedthélanalyti-
cal solution and a convergence analysis via numerical @rpetation is
performed. We provide the MLAB codes for the main steps of the FPM
method, which can be used to solve more complex problems.

Keywords: meshless method; moving least square method; Burgers equation.
Mathematics Subject Classification:65M28, 76M28, 97-01, 97N99.

1 Introduccidén

El método de conjuntos finitos de puntos (FPM, por sus siglas en ingléapes u
técnica numérica libre de malla para el andlisis y simulacién de problemas de
la mecéanica de fluidos. Este fue desarrollado originalmente para evitar fas difi
cultades que tiene la generacion de mallas espaciales (estructuradastrocro e
turadas) y su adaptacion en el tiempo en la simulacién numérica de fenédmenos
como: discontinuidades de la solucién, ondas de choque, problemas de inte
accion entre fluido y estructura, y en problemas de superficie libre tefam
moviles [5] [13]. Este método libre de malla puede verse como una variante del
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UNA INTRODUCCION AL METODO FPM 391

método de diferencias finitas generalizadas (MDFG) propuestd en§3jifé-
rencia esté en el hecho que el método MDFG busca a partir de mallas iresgula

0 no estructuradas, esquemas de diferencias finitas, que seranda dssreta

de la ecuacion diferencial a resolver. Mientras que, el método FPM caleula
manera directa en cada nodo de la “malla" las aproximaciones de la funcién y
sus derivadas, sin tener que escribir explicitamente una versién dendites
finitas de la ecuacion tratada.

Pese al éxito del método de conjuntos finitos de puntos en la solucién prac-
tica de problemas complejos en mecanica de fluidos provenientes de la industria
(p. €j. simulacion de procesos de fabricacion de envases de Vidriof{8Ho de
la bolsa de aire de los automoviles, llenado y oleaje del tanque de combustible
de automoviles [12]) y su implementacion en el software comercial como NO-
GRID points software; la literatura disponible sobre éste es muy escasa; el
terial expuesto no es introductorio, ni facilita al lector la implementacion de los
algoritmos.

El objetivo de este trabajo es presentar una introduccion sucinta y simple
del método de conjuntos finitos de puntos a partir de su implementacion para
la soluciéon de la ecuacion de Burgers. Adicionalmente proveer al lector, lo
cbdigos en MTLAB de los pasos mas importantes para la implementacion del
método FPM que sirven de pauta para la solucion de la ecuacién de Burgers
Dada la documentacion y lo corto de los programas, estos son facilmente modi-
ficables o adaptables para resolver problemas mas complejos. Otro obgetivo
contrastar los resultados tedricos sobre el orden de convergehgigtdeo con
experimentos numéricos, que hasta nuestro conocimiento, no se prasémta e
literatura.

El articulo esta organizado de la siguiente manera. Inicialmente en la seccion
[2 se deduce de manera muy breve la ecuacion de Burgers y se pres@q®es
sentacion Lagrangeana. En la secdién 3.1 se describe la manera xienapro
una funcién y las derivadas espaciales a partir de una distribuciorasidbitie
puntos usando el método de minimos cuadrados maviles (MLS, por sus siglas
en inglés) y sus propiedades de aproximacion. Luego se explica en dtalle
generacion del sistema de puntos y su manipulacién computacional, pilar fund
mental del método (seccifn B.2). El tratamiento numérico de la ecuaciénariscos
se presenta en la seccignl3.3 y la versiéon no viscosa usando una aaageac
la técnica upwind en la secci@n B.4. Finalmente, los resultados numéricos y
conclusiones en las seccionés[4dy 5.
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392 J.M. RUIZ—D.A. LEON

2 Laecuacion de Burgers y su formulacion lagrangeana

La ecuacioén de Burgers es el ejemplo mas sencillo de una ecuacion Higaerbo
no lineal. Su importancia radica en que su solucién desarrolla ondas gleecho
o discontinuidades que ocurren en la dindmica de fluidos y que se degooibe
ecuaciones como lo son las de Euler y las de Navier-Stokes. Al ser un#isimp
cacion de la ecuacion de Navier-Stokes, la ecuacion de Burgers savat@o

en el marco de referencia por excelencia, para probar esquemasacused la
solucién de problemas de la mecéanica de fluidos.

El método de conjuntos finitos de puntos se basa en la formulacion lagran-
geana del fluido en estudio. Es decir que para rastrear el movimientaoidel fl
consideraremos el fluido simplemente como un sistema de particulas (volimenes
de control). Cada punto en el fluido o en el sélido se identifica como una
particula, con una posiciény una velocidad:. Estas particulas viajan junto con
el fluido, midiendo las cantidades fisicas del fluido que esta circulandm por
ejemplo: masa, momento, energia, presion, etc.

Para deducir la ecuacion de Burgers, consideremos el movimiento de una
corriente de particulas en el espacio, tal que cada particula en la posiciém
el instante tiene una velocidad constaniéx(t),t). Six(t) = (x(t), y(t), z(t))
es la posicion de una particula determinada, se tiene que

dx

u(x(t). 1) = =

y la aceleracién de la particula en el fluido, es la derivada total de la vatbcid
con respecto al tiempo:

1) = Loy = Ou0z  0udy  oudz du_
A=Y T ar e Tayar ez ot
Entonces, escribiendo como

(t) = ¢, dondec es una constante (1)

0. )

U(I‘, Y, z, t) = (ul (Ia Y, z, t)a u2(x’ Y, z, t)a Ug(l', Y, =z, t))a
obtenemos la ecuacién de Burgers en tres dimensiones

Ou
E +uVu=0. (3)

El modelo anterior describe el movimiento de la corriente de particulas y la con-
servacion de momento en el caso ideal.

Denotando la expresiégf + uV por D%, obtenemos la formulacion lagran-
geana de la ecuacion de Burgers

Du
— =0. 4
¢ =0 (4)
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UNA INTRODUCCION AL METODO FPM 393

Esta ecuacion nos dice que el fluido tiene una velocidad pero que no cambia
desde el punto de vista lagrangeano. El ternﬂ@%‘ose conoce comderivada
materialy toma en cuenta que el movimiento de un fluido depende del movi-
miento de las particulas en el tiempo.

Nota 2.1 En general, s¥ es una cantidad que depende de la posicion el
tiempot, la expresién%f = % +uV#, nos dice que tan rapido esta cambiando
0 por las particulas que estan pasando en este mismo instante por elypunto

Una propiedad fundamental en el estudio de los fluidos es la viscosglad, é
surge de la resistencia a la deformacion del fluido, por ejemplo, si se campa
el agua con la glicerina decimos que la glicerina es mas viscosa que el agua.
En la ecuacion de Burgers la viscosidad se puede ver como la variapicias
del gradiente de velocidad. La version viscosa de la ecuacion derBwege
formulacion Lagrangeana esta dada por:

% —: Au. 5)

En términos numéricos la viscosidad es un término de difusion, es decir, disipa
el movimiento de las particulas en el fluido. La ecuacién de Burgers nosgisco
@) es un caso limite del modelo con viscosidad, pues ésta permite encontrar la
solucién de la ecuacion de Burgers como el liminte de una sucesion de sekicio
de la ecuacion parabdlica cuandtiende a.

Para fines didacticos e ilustrar de la manera mas simple la implementacién
del método, los problemas que resolveremos en este trabajo son: la acuacio
viscosa y no viscosg = 0) de Burgers en una dimension

Du 0%u
Dt €6x2 (62)
Dx

con condicion inicial

1 Si—o<z<0
u(z,0)=¢1-2 Si0<z<a a€RT (6¢c)
0 Sia <z < .

Observemos que cada particula se mueve de acuerdo a la ecliakion (6b).
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394 J.M. RUIZ—D.A. LEON

3 Descripciéon del método FPM
Para aplicar el método (FPM) se siguen los siguientes pasos:

1. Generacién de un conjunto de puntos (particulas) en el dominio del fluid
e identificacién de los puntos vecinos a un punto dado.

2. Proporcionar una aproximacion del campo de funciones y susadagsv
espaciales en cada punto, por el método de minimos cuadrados maviles, a
partir de la informacion de los puntos vecinos.

3. Resolver el problema de valor inicial (6) usando alguno de los métodos
convencionales para la solucién ecuaciones diferenciales ordinarias.

Si se desea resolver numéricamente un ecuacion diferencial, la prinasra cu
tibn que viene a la mente es: ¢,cdmo aproximar las derivadas de las furguenes
intervienen en la ecuacion diferencial?. Pregunta que se torna masanteres
en el caso en que no se utilizan mallas. Una respuesta a esta pregurda es pr
cisamente el método de minimos cuadrados moviles [6], sobre el cual sel basa
método libre de malla de conjuntos finitos de puntos.

3.1 Aproximacion y diferenciacion numérica mediante MLS

El método de minimos cuadrados méviles, consiste en realizar aproximaciones
locales de una funcién por polinomios empleando el método de minimos cuadra-
dos ponderados. La naturaleza local del método permite ademas aprdrimar
manera optima las derivadas de la funcion.

Seanf : [a,b] — R una funciénk veces continuamente diferenciable en
[a,b] yI' = {z1 < z2,... < xn} C [a,b] un subconjunto finito de puntos
donde los valoreg(z;) i = 1,..., N son conocidos. El objetivo es aproximar
los valores de la funcidri y sus derivadag’ y f” en un puntat € [a, b].

Con esta finalidad, primero definimos el conjunto de puntos vedipode &
como

Vi ={z1,...,zm} :={x; € D:|x; — Z| < h} (m < N)
dondeh = ymax;—1 . n—1|zi+1 — 24, 1 <y < 3. NOtese quey se escoge de

esta manera para garantizar ggetenga al menos tres puntos. Al paramétro
se la llama longitud suavizante.
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UNA INTRODUCCION AL METODO FPM 395

Segundo, puesto qyec C¥|a, b], para cualquiex; € V; podemos escribir

1 .
f@ﬂ:=f@0+@a—fwﬂf%+5uy—fff%f%+00xf—ﬂ%,J:=L-~,m.
(7)
Este conjunto de ecuaciones forman un sistema lineal sobredeterminado de

ecuaciones ¥ incongnitasf (z), f'(z), f”(z) , el cual podemos “resolver” mi-
nimizando el error residual del sistema, es decir: Encueng®? tal que

If = Pe[f3y, o) = min If = Pell3y, @) (8)

donde

flam)]",
(21 — 1)
(v — Z)°

8
3

NN = o

Y | llw, ) s la norma ponderada definida por la matriz diagonal
W = dlag( Wh(xl,i), Wh(xg,i’), e Wh(xm,i“) )

con funcién peso

=2
_glei-al

0 en otro caso

Wh(afi,i) =

y « €S una constante positiva,c [2, 8].

Es bien conocido que el problema de minimizac[dn (8) es equivalente a re-
solver las ecuaciones normales

PTWPc = PTWTf (10)

y su solucion es
c = (PTWP) {(PTW)f. (11)
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396 J.M. RUIZ—D.A. LEON

Teorema 3.1 La matrizPTWP es invertible.

Prueba:La no singularidad de la matr2” WP proviene del hecho que, ésta es
un matriz simétrica definida positiva. En efecto, coWwces una matriz diagonal,
(PTWP)T = PTWP. Ademas, para todo vectomo nulo,Pc # 0 luego

0 < [[Pc[3y, @ = (Pc) WPe = c"P"WPc, Ve #0.
Por otra lado, st = 0, Pc = 0 es decir

1
cl+cz(xj—:f)+03§(:nj—:i)2 =0. paraj =1,...,m. (12)

Como los puntosz; son distintos, de la ecuaciom_{12) deducimos que

1, X2,..., Tm (m > 2) son raices del polinomio cuadratic@ + co(z —
Z) + c33(z — z)%, lo cual es absurdo. Por lo tanto la matfiZ WP es definida
positiva. |

De este modo, el método MLS produce directamente de los valores
f(z1),..., f(z,,) cercanos a las aproximacione$lf(z) := ¢, I1f'(z) =
e, ILf"(Z) := c3 de f(Z), f'(z) y f"(z) respectivamente. EIl polinomio local
de aproximacién d¢ es entonces

p(z) =c1 +co(x — ) + 03%(:5 —z)%
Acerca del orden de aproximacion que tiene el método de minimos cuadrados
moviles, enl[1] se prueba bajo condiciones generales de la funciénsdeype
la distribucién de puntos, que los 6rdenes de aproximacion de la funciés y s
derivadas son Optimos. Para nuestro caso el resultadd de [1] seeresuel
siguiente teorema.

Teorema 3.2 Seanf € C**!([a,b]) y T € [a,b]. Sillf(x) es la aproximacion
por el método MLS d¢ en el intervalol; = [z — h,Z + h|, entonces existen
constanteds;, K> y K3 independientes de, tal que

(@) = T (@)] < Ko max | () R (13)
(@) —0f @) < Kz max |fH()] A (14)
(%) = 1f"(@)] < Kymax | FHH(] B (15)
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Programa 1: Método MLS.

function [d2fxo, dfxo, fxo] = mls(xo,xv,fv,6h)
% Funcion que aproxima el valor de f(xo), f’'(xo), f"(xo) por
medio de MLS

% Datos de entrada:

% xv := vector de puntos vecinos a x0

% fv := f(xv) valores de la funcion en los puntos xv

% h := longitud suavizante del nucleo

% Datos de salida:

% fxo, dfxo d2fxo = aproximaciones de f(xo), f’(xo), f"(xo0).
m=length(xv);

alpha=8;

k=0;

for j=1:m

d= xv(j)—xo;
if abs(d) <= h
k=k+1
dx (k) = d;
w(k)=exp(—1.0xalpha = (dx(k)/h)"2 );
y(k)=tv(j);
end
end
[dmin,i] = min(abs(dx))
fmin=y(i);
b=(y —fmin) ’;
W=diag (w) ;
M=[ones(k,1), dx', 0.%dx'.~2];
c=(M «WsxM) \ (M «Wkb) ;
fxo=fmin+c (1) ;

dfxo = c(2);
d2fxo = c¢(3);
end

3.2 Generacion de puntos y busqueda de los vecinos mas cergan

Antes de hacer la aproximacion def’ y f” en cada punto en el dominio del
fluido, es necesario generar una distribucion de puntos en el dominéodéise
ser lo suficientemente densa para garantizarhgsea suficientemente pequefio
y mantener un buen orden de aproximacion, pero que el nimero de puntos
sea tan grande que implique resolver un niumero grande de sistemas normales
de gran tamafio. De esta manera el costo computacional del método FPM sera
eficiente.

En este sentido existen diferentes tipos de algoritmos para escoger los ve-
cinos, algunos de estos se pueden encontrérlen [Q]ly [11]. La implecidanta
en MATLAB de la basqueda de los vecinos mas cercanos que usamos en este
articulo sigue las ideas presentadag én [9].
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398 J.M. RUIZ—D.A. LEON

Para empezar, los elementos requeridos para la aplicacién del algoritmo son
e El puntoz al que se le desea encontrar los vecinos.

e Un vectorp de posiciones de los puntos en los que se conoce el valor de
la funcién de la que se va a hacer la aproximaciom.en

I h .

Figura 1: Bosquejo de los vecinos mas cercanos. Caso unidimensional.

En el algoritmo el dominio se divide en celdas, en cada celda generamos al
menos 3 puntos de manera aleatoria, de estas celdas se toman los vecinos del
puntoz. El ancho de cada celda gs = Zmez—zmin donde el numerador es
la longitud del dominio yn es el nUmero de celdas en las que se quiere dividir
el dominio. Por lo tanto el nimero total de puntos en el dominio es al menos
3m. La longitud suavizante que se escoge/es:1.5z, ésto se hace para que
el sistema linea[{J0) a resolver sea sobredeterminado o por lo mensadoiad

Si el puntoz esta en lgj-ésima celda, los vecinos son los puntos que se
encuentran en las celdgas- 1, j y j + 1 eso quiere decir que el nUmero minimo
de celdas en las que se debe dividir el domini8.es

Al tomar como ejemplo

p=[6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17|,
T = 10.5y m = 4, entonceslx = 2.75, h = 4.125 y las celdas son:

Ci=[6 7 8] Co=[9 10 11 ]
Cy=[12 13 14 | Cy=[15 16 17 ].

Después que se divide el dominio en celdas, se procede a la consirdecio
el vectornext que es el vector con los indices de cada elemenio plero con
ceros en cada inicio de celda y del vedm@ad que es el vector con los indices
de los dltimos elementos de cada celda en el vasi@ste se obtiene tomando
los indices mas grandes en los gueext es no nulo. Continuando con el ejemplo
se tiene:

next=[0 1 2 0450789 10 11]y
head=[3 6 9 12 ].

Rev.Mate.Teor.ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 3898, July 2016



NP

© 0 N O U A~ W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

UNA INTRODUCCION AL METODO FPM 399

Programa 2: Generacion aleatoria del conjunto de puntos.

function [x,head,next,dx]=celdas(m, nin,xmin,xmax)

% Funcion que genera la distribucion de puntos en el dominie d
computo

% Datos de entrada:

% Intervalo [xmin, xmax] i

% m : numero de celdas

% nin : numero de particulas en cada celda

% Datos de salida:

% X . vector de posiciones de los puntos

% head : vector de indices del extremo derecho de cada celda

% next : vector de siguientes

dx = (xmax-xmin)/m;

% Definicion del centro de la celda xmitt

for j=1:m
xmitt(j) = xmin + (j —0.5)xdx;

end
% llenado de cada celda por puntos aleatorios
n = 0;
for j=1:m
for i=1:nin
n=n+1;
xleft = xmitt(j) — 0.5xdx;
x(n) = xleft + rand () *dx;
end
end
X=sort(x);

head=zeros(m,1); % determinando las cabeceras de cada celda
for i=1:n

j = ceil((x(i)=xmin)/dx);

next(i) = head(j);

head(j) = i;
end

Ahora se ubica la celda en la que se encuentiacelda e’; = [Z=Zmn],
de nuevo en el ejemplo € 5. Cuando ya se ha ubicadoen la celda lo
gue resta es indexar los vecinos enumerando las posiciones de laslgmrticu
en las tres celdas de las que se van a sacar los vecinos. Para éstoebe usa
vector head pues se enumeran las particulas de cada celda hasta llegar a la
cabeza de la celda respectiva. En el ejemplo los indices de los vecinos son
[1 2 3456 78 9].

Tomando los respectivos elementos indexadop de obtienen los vecinos
dez, que en el ejemplo sox, = [ 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ]

De esta manera se obtienen los vecinos mas cercanos de la partiEsta
procedimiento se repite para cada particula en la que se necesite hacexila ap
macién por minimos cuadrados moviles.
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Programa 3: Método de bisqueda de los puntos vecinos de un punto dado.

function [xv,nb]=vecindad(p_x,xmin,m,dx,x,head, next)

%

%
%
%
%
%

%

i

nb = 0;
if

end
for k=1:nb

end

Programa que determina los puntos vecinos de un punto
arbitrario p_x

Datos de entrada:

p_Xx : punto arbitrario

xmin : extremo izquierdo del intervalo [xmin, xmax]

dx : ancho de la celda

head : vector de indices de la particula cabecera de cada
celda

next : vector de indices de cada elemento del vector de
vecinos p

Datos de salida:

XV : vector de puntos vecinos de p_x

nb : ndmero de puntos vecinos

= ceil ((p_x — xmin)/dx);

i==1
for icell=j:j+2
k = head(icell);
while ( k ~= 0 )
nb = nb + 1;
list(nb) = k;
k = next(k);
end
end
elseif (1<j) & (j<m)
for icell=j—1:j+1
k = head(icell);
while ( k ~= 0 )
nb = nb + 1;
list(nb) = k;
k = next(k);
end
end
else
for icell=j—2:j
k = head(icell);
while ( k ~= 0 )
nb = nb + 1;
list(nb) = k;
k = next(k);
end
end

xv(k)=x(list(k));
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UNA INTRODUCCION AL METODO FPM 401

Nota 3.1 Sila particulaz esta en alguna de las fronteras, es decir, en la primera

0 en la dltima celda, los vecinos se toman de las tres primeras celdas en el
caso de estar en la primera celda o se toman de las tres Ultimas en el caso de
estar en la dltima celda. La influencia de los vecinos permite tener una buena
aproximacion de la funcion en los puntos de frontera.

Funcién peso

Figura 2: Influencia de los vecinos mas cercanos en los puntos de faonte

3.3 Solucién de la ecuacion viscosa de Burgers

Después de generar el conjunto finito de pufites {z; < 22 < ... < zpny} C

R, seleccionamos un tamafio de paso de tieApoy definimos los tiempos
discretos comeF = kAt parak = 0,1,2,.... Laaproximacion de las derivadas
espaciales en cada instanfese obtiene empleando el método (MLS) sobre el
conjuntol” (ver secciom 311). Estas aproximaciones las denotamos por

82uf N 0%
02~ gz @i t):

2

or Oz

k

Por simplicidad en la presentacion de la implementacion, para la integracién
numérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinétias (6) usastmo
método de Euler progresivo con paso de integradién

2, k
0%u;
Ox?

et = 2k At b (17)

uf“ = uf +Atell (16)

parai = 1,2,...,Nyk = 0,1,..., donde la condicion inicial es dada pdt
para todoi = 1,..., N. Cabe notar que es posible utilizar otros esquemas de
solucién como por ejemplo métodos de Runge-Kutta.
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3.4 Solucién de la ecuacion no viscosa de Burgers

Para resolver la ecuacion de Burgers no viscosa 0, podemos escribir la
ecuacion de BurgerEl(3) en una dimensién de la siguiente manera:

ou 1 Ou 1 Ou

ot T2%or T 2%ar
Luego el correspondiente sistema de EDO a solucionar es

Du 1 Ou

- 3V (18)
Dx 1

Pz L. 1
ar 2" (19)

Antes de aproximar las deriva(%-;f, debemos observar que dada la simetria de
la funcion peso[{9), las aproximaciones de la derivadas por el métod®, ML
provienen implicitamente de esquemas de diferencias centrales. Estogprovoc
inestabilidades en la soluciéon numérica al momento de tratar problemas con tér-
minos convectivos como la ecuacién de Burgers. Para superar estednante
empleamos la técnica de corrientes arriba (upwind). Por lo tanto parai-aprox
mar la primera derivada tomamos los vecinos mas cercanos de cada particula
a izquierda o a derecha, dependiendo de la pendiente de las caraaterisitic

la pendiente de las caracteristicas es positiva la aproximacién se hacescon lo
vecinos que estan atras de la particula y si la pendiente de las caracgdstica
negativa se usan los vecinos que estan adelante.

Para escoger los vecinos a izquierda o a derecha existen dos opdenes
primera consiste en seleccionar en el algoritmo de busqueda de vedmtzssso
vecinos a derecha o a izquierda. La segunda opcion es seleccionarlesd
vecinos, pero en el nucléd}, el peso de los vecinos a los que no se quiere tener
en cuenta se les asigna el valor de cero. En este trabajo escogemamidaseg
opcion.

La discretizacion de la ecuacion de Burgers no viscosa usando la télenica
upwind es la siguiente:

dt

ot = gk 4 Eﬂuf (20)

7

dt —ouF ouk
uf ! = uf — S (max(uf, 0) I S50 — (min(uf, 0) II755)) - (22)
para = 1,2,...,Nyk =0,1,2,...,donde las condiciones iniciales son dadas
9,k
poru! para todai = 1,..., N. H_dgg denota la aproximacion de la derivada

en el puntox; con los vecinos a |qu|erdaH+%% es la aproximacion de la
derivada en el punto; con los vecinos a derecha.
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Nota 3.2 De los dos esquemas anteriores observamos que los ptygesnue-

ven con la velocidad del fluido. Como esta velocidad no la conocemos con
anticipacion, puede ocurrir que los puntos se acumulen o0 sean po@iguems
partes del dominio ocasionando inestabilidades numéricas y aproximegio-
correctas de soluciones discontinuas. Para evitar estas diferenciasrdedad

de puntos en el dominio, el primer conjuritg de puntos (no necesariamente
equidistante) lo mantenemos en memoria. Al aplicar un paso de tiempo del
método de integracion, los puntos g se mueven con su correspondientes ve-
locidades y los nuevos valores-dson calculados en las nuevas posiciones. En-
tonces para mantener control sobre los puntos hacemos lo siguientendfu

u se interpola en el conjunto original de puntbs usando el método (MLS) y

las nuevas posiciones de los puntos se reemplazan por las posicideasras

T'y. Este proceso se realiza en cada paso de tiempo del método de integracio
Una manera alternativa para evitar la aglomeracién o deficiencia de puntos
dentro del dominio es: Si dos puntos estan muy cerca, interpolamosigeran
lineal el valor de la fucion en el punto medio entre estos y luego los dos$unto
se reemplazan en por dicho punto medio. En el caso que los puntos estén muy
alejados, agregamos el punto medio entre éstos al conjlintel valor de la
funcion en este punto se calcula nuevamente mediante interpolacion lineal.

4 Resultados numéricos

Para determinar la eficiencia del método de conjuntos finitos de puntdsgreso
remos la ecuacion viscosa de Burgéis (6) con viscosidad).005 y el caso no
viscoso € = 0) mediante la técnica de upwind. Para ambos casos consideramos
300 puntos equidistantes y tiempos finales 0, 0.25, 0.75y 1.0. Dado que
empleamos el método de Euler progresivo, escogemos basados enitadécond
CFL [4], el paso discretizacién en el tiempg < %m Ademas presen-
tamos un analisis del comportamiento del error de aproximacion de la solucion
u, a medida que se aumenta el nimero de puntos en el dominio.

4.1 Caso 1: Ecuacion viscosa de Burgers

En la FigurédB observamos el fenémeno de distorsién de ondas no lineatekc
estas se propagan. En el instahte 0, la condicion inicial [(Bk) es tal, que el
valor deu en puntos a la derecha de= 1 es menor que en aquellos que estan a
su izquierda. Esto provoca que las particulas a la izquierda=dé viajen méas
rapido que las que estan a la derecha. En los instaptes25y ¢ = 0.75 el per-

fil de la onda es méas pendiente hasta el punto que llega a ser vertical én
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formandose una onda de choque o discontinuidad. En cuanto al métiio FP
vemos que la solucion numérica reproduce de manera suficientementa fgecis
formacion de la onda de choque.

11 =0 11 t=0.25
0.5 0.5
> >
0 0
-0.5 -0.5
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X
I t=0.75 —  t=1
0.5 } 0.5
> "1. =)
0 L————_ 0 [ N—
-05 -05
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X

Figura 3: Solucion de la ecuacién no viscosa de Burgers-(0.005) con valor inicial
(&d) por el método FPM. Solucién numérica curva punteadiic®m exacta
curva sélida.

Es de notar que la introduccion del término de viscocidgjgg tiene un
efecto suavizador sobre la solucion y juega un papel importante en la-estab
lizacion de la solucion numérica en regiones donde se presenta un ¢gadien
muy brusco (ver Figuril4). Lo anterior se aprecia en la pequefia dénilalc
momento de reproducir la discontinuidad de la solucién. Ademas en la Eigura 4
apreciamos el efecto de haeer» 0, donde el método intenta reproducir la onda
de choque.

4.2 Caso 2: Ecuacion no viscosa de Burgers

La Figurd® muestra la solucién de la ecuacion no viscosa de Burgeidousan
técnica de upwind. Observamos que el esquema localiza el choqueptaraa
comportamiento conveniente, similar a la solucién de la ecuacién viscosa, pero
obteniendo perfiles mas bruscos de la onda de choque. Observemosmtambié
gue debido a la simetria de la funcién de peso, la interpolacion de la solucion
sobre la distribucion fija de puntd$, ocasiona las pequefias oscilaciones que
se observan antes y después del choque (Figura 5, instantg.
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T T T T T T T
1 g I P e=0.01 I
0.9_ ‘\l -" ....... E:0001 L]
B — — —£=0.0001
08r o Solucién exacta | |
07 Vo E
.
06} . 4
05 4
0.4} Y 1
L\
0.3 [ '\> B
02k Y 4
N
0.1 \ N, -
.~
ol \v =
1 1 | 1 1 1 | 1 1
05 06 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15

Figura 4: Solucién de la ecuacion viscosa de Burgers usando 750 poatasliferentes
viscosidades = 0.01, 0.001, 0.0001 ent = 1. Solucion exacta curva sélida.

11 t=0 11 t=0.25
0.5 0.5
jn jn
0 0
-0.5 -0.5
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 1 15 2
X X

1 \ t=0.75 1 vt
0.5 0.5
] % ]
0 i 0

-0.5
-0.5 0

-0.5
0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5 1

X X

1.5 2

Figura 5: Solucién de la ecuacién de Burgers no viscosa con valorir{§gg) mediante
el método FPM usando upwind. Solucidon numérica curva pdategolucion
exacta curva solida.
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4.3 Orden de convergencia

Con el fin de estudiar las propiedades de convergencia del método &RM c
respecto al nUmero de puntdsen el dominio, calculamos los errores de apro-
ximacion entre la solucién exacta del problefda (6)

1 siz <t
u(z,t) = ¢ =% sit<zr<a a€RT (22)
0 Siz >a

y la solucién numérica’ en la normal (R) restringida sobre el conjunto de
puntosI’ := {x1,...,zn}. Por simplicidad consideraremos que los puntos de
I" son equidistantes. Podemos definir el error de aproximacioén en el infijante
tr como

N
e(h) := hmax Z Ju(i, tr) — uf|
=1

dondeh,,q, = max;—1 N |z; — x;—1|. Puesto que esperamos que el método
tenga un orden de aproximacénentonces:(h) = Chh,., cuandoh — 0.
Para encontrar el orden de aproximacigrronsideremos la aproximaciones en
dos conjuntos de puntdy y I's con distancia maxima entre sus puntqsy ho
respectivamente, entoncepuede estimarse como

- log(e(h1)/e(hs))
log(h1/h2)

La Tabla [1 muestra para varios numeros de puntos en el dominio
N = 60, 120, 240, 480, 960, y 1920, el error de aproximacion par¥ y los or-
denes de convergencia cuango= 0.8. Se observa de la tabla que al considerar
viscocidad, el método es de primer orden de convergencia. Esto &xuensia

de la aproximacion de la segunda derivada de la funcion por el método MLS
(Ver teorem@_3]2). Por otra parte, al usar la técnica upwind tenemos em ded
convergencia mayor al del método donde se introduce el termino deidados
(Ver tabla1). Claramente esta mejora en la aproximacion se debe queteara es
esquema solo necesitamos aproximar la funeidnsu primera derivada (Ver
teoremd 3.2).

Ahora bien, si se desea mejorar el orden de aproximacion podemoartrunc
el polinomio de Taylor después de los términos de tercer orden o de mayor or
den. Asi obtenemos un orden mas o mayor en la aproximacion. Sin embargo,
ésto tiene el inconveniente que el sistema lineal es muy mal condicionado y no
obtendremos buenos resultados.
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N h | Viscosidad | Upwind
Error Orden Error Orden
60 | 0.0424 0.0227 - 0.1784 -

120 | 0.0220 0.0095 1.2366 0.0652 1.4344
240 | 0.0105 0.0041 1.1969 0.0124 2.3697
480 | 0.0052 0.0019 1.1439 0.0041 1.6077
960 | 0.0026 0.0009 1.1337 0.0011 1.8714
1920| 0.0013 0.0004 1.1003 0.0004 1.3710

Tabla 1: Errores de aproximacion en la normia(R) y érdenes de aproximacion del
método FPM.

5 Conclusiones

El método libre de malla de conjuntos finitos de puntos es la combinacion de
varias técnicas numéricas y algoritmicas, aparentemente cada una simrelacio
pero que al enlazarlas de manera acertada se aprecia la aplicaciomudes

dos numéricos en si mismos. El método FPM puede catalogarse como un método
semidiscreto puesto que dada una ecuacion diferencial parcial, leadderies-
paciales son discretizadas para obtener un sistema de ecuacionexidifese
ordinarias (EDO), el cual puede ser resuelto por algin método conatgiara

EDO. En este trabajo empleamos un esquema numeérico explicito a pesar que
éste es condicionalmente estable y nos obliga a tomar pequefios pasos de dis-
cretizacion en el tiempo. Sin embargo la ventaja esta en no tener que resolver
grandes problemas no lineales que aparecen si usamos esquemas impdisitos.
calculos numéricos muestran que el método FPM es eficiente en la regéoducc

de ondas de choque y tiene tasas de convergencia Optimas en langiR)a

Un pilar importante del método FPM y que le da la esencia de ser un método
libre de malla, es resolver el problema de identificar los puntos vecinos a uno
dado. Es a partir de estos vecinos que se realizan las aproximacionagale T
para construir los sistemas lineales correspondientes a cada puntordestsop
se repite en cada punto del dominio computacional y en cada paso de tidmpo. S
no se usa un algoritmo eficiente en la busqueda de vecinos, el método EPM se
ineficiente desde el punto de vista de costo computacional.

Se espera que con esta introduccién al método FPM, se tenga la posibilidad
de aprender mas acerca del FPM vy aplicarlo a problemas mas complejos de la
mécanica de fluidos.
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