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Abstract. This work is about Discreet Dynamical Systems and Fractal Geometry, each one of these
areas is quite spacious with a formal study development and relatively recent. Iterated Functions
Systems and Discreet Dynamical Systems are two methods “ dual” to build Fractals: firstly fractal
as attractor from a Iterated Function System and other fractal as Julia set associated with a Discreet
Dynamical System. This article shows how to build an Iterated Function System from a Discreet
Dynamical System and vice versa.
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Resumen. Este trabajo se enmarca en las áreas de Sistemas Dinámicos Discretos y Geometŕıa

Fractal, cada una de estas dos áreas es bastante amplia con un desarrollo y estudio formal relativa-

mente reciente. Los Sistemas Iterados de Funciones y los Sistemas Dinámicos Discretos, constituyen

dos métodos en cierta forma “duales” para construir Fractales: por una parte fractal como Atrac-

tor de un Sistema Iterado de Funciones y por otra fractal como Conjunto de Julia asociado a un

Sistema Dinámico Discreto. En el presente art́ıculo se muestra como construir un Sistema Iterado

de Funciones a partir de un Sistema Dinámico Discreto y viceversa.

Palabras Clave. Sistemas Iterados de Funciones, Sistemas Dinámicos Discretos, Conjunto de Julia,
Atractor de un Sistema Iterado de Funciones.

INTRODUCCIÓN

Existe una gran variedad de ejemplos clásicos, de obtención de fractales por medio de uno de
estos dos métodos, algunas veces usando sólo uno de ellos y otras usando los dos y haciendo
notar, aunque no muy enfáticamente, esa especie de dualidad mencionada anteriormente.
Al respecto pueden revisarse el trabajo de Adame [1] o las excelentes obras de Barnsley [2],
Falconer [10] y Peitgen [15]. Particularmente, Barnsley es quien más aborda este tema, en el
caṕıtulo 7 de su libro, se dedica a mostrar como construir un Sistema Iterado de Funciones
a partir de un Sistema Dinámico Discreto espećıfico. Falconer generaliza esta idea mostran-
do que es también posible hacer una construcción similar a partir de Sistemas Dinámicos

1Licenciado en Matemáticas, Universidad de Nariño y estudiante de Maestŕıa en Matemáticas Universidad
Industrial de Santander, Bucaramanga Colombia.
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Discretos un poco más generales. Peitgen, en algunos caṕıtulos, aunque no construye Siste-
mas Iterados de Funciones a partir de Sistemas Dinámicos Discretos muestra como obtener
Fractales a partir de los dos métodos. Debe mencionarse que este trabajo surge a partir del
trabajo de tesis en Maestŕıa en Matemáticas titulado “Relaciones entre Sistemas Iterados de
Funciones y Sistemas Dinámicos Discretos” que el autor adelanta en la Universidad Indus-
trial de Santander, referencia citada en [9], la cual puede ser consultada para un tratamiento
más amplio y formal de este tema.

En efecto las referencias bibliográficas que abordan esta dualidad son escasas en la literatura
cient́ıfica, en la bibliograf́ıa de este trabajo pueden encontrarse algunas referencias adicio-
nales que pueden aportar principalmente fundamentos para introducirnos en esta temática.
El presente trabajo pretende ser una referencia fundamentalmente enfocada en la dualidad
“Sistemas Iterados de Funciones–Sistemas Dinámicos Discretos”, para aquellos que quieran
adentrarse en este maravilloso mundo de la geometŕıa fractal, en particular lo relacionado a
estos dos métodos de construcción fractal.
El objetivo del presente art́ıculo se centra en las respuestas a estas dos preguntas:

1. ¿Dado un Sistema Dinámico Discreto con conjunto de Julia, bajo qué condiciones existe
un Sistema Iterado de Funciones cuyo Atractor sea el conjunto de Julia, mencionado
anteriormente?

2. ¿Dado un Sistema Iterado de Funciones con Atractor A, bajo qué condiciones existe
un Sistema Dinámico Discreto cuyo conjunto de Julia sea el Atractor A, mencionado
anteriormente?

1. PRELIMINARES

A continuación se presentan conceptos y resultados básicos tanto de la teoŕıa de los Sistemas
Iterados de Funciones, como de la teoŕıa de los Sistemas Dinámicos Discretos.

Definición 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico y f : X → X una función. Diremos que f

es una contracción si existe r ∈ R, 0 ≤ r < 1 tal que para cualesquiera x, y ∈ X se tiene
que d(f(x), f(y)) ≤ rd(x, y), en tal caso la constante r se llama factor de contracción de
f .

Definición 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico y H(X) la familia de subconjuntos compactos
no vaćıos de X, la función h : H(X)×H(X) → [0,∞] definida por:

h(A,B) := máx{d(A,B), d(B,A)}

donde d(A,B) = máxb∈B mı́na∈A d(a, b) es una métrica conocida como la métrica de

Hausdorff

2. SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES Y SIS-

TEMAS DINÁMICOS DISCRETOS

Definición 2.1. Un Sistema Iterado de Funciones (denotado SIF ) consta de un espacio
métrico completo (X, d) y un conjunto finito de contracciones {wn, n = 1, . . . , N} wn :
X → X, se denota como {X ;wn, n = 1, . . . , N}.

El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de lo que llamaremos el atractor de
un SIF .
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Teorema 2.2. (Sabogal, [16], teorema 4.1.2)
Sea {X ;wn, n = 1, . . . , N} un SIF y H(X) la familia de subconjuntos compactos no vaćıos
de X con la métrica de Hausdorff generada por la métrica de X. La función

W : H(X) → H(X)

K 7→
N
⋃

n=1

wn(K)

es una contracción sobre (H(X), h), su único punto fijo A ∈ H(X) satisface

A = W (A) = ∪N
n=1wn(A),

es llamado el atractor del SIF y además para cualquier K ∈ H(X) se tiene

ĺım
n→∞

W ◦n(K) = A.

En este trabajo se entenderá por fractal al atractor de un SIF , obsérvese que un conjunto,
obtenido como el atractor de un SIF es autosemejante (o autosimilar), pues se obtiene como
unión de un conjunto finito de copias reducidas de si mismo (Sabogal [16], pág. 101).

Ejemplo 2.1. Considere el SIF {R;w1, w2} donde

w1(x) =
1

3
x, w2(x) =

1

3
x+

2

3

En este caso W : H(R) → H(R) se define como W (K) = w1(K) ∪ w2(K), ∀K ∈ H(R).
El atractor de este SIF es el conjunto de Cantor, el cual en adelante se denotará C, pues
si C0 = [0, 1] se tiene:
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Figura 1.

Aplicando el teorema 2.2, se tiene que:

Atractor del SIF = ĺım
n→∞

Cn = ∩∞

n=0Cn = C

Definición 2.3. Un Sistema Dinámico Discreto (denotado SD) es una función f :
X → X donde X es un conjunto no vacio, se denota {X, f}. La órbita de un punto x ∈ X

es la sucesión {f◦n(x)}∞n=0.
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La expresión f◦n representa la composición de f consigo misma n veces, es decir f0 es la
función identidad, f◦1 = f , f◦2 = f ◦ f , f◦3 = f ◦ f ◦ f y aśı sucesivamente.2

Ejemplo 2.2. Considere el sistema dinámico {R, P} donde P se define como:

P (x) =

{

3x si x ≤ 1
2

3x− 2 si x > 1
2

es un sistema dinámico cuyo conjunto de puntos atrapados es el conjunto de Cantor C.

Si graficamos el “conjunto de puntos atrapados”, esto es el conjunto de puntos con órbita
acotada bajo la función P , se obtiene el conjunto de Cantor C, una representación gráfica
de la función P se muestra en la Figura 2.

x

P (x)

1

1

b3
2

2
3

Figura 2.

Los ejemplos 2.2 y 2.1 revelan una interesante relación entre SIF ′s y SD′s; el conjunto C,
atractor del SIF {R;w1, w2} dado en el ejemplo 2.1, coincide con el conjunto de puntos
atrapados del sistema dinámico {R, P} dado en el ejemplo 2.2. Este hecho se justifica en la
definición 2.5.

Definición 2.4. Un SIF {X ;w1, . . . , wN} con atractor A se llama totalmente disconexo

si cada punto de su atractor posee una única dirección3.

Un SIF totalmente disconexo implica que las contracciones sean inyectivas y que el atrac-
tor del SIF , como espacio topológico, sea totalmente disconexo. Sin embargo un atractor
totalmente disconexo no implica que el SIF sea totalmente disconexo, para un tratamiento
más formal al respecto, véase [9].

Definición 2.5. Sea {X ;wn, n = 1, ..., N} un SIF totalmente disconexo con atractor A.
La transformación Shift asociada a A es la función S : A → A definida por

S(a) = w−1
n (a) ∀a ∈ wn(A)

El sistema dinámico {A,S} es llamado el Sistema Dinámico Shift asociado al SIF .

Ejemplo 2.3. Como se mostró en el ejemplo 2.1, el SIF que genera el conjunto de Cantor
C es {R;w1(x) =

1
3x,w2(x) =

1
3x+

2
3}, el atractor de este SIF , como se sabe es, totalmente

2En adelante fn(x) = f◦n(x) denotará la órbita de x bajo f , es decir la sucesión {x, f(x), f2(x), . . .}.
3Es decir, un único código.
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disconexo luego según la definición 2.5, la estructura {C;S} donde

S(x) =

{

w−1
1 = 3x si x ∈ w1(C)

w−1
2 = 3x− 2 si x ∈ w2(C)

es un sistema dinámico cuyo conjunto de puntos atrapados es el conjunto de Cantor C.
Obsérvese que esta es la misma función P del ejemplo 2.2.

Ejemplo 2.4. Un SIF cuyo atractor es el triángulo de Sierpinski S con vértices en (0, 0), (0, 1)
y (1, 0) es {R2;w1, w2, w3} donde

w1(x, y) = (
1

2
x,

1

2
y +

1

2
)

w2(x, y) = (
1

2
x+

1

2
,
1

2
y)

w3(x, y) = (
1

2
x,

1

2
y)

El atractor de este SIF se muestra en la figura 3.

Figura 3.

Según la definición 2.5, un Sistema Dinámico correspondiente al SIF , es {S, S} donde

S(x, y) =











(2x, 2y − 1) si (x, y) ∈ w1(S)\{(0, 1
2 )(

1
2 ,

1
2 )}

(2x− 1, 2y) si (x, y) ∈ w2(S)\{(12 , 0)}
(2x, 2y) si (x, y) ∈ w3(S)

3. DINÁMICAS EN EL PLANO COMPLEJO Y EN

LA ESFERA DE RIEMANN

Definición 3.1. Si z es un punto fijo de f(z) = p(z)
q(z) en C y la derivada f ′(z) esta definida,

se tiene que:

(a) z es un punto fijo atractivo si |f ′(z)| < 1

(b) z es un punto fijo repelente si |f ′(z)| > 1, y

(c) z es un punto fijo indiferente si |f ′(z)| = 1.
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Definición 3.2. Sea {X, f} un sistema dinámico, un punto periódico de f es un punto x

tal que f◦n(x) = x para algún n, el menor entero n para el cual se cumple esta igualdad, se
llama el periodo de x, la órbita de un punto periódico de f es llamada un ciclo. Un ciclo
de periodo n es un ciclo atractivo de f si el ciclo contiene un punto periódico atractivo
(como se definió en 3.1 (a)) de f de periodo n.

Definición 3.3. Sea f : Ĉ → Ĉ un polinomio de grado mayor que 1. Ff denota el conjunto
de puntos en C cuyas órbitas no convergen al infinito. Esto es

Ff = {z ∈ C : {|f◦n(z)|}∞n=0 es acotada}

Este conjunto es llamado el Conjunto de Julia Lleno asociado con el polinomio f . La
frontera de Ff es llamada el Conjunto de Julia del polinomio f y se denota como Jf .

Ejemplo 3.1. El ejemplo más simple que ilustra estas definiciones, se tiene al considerar

f(z) = z2. Si |z| < 1, como fk(z) = z2
k

se sigue que fk(z) → 0 cuando k → ∞, si |z| > 1
se tiene que fk(z) → ∞ cuando k → ∞, además si |z| = 1 se tiene que fk(z) se ubica en la
circunferencia |z| = 1 ∀k. De esta manera el conjunto de Julia lleno Kf es el disco unitario
|z| ≤ 1 y el conjunto de Julia Jf es su frontera, es decir |z| = 1. Generalmente los conjuntos
de Julia asociados a polinomios son fractales, en este caso especial Jf no es un fractal.

El siguiente resultado muestra como construir un SIF a partir de un SD de la forma
{C, fc(z) = z2 + c} cuando fc no tiene un ciclo atractivo o cuando el conjunto de Julia de
fc es totalmente disconexo.

Teorema 3.4. (Falconer [6], teorema 14.15)
Suponga que |c| > 1

4 (5 + 2
√
6) ≈ 2,475 . . ., entonces J(fc) es totalmente disconexo y es

el atractor (en el sentido del teorema 2.2) de las contracciones dadas por las ramas de
f−1
c (z) = ±√

z − c.

La forma de construir un SIF a partir de un Sistema Dinámico de la forma {Ĉ, fc(z) =
z2 + c}, independientemente de si fc tiene o no ciclo atractivo, se muestra en el siguiente

resultado. Obsérvese que este es un caso más general, pues el espacio es Ĉ (la esfera de
Riemann) donde ∞ es un punto fijo atractivo.

Teorema 3.5. (Barnsley [1], teorema 2.1 pág. 268)

Sea c ∈ C. Suponga que el Sistema Dinámico {Ĉ; f(z) = z2 + c} posee un ciclo atractivo

{z1, z2, · · · , zp} ⊂ C, dado ε > 0, sea X la esfera de Riemann Ĉ con (p + 1) bolas de radio
ε removidas, centradas en cada punto del ciclo y en el infinito. La estructura

{X ;w1(z) =
√
z − c, w2(z) = −

√
z − c}

es un SIF , donde la función W : H(X) → H(X), definida por

W (K) := w1(K) ∪ w2(K)

es continua con respecto a la métrica de Hausdorff sobre H(X). Además W posee un único
punto fijo Jf , y se tiene

ĺım
n→∞

W ◦n(K) = Jf ∀K ∈ H(X)

El resultado también se cumple si la órbita del origen {f◦n(O)}∞n=0 converge a ∞ (i.e. fc
no tiene ciclo atractivo), en este caso X = Ĉ\B(∞, ǫ).
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Ejemplo 3.2. La función f(z) = z2−1 tiene un ciclo atractivo de orden 2, este es {0,−1}.
El teorema anterior asegura que la estructura {X ;

√
z + 1,−

√
z + 1} donde

X = Ĉ\{B(0; 0,0001) ∪B(−1; 0,0001) ∪B(∞; 0,0001)}

es un SIF en el sentido del teorema 2.2, cuyo atractor es el conjunto de Julia Jf que se
muestra en la Figura 4.

Figura 4.
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