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MODELOS DE QUILLEN, ESPACIOS Y FLUJOS
EXTERIORES Y ALGUNAS APLICACIONES

JOSE IGNACIO EXTREMIANA ALDANA!,
LUIS JAVIER HERNANDEZ PARICIO',
MARIA TERESA RIVAS RODRIGUEZ!

RESUMEN

Este trabajo contiene algunos comentarios sobre las principales lineas de in-
vestigacion y algunos avances que el Grupo de investigacién de Topologia de la
Universidad de La Rioja ha realizado durante los comienzos del siglo XXI. Se
destacan las principales aportaciones tedricas y también algunas aplicaciones prac-
ticas.

Palabras clave: Teoria de categorias, modelos de Quillen, cohomologia de
grupos, grupos de homotopia con coeficientes, (co)localizacidn, proyeccidn recu-
bridora, pro-grupoide fundamental, teoria de la forma, espacios topoldgicos, es-
pacios exteriores, sistemas dinamicos, flujos y semi-flujos continuos, complecciéon
de flujos, flujos y semi-flujos discretos, flujos y semi-flujos exteriores, categorias de
flujos, grupos categoricos, topologia de datos, manejo integrado de plagas.

This work is a summary about some relevant results obtained by the Topology
research group of the University of La Rioja in the beginning of XXI century. It high-
lights the main theoretical contributions and also some practical applications.

Key words: Category theory, Quillen’s models, group cohomology, homo-
topy group with coefficients, (co)localization, covering projection, fundamental pro-
groupoid, shape theory, topological spaces, exterior spaces, dynamical systems, contin-
nous flows and semi-flows, flow complection, discrete flows and semi-flows, exterior
Aows and semi-flows, categories of flows, categorical groups, datum topology, integrated
pest management.
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1. INTRODUCCION

El Grupo de investigacién de Topologia de la Universidad de La Rioja (U. R.)
ha realizado numerosas aportaciones en las Gltimas décadas del siglo XX en temas
como invariantes de homotopia propia, prohomotopia, modelos para 7-tipos y
n-tipos propios, probando interesantes resultados sobre propiedades de los inva-
riantes, caracterizaciones de equivalencias de homotopia, algunas clasificaciones de
espacios, etc.

Sin embargo, en este trabajo queremos presentar algunas de las lineas de in-
vestigacion que hemos abordado durante estos catorce primeros afios del presente
siglo, comentando los principales resultados conseguidos y algunas de sus aplica-
ciones. Haremos también alusién a ciertos avances realizados durante los tltimos
aflos del pasado siglo que estan relacionados con los resultados sobre aplicaciones
recubridoras y modelos de Quillen efectuados por nuestro equipo durante los pri-
meros afios del siglo XXI. Ademas, mencionaremos algunas aplicaciones de tipo
tedrico a otros ambitos de la matematica y otras de tipo mas practico a temas cien-
tificos y tecnoldgicos; alguna de estas altimas de importancia en la economia de
La Rioja, como el estudio de ciertas plagas en viticultura. En nuestra opinidn, una
de las principales aportaciones de nuestra investigacion ha sido la introduccién y
desarrollo de la categoria de los espacios exteriores y las categorias de flujos y semi-
flujos exteriores discretos y continuos, los cuales son un modelo de espacio de fase
para los sistemas dindmicos que describen numerosos fenémenos cientificos, tec-
noldgicos y sociales.

Aunque en este trabajo se ha intentado evitar la utilizacidn de la notacién y
formulas matematicas, que en general dan una descripcion exacta de los conceptos
y resultados conseguidos, no hemos podido evitar el uso de cierta terminologia
propia de cada linea de investigacion. No obstante, si se incluyen las referencias
concretas de numerosas publicaciones, de manera que si algin lector desea una
descripcién completa de los conceptos y una formulacién precisa de los resultados,
puede acudir a las fuentes que se van mencionando.

Una de las lineas en las que nuestro equipo ha realizado avances significativos
es la teoria de aplicaciones recubridoras. Aunque ya se conocian muchos resultados
de clasificaciéon mediante el grupo y progrupo fundamentales para espacios satis-
faciendo algunas condiciones, se ha introducido una nueva nocién de aplicaciéon
recubridora, de modo que, mediante el pro-grupoide fundamental, se han clasifi-
cado las aplicaciones recubridoras sobre cualquier espacio topoldgico.

En el marco de la teoria de categorias, recordamos que una categoria de mo-
delos (modelos de Quillen) es un modelo categérico para el estudio de la teoria
de homotopia y el algebra homolégica. En 1967, Quillen [61] introdujo estos mo-
delos abstractos teniendo presente las propiedades comunes a la categoria de los
espacios topoldgicos, la categoria de los conjuntos simpliciales y la categoria de los
complejos de cadenas. Mas atn, Quillen [62] utiliz6 esta estructura para construir
funtores de localizacién para espacios 1-conexos y encontrar modelos algebraicos
para la homotopia racional. El hecho de que una categoria admita una determinada
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estructura de modelo de Quillen hace que dispongamos para ella de las propiedades
y construcciones que tiene una categoria de modelos: principalmente la existencia
de suspensiones y lazos, sucesiones cofibracion y fibracion, y las correspondientes
sucesiones exactas que proporcionan métodos para el calculo de grupos de homo-
topia. Por tanto, con este método no es necesario que en cada contexto haya que
construir invariantes y sucesiones homotodpicas, ya que su existencia se desprende
del hecho de que tengamos, para ese marco concreto, una estructura de categoria
de modelos.

Nuestro grupo de investigacion ha realizado numerosas contribuciones en es-
te campo. Por e)emplo ha dado estructuras de modelos de Quillen para el estudio
de n-tipos de espacios y con]untos 31mphc1ales para espaaos (n—1)-conexos, espa-
cios S-divisibles de modo tnico, espacios de torsidn, espacios exteriores, etc. Una
descripcion con mas detalles ha sido incluida en la subseccién 2.2.

A lo largo del siglo XX se desarrollaron, por parte de muchos grupos de
investigacién matematica, numerosas técnicas con el fin de estudiar los espacios
no compactos; mencionaremos a continuaciéon algunas de las relacionadas con las
lineas de investigacion llevadas a cabo por nuestro equipo en esta area.

En 1923, B. Kerékjart6 [48] encontr6 una clasificacién de las superficies no
compactas. Para ello definié «punto ideal» como invariante principal. Posterior-
mente, en 1931, H. Freudenthal [23] definié la nocién de «punto final» de un
espacio topoldgico, que en el caso de superficies coincide con la nocidn de «pun-
to ideal» de Kerékjarté. Estos fueron los primeros invariantes de lo que luego se
denominaria teoria de homotopia propia y una de sus primeras aplicaciones en
la clasificacién de variedades abiertas. Estos resultados se extendieron posterior-
mente para desarrollar una teoria de finales de grupos, ver por ejemplo el articulo
[47] de H. Hopf. En 1965, L. C. Siebenmann [64] dio condiciones necesarias y
suficientes para que una n-variedad diferenciable, con 7 > 6, fuera el interior de
una variedad compacta con borde. En dicho trabajo asocié nuevos invariantes a
los finales semiestables de Freudenthal utilizando el grupo fundamental y limites
inversos de grupos. Posteriormente, en el trabajo [65] de 1970, Siebenmann pro-
puso que, para el estudio de espacios no compactos, las hipdtesis de homotopia
deberian darse en la categoria de las aplicaciones propias (aplicaciones continuas
verificando que la preimagen de todo compacto cerrado es compacta) mejor que en
la de todas las aplicaciones continuas. Esta propuesta fue recogida posteriormente
por numerosos grupos de investigacion, entre ellos el nuestro, y hasta finales del
siglo XX se desarrollaron numerosos trabajos con aportaciones significativas en es-
te campo (para una panoramica sobre homotopia propia, ver [59]). Sin embargo,
uno de los problemas de la categoria propia es que no dispone de suficientes limi-
tes y colimites para poder desarrollar las construcciones mas usuales de la teoria
de homotopia, pues no admite una estructura de modelo de Quillen. Una solu-
cion a este problema encontrada por nuestro equipo de investigacion ha sido la
introduccion de la categoria de los espacios exteriores [24, 28, 18] y el estudio de
sus propiedades, llevado a cabo durante los tltimos afios del siglo XX y hasta la
actualidad en el XXI. Una descripcién més detallada de estas aportaciones aparece
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en la subseccion 3.1, donde, ademas, se incluyen aplicaciones al estudio de espacios
compactos, sucesiones de espacios, teorias de (co)homologia, etc.

Una de las lineas de investigacién que nuestro grupo ha iniciado reciente-
mente es la aplicacion de la teoria de espacios exteriores al estudio de sistemas
dindmicos. En los ambitos cientificos y tecnoldgicos, muchos procesos y fenéme-
nos naturales se pueden modelizar mediante ecuaciones diferenciales auténomas.
Mas generalmente, se puede considerar un campo de vectores tangentes a una va-
riedad y plantear el estudio de sus curvas integrales, aunque en muchos casos es
suficiente realizar el estudio en un abierto de R”. Existen muchos procedimientos
para encontrar las soluciones o aproximaciones de las soluciones de un sistema de
ecuaciones diferenciales. Las soluciones de uno de estos sistemas se pueden repre-
sentar como una familia de trayectorias que mueven cada punto inicial a lo largo
del espacio; de este modo, un espacio con las correspondientes soluciones se suele
denominar espacio de fase.

En cuanto a los inicios del estudio topoldgico de los espacios de fase cabe
mencionar el trabajo pionero de J. H. Poincaré [57, 58] a finales del siglo XIX
sobre las propiedades topoldgicas de las soluciones de ecuaciones diferenciales au-
tonomas. También el trabajo de A. M. Liapunov [50], quien desarrollé al inicio
del siglo XX su teoria de estabilidad de las soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer order. Mientras Poincaré estudiaba las propieda-
des globales del sistema, Liapunov examinaba la estabilidad local de estos sistemas
dinamicos. La teoria de sistemas dinamicos alcanz6 una gran desarrollo con el tra-
bajo de G. D. Birkhoff [3], al que algunos consideran el fundador de dicha teoria,
estableciendo dos lineas principales de investigacion: la teoria topoldgica y la teo-
ria ergddica. En general, la teoria de sistemas dinimicos es un tema transversal a
muchas ramas cientificas y técnicas en el que se contintia trabajando actualmente
debido a su enorme potencial de aplicacion.

Una aplicacion inesperada, pero muy interesante y fructifera, de la teoria de
espacios exteriores desarrollada por nuestro grupo de investigacion ha sido la reali-
zada para el estudio de sistemas dinimicos. Nuestro equipo ha observado que a un
sistema dindmico (flujo o semi-flujo, continuo o discreto) se le pueden dar diversas
estructuras de espacio exterior, de manera que todas las construcciones y propieda-
des desarrolladas para los espacios exteriores tienen unas aplicaciones inmediatas
a la clasificacion y estudio de propiedades de sistemas dinamicos. La introduccion
de los sistemas dindmicos exteriores [19, 29, 30] y su desarrollo y aplicaciones es
una de las lineas de investigacion en las que actualmente estamos trabajando.

Por tltimo, queremos también resaltar la importancia que en nuestra investi-
gacion ha tenido y tiene la colaboracion e intercambio de ideas con miembros de
otros grupos de investigacion nacionales e internacionales, y especialmente algu-
nos de la Universidad de La Rioja, como los de Procesos iterativos y ecuaciones no
lineales, Programacién y célculo simbélico, y Proteccién y mejora vegetal.

Niim. 26 (2014), pp. 143-164 | Zubia
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2. ESPACIOS TOPOLOGICOS

Los trabajos de nuestro equipo de investigacion durante el tltimo lustro del
siglo XX y los primeros catorce afios del siglo XXI sobre espacios topoldgicos
siguen dos lineas principales de investigacidn: El desarrollo de proyecciones recu-
bridoras y la construccidn de categorias de modelos que faciliten el estudio de va-
rias nociones de tipos de homotopia mediante herramientas algebraicas tales como
grupos de homotopia y (co)homologia con coeficientes. Sefialamos a continuacién
algunas de las técnicas introducidas y algunos de los resultados conseguidos.

2.1. Espacios recubridores

El estudio de espacios recubridores tiene importancia en muchos contextos
matematicos y se aborda desde diversos puntos de vista. El problema de la cla-
sificaciéon es muy complejo si el espacio es muy general, especialmente si no es
localmente conexo. En lo que se refiere a nuestro equipo, en [39] se introdujo una
nocién nueva de proyeccion recubridora de un espacio topolégico, de manera que
cuando este espacio es localmente conexo se obtiene la nocién usual. Utilizando
haces localmente constantes y cribas se construy6 un pro-grupoide fundamental
asociado a dicho espacio y una categoria de acciones del pro-grupoide fundamental
en los conjuntos. Uno de los resultados principales de dicho trabajo asegura que la
categoria de proyecciones recubridoras de un espacio es equivalente a la categoria
de las acciones del pro-groupoide fundamental en los conjuntos, y también que esta
ultima categoria es equivalente a la categoria de acciones del pro-groupoide funda-
mental de Cech. Cuando el espacio es localmente arco-conexo y semi-localmente
1-conexo, los pro-groupoides se pueden reducir al grupoide fundamental estandar
del espacio. Para un espacio basado metrizable, compacto y conexo que ademas
sea 1-movible, el pro-groupoide fundamental se puede sustituir por el grupo fun-
damental de Cech provisto con la topologfa del limite inverso. Posteriormente,
estos resultados se extendieron [1] permitiendo fibrados mas generales provistos
de una categoria estructural.

Debido al interés de esta linea de investigacion se continud con el desarrollo
de la misma y se realizé el trabajo [43] en el que, ademés de introducir conceptos
y notacion necesarios para unificar muchos de los ambitos en los que se han estu-
diado los espacios recubridores, se obtienen nuevos resultados sobre aplicaciones
recubridoras con fibras finitas.

Los avances introducidos por miembros de nuestro grupo en esta linea de in-
vestigacion han sido utilizados en trabajos de otros equipos sobre teoria de espacios
recubridores [4], teoria de la forma [52, 53, 22, 54] y teoria de topos [8, 56, 5].

Por otra parte, la estrecha relacion entre aplicaciones recubridoras y cubier-
tas ramificadas permite el estudio de estas tiltimas mediante técnicas usuales de la
teoria recubridora. Utilizando esta base tedrica, recientemente hemos desarrollado
algoritmos e implementaciones para el calculo de raices de un polinomio utilizan-
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do la técnica de elevacién de caminos y la aplicacién local del método de Newton.
La primera version de estas técnicas y algoritmos puede verse en [45, 46].

2.2. Categorias de modelos para espacios topoldgicos

Los trabajos de nuestro grupo de investigacién en categorias de modelos de
Quillen aportaron ya a finales del siglo XX resultados de interés en el estudio de es-
pacios topdlogicos y conjuntos simpliciales. Una nocién muy importante en teoria
de homotopia es la de n-tipo introducida [66, 67] en 1949 por J. H. C. Whitehead.
Con respecto a ella, mencionaremos las estructuras de categoria de modelos para
n-tipos de espacios basados y conjuntos simpliciales desarrollada en [10]. Esto per-
mite una comparacion con diversas categorias algebraicas que modelan los 7-tipos:
grupos simplicales, 7-grupos, médulos cruzados, complejos cruzados, etc. Por otra
parte, en [13] también se dieron nuevas estructuras de modelos de Quillen a espa-
cios y espacios basados que modelaban de forma directa la categoria homotdpica
de los espacios (7 — 1)-conexos, resolviendo el problema sefialado por Quillen so-
bre la modelacién indirecta realizada por él mismo para este tipo de espacios. La
colocalizacién inducida por esta estructura es una generalizacién de la nocién de
cubierta universal. Una combinacion de ambas ideas genero estructuras de mode-
los para m-tipos de espacios (7 —1)-conexos, véase [ 14]. En [6], mediante el uso de
una estructura de categoria de modelos cerrada se construy6 una generalizacion de
n-cubierta universal que es un espacio (7 — 1)-conexo cuyos grupos de homotopia
son de torsion.

En los inicios del siglo XXI nuestro equipo continué aportando resultados
sobre modelos de Quillen. En [41], para cada 7 > 1 y sistema multiplicativo S de
enteros no nulos, se dio una nueva estructura de categoria de modelos cerrada a la
categoria de los espacios topoldgicos basados tal que la correspondiente categoria
localizada resulta ser equivalente a la categoria homotépica de los espacios basados
(n—1)-conexos (S, n)-divisibles de modo tinico (esto es, con grupos de homotopia
7, nulos para B < n y S-divisibles de modo tnico para k£ > 7). En particular,
para § =Z\ {0} y n = 2, la categoria homotdpica obtenida es la categoria de los
espacios basados 1-conexos racionales.

En el trabajo [42], para cada 7 > 1 y cada sistema multiplicativo cerrado de
enteros S, se da otra nueva estructura de modelos cerrada a la categoria de los
espacios topologicos basados, de modo que se consiguen estructuras de modelos
cerradas para la categoria de homotopia de CW-complejos (7 — 1)-conexos, 7 > 1,
cuyos grupos de homotopia son de S-torsion; y también para la subcategoria de
la anterior determinada por aquellos CW-complejos que ademas tienen el 7-ésimo
grupo de homotopia S-divisible. Cuando el sistema multiplicativo S esta generado
por un conjunto de primos, la correspondiente categoria localizada inducida por
§ es el producto de las categorias localizadas inducidas por los sistemas multipli-
caticos generados por cada uno de los primos del conjunto. En particular, si el
conjunto de primos generador de S es finito, esta categoria localizada es equivalen-
te a la categoria homotépica de los CW-complejos Ext-S-completos y 7-conexos.
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Como hemos sefialado en la introduccion, la potencia de la estructura de
categoria de modelos introducida por Quillen para el desarrollo de la teoria de
homotopia estriba en el hecho de que con ella se tienen propiedades constructivas
para la existencia de lazos, suspensiones, sucesiones cofibracion y fibracion, y las
correspondientes sucesiones exactas. Para cualquier categoria de modelos cerrada
con objeto cero, Quillen dio la construccién de las sucesiones de Eckman-Hilton
y Puppe. Nuestro grupo de investigacion abordé el problema de la construccion
de este tipo de sucesiones en categorias de modelos sin objeto cero, y en [33]
encontrd una solucién donde, utilizando categorias sobre el objeto inicial y bajo el
objeto final, se han construido los analogos de las sucesiones de fibras homotépicas
y de cofibras homotdpicas para categorias de modelos sin objeto cero. El interés
del resultado obtenido en homotopia abstracta se muestra en dicho trabajo dando
aplicaciones del mismo a la teoria de grupos de homotopia exterior y a la teoria de
grupos de cohomologia.

3. ESPACIOS EXTERIORES Y FLUJOS EXTERIORES

3.1. Espacios exteriores

La nocién de espacio exterior se desarroll6 con el objetivo de disponer de un
modelo de tipo topoldgico para estudiar los espacios no compactos y la forma de
los espacios T, compactos. Un espacio exterior consiste en un espacio topoldgico
provisto de un «sistema de abiertos exteriores» (esto es, un cuasi-filtro no vacio de
subconjuntos abiertos) que desempefia el papel que los entornos del infinito juegan
en homotopia propia.

En el trabajo [24] se introdujo la nocidn de espacio exterior y se dio una
transformacion natural fiel y plena de la categoria P de los espacios topoldgicos
y aplicaciones propias en la categoria de los espacios exteriores E. Ademas se pro-
bé que la categoria exterior E admite una estructura de modelos de Quillen. Esta
técnica ha permitido el uso de diversas construcciones homotépicas que no se
pueden realizar en homotopia propia ya que la categoria propia no dispone de su-
ficientes limites y colimites. Por otra parte, en este trabajo se muestra el interés
de los espacios exteriores para el estudio de espacios metrizables compactos, pues
los conjuntos de morfismos de la forma, forma discreta y forma fuerte se pueden
formular en términos de conjuntos de clases de homotopia exterior. Como aplica-
ciones, se dio una nueva version del teorema de Whitehead para homotopia propia,
una sucesion exacta que generaliza la sucesion exacta de Quigley [60] y también
una version en teoria de la forma del teorema de comparacion de Edwards y Has-
tings [9]. Seflalamos que la teoria de pro-espacios analizada en [9] mediante los
modelos de Quillen es también una técnica adecuada para el estudio de homotopia
propia y teoria de la forma, y nuestro equipo ya habia aportado algunos avances
en la teoria de homotopia de pro-espacios y sus invariantes; en [37] se estudiaron
extensiones del funtor 22 de Brown para pro-conjuntos, pro-conjuntos punteados,
pro-grupos y pro-grupos abelianos. Estas extensiones se aplicaron posteriormente
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a pro-conjuntos simpliciales [38] dando aplicaciones a homotopia propia y teoria
de la forma. Mencionaremos también que en [11] se presentd una extensién del
teorema de suspension de Freudenthal para la categoria de sistemas inversos de
espacios.

En [25] se estudiaron los analogos de las teorias de homologia y cohomologia
de pares de espacios topologicos para pares de espacios exteriores. Una teoria de
homologia ordinaria para espacios exteriores asocia a cada par de espacios exterio-
res un grupo abeliano de manera que se verifican ciertos axiomas analogos a los
de Eilenberg-Steenrod. Una interesante diferencia con respecto a la (co)homologia
de espacios topoldgicos es que, en espacios exteriores, ademas del espacio unipun-
tual, hay que tener en cuenta el espacio exterior de los nimeros naturales N. En
dicho trabajo se mostrdé que para CW-complejos fuertemente localmente finitos
se puede considerar una estructura de espacio exterior de modo que se obtiene la
homologia singular al tomar coeficientes en @5°Z, la homologia localmente fini-
ta al tomar coeficientes en II$°Z, y la homologia «final» al tomar coeficientes en
II3°Z] ®3° Z; en cuanto a cohomologias, se tienen, respectivamente, la cohomolo-
gia con soportes compactos, la cohomologia singular y la cohomogia «final». Por
otro lado, asociado a un espacio métrico compacto, se puede considerar el com-
plejo fundamental abierto de Leftchetz [49] (también llamada construccion teles-
copica de Milnor [55]) y el correspondiente espacio exterior asociado; entonces
se tiene que la homologia de Cech del espacio métrico compacto se obtiene como
cierto subgrupo de la homologia singular del espacio exterior asociado, la homo-
logia de Steenrod es la homologia secuencial con coeficientes en IIS°Z/ @3° Z, y
la homologia de Steenrod reducida es la secuencial al tomar coeficientes en IIS°Z.
Analogamente, considerando estos tipos de coeficientes también se obtienen la
cohomologia y la cohomologia reducida de Cech.

Mas propiedades de espacios exteriores y el desarrollo de invariantes homoto-
picos para la categoria exterior fueron estudiados en [26] y [27].

Continuando con la exploracién de posibles estructuras de modelos de Qui-
llen para el estudio de espacios exteriores, en el trabajo [28] se dota, para un par
de adecuados espacios exteriores {7, 7'}, de una estructura inducida de categoria
de modelos cerrada a la categoria de los espacios exteriores. Para cada T se definen
los grupos de T-homotopia exterior, y, para diferentes T, se obtienen como ca-
sos particulares los grupos de homotopia propia de Brown-Grossman, los grupos
de Cerin-Steenrod, los grupos de Baues-Quintero, los de Farrell-Taylor-Wagoner y
los grupos de homotopia estindar (Hurewicz). La existencia de esta estructura de
modelos tiene interesantes aplicaciones; por ejemplo, utilizando diferentes pares
{T, T’} se pueden estudiar el tipo de homotopia estandar, el tipo de homotopia en
el infinito y el tipo de homotopia global propia.

El trabajo [18] creemos que es de gran interés, ya que muestra la existencia
de secciones de Postnikov en la categoria de los espacios exteriores y, ademas, del
analisis de sus propiedades se desprenden las diferencias existentes con la teoria de
secciones de Postnikov para la homotopia estindar. En dicho trabajo se desarro-
llaron secciones de Postnikov para los grupos de homotopia de Brown-Grossman
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y también para los grupos de homotopia de Steenrod en la categoria de los es-
pacios exteriores. Se comprobd que la fibra homotdpica de una fibracion en la
factorizacion asociada a los grupos de Brown-Grossman es un espacio exterior de
Eilenberg-Mac Lane para grupos de Brown-Grossman, pero tiene dos grupos de
tipo Steenrod consecutivos no necesariamente nulos; ademas, para un espacio ex-
terior que sea primero contable en el infinito, uno de estos grupos es el limite
inverso de los grupos de homotopia de los «entornos» del infinito, y el otro grupo
es el primer derivado del limite inverso de este sistema de grupos. En la factoriza-
ci6n asociada con los grupos de Steenrod, la fibra homotdpica de la factorizacién
es también un espacio exterior de Eilenberg-Mac Lane para este tipo de grupo, pe-
ro tiene dos grupos de Brown-Grossman consecutivos no necesariamente triviales.
También se considerd una factorizacién mixta que combina los dos tipos de facto-
rizacion anteriores y en la que ahora las fibras homotépicas son espacios exteriores
de Eilenberg-Mac Lane para ambos tipos de grupos. Ademas, si un espacio métrico
compacto se piensa como un subespacio del cubo de Hilbert, los entornos de este
subespacio proporcionan una estructura de espacio exterior al cubo de Hilbert, de
modo que todas las factorizaciones anteriores se pueden aplicar para el estudio de
propiedades de los espacios métrico compactos.

En [7] se consider¢ la clase de N-S-equivalencias débiles, donde § es un con-
junto de enteros no negativos (se trata de aquellas aplicaciones exteriores que in-
ducen isomorfismos en los grupos de homotopia exterior de Brown-Grossman 73
para k € §). La categoria de los espacios exteriores con rayo base localizada por
la clase de N-S-equivalencias débiles se denomina la categoria de N-S-tipos exterio-
res. En un espacio exterior, la familia de abiertos exteriores se puede interpretar
como un pro-espacio global y, bajo la condicién de primero contable en el infini-
to, se puede considerar como una torre global. En este trabajo se prueba que la
categoria de los N-S-tipos de espacios exteriores primero contables en el infinito y
con rayo base es equivalente a la categoria de S-tipos de torres globales de espacios
topoldgicos. Una consecuencia de este resultado es que categorias de torres globa-
les de modelos algebraicos localizados mediante equivalencias débiles son modelos
adecuados para el estudio de N-S-tipos de espacios exteriores.

Finalizamos este apartado sefialando que en [12] se introdujo la categoria de
espacios exteriores secuenciales, que, por un lado, extiende la teoria de homotopia
propia secuencial estudiada por R. Brown, y, por otro lado, resulta ser un anilogo
de la categoria de espacios secuenciales que P. T. Johnstone presenté como una
subcategoria de un cierto topos de Grothendieck, de modo que la inclusién de la
subcategoria preserva algunos limites y exponenciales. Para los espacios exteriores
primero contables en el infinito, esto permite abordar algunas construcciones y
propiedades mediantes técnicas categoricas como las presentadas por P. T. Johns-
tone para los espacios secuenciales.
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3.2. Sistemas dindmicos exteriores

La teoria de ecuaciones diferenciales y la teoria de invariantes de la topologia
algebraica son dos importantes técnicas matematicas cuyas aplicaciones a los cam-
pos cientifico-técnicos han sido y serdn fuente continua de avances e innovaciones.
Nuestro trabajo de investigacidn en espacios y flujos exteriores ha unificado algu-
nos aspectos de estos métodos y, ademas, ha disefiado herramientas algoritmicas
y computacionales que permiten una transferencia mas efectiva de estos avances a
ambitos cientificos y tecnologicos.

La celebracion de un Seminario en Dindmica Topoldgica en Logrofio en 2010
permiti6 a nuestro equipo analizar conjuntamente con otros grupos de investiga-
cién el potencial de estas nuevas técnicas. Nuestro grupo, que ha contado con la
estrecha colaboracion del equipo de la Universidad de La Laguna dirigido por J. M.
Garcia Calcines en el desarrollo de la teoria de espacios exteriores, inici reciente-
mente una linea de investigacion relativa al uso de los espacios exteriores para el
estudio de sistemas dinamicos. Para ello, se ha desarrollado un novedoso procedi-
miento que consiste en dotar a los flujos y semi-flujos de una estructura adicional
de espacio exterior, iniciando una teoria hibrida de sistemas dindmicos exteriores.
De esta forma, todos los resultados obtenidos en proyectos de investigacion ante-
riores sobre espacios exteriores se pueden ahora aplicar de un modo muy directo
al estudio de sistemas dinamicos.

3.2.1. Flujos continuos

Las principales aportaciones de nuestro equipo de investigacion al estudio de
flujos continuos a través de la utilizacién de la teoria de espacios exteriores han sido
publicadas en algunos trabajos recientes [19, 29, 30] y, ademas, se ha elaborado una
prepublicacion [31] en la que se obtienen interesantes relaciones entre nociones y
propiedades de espacios exteriores y de flujos continuos.

En [19] y [29] se desarrollan las primeras nociones y técnicas de estos nue-
vos métodos. Se ha introducido la nocidén de subconjunto abierto absorbente de
un sistema dinimico continuo (abierto tal que contiene la «parte futura de todas
las trayectorias») y la familia de los abiertos absorbentes conforma un cuasi-filtro,
lo que dota al sistema dinamico de una estructura de flujo exterior continuo. Por
un lado, las construcciones espacio limite y bar-limite desarrolladas para espacios
exteriores se pueden aplicar a un flujo exterior para obtener los espacios limite y
bar-limite de dicho flujo exterior, lo que nos ha permitido estudiar las relaciones
de estos espacios con subespacios relevantes de un sistema dindmico (por ejem-
plo, subespacios de puntos periddicos, de puntos estables de Poisson y subespacios
omega-limite del flujo). Por otro lado, se han asociado a flujos continuos diferen-
tes espacios de puntos finales con la propiedad de que toda semi-trayectoria posi-
tiva tiene un punto final, lo que permite descomponer un flujo continuo como la
reunién de cuencas de puntos finales.
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En el trabajo [30], para cada flujo exterior se han construido completacio-
nes a izquierda y a derecha que, bajo algunas condiciones topoldgicas y dinamicas,
son también compactificaciones. Estas completaciones estan relacionadas con la
compactificacion de Freudenthal y permiten aplicar algunos resultados de flujos
compactos a flujos topoldgicos mas generales. Ademas, existe una importante in-
terrelacién entre las propiedades topoldgicas de la completacion del flujo y las
propiedades dinamicas (puntos periédicos, omega-limites, atractores, repulsores,
etc.) del flujo inicial.

El trabajo [31] tiene como principal objetivo la bisqueda de relaciones entre
nociones y construcciones asociadas a espacios exteriores y las nociones y sub-
flujos basicos de los sistemas dinimicos continuos. En este trabajo hemos asociado
diversas estructuras exteriores a un flujo continuo vy, a través de las mismas, po-
demos aplicar construcciones, resultados y propiedades de los espacios exteriores
para obtener nuevos resultados sobre sistemas dindmicos continuos.

Uno de nuestros objetivos futuros es desarrollar nuevas aplicaciones a los
flujos continuos de los invariantes de homotopia de orden superior de espacios
exteriores, especialmente en temas sobre estabilidad local y sistemas cadticos.

3.2.2. Flujos discretos

Teniendo en cuenta los resultados sefialados en el apartado anterior sobre la
relacion entre los espacios exteriores y los sistemas dindmicos continuos, nuestro
grupo de investigacion se ha planteado también averiguar las relaciones entre los es-
pacios exteriores y la dindmica de los flujos discretos. Se sabe que algunos procesos
de discretizacién (como la aplicacion de primer retorno) y de antidiscretizacién
(como la suspension) determinan una interdependencia entre las propiedades de
los sistemas dinamicos discretos y las de los continuos. Como consecuencia, mu-
chas de las propiedades, resultados y aplicaciones que figuran en [29, 30] deberian
tener una contrapartida de nociones y resultados a desarrollar para los sistemas
dindmicos discretos. En el trabajo [32] se analizan precisamente algunas de las re-
laciones entre los espacios exteriores y los semi-flujos discretos, introduciendo y
desarrollando la nocidn de semi-flujo discreto exterior.

Cabe sefialar que algunas diferencias entre los flujos continuos y los semi-
flujos discretos son esenciales para su manejo técnico. Por ejemplo, un semi-flujo
consiste en un semi-grupo de aplicaciones continuas en lugar de un grupo de ho-
meomorfismos, y esto implica que la construccién y propiedades de omega-limites
a izquierda y a derecha sean muy diferentes. Un flujo continuo tiene la propiedad
de que todos los puntos de una trayectoria estan en la misma componente conexa;
sin embargo, esto no se puede garantizar para semi-flujos discretos. Estas diferen-
cias deben ser tenidas en cuenta cuando se analizan las interrelaciones entre la
teoria de espacios exteriores y la teorfa de semi-flujos discretos. En consecuencia,
en el trabajo [32] se tienen algunas similitudes con los resultados y las herramientas
dadas en [29], pero nuevas técnicas (no analogas) han tenido que ser desarrolladas
para un mejor analisis de los semi-flujos discretos.
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Por un lado, para el estudio de los semi-flujos exteriores discretos hemos in-
troducido, en [32], la nocion de region de atraccién de una externologia, el limite
y el bar-limite de una externologia, y diferentes nociones de puntos finales: al me-
nos, se pueden estudiar tres tipos de puntos finales andlogos de los invariantes
de homotopia O-dimensionales de tipo Borsuk-Cech, de tipo Steenrod y de tipo
Brown-Grossman. Por otro lado, en sistemas dinimicos discretos es frecuente con-
siderar la nocién de region de atraccién de un subconjunto invariante a derecha, el
omega-limite de un punto, puntos periédicos, cuencas de n-ciclos, etc. Las técnicas
presentadas en este trabajo dan una conexién muy interesante entre las nociones
asociadas a un espacio exterior y nociones dinamicas asociadas a un semi-flujo dis-
creto. Las regiones de atraccion de una externologia estan relacionadas con las
regiones de atraccién de un adecuado subconjunto invariante, la nocién de limite
esta relacionada con la de subconjunto de puntos peridédicos, la nociéon de bar-
limite est4 conectada con la nocidn de omega-limite, la cuenca de un punto final
de Borsuk-Cech se relaciona con la cuenca de un punto fijo, y la cuenca de un
punto final de tipo Brown-Grossman esta relacionada con la cuenca de un punto
periddico y la cuenca de un n-ciclo.

Hay otras relaciones interesantes entre espacios exteriores y semi-flujos dis-
cretos que todavia no han sido analizadas. Pero el uso de externologias adecuadas
también nos permitira, en un futuro proximo, estudiar cuestiones relacionadas con
la sensibilidad a las condiciones iniciales, problemas de estabilidad y otras propie-
dades dinamicas que, como hemos comentado también para el caso de los flujos
continuos, se corresponden con los grupos de homotopia de dimensién superior
de los espacios exteriores.

3.3. Relaciones entre flujos continuos y flujos discretos

Las ecuaciones diferenciales autdnomas inducidas por campos vectoriales con-
tinuos aparecen en numerosos contextos cientificos. Para este tipo de ecuaciones,
dada una condicién inicial, se tienen teoremas de existencia, pero en general la
unicidad de la solucion no puede asegurarse. Para campos vectoriales continuos las
soluciones de una ecuacion no tienen en general la estructura de un flujo continuo;
un caso particular interesante es cuando, para alguna condicién inicial, sélo pode-
mos asegurar la existencia y unicidad de soluciones a tiempo futuro, obteniendo
en este caso un semi-flujo continuo.

Como hemos indicado anteriormente, algunos de los origenes de los sistemas
dindmicos y teoria de flujos se pueden establecer en el trabajo pionero de Poincaré
[57, 58] sobre las propiedades topoldgicas de las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales autonomas. Uno de los métodos que Poincaré introdujo para el estudio de
propiedades fue la aplicacion del primer retorno: Si consideramos una solucion
periddica (una curva compacta y cerrada) de una ecuacién diferencial en R? y x,
es un punto inicial, podemos tomar una transversal 7" en x, y, dado un punto
x € T, considerar la tnica solucién con punto inicial x y buscar el primer retorno
f(x) de la trayectoria a la transversal. De este modo se obtiene un procedimiento
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de discretizacion que asocia al flujo continuo el flujo discreto determinado por la
aplicacion del primer retorno en la transversal. La técnica de retorno de Poincaré y
otros métodos de discretizacion inducen los correspondientes flujos y semi-flujos
discretos, y algunos métodos inversos como la suspensién pueden construir un
sistema dinamico continuo asociado a partir de uno discreto.

Uno de los temas de trabajo de nuestro grupo de investigacién ha consisti-
do en la bisqueda de modelos categéricos para la descripcion de los espacios de
fase de flujos y semi-flujos, tanto discretos como continuos, y las relaciones entre
estos diferentes espacios de fase [21]. Con este objetivo hemos introducido nue-
vas construcciones como la prolongacién de semi-flujos, discretos y continuos,
y funtores telescopio, y hemos estudiado categorias débilmente enriquecidas so-
bre la categoria de los espacios topoldgicos. Cada monoide topoldgico determi-
na una de estas categorias débilmente enriquecidas. En particular, el monoide de
los enteros no negativos, el de los enteros, el de los ntimeros reales no negativos
y el de los reales determinan categorias pequefias débilmente enriquecidas sobre
los espacios topoldgicos. Hemos tomado como modelos para los sistemas dina-
micos (que incluyen a flujos y semi-flujos, continuos y discretos) categorias de
Top-funtores continuos de una Top-categoria pequefia asociada a los monoides to-
poldgicos (mencionados previamente) en la categoria de los espacios topoldgicos.
Un funtor entre Top-categorias pequefias determina un funtor de olvido entre las
correspondientes categorias de Top-funtores continuos. La inclusién de espacios
de tiempos discretos en espacios de tiempos continuos determina funtores de ol-
vido que modelizan los procesos de discretizacion mediante técnicas funtoriales.
Una de las aportaciones de nuestro equipo en [21] es la introduccion de un pro-
ducto tensor asociado a un funtor entre Top-categorias pequefias. De este modo,
procesos de anti-discretizacién como la construccién suspension, procesos de in-
terpolacién, y otros métodos de prolongacién a tiempos pasados, aparecen ahora
como casos particulares del producto tensor construido.

Esta linea de investigacion abierta recientemente tiene numerosos objetivos
pendientes de ser alcanzados en un futuro, como puede ser la caracterizacion de
sub-flujos relevantes mediante construcciones categoricas y la aplicacion de téc-
nicas de teoria de categorias para obtener nuevas propiedades y clasificaciones de
sistemas dindmicos, tanto topoldgicos como exteriores. Esto seria muy interesante
puesto que, en muchas dreas, gran parte de los problemas se modelan con sistemas
de ecuaciones diferenciales cuya solucion se expresa mediante flujos y semi-flujos.

4. ALGUNAS APLICACIONES DE LA TEORIA DE FLUJOS A METO-
DOS ITERATIVOS

Con el fin de estudiar las cuencas de puntos finales asociados a la dindmica de
ciertos procesos iterativos, nuestro equipo ha implementado en Sage y en Mathe-
matica [44] diversos algoritmos que permiten visualizar las cuencas de atraccién
de los puntos finales de un semi-flujo discreto asociado a una funcién racional defi-
nida en la esfera de Riemman utilizando su geometria y estructura compleja. Estos
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algoritmos permiten dar una vision global de las cuencas frente a otras implemen-
taciones habituales que ofrecen visualizaciones parciales en rectangulos. Para cada
entero p > 1, con nuestras implementaciones se obtiene una descomposicion de
la esfera como la reunién de cuencas de puntos p-ciclicos y su complementario,
y, ademds, se calculan las areas de dichas cuencas. Los algoritmos de visualizacion
y calculo de areas se basan en procedimientos de subdivision consecutiva de una
estructura ctbica de la 2-esfera. En la Figura 1 puede verse la esfera subdividida en
pequefios cuadrilateros esféricos donde los diferentes colores corresponden a las di-
ferentes cuencas de atraccion. Calculando el area de estos cuadrilateros y sumando
se calcula también el area de cada cuenca.

Figura 1: Esfera subdivida en pequefios cuadrilateros estéricos de diferentes cuencas.

Algunas aplicaciones de estos algoritmos para la visualizacion grafica y para
la medida de 4reas de cuencas se han concretado en el andlisis de la influencia de la
multiplicidad de las raices de un polinomio complejo en el area de las correspon-
dientes cuencas obtenidas por el método de Newton. Un estudio sobre este tema
realizado por nuestro equipo y miembros del Grupo de investigacion de Procesos
iterativos y ecuaciones no lineales de la U. R. puede verse en [34].

El método de Newton amortiguado (o relajado) depende de un parametro
complejo A tal que cuando h =1 se obtiene el método de Newton. La principal
propiedad de este método amortiguado es que, cuando se toma como pardmetro
la multiplicidad de una raiz de un polinomio, se tiene un mejor orden de conver-
gencia para esa raiz. Para polinomios de grado mayor o igual que tres, el método
de Newton amortiguado puede tener p-ciclos atractores con p > 1. La existencia
de estos ciclos es un obstaculo inicial para encontrar las raices de un polinomio, ya
que muchos puntos iniciales pueden converger a un punto p-ciclico con p > 1.

En el reciente trabajo [35] hemos perfeccionado algoritmos previos desarro-
llados en [44] y [34], de modo que, ahora, para una funcion racional cualquiera,
y dado un entero 7 > 1, se puede descomponer la esfera de Riemann como la
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reunién de cuencas de todos los puntos p-ciclicos no repulsores y su complemen-
tario, para cada p < n. También se calcula la medida (4drea o probabilidad) de las
cuencas cuando perturbamos el parametro 4, cuantificando como consecuencuen-
cia la eficiencia inicial del método de Newton amortiguado y su dinamica en la
2-esfera. Ademas, se puede aproximar graficamente el conjunto de Julia pintando
en la esfera los puntos ciclicos repulsores y, mediante funciones de tipo Lyapunov,
se pueden encontrar representaciones graficas de entornos del conjunto de Julia
en la 2-esfera. Teniendo en cuenta que en la cuenca inmediata de un ciclo atractor
siempre hay un punto critico, se ha utilizado un algoritmo que calcula los puntos
criticos y después encuentra los ciclos atractores a los que éstos convergen.

Como ejemplo de los calculos que realizan estos algoritmos incluimos el Cua-
dro 1 en el que, para el valor del pardmetro de amortiguamiento » = 1.5, la esfera
de Riemann se divide en tres cuencas de puntos fijos atractores y ademas se calcula
el area de dichas cuencas, y, para b = 3, la esfera aparece dividida en dos hemisferios
que son las cuencas de dos puntos 2-ciclicos superatractores. En este tltimo caso,
el conjunto de Julia es la circunferencia que separa estos hemisferios y contiene a
todos los puntos p-ciclicos repulsores.

h=15 Puntos ciclicos Areas
no repulsores
Complemento | [ 0.
{0.5,{0,1}} 8.76
r=1 Bl (051} | 190
{0.5,{z,1}} 1.90
p=2 {
p=3 {
p=4 0
h=3 Puntos ciclicos Areas
no repulsores
Complemento | [ 0.
p=1 U
{0.,{—0.57,1}} | 6.28
p=2
{0.,{0.57,1}} 6.28
p=3 {
p=4 {

Cuadro 1: Cuencas en la esfera de Riemann de p-ciclos no repulsores para1 < p < 4
obtenidas al aplicar el método de Newton amortiguado, para valores del parimetro
de relajacién b € {1.5,3}, al polinomio z* + z. Los puntos ciclicos se representan
en coordenadas homogéneas precedidos por el valor de su multiplicador esférico.

Nuestro grupo de investigacion tiene como uno de sus objetivos futuros se-
guir explorando en esta linea con el fin de analizar, a través de algoritmos compu-
tacionales desarrollados en la 2-esfera u otras variedades compactas, la dindmica
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asociada a procesos iterativos utilizados para abordar distintos problemas en nu-
merosos campos cientificos.

5. ALGUNAS APLICACIONES DE METODOS TOPOLOGICO-GEO-
METRICOS AL ANALISIS DE DATOS Y MANEJO INTEGRADO DE
PLAGAS

El analisis de datos es una area de investigacidn muy activa y tiene diferentes
aplicaciones industriales y cientificas. La primera aproximacion de nuestro grupo
de investigacion a esta linea de trabajo puede verse en [16], donde se presentan
los elementos basicos de una técnica para el estudio y clasificacién de datos funda-
mentada en estructuras poliedrales ctibicas con la que se obtiene una herramienta

] . ’ ’ ’ .
versatil aplicable al calculo de la homologia y cohomologia de subcomplejos aso-
ciados a conjuntos de datos y a funciones de densidad ctbicas.

Otra contribucién de nuestro grupo en esta linea de investigacion es el trabajo
[36], en el que se realiz6 un estudio sobre el cilculo en paralelo de la homologia ct-
bica con gridMathematica enfocado a la mejora de tiempos de ejecucion de calculos
en algebra homoldgica.

En nuestra opinién, la principal aportacién de nuestro equipo sobre el estu-
dio de datos es el desarrollo de un procedimiento de construccion de funciones de
aproximacién y prediccion basado en particiones de la unidad para conjuntos de
datos en los que su distribucion en el espacio sea relevante. Los métodos de caracter
topologico-geométrico que utilizamos permiten el uso de herramientas importan-
tes tales como conjuntos simpliciales de Vietoris para el analisis de estimadores de
error, teoria de la forma, teoria de Morse y el estudio de puntos criticos.

Estos métodos nos permiten desarrollar implementaciones computacionales
de facil uso y muy flexibles, de modo que se pueden adaptar a diversos campos de
aplicacion. En [63], en colaboraciéon con el Grupo de investigacién de Proteccion
y mejora vegetal de la U. R., los hemos aplicado al estudio de la distribucién espa-
cial de las poblaciones de insectos dentro de programas de conservacion biologica
y de manejo integrado de plagas. El estudio concreto lo hemos realizado sobre la
distribucién de Lobesia botrana (Denis & Schiffermiiller, 1776) (Lepidoptera: Tor-
tricidae) en los vifiedos de La Rioja. Ello permite un seguimiento de la plaga, ya
que se obtiene una prediccidn de su evolucidn, y el estudio de los tiempos y zonas
criticas, lo que facilita el control de la misma y el desarrollo de una agricultura
ecologica y econdmicamente sostenible.

6. DIVULGACION DE LAS CIENCIAS MATEMATICAS

Aunque el Grupo de investigaciéon de Topologia de la U. R. se ha centrado
fundamentalmente en desarrollar su trabajo en las lineas de investigacién sefialadas
en las secciones anteriores, siempre hemos creido que la labor de divulgar la ciencia
es también importante. En una sociedad competitiva donde aquello que maés se
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anuncia y de lo que més se habla da la impresion de ser lo mas importante, es dificil
hacer llegar a un publico general que las ciencias matematicas ocupan un lugar
estratégico, aunque a veces oculto, en la evolucion del conocimiento cientifico y
tecnolégico de la sociedad. Esta ha sido una de las razones por las que, aunque
sea de modo esporadico, hemos realizado algunos trabajos y comunicaciones de
divulgacion de las ciencias matematicas, y mas en particular de la geometria y la
topologia.

Uno de los temas que ha tenido y tiene una gran importancia desde el punto
de vista del conocimiento basico de las matematicas, es el estudio de los elementos
geométricos (segmentos, angulos, tridngulos, circunferencias, paralelas, etc.), cuya
incidencia en la vida diaria del hombre es innegable. A pesar de que la investiga-
cion e interés de la geometria y las matematicas en general son reconocidas por
la sociedad espafiola actual, dejando atras los tiempos que se caracterizaron por la
frase «que inventen ellos», y de que en el cambio de milenio las aportaciones de
los investigadores matematicos espafioles estaban en concordancia con su desarro-
llo en el ranking cultural del mundo, todavia eran muy numerosos los ambitos
cientificos y sociales donde, por ejemplo, no se habia oido mencionar la existencia
de las geometrias no euclideas ni la importancia que ha tenido en la historia del
pensamiento y el desarrollo de la logica el tema de la fundamentacién de la geo-
metria y la historia del quinto postulado de Euclides. Es por ello que en el inicio
del actual milenio consideramos que podria ser de utilidad una publicacién [40]
donde se hizo un breve repaso a la historia del «axioma de las paralelas» y a los
grandes esfuerzos realizados para su clarificacién, que culminaron finalmente con
el nacimiento de las geometrias no euclidianas en el siglo XIX. La existencia de
mundos no euclidianos no implica la destruccion de la geometria euclidiana cla-
sica; por el contrario, la convivencia entre estas geometrias opuestas se manifiesta
légica y arménica. Desde nuestro punto de vista, el descubrimiento de la geome-
tria hiperbdlica fue uno de los avances mas espectaculares que se han realizado
durante el segundo milenio en el mundo del pensamiento matematico, y la natu-
raleza deductiva de las matematicas, que quedo reflejada en el inmenso trabajo que
durante casi dos mil afios grandes matematicos llevaron a cabo para llegar a ese
descubrimiento, ha maravillado a grandes cientificos como Einstein, que admiraba
el hecho de que una ciencia deductiva pudiera explicar tan magnificamente muchas
de las observaciones empiricas de otras ciencias méas experimentales.

También, con la misma finalidad de «acercar las matematicas a la sociedad»
(uno de los objetivos del Afio Mundial de las Matematicas celebrado en el 2000)
que la publicacion anterior, nuestro grupo realizd el trabajo [15]. En él nos de-
dicamos a explorar la presencia de los poliedros en diversas dreas de la actividad
humana. Tomando como punto de partida la asociacidén platénica de poliedros
regulares a diferentes elementos cosmicos, en el trabajo se ofrece una panoramica
sobre el estudio y la utilizacion de los poliedros en el arte, la ciencia y la tecnologia,
sefialando la reciente aplicacion de técnicas poliedrales (simetrias, propiedades geo-
métricas, invariantes topoldgicos, etc.) en la investigacion de numerosos procesos
bioldgicos, quimicos o fisicos.
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En otra de nuestras publicaciones divulgativas [17] hemos abordado la co-
nocida relacién entre belleza y proporcion. De alguna manera, hay un sentido
universal de lo que es bello, y la nocion de belleza, dificil de precisar, esta presente
en todas las culturas a lo largo del tiempo, relaciondndola con armonia, bondad,
simplicidad y orden. El objetivo de crear algo bello aparece en la naturaleza, en las
creaciones artisticas musicales, pictoricas, escultdricas y arquitectdnicas, y también
en las creaciones técnicas y cientificas. El trabajo citado esta dedicado a exponer
c6mo el ndmero irracional ¢ = (14 +/5)/2 = 1.61803... es, precisamente, uno de
los que esta contenido con mas profusion en las creaciones mas bellas. También se
resaltan algunas de las preciosas propiedades geométricas, aritméticas y algebraicas
de este singular nimero que se obtiene al dividir un segmento en media y extrema
raz6n. La belleza matemaitica de ¢ parece transmitirse a toda obra que lo contenga,
convirtiéndolo en un generador por excelencia de belleza. Los diferentes nombres
que ha recibido —seccion durea, proporcion aurea, razon 4urea, niimero de oro,
santa proporcion, divina proporcion. .. — s6lo son una muestra del caracter magi-
co, misterioso, secreto, simbolico, poderoso y divino que en muchos casos se le ha
otorgado.

En el trabajo [2] nuestro equipo ha analizado el modo en el que proble-
mas situados en muy diversos ambitos (ADN, Fullerenos y Teoria de eleccién
social) pueden ser formulados en el lenguaje comtn de la Topologia. Muchos de
los procesos en los contextos indicados determinan modelos en cuya descripcion
y estudio intervienen de modo natural nudos, estructuras poliedrales, complejos
de Eilenberg-Mac Lane, etc. A lo largo del citado trabajo, queda patente que nu-
merosos problemas en lineas de investigacion aparentemente alejadas se pueden
modelar y estudiar mediante teorias y herramientas comunes proporcionadas por
las ciencias matematicas; en este caso concreto, mediante invariantes topologicos.
También con la idea de exponer la utilidad de las matematicas en su aplicacién a
muchas areas, en [51] se divulgaron las herramientas matematicas e informaticas
desarrolladas por nuestro equipo de cara a su aplicacién al cultivo de la vid dentro
del 4rea del manejo integrado de plagas.

En nuestra aportacion mas reciente en el campo de la divulgacién cientifica,
[20], nos propusimos explorar una parte del riquisimo mundo de la esfera bidi-
mensional. A lo largo del trabajo exponemos algunas de las distintas propiedades
que tiene, centrandonos, por un lado, en la relacién que este objeto matematico
posee con las geometrias planas euclideas y no euclideas, y, por otro, en las dife-
rentes estructuras poliedrales, celulares y fractales que pueden considerarse en la
esfera y su papel en campos tan diversos como el estudio de estructuras molecula-
res, la clasificacién de virus o el anlisis topoldgico de sistemas dindmicos asociados
a métodos numéricos.
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