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Resumen: El libro de texto es un objeto tangible para el analisis de las trans-
formaciones que vive el saber matematico al convertirse en objeto de ensenan-
za. En este trabajo se presentan resultados del analisis de algunos libros de
calculo catalogados, unos como formales y otros como actuales, los cuales se
caracterizan por su extension y los recursos graficos que utilizan. En especifico,
se realizo un seguimiento del concepto de integral de linea a fin de explicar el
por que en los textos de Fisicoquimica, en el enunciado de la primera ley de la
Termodinamica, se utiliza el concepto de diferencial inexacta para representar
matematicamente “pequenos cambios de calor’ o “pequenas cantidades de
trabajo realizado”. Sin embargo, en los textos de calculo dicho concepto no se
registra como tal. Se reportan anomalias identificadas en el seguimiento de las
explicaciones que se desarrollan en ocho libros de texto de calculo acerca de la
integral de linea de funciones, de ecuaciones diferenciales lineales y de campos
vectoriales. Anomalias que, con base en la Teoria de la Transposicion Didactica,
fueron tipificadas como: vacios explicativos, rupturas en la secuencia logica de
las explicaciones e incongruencias entre las definiciones formales y los ejemplos
que se resuelven.
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The Calculation Text Books and the Phenomenon of Transposition Didactics

Abstract: The textbook is a tangible object for the analysis of transformations
affecting the mathematical knowledge in the process of becoming objects of
teaching. In this work we present results from the analysis of some calculus
books considered either formal books or either books of current use, which are
characterized by their extension and graphic resources. Specifically, we made a
tracing of the concept of line integral in order to explain why the textbooks of
Physics and Chemistry use the concept of inexact differential to mathematically
represent "small changes in heat" or "small amounts of work’, for enunciating of
the First Law of Thermodynamics. However, in the analyzed calculus textbooks
this concept is not refered as such. We report anomalies identified in the follow-
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up of the explanations on function line integral, linear differential equations
and vector field, which are given in eight calculus textbooks. On the basis of
the Theory of Didactics Transposition, these anomalies were typified as empty
explanatory, ruptures in the logical sequence of explanations, and inconsisten-
cies between the given formal definitions and the solved examples.
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INTRODUCCION

El problema de investigacion que nos ocupa esta relacionado con el esfuerzo
didactico de los autores de libros de texto, al introducir, explicar, demostrar y
ejemplificar conceptos matematicos (discurso explicativo de conocimientos mate-
maticos). Dado que este discurso toma una forma y secuencia determinadas, a
través de su analisis se puede caracterizar e identificar inconsistencias en el desa-
rrollo del concepto de integral de linea, concepto que se utiliza en el enunciado
matematico del primer principio de la Termodindmica para justificar la nocion de
diferencial inexacta. Estas inconsistencias son el resultado de las transformaciones
que sufre el saber matematico al convertirse en un saber a ensenar.

Por otro lado, utilizamos la categoria del Discurso Matemdtico Escolar para
designar el discurso institucionalizado por un complejo entramado social.
Podemos observar que muchos de los textos analizados reproducen los mismos
ejemplos y secuencia de explicaciones. También podemos ver, en los textos
editados después de los anos ochenta, una regularidad singular: ubican al con-
cepto de integral de linea en el contexto del calculo vectorial; en este sentido se
considera que existen elementos de un discurso institucionalizado -registrado
en libros de texto- que permea el quehacer didactico y los planes y programas
de estudio en las instituciones de ensenanza.

En la ensenanza escolarizada se asume que el conocimiento matematico es
susceptible de ser ensenado y aprendido, postulado que también hacen propio
los autores de textos. Bajo esta idea, realizan un esfuerzo didactico para plas-
mar en las paginas de sus libros explicaciones que, desde su perspectiva, sean
adecuadas para el aprendizaje. Sin embargo, en este proceso de transposicion
diddctica surgen inconsistencias derivadas de este mismo esfuerzo didactico. Por
ejemplo, la nocién de integral definida, histéricamente, surge como uno de los
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métodos de aproximacion de areas bajo curvas, luego como un proceso inverso
a la derivacion (Teorema Fundamental del Calculo), y posteriormente, como el
limite de las Sumas de Riemann. Pero, como la definicion formal sélo adquiere
verdadero sentido para funciones un poco mas complejas y estas exceden los
limites de profundidad del texto, los autores se limitan a presentar soluciones de
integrales donde la idea implicita es la nocién de la integral como un proceso
inverso a la derivacion. En tal caso, el estudiante se limitara a memorizar la
definicion porque en términos practicos no fue utilizada esta herramienta formal
y, en consecuencia, no hay elementos para poder significarla.

Otro fenomeno identificado en nuestro estudio es que los textos de
Fisicoquimica conservan términos y conceptos que en los libros de calculo han
sido desechados después de un proceso de formalizacion para los conceptos y
procesos del calculo.

LA TEORIA DE LA TRANSPOSICION DIDACTICA Y LOS LIBROS DE TEXTO

Cuando la comunidad matematica produce conocimiento, comunica sus resul-
tados con el propoésito de mostrar su relevancia y su validez, de modo que
no reproducen la ruta de pensamiento de su creacion, sino que presentan el
conocimiento nuevo en forma lo mas axiomatica posible para que sea factible
la verificacion de su validez. Esta comunicacion da inicio a un proceso de
transformacion del conocimiento que constituye uno de los objetos de estudio
centrales de la Matematica Educativa.

Después, este conocimiento comunicado y validado por la comunidad mate-
matica, sufre otras transformaciones cuando es llevado a la escuela para ser
ensenado; es decir, el conocimiento sufre cambios que obedecen a su intencion
instruccional. Yves Chevallard (1991) introduce la expresion de transposicion
diddctica para nombrar al proceso de transformacion de un conocimiento desde
que es “objeto del saber’, propio de los matematicos, pasando después a ser
‘objeto a ensenar’ y llegando a ser, por ultimo, un “objeto de ensenanza” cuando
tiene un tratamiento didactico. Si bien estas transformaciones se inician en la
misma comunidad matematica, nosotros estamos interesados en las modifica-
ciones que tienen un proposito instruccional, esto es, en las transformaciones
derivadas del propio tratamiento didactico. En este sentido, la teoria de la
Transposicion diddctica de Chevallard nos proporciona categorias conceptuales
tales como: el saber a ensenary el saber ensenado para analizar el tratamiento
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didactico que proponen los autores de textos cuando abordan los contenidos
especificados en sus indices tematicos.

Los libros son un material de consulta recurrente para profesores y estu-
diantes, ya que contienen de manera explicita: indice de temas, explicaciones,
demostraciones, ejemplos resueltos, graficas y un largo etcétera; en consecuen-
cia, en estos se pueden identificar aspectos relacionados con la transposicion
que sufre el conocimiento matematico cuando es llevado a la ensefanza
escolarizada. Es decir, los textos son un punto esencial a lo largo del proceso
de transposicion del conocimiento matematico escolar, como también senala
Jeremy Kilpatrick (1992): ellos nos proveen de una fuente en la cual algunos de
los aspectos de la transposicion diddctica pueden ser investigados.

La teoria de Transposicion diddctica, en su sentido mas amplio, considera
que las transformaciones que sufre el conocimiento matematico empiezan en la
misma actividad de la comunidad cientifica, porque con el fin de comunicar sus
hallazgos, el cientifico debe suprimir todas las reflexiones inutiles, todo proceso
errdtico, 1as confusiones y las discusiones con sus pares. De esta manera la
organizacion de los conocimientos depende, desde su origen, de las exigencias
impuestas a sus autores para su comunicacion, en tal caso, el conocimiento
producido para comunicarse se despersonaliza, es sacado de su contexto y su
tiempo. Es por esto que Chevallard sostiene que la transposicion diddctica se
desarrolla en gran parte en la comunidad cientifica y prosigue en el entorno del
sistema de ensefnanza los medios cultivados (mds exactamente la noosfera).

En suma, un conocimiento matematico, cuando es introducido en un pro-
grama escolar, experimenta transformaciones en el proceso de su tratamiento
didactico, proceso que hace que el saber a ensenar sea distinto del saber ense-
fado. En palabras de Chevallard:

El saber-tal-como-es-ensenado, el saber ensenado, es necesariamente distinto del saber-
inicialmente-designado-como-el-que-debe-ser-ensenado, es saber a ensenar.

Desde nuestra perspectiva, los libros de texto presentan una propuesta del
saber a ensenar (indice tematico) y un tratamiento didactico (definiciones, expli-
caciones, graficas, ejemplos resueltos, etc); es decir, una forma de ensenar.

Por otro lado, desde esta teoria, la nocién de noosfera se introduce como
medio o instancia para la seleccion de los elementos del saber sabio a fin de
designarlos como saberes a ensefiar. Para Chevallard, la noosfera es la instan-
cia social mas inmediata que rodea el sistema de ensefanza y que se enfrenta
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con los problemas que surgen del encuentro con la sociedad y sus exigencias.
En esta esfera social participan (directa o indirectamente y con distintos grados
de implicacion) diversas personas e instituciones: profesores, matematicos con
interés en la ensenanza, asociaciones de padres, editores y autores de libros de
texto, la instancia politica decisoria y ejecutiva, es decir, el érgano de gobierno
del sistema de ensenanza. Si bien en la educacion basica, media y media supe-
rior, la noosfera es una compleja estructura social, en la educacién superior (en
las universidades publicas), dada su autonomia, la noosfera se reduce a “comi-
siones académicas’ que estructuran planes y programas de estudio y orientan
los métodos de ensenanza. En tal caso, como la experiencia lo indica, para
estructurar los contenidos de los programas de matematicas los profesores recu-
rren a los textos como un elemento central de consulta. Es frecuente encontrar
coincidencia de contenidos para carreras similares en universidades distintas.

Por lo anterior, sostenemos que es necesario realizar investigaciones ana-
lizando los libros de texto de calculo desde distintos enfoques tedricos porque
solo desde la difusion de resultados de estos trabajos se puede incidir en la
modificacion y estructuracion de manuales con acercamientos didacticos mas
adecuados.

En un estudio de transposicion didactica en los libros de texto de algebra (en
Estados Unidos), W. Kang (1990) observo que estos se escriben bajo la supo-
sicion de que el conocimiento matematico es ensenado y aprendido a través
de un procedimiento de explicacién seguido de su practica. De hecho, nosotros,
encontramos que de los ocho textos revisados [W. A. Granville (1982), R. Courant
(1996), C. Pita Ruiz (1995), R Larson et al (1999), Thomas G.y R. Finney (1986),
E. Sowkowski (1989), J. Stewart (2002) y N. Piskunov (1973)], en nuestra investi-
gacion, sélo uno (C. Pita Ruiz) escapa al siguiente esquema general:

Introduccion Explicacion formal Practica
Algunos elementos Definiciones y teoremas Ejercicios resueltos
de aplicacion y (formales), seguidos de y ejercicios a
datos histéricos pun- = demostraciones. = resolver.
tuales.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 2, AGOSTO DE 2012 95



Los libros de texto de cdlculo y el fendmeno..

Este esquema de tratamiento didactico, que también prevalece en las aulas,
es un producto de la transposicion didactica, que de momento no se puede
calificar de “bueno o malo’, sino que la investigacion debe mostrar sus alcances
y limitaciones.

En el libro de Stewart, en un texto titulado “Al alumno’, el autor dice a sus
lectores:

Algunos estudiantes comienzan con sus problemas de tarea, y solo consultan el texto si se
atoran en algun ejercicio. Creo que un plan mucho mejor es leer y comprender una seccion
del libro antes de intentar resolver los ejercicios. En particular debe estudiar las definiciones
a fin de captar el significado exacto de los términos.

Como vemos hay una explicita idea de que para resolver problemas y ejerci-
cios primero hay que estudiar las definiciones formales. Ademas, se piensa que
los conceptos tienen un significado exacto y que esto se aprende leyendo.

Dado que los libros de texto cumplen una funcion didactica porque tienen
una explicita y clara intencion de proporcionar situaciones de aprendizaje, los
autores de estos, a partir de su concepcion epistemologica y su experiencia
didactica, organizan contenidos, hacen uso de recursos técnicos y eligen la
forma discursiva de presentar sus contenidos. En este sentido, como se especi-
fico anteriormente, los manuales registran: los saberes a ensenar y los saberes
ensenados de la siguiente manera:
saber ensenado

saber sabio saber a ensenar

Desarrollan explica-
El saber sabio es el

conocimiento valida-
do por la comunidad
matematica.

Todos los textos pre-
sentan una relacion de
saberes a ensenarbajo
el titulo de contenido.

ciones de los saberes
a ensenar con una
intencion diddctica. Su
discurso denota una

postura epistemoldgica.

Bajo este esquema, vemos que los textos presentan de manera explicita un
tratamiento didactico de los saberes matematicos que su contenido delimita.
Segun Chevallard, la exigencia de explicitacion discursiva, la ‘textualizacion”
del saber, conduce primeramente a la delimitacion de saberes “parciales’, cada
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uno de los cuales se expresa en un discurso mds o menos auténomo. En otras
palabras, la delimitacion de contenidos y de la profundidad de las explicaciones
€S un proceso necesario para comunicar el saber a ensenar en los libros. De
esta necesaria delimitacion del saber se derivan otras transformaciones que se
producen en el proceso de transposicion, como son:

a) la desincretizacién del saber:

b) la descontextualizacion del saber;

) la despersonalizacion del saber;

d) la programabilidad de la adquisicién del saber.

La explicacion de cada una de estas transformaciones sirve de marco con-
ceptual para identificar y caracterizar las anomalias encontradas en el segui-
miento del concepto de integral, diferencial total e integral de linea de ecuacio-
nes diferenciales lineales, en los textos de calculo, y de las explicaciones de estos
conceptos en el contexto de la termodinamica en los textos de fisicoquimica.

a) La delimitacion del saber conduce al registro de saberes parciales, cada
uno de los cuales se explica de manera ficticiamente autonoma. Esto es, 1a
necesidad de darle un tratamiento didactico al conocimiento matematico que
es complejo e intrincado, conduce a la separacién de conceptos que estan fuer-
temente imbricados; en este sentido, se produce una segmentacion del saber y
por ello a este proceso se le denomina desincretizacion del conocimiento. Por
ejemplo, Richard Courant (1996) dice

Después de Euler, los autores, uno tras otro, se solidarizaron con la separacion entre calculo
diferencial y cdlculo integral y, al hacerlo, oscurecieron un punto clave: la reciprocidad entre
derivacion e integracion.

En este caso, la separacion entre el Calculo Diferencial e Integral, que para
muchos profesores y autores de manuales es didacticamente adecuada, para
Courant representa una dificultad para entender la reciprocidad entre los proce-
sos de derivacion e integracion.

En muchos casos, la division de un saber determinado en saberes independien-
tes es visto como didacticamente til, pero detras de este argumento esta la idea de
que el aprendizaje de un complejo objeto matematico es la suma “casi automatica”
del aprendizaje de sus partes. No obstante, la experiencia muestra que la habilidad
de establecer relaciones entre distintos conceptos no es un acto espontaneo.
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b) La delimitacion del saber implica también un proceso de descontextua-
lizacion, es decir, se desubica al saber de la red de problematicas y problemas
que le dieron sentido en su proceso de creacion. En los libros de texto, muchas
veces, como se explico anteriormente para el caso de la integral definida, se dan
definiciones formales que, fuera del contexto de su creacion, pierden sentido
dado que los problemas resueltos no ameritan tal definicion.

c) En general, la comunicacién escrita del pensamiento matematico implica
la construccion de un discurso despersonalizado (despersonalizacion del saber)
en tanto no muestra la dindmica subjetiva (errores, hipdtesis no adecuadas,
intentos fallidos, etcétera) de su creacion vy realizacion, es decir, el sujeto queda
fuera de su produccion. Este hecho ha producido una vision del aprendizaje
para la cual el error es una simple falta, una laguna de conocimiento, y no es
visto como una parte constitutiva del proceso de construccion del saber.

d) La puesta en texto del conocimiento matematico implica, ademas de la
delimitacion, una secuenciacion de los saberes a ensenar, esto es, se establece
una exposicion de contenidos como una progresion de conocimientos adecua-
da para el aprendizaje, lo que a su vez implica que el aprendizaje tiene un
principio y una secuencia. Sin embargo, el orden de aprendizaje no es isomorfo
en relacion con el orden de exposicion del saber; en palabras de Chevallard,
el aprendizaje del saber no es el calco del texto del saber. Tal concepcion del
aprendizaje conduce a la memorizacion (desprovista de significados) de los
contenidos por parte de los estudiantes.

Finalmente, debemos hacer énfasis en que el conocimiento expuesto en los
textos tiene un caracter estatico. Siempre los estudiantes tienen la percepcion
de que en los libros estd plasmado un conocimiento acabado, con significados
unicos y que la tarea es aprender definiciones y demostraciones aunque estas
no tengan ninguin sentido practico ni cuestionamiento logico.

EFECTOS DE LA DESINCRETIZACION, LA DESCONTEXTUALIZACION, LA
DESPERSONALIZACION Y LA PROGRAMABILIDAD DEL SABER

Es preciso senalar algunas caracteristicas generales de los libros de texto que
nos permitirdan fundamentar nuestro analisis:

1. Los textos se elaboran con una clara y explicita intencion didactica;

esto es, sus autores tienen el proposito de ensenar, y sus lectores el
de aprender.
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2. Los textos son una fuente central de consulta para la preparacion de
clases por parte del docente, y de estudio para los alumnos.

3. En los textos se desarrollan explicaciones de saberes a ensefnar espe-
cificados en su contenido.

4. los autores de los textos eligen y elaboran una forma especifica de
discurso explicativo de los conceptos. Forma que expresa su experien-
cia 'y conocimiento didacticos.

A partir del andlisis de la manera en que se abordan los objetos matemdti-
cos a ensenar en los manuales, podemos caracterizar la forma como resuelven
los procesos inevitables de su comunicacion: la desincretizacion, la descontex-
tualizacion, la despersonalizacion'y la programabilidad del saber.

Desde nuestra perspectiva, el seguimiento de las explicaciones de un saber
especifico en los textos nos permite identificar ciertas anomalias que para el
lector, que busca entender tal saber, se convierten en obstaculos para poder
construir significados mas elaborados y completos del concepto en cuestion.

Después de un primer analisis de las explicaciones de integral, diferencial
total e integral de linea en los manuales de calculo que se seleccionaron para
el presente estudio, se logré tipificar las siguientes anomalias:

a) Rupturas en la secuencia légica de la explicacion. Dada la desincretizacion
del saber, esto es, dado que un saber para ser comunicado necesariamente se
descompone en conceptos parciales, si las explicaciones de estos conceptos par-
ciales no se concatenan de manera adecuada y logica, se producen rupturas.

b) Vacios explicativos. La despersonalizacion del saber elimina del discurso
preguntas contradictorias, errores, pensamientos alternos, etc; este hecho puede
dejar fuera explicaciones que se buscan, como es el caso de la diferencial
inexacta.

@) Incongruencia entre las definiciones formales y los problemas que se
resuelven. La descontextualizacion del saber puede originar, en algunos casos,
que las definiciones formales se expliciten sin plantear siquiera una situacion
para la cual tengan sentido. Por ejemplo, si las integrales que se presentan a
manera de ejemplos se pueden calcular con la nocién de integraciéon como un
proceso inverso a la derivacion, la definicion formal como la existencia del limite
de las Sumas de Riemann quedara como una simple justificacion formal del
concepto sin ningun significado para el estudiante.
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SIMBOLOS Y SIGNIFICADOS DE LA DIFERENCIAL
EN LOS LIBROS DE TEXTO DE CALCULO Y FISICOQUIMICA

Es a partir de la formalizacion del calculo con el concepto de limite que las
explicaciones y los términos que se utilizan en la termodinamica son excluidos
de los textos de cdlculo. En el caso que nos ocupa, podemos ver dos discursos
paralelos para referirse a los mismos conceptos, por un lado, en la termodi-
namica hasta la actualidad aparecen términos como: “‘cantidad infinitamente
pequena’, “cambio elemental’, “diferencial inexacta’, entre muchos otros, pero en
los textos de calculo este lenguaje desaparece. Veamos la diferencia que existe
entre el significado del diferencial en los textos de fisicoquimica y los de calculo.
En el manual Fisicoquimica de Castellan (1998) aparece una explicacion previa
al enunciado de la primera ley de la termodinamica que dice:

El trabajo producido en una transformacion ciclica es la suma de las pequenas cantidades de
trabajo )dW producidas en cada etapa del ciclo. De forma andloga, el calor transferido desde

el entorno en una transformacion ciclica es la suma de las pequenas cantidades de calor
ﬂfQ , transferidas en cada etapa del ciclo. Estas sumas se simbolizan mediante las integrales

ciclicas de dW v 4Q :

Weicr = % dW , Qcict = f ﬁ{Q
En general, Wy O no son cero, una de las caracteristicas de las funciones de trayectoria.
(Cursivas de los autores)

En otro texto, Fisicoquimica de Ira Levine (1983), como en la mayoria de
textos de esta discipling, en el enunciado del primer principio encontramos:

Para un proceso infinitesimal, la ecuacion, AU = g + w, se transforma en:
dU =dq + dw sistema cerrado
donde, dU es el cambio infinitesimal en la energia del sistema, en un proceso en que se

cede al sistema una cantidad infinitesimal de calor dg y se realiza sobre él un trabajo infi-
nitesimal dw.
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Incluso, la integral de linea de la diferencial del trabajo en un proceso ciclico
se explica de manera coloquial pero muy parecida al texto anterior:

El trabajo adiabatico total del ciclo w  es la suma de los elementos dw para cada una de
las partes infinitesimales del ciclo, y esta suma es la integral de linea alrededor del ciclo.

Todos estos términos ya no solo no estan presentes en los textos actuales
de cdlculo; al contrario, hay una descalificacién de este lenguaje. En el libro de
Courant, en el apartado titulado Definicion analitica de la integral. Notaciones,
argumenta lo siguiente:

La definicion de integral como el limite de una suma condujo a Leibnitz a expresar la integral
mediante el siguiente simbolo:

[ reax.

El signo de integral es una modificacién del signo de sumatoria en forma de una S grande
que se uso en la época de Leibnitz. El paso al limite a partir de una subdivision finita de
porciones Ax, es indicada mediante el uso de la letra d en lugar de A. Sin embargo, al utili-
zarse esta notacion no debe tolerarse el misticismo del siglo XVIIl de considerar dx como un
‘infinitamente pequeno” o ‘cantidad infinitesimal’, o de considerar la integral como una “suma
de un numero infinito de cantidades infinitamente pequenas”. Tal concepcion estd desprovista
de significado claro y oscurece lo que anteriormente se ha formulado con precision. (cursivas
de los autores)

Esta clara descalificacion del lenguaje inicial del calculo es producto de su
formalizacion con base al concepto de limite, después de este hecho, dentro de
los textos de calculo se abandonan las primeras ideas de esta disciplina, las
cuales en efecto, para problemas donde la complejidad asi lo requiere no nos
serian propicias. Pero, a partir de las investigaciones en didactica de las mate-
maticas se sabe que la ensenanza del calculo que deshecha las primeras ideas
de los conceptos que corresponden a las etapas histéricas de su construccion,
no logra formar en los estudiantes un pensamiento formal, sino que en el mejor
de los casos, estos solo adquieren una habilidad algoritmica. En concreto, el
lenguaje formal, preciso y axiomatico vuelve inaccesible los conceptos para la
mayoria de los estudiantes. Los teoremas y definiciones formales deben pensar-
se como una meta del aprendizaje de la matematica pero no como el inicio.
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Con la intencién de explicitar este principio de la termodindmica de una
forma matematicamente consistente, I. Levine reproduce el enunciado del mate-
matico Constantino Carathéodory

En un sistema cerrado, el trabajo w | (1=2) es el mismo para todas las trayectorias adiaba-
ticas entre los estados 1y 2.

En este enunciado, que fue formulado en 1909, ya no encontramos simbolos
ni alusiones a la diferencial del trabajo y del calor. Sin embargo, este hecho
limita su entendimiento e imposibilita explicaciones sucesivas de conceptos
como la energia interna, entalpia, energia libre de Gibbs entre otros, motivo por
el cual este autor argumenta:

Esta forma de expresar la primera ley no aportard nada esencialmente nuevo para nosotros,
pero mejora los fundamentos légicos de la termodinamica y, por tanto, se presenta en esta
seccion (que puede verse por encima).

En efecto, este enunciado no aporta informacion, pero elimina los conceptos
de calor y energia interna del sistema y se convierte en un enunciado mate-
maticamente correcto, pero inaccesible para entender el sentido y significado
de este principio, razon por la cual, en el libro se recupera la clasica expresion
matematica (dU = dq + dw) de este principio termodinamico para seguir expli-
cando las funciones de estado (energia interna y entalpia).

Es evidente que, para R Courant, el concepto de limite es importante para
precisar la nocion de dy o dx en el proceso de integracion. En el siglo XIX la
preocupacion por el rigor se manifiesta con intensidad. En ese siglo se produce
un intenso desarrollo de las matematicas, caracterizado por una extension y
una diversificacion continuas de las distintas ramas de esta disciplina. Segun
el libro Historia de las matemadticas de Jean-Paul Collette (1986) en el siglo
XVIII los matematicos trabajaron para enriquecer el andlisis matematico con
numerosos algoritmos y descubrimientos interesantes sobre funciones, pero la
demostracion del Teorema Fundamental del Calculo siguié siendo imprecisa e
intuitiva. Es en 1823 que Cauchy desarroll6 el calculo diferencial e integral sobre
la base del concepto de limite (Farfan, 1997, Cordero, 2003). Este hecho origino
la idea de haber encontrado fundamentos formales para el calculo, idea que
tuvo las dimensiones de un cambio de paradigma y, en consecuencia, impulsd
a la comunidad matematica a abandonar las ideas intuitivas como: “diferencias
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finitas’, “diferencias infinitamente pequenas’, ‘la integracion como suma de
elementos infinitesimales’, etcétera. Pero como vemos, la asimilacion de la for-
malizacion del calculo en la fisicoquimica nos conducirfa a una reconstruccion
general de sus conceptos que, de ser posible, traeria pérdida de significados y
se convertiria en una nueva disciplina incomprensible para la gran mayoria de
profesores y alumnos.

En suma, estamos frente a la disyuntiva de ser matematicamente precisos y
abandonar las ideas iniciales de la termodinamica o conservar el significado de
la integral como la suma de cantidades infinitamente pequenas para entender
una serie de conceptos de esta disciplina.

Aungue muchos maestros argumentan que la dificultad de los estudiantes
para aprender las bases de la termodindmica clasica radica en su deficiente
preparacion en calculo, nosotros pensamos que existe un problema mayor,
y €S que no existe una congruencia entre los términos y significados que se
conservan en la fisicoquimica y los conceptos y significados que se les ensena
en sus clases de matematicas. Por ejemplo, en los textos de matematicas, en
general, no existe la explicacion de la diferencial inexacta y los de fisicoquimica,
en apartados llamados ‘“interludio matematico” se concretan a decir que la inte-
gral de linea de una diferencial exacta es cero y la de una diferencial inexacta
es diferente de cero. En conclusion, no es posible encontrar una definicién o
explicacion matematica de tal diferencial. Este hecho nos muestra que, en el
proceso de descontextualizacion del saber, desaparece del registro de saberes
del célculo el término de la diferencial inexacta porque, dada la formalidad del
calculo, no es posible definir con exactitud una forma diferencial lineal que no
es exacta. Lo anterior produjo un vacio conceptual matematico para entender
los textos de fisicoquimica.

Estos hechos ponen a los estudiantes frente a:

1. Libros de texto de cdlculo que han eliminado de sus explicaciones
las formas diferenciales que no son exactas (diferenciales inexactas
en termodinamica), a pesar de que en el contexto del enunciado del
principio de la conservacion de la energia tienen una validez concep-
tual para diferenciar el trabajo y el calor (funciones de trayectoria) de
la energia interna (funcion de estado) de un sistema.

2. Libros de texto de fisicoquimica que utilizan el término de diferencial
inexacta para representar una “pequena cantidad de trabajo” realiza-
do por un sistema o una ‘pequena cantidad de calor" que recibe el
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sistema. Ademas, el simbolo para esta diferencial, ausente en los tex-
tos de calculo, es distinto a “d” y difiere dependiendo del autor de los
manuales de fisicoquimica: df{z) en el texto ruso de A. I. Gerasimoy,
et al (1970), 4f{t) en el texto de G. Castellan (1998), d f{?) en el texto
de L Garcia-Colin (1976).

LOS TEXTOS DE CALCULO Y SU INTENCION DE SER PRECISOS E INTUITIVOS

Como textos representativos de los editados después de la década de los
setenta se revisaron: Cdlculo de R Larson et al (1999), Cdlculo con Geometria
Analitica de Thomas G.y R Finney (1986), Cdlculo con Geometria Analitica de E.
Sowkowski (1989) y Cdlculo. Trascendentes tempranas de J. Stewart (2002).

Estos manuales se caracterizan por tener un discurso menos rigido en com-
paracion a la formalidad del texto de Courant; utilizan frases en lengua natural,
formulas literales, expresiones en lenguaje formal, situaciones de aplicacion,
figuras geométricas o graficos cartesianos, interpretaciones geométricas, etc. Son
extensos en temas y paginas, razén por la cual las explicaciones de algunos
conceptos son poco profundas como en el caso de la integral de linea.

Otro rasgo significativo es que, debido al avance de los recursos computacio-
nales y a la idea de que lo grafico es intuitivo, la utilizacién de representaciones
graficas es abundante. Un producto representativo de este pensamiento es el
texto de Larson, que cuenta con dos tomos que suman 1495 paginas y 3500
graficas, extension que obedece, en palabras de los autores, a que "el texto ha
puesto énfasis especial en la importancia del aprendizaje mediante graficas,
superior, sin duda, al de otros textos de los anos setenta y comienzos de los
ochenta." Ademas, aseguran que la edicion revisada se sitia

a medio camino entre los textos que se autodefinen como tradicionales y los considerados
como reformistas. Nuestro enfoque es tradicional por cuanto creemos firmemente en la impor-
fancia de una teoria rigurosa, con enunciados precisos y demostraciones de los teoremas.

De la misma manera, en el prologo de su libro, J. Stewart dice que su premisa
ha sido que se puede lograr la comprension conceptual sin renunciar a lo mejor
del cdlculo tradicional, y también considera la utilizacion de graficas como un
acercamiento intuitivo. Sin embargo, en estos cuatro textos, en la mayoria de los
casos, las graficas cumplen un papel solo ilustrativo, es decir, no cumplen con
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la intencion de mostrar lo que la formalidad esconde. Como se verd cuando se
analice el concepto de integral de linea, ninguno de estos libros presenta en sus
explicaciones una interpretacion gréfica de la integral de linea de funciones sobre
una trayectoria. En cambio, el Cdlculo Vectorial de Pita Ruiz, a pesar de utilizar
un lenguaje formal y riguroso, difiere de los anteriores en la forma de presentar
los teoremas, las definiciones y los recursos graficos: 1) propone una definicion
inicial de la integral de linea de campos vectoriales, 2) presenta una interesante
secuencia de problemas resueltos, 3) discute las respuestas de los problemas
provocando una serie de preguntas centrales, 4) responde las preguntas plan-
teadas formulando las definiciones y teoremas pertinentes y 5) concluye con
una interpretacion grafica de la integral de linea y la resolucion de problemas
que ameritan tal significado. (Se sabe que este autor tiene una formacion en
Matematica Educativa).

Otro ejemplo de que estos textos utilizan los recursos graficos como una
ilustraciéon mas que como una interpretacion de lo que la formalidad no permite
visualizar, es el hecho que ninguno de ellos presenta una interpretacion grafica
del Teorema fundamental del calculo. En cambio, el texto de Courant a pesar de
que el uso del recurso grafico es limitado, si propone con un ejemplo concreto
una interpretacion grafica de este teorema:

1 21
lnx:J.fdu j;duzlnb—lna.

Figura 2.18 Log x representado por un area. Figura 2.19 El logaritmo natural
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Si bien para los autores de los libros editados después de la década de
los setenta, el acercamiento grafico es intuitivo, para R Courant y F. John la
intuicion esta relacionada con la aplicacion de los conceptos a problemas de
la realidad:

La obra evita el estilo dogmatico que oculta la motivacion de los conceptos y las raices que
el cdlculo tiene en la realidad intuitiva. Un importante objetivo que se persigue en este libro
es mostrar la relacion reciproca entre el analisis matematico y sus diversas aplicaciones y
destacar el papel de la intuicion. Esperamos que cierto énfasis en la precisiéon no interfiera
con este objetivo. (En el prologo de la edicidn revisada)

Como vemos, las dos preocupaciones centrales de los autores son, por un
lado, proponer situaciones de aplicacién como un acercamiento intuitivo, y por
el otro, la precision de sus definiciones y demostraciones. Esta reflexion plantea
una importante interrogante a los autores de libros de texto: ées posible ser a
la vez preciso e intuitivo en el discurso explicativo de los conceptos del calculo?
Cabe recordar que, desde el siglo XVII|, surge la necesidad de escribir tratados
de cdlculo, con el fin de que la materia fuera accesible a un publico mucho
mas numeroso que el pequeno circulo intelectual de la época. Es por esto que
los autores, desde entonces, estan interesados en que el material de sus textos
sean accesibles a la mayoria de estudiantes y, en consecuencia, es importante
pensar en elementos intuitivos. Es decir, los autores tienen que conciliar dos
hechos inevitables:

* La historia de la matematica muestra que cada avance en la genera-
lizacion y precision de los conceptos del calculo produce definiciones
y demostraciones cada vez mas formales; en tal caso, las definiciones
sin errores nos alejan de las ideas intuitivas que dieron origen a estos
conceptos.

* Existe la exigencia social de que los textos deben ser accesibles para
la mayoria de estudiantes.

Estos dos hechos son una preocupacion central para los autores de manua-
les de calculo, por esto explicitan de manera clara la intencion de presentar
acercamientos intuitivos y a la vez definiciones exactas y precisas. Sin embargo,
como se sabe, lo grafico no necesariamente es intuitivo; por el contrario, el
pensamiento visual demanda un mayor nivel cognitivo que el pensamiento
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algoritmico (Eisenberg y Dreyfus, 1991), y las aplicaciones de conceptos a situa-
ciones reales demandan la movilizacion de distintos registros de representacion
(R Duval, 1993).

Estas exigencias, han orillado a los autores de textos a seguir manteniendo
una estructura clasica de exposicion: introduccion, explicacion formal, utilizacion
de graficas como ilustracion y problemas de aplicacion. Este esquema, que pone
énfasis en la exactitud de la definicion de los conceptos, no resuelve los pro-
blemas originados por los procesos de dexcontextualizacion del saber. Es nece-
sario que el diseno de textos se realice desde otra perspectiva, se debe poner
atencion en situaciones que posibiliten la construccion de significados de los
procedimientos y conceptos matematicos mas que en sus definiciones formales.
En otras disciplinas, como la fisica, podemos ver que existen problemas que no
requieren la teoria de la relatividad de Einstein para resolverse y que basta la
teoria de Newton para muchos problemas de mecanica. De este modo, creemos
que insistir en los libros y en los cursos de calculo, en definiciones precisas
sin que el problema a resolver lo amerite conduce a que los estudiantes las
memoricen sin la oportunidad de construir significado alguno. En otras palabras,
la preocupacion central no debe ser la precision de las definiciones, sino la
construccion de significados del concepto.

A manera de ilustracién de lo expuesto, analizaremos los distintos significa-
dos del proceso de integracion que se desarrollaron a través de la historia del
calculo.

Integral como una
suma de un numero | |Integral como proceso| | Integral como la existencia
infinito de “cantidades| |de antiderivacion: del limite de las sumas de
infinitamente peque- Riemann:
nas": n
) [7@) I=1im) f(E,)Ax,
[4 "
a

El transito del significado de la integracion como proceso inverso a la deri-
vacion a su definicion como la existencia del limite de las sumas de Riemann
resume muchos anos de desarrollo del calculo. Segun Collette, (1986), la relacion
entre la funcion continua y la funcion diferenciable no estaba comprendida por
Cauchy; él cree que toda funcién continua admite necesariamente una derivada.
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Es Riemann el que retoma la nocion de integral definida de Cauchy y en lugar
de postular la continuidad puntual para el integrando, busca funciones mas
generales y determina las restricciones necesarias para las que pueden existir
las integrales de estas funciones. De esta manera llega a la generalizacion del
concepto de integral que engloba las funciones f{x) definidas (no necesaria-
mente continuas) y acotadas en un intervalo cerrado [q, bl.

Como podemos ver, para funciones que son derivables no hay necesidad de
tal definicién formal de la integral. De hecho, en ninguno de los textos revisados
excepto en el de Courant, se resuelven integrales de funciones cuya integracion
demande esta definicion.

Este problema se origina por el proceso de descontextualizacion del saber, es
decir, se desubican los conceptos y sus significados de la red de problematicas
y problemas que le dieron sentido en su proceso de creacion y esto origina
una incongruencia entre la definicién y los procesos de integracién que se
resuelven.

LA INTEGRAL DE LINEA DE FUNCIONES, DE CAMPOS VECTORIALES
Y DE FORMAS DIFERENCIALES LINEALES

Los contenidos (saberes a ensenar) y el tratamiento didactico de los conceptos
en los textos de cdlculo editados a finales del siglo XX muestran un proceso
de homogenizacion, es decir, se certifica que existe una secuencia de concep-
tos, ejemplos y definiciones que se repiten, hecho que nos indica la existencia
de discurso matematico institucionalizado y consensado a nivel internacional
(Cantoral, 1997). Estos libros poco difieren en los temas del capitulo en el que
se aborda la nocion de integral de linea, y en la profundidad y extension de
sus explicaciones. Veamos, a manera de ejemplo, la secuencia de temas en
los siguientes textos: Cdlculo de R Larson, et al (1999), Cdlculo con Geometria
Analitica de E. Swokowski (1989) y Cdlculo. Trascendentes tempranas de ).
Stewart (2002):

Texto de R. Larson, et al.
Capitulo 14. Analisis vectorial

Campos de vectores 1290

14.2 Integrales de linea 1302
14.3 Campos vectoriales conservativos e independencia del camino 1316
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14.4 Teorema de Green 1327

14.5 Superficies paramétricas 1338
14.6 Integrales de superficie 1349
14.7 Teorema de la divergencia 1363
14.8 Teorema de Stokes 1371

Ejercicios de repaso 1378
Texto de E. Swokowski

18 Calculo Vectorial

18.1 Campos vectoriales 926

18.2 Integrales de linea 934

18.3 Independencia de trayectoria 944
18.4 Teorema de Green 953

185 Integrales de superficie 961

18.6 Teorema de la divergencia 969
18.7 Teorema de Stokes 976

18.8 Repaso 983

Texto de J. Stewart

16 Calculo vectorial 1040

16.1 Campos vectoriales 1041

16.2 Integrales de linea 1047

16.3 Teorema fundamental para integrales de linea 1059
164 Teorema de Green 1068

16.5 Rotacional y divergencia 1075

16.6 Superficies paramétricas y sus areas 1083
16.7 Integrales de superficie 1093

16.8 Teorema de Stokes 1105

169 Teorema de la divergencia 1111

16.10 Resumen 1118

Lo primero a senalar es que estos complejos temas se explican en pocas
paginas, de alli que su tratamiento cumpla un papel informativo mas que expli-
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cativo. Po ejemplo, el texto de Larson, et al. ocupa 11 paginas y el de Swokowski
solo nueve.

Por otro lado, como se senald con anterioridad, la secuencia de contenidos
es bastante similar, pero lo importante es que se ubica el teorema de Green
inmediatamente después de demostrar que, para una diferencial exacta, la
integral de linea es independiente de la trayectoria; esto no tiene sentido ya que
para estas formas diferenciales lineales la formula de Green es igual a cero. Este
es un claro ejemplo de los efectos de la desincretizacion y la programabilidad
del saber, estos dos temas: Independencia de trayectoria y el Teorema de Green
se tratan como saberes parciales y autbnomos.

A diferencia de estos textos, en el de Courant, la integral de linea se desarro-
lla en el capitulo 1 (tomo II) titulado Funciones de varias variables y sus deriva-
das, y en el apartado Diferenciales e integrales de linea y no en el contexto del
calculo vectorial; el teorema de Green aparece en el capitulo 5 como Relacion
entre las integrales de linea y las integrales dobles en el plano. Esta forma de
presentar estos contenidos es mucho mas adecuada porque ubica estos con-
ceptos en contextos que les proporcionan sentido y significado.

Otro ejemplo que nos remite a la homogenizacion del tratamiento de los
saberes matematicos, es que para mostrar la utilidad de la integral de linea para
calcular areas limitadas por curvas cerradas simples, en todos los manuales
revisados se presenta la formula:

A =%Lxdy—ydx

) ) x2 y2
para calcular el area cerrada por la elipse: ?+b7=1-

Es sorprendente que este ejemplo se repita en todos los textos analizados.
Ademas, su tratamiento, en ausencia de una representacion grafica de la inte-
gral de linea, se reduce a un procedimiento algoritmico que sirve para calcular
areas dentro de curvas cerradas una vez que la curva se ha parametrizado.
Esta férmula aparece en el libro de Courant en el contexto de funciones de una
variable, en los textos actuales se presenta como una consecuencia del teorema
de Green. En el primer caso, hay un obstaculo adicional para conceptualizar este
procedimiento y es que la integral de linea no tiene sentido si no se interpreta

.1

a “x”y “—p” como funciones de dos variables.
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VACIOS EXPLICATIVOS EN LOS TEXTOS ACTUALES

Ademas, de todos los senalamientos anteriores es pertinente precisar lo siguien-
te:

1. A pesar de que estos manuales utilizan el recurso grafico como un
acercamiento intuitivo a los conceptos del calculo, no discuten la
representacion grafica de la integral de linea de funciones de dos
variables independientes como el area bajo la curva que forman los
valores de la funcion siguiendo la curva de integracion. Por ejemplo,
para la funcién f{x,y) = 1, integrada sobre la parabola y = x°, y sobre
el circulo x’+y’=1, podemos graficar:

)

1

o0 para la integral de esta misma funcién sobre la parabola pero solo res-
. ’ 4

pecto a y, tenemos que la integral de linea f, f(x,y)dy = 4 este resultado

corresponde al area de la grafica:

X
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2. En el teorema sobre la independencia de trayectoria de los campos

conservativos, utilizan el concepto de conjunto conexo sin mostrar ni
ejemplificar el porqué de la necesidad de que el abierto R, en el que
es continuo el campo vectorial F, debe ser conexo. Solo se informa de
manera breve y coloquial lo que significa una region abierta y conexa
y se muestran dibujos de estas regiones.

. Dado el bajo nivel de profundidad con que se aborda la nocion de

integral de linea en estos manuales, el seguimiento de sus explica-
ciones no aporta ningun elemento para entender la diferencia sig-
nificativa que existe entre la integral de linea de campos vectoriales
conservativos y de campos vectoriales no conservativos. Por ejemplo,
en el texto de Larson se introduce el concepto de integral de linea
de una forma diferencial lineal, sin ninguna explicacion, sélo se dice
que F. dr se escribe a menudo como Mdx + Ndy. Esto es, no se
explica que la integral de J'C(de+ N dy) es parte del estudio de las
ecuaciones diferenciales, y en el capitulo en que tratan este tema no
se retoma el concepto de integral de linea. Este hecho muestra un
proceso de desincretizacion que produce compartimentos aislados
sin posibilidad de establecer vinculos entre ellos.

. El contexto de aplicacion de las nociones del calculo en algunos

casos puede ser un acercamiento didactico que propicie un apren-
dizaje significativo, pero en este caso, la nocion trabajo dentro del
calculo vectorial, en lugar de ser un elemento de motivacion se
vuelve un obstaculo para el entendimiento de la integral de linea.
Para un estudiante sin conocimientos previos de fisica, lejos de favo-
recer la comprension de este concepto, este contexto le ocasionard
mayores dificultades cognitivas. En los textos de Courant y de Pita,
las aplicaciones en la fisica se consideran como temas que requieren
conocimientos mas avanzados para entenderlas.

Rupturas en la secuencia logica de la explicacion en los textos actuales:

112

. Las integrales de linea de funciones de dos o mas variables indepen-

dientes, de campos vectoriales y de formas diferenciales lineales, se
abordan sin explicitar las diferencias sustanciales que existen entre
ellas. Por ejemplo, para transitar de la integral de linea de funciones
de varias variables independientes a la integral de linea de campos
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vectoriales, solo se argumenta que una aplicacion importante de
estas integrales en la fisica es el calculo del trabajo realizado por una
fuerza. Es decir, se ve a la integral de linea de campos vectoriales
como una simple aplicacion algoritmica del concepto de integral de
linea de funciones de varias variables, lo cual no permite significar el
porqué de dos hechos importantes:

La integral de linea de campos conservativos sobre una curva
cerrada simple es igual a 0.

3€F-dr=0

La integral de linea de campos no conservativos sobre una
curva cerrada simple es diferente de 0.

jEF-drth

2. Las definiciones, los teoremas y ejemplos resueltos tienen el objetivo
central de definir los campos vectoriales conservativos y su indepen-
dencia de la trayectoria de integracion. Sin embargo, el tema inme-
diato a tratar es el teorema de Green, el cual tiene sentido justo para
campos no conservativos o formas diferenciales no exactas, porque
para el caso de los conservativos (o una forma diferencial exacta) la
expresion analitica de este teorema es igual a 0.

Seguimiento del concepto de integral de linea en textos formales

Como vimos en el apartado anterior los textos editados después de los setenta
no explican la integral de linea con profundidad; cumplen solo un papel infor-
mativo. No aportan ninguna informacion para nuestro analisis. Con el proposito
de dilucidar el porque no existe en los textos de calculo ni el termino ni la expli-
cacién de la diferencial inexacta, se realizd un seguimiento de este concepto en
los textos: Introduccién al cdlculo y al andlisis matemdtico de Richard Courant
(1996) y Cdlculo Vectorial de Claudio de Jesus Pita Ruiz (1995).

El texto de R Courant (1996) presenta la nocién de integral de linea en
el contexto de las formas diferenciales lineales. La forma prominente de su
discurso es axiomatica y el recurso grafico es minimo. En la edicion revisada,
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a pesar de que se utilizan acercamientos geométricos no los considera como
fundamento de los conceptos del calculo. En el apéndice que introducen al final
de las explicaciones de la integral de linea se dice:

La intuicion geométrica y la realidad han proporcionado motivacion poderosa e ideas guia
para el pensamiento matematico constructivo. Sin embargo, con el avance del andlisis desde
principios del siglo XIX, se ha vuelto una necesidad imperiosa dejar de invocar a la intuicion
como justificacion principal de las consideraciones matematicas. Nos hemos vuelto cada vez
mas hacia las demostraciones rigurosas basadas en la precision robustecida axiomaticamen-
te y los conceptos y procedimientos claramente enunciados.

Este parrafo describe con elocuencia las caracteristicas del texto y la postura
epistemologica de los autores. Los recursos graficos son minimos y solo ilustran
las trayectorias sobre las que se integra.

En la explicacion de la integral de linea de formas diferenciales lineales
encontramos que en matematicas el simbolo dfit) se utiliza indistintamente
para representar las diferenciales exactas y las diferenciales no exactas, en
cambio, en los libros de fisicoquimica se utilizan dos simbolos distintos: dF,
para representar la diferencial exacta de la energia interna'y, dW y dQ , para
representar las diferenciales inexactas del trabajo y del calor.

En el texto se explica que si se tiene una funcién u = f(x, y,z) entonces
su diferencial total estd dada por la expresion

A TE BN G T JNR A ) WS
ox oy oz

Luego por la regla de la cadena se expresa la diferencial du como

P R AP
ox dt ovdt oz dt

du
esta ecuacion, dice el texto, es la diferencial du ZEd’ de la funcion u “a lo
largo de cualquier curva” representada paramétricamente por:

x=0(), y=w@), z=x@), (3
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Pero cuando de manera general se refiere a que cualquier forma diferencial
lineal L (exacta o no exacta) expresada por:

L=A(x,y,z)dx+ B(x,y,z)dy+ C(x,y,z)dz. (4)

puede parametrizarse y convertirse en la expresion (5). La explicacion textual es
la siguiente:

La razon por la que tiene sentido considerar una forma diferencial L,
incluso cuando no es una diferencial exacta, es que, a lo largo de cual-
quier curva C dada paramétricamente en la forma

x=¢@), y=w(@), z=x(@®),
L se transforma en la diferencial

L[4 8Y a5

dt dt dt
de una funcion de una sola variable. Esta funcion, es simplemente la
dada por la integral indefinida

[z= j( d): Z+Cz)dt. (6)

Resulta que la forma diferencial (5) representa tanto a las diferenciales exac-
tas (expresion 2) como a las que no lo son, en consecuencia, la integral indefini-
da de L nos proporcionara una funcion f{¢) para L exactay para L no exacta. ks
decir, la integral indefinida (6) es una funcién f{(¢) que representa a una funcion
“primitiva” especial (funcién potencial en el calculo vectorial) que dio origen a L
y a una funciéon que no es la “primitiva” de L Ademas, a diferencia del calculo
de funciones de la una variable, donde df(x) tiene un significado Unico, en el
contexto de funciones de varias variables df{t) representa a la diferencial exacta
y a la diferencial que no es exacta, llamada inexacta en la termodinamica. Este
hecho no se especifica ni se explica con claridad.
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Otro hecho a destacar es que en el manual de Courant, como en los textos
editados después de la década de los setenta, cuando se encuentra la expresion
de la diferencial total de una funcion de varias variables, no existe la exigencia
de que las derivadas parciales sean continuas en un conjunto R simplemen-
fe conexo. Cuando se aborda el concepto de diferencial total, esta se define

Ccomo:
M N
of

d
Afy) =S de+ 5 dy = FGy) dx + FGe ) dy

y que para esta diferencial se cumple que las derivadas cruzadas de My N son
iguales:

oM 0N
dy  ox

Sin embargo, para la funcion f(x,y) = arctanftenemos que la integral de
linea de su diferencial total sobre un circulo unitario no es igual a 0 a pesar
que las derivadas cruzadas de My N son iguales.

—y x
jgx2+y2dx+x2+y2dy=2n

Esta situacion lleva a plantear otro requerimiento para que la integral de
linea sea igual a cero y es que las derivadas parciales sean continuas en un
conjunto R simplemente conexo, este hecho es contradictorio, porque la nueva
exigencia para que se cumpla con el teorema de la independencia de trayectoria
no estaba presente en el momento de tratar las diferenciales totales. Situacién
que no se explica en este texto pero encontramos en el Cdiculo vectorial de Pita
Ruiz la siguiente explicacion:

Un hecho sobre el que llamamos la atencién es que la propiedad del campo F de ser conser-
vativo, es una propiedad global: se pide que haya una funcion fdefinida donde esta definido
el campo F,y que en todo U se tenga que F es el campo gradiente de £ Por otra parte, la
propiedad establecida en el teorema 7.4.2, que esta expresada en términos de derivadas par-
ciales de las funciones coordenadas de F, es una propiedad local: tales derivadas parciales
establecen un comportamiento determinado del campo F en los alrededores del punto en
que ocurre la igualdad de las derivadas parciales. No es extrano pues que, en principio, estas
dos propiedades no sean equivalentes. Lo que si podemos esperar que acontezca, en base
a la observaciéon hecha en este parrafo, es que la propiedad establecida en el teorema 7.4.2
garantice localmente que el campo F' es conservativo.
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Aqui el teorema (7.4.2) es el que establece que las derivadas cruzadas deben
ser iguales. Esta cita explica que cuando se aborda la diferencial total de una
funcion de dos o mas variables, no se exige que las derivadas parciales sean
continuas en un conjunto R simplemente conexo. Pero cuando se integra una
ecuacion diferencial lineal para que se cumpla el teorema fundamental de la
integral de linea es necesario que ademas de la condicion de que las derivadas
cruzadas sean iguales (condicion necesaria) las derivadas parciales deben ser
continuas en un conjunto simplemente conexo (condicion suficiente). Esta argu-
mentacion esclarece el vacio explicativo que presentan todos los textos revisados
incluyendo el tratado de Courant Cuando en los textos se aborda el concepto
de la diferencial total de funciones de varias variables no se establece que la
funcion debe estar definida donde estan definidas las derivadas parciales. Esto
representa también una ruptura en la secuencia logica de las explicaciones.

Un acercamiento grafico también nos puede ayudar a entender este con-
traejemplo, si nosotros consideramos que la integral de linea de una forma
diferencial lineal nos posibilita encontrar la funcién f{t) que, para el caso de las
diferenciales totales, es la “primitiva” de L entonces se puede ver claramente que
la trayectoria pasa por puntos donde la funcion no esta definida:

Figura 1 Figura 2

En consecuencia la integral de linea sobre esta trayectoria toma otro sentido.
Pero si moviéramos la trayectoria a la zona de definicién de la funcion entonces
podremos constatar que la integral de linea sera igual a 0.
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v

j{_y dx +———dy =0
Ay T2 T

En conclusidn, la integracion de formas diferenciales lineales no es sencilla
e incluso en el texto de Courant aparecen vacios para entender la independen-
cia de trayectoria. Con mucha mayor razon las explicaciones de los textos de
fisicoquimica son limitadas y contradictorias y solo reproducen un argumento
descontextualizado de la diferencial exacta para entender la inexacta, en estos
solo se alude que la condiciéon para ser exacta es que las derivadas parciales
cruzadas de My N deben ser iguales, detras de esta explicacion esta la idea de
que lo exacto explica lo inexacto.

Para significar el teorema de la independencia de trayectoria se propone una
sencilla grafica, desde la cual se puede percibir lo que la formalidad no hace
explicito. Es decir, si proponemos una superficie que represente a la funcion
f(x,y), al integrar su diferencial total dada por L, lo que se calcula es el valor de
Af(x,y), de la formula:

[2=]"L=8Cem) = £x09 )= FGxm),s
donde (x, y) ¥ (x/, y/ son los parametros del punto inicial Py del punto final

Pfde la trayectoria de integracion. Esta interpretacion grafica es homologa a la
presentada en el texto de Courant para el Teorema fundamental del calculo.
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o

Figura 1. Independencia de trayectoria

En esta grafica se puede ver con claridad como Af(x, y) no dependera

de la curva sobre la que se integra, pues el proceso de integracion dard el
mismo resultado (Af) para las curvas C y C, ypara C serdigual a 0. Para el
caso, de una forma diferencial lineal no exacta, la integral de linea como integral
indefinida me da una funcion f{z) que no es la funcion que dio origen a L, es
decir, los coeficientes A B, C no son las derivadas parciales de f(x, y), para estas
formas diferenciales la grafica no aplica.

COMENTARIOS FINALES

Los libros de texto de R Larson et al (1999), Thomas G. y R Finney (1986), E.
Sowkowski (1989) y J. Stewart (2002) presentan una secuencia semejante de
contenidos y una misma forma de abordarlos: explicacién formal de conceptos
sequido de aplicaciones. Hay una atomizacion de contenidos y cada uno de los
cuales se explica de manera autonoma. Los recursos graficos, que son abun-
dantes, cumplen un papel ilustrativo mas que didactico. Ademas, a pesar de
la extension de estos textos, la integral de linea se aborda en pocas paginas y
dada la superficialidad de sus explicaciones no aportaron informacion relevante
acerca de la integral de linea y la independencia de trayectoria.

Es necesario pensar en formas mas creativas de organizacion de contenidos
de los textos para contribuir, en la medida de lo posible, a eliminar los efectos
negativos del proceso transposicion que sufre el saber matematico. Una manera
de cambiar la clasica secuencia de contenidos de los manuales seria estructurar
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los conceptos del calculo alrededor de preguntas o problemas abiertos, esto
posibilitaria la integracion de conceptos y la significacion de los mismos.

Como se mostro en el escrito, producto del proceso de delimitacion del
saber matematico y en aras de la exactitud, los autores presentan definiciones
formales de los conceptos centrales del calculo (funcion, derivada, diferencial e
integral) y eliminan de sus paginas las primeras ideas de estos conceptos que,
a nuestro juicio, son convenientes para que el lector se familiarice con esta
disciplina. En este sentido, seria didacticamente adecuado utilizar los diferentes
significados y definiciones que se dieron a través de la historia para que a partir
de su andlisis e identificacion de sus limitaciones se perciba la necesidad de
construir definiciones mas exactas y formales. En otras disciplinas, como trata-
miento didactico se utilizan definiciones o modelos que se desarrollaron a través
de la historia para llegar a conceptos mas actuales. Por ejemplo, en los textos
de quimica se explica el modelo actual de atomo con un proceso de analisis de
los distintos modelos atomicos propuestos a lo largo del tiempo. Esta posibilidad
didactica, eliminaria en parte la dificultad de que los estudiantes no encuentren
en los textos de cdlculo los términos y significados que utilizan los manuales
de otras ciencias usuarias de esta disciplina.

En general, los libros de texto de calculo han eliminado de sus explicacio-
nes las formas diferenciales que no son exactas (diferenciales inexactas en
Termodinamica), a pesar de que en el contexto del enunciado del principio de
la conservacion de la energia tienen una validez conceptual para diferenciar
el trabajo y el calor (funciones de trayectoria) de la energia interna (funcién de
estado) de un sistema. Este hecho es el resultado de la transposicion didactica
que sufre la nocion de integral de linea cuando es llevado a las paginas de
los manuales de calculo, efecto que obstaculiza la comprension matematica de
este concepto; asimismo, el concepto de trabajo y calor en los cursos de termo-
dindmica. Es decir, los vacios explicativos se convierten con frecuencia en obs-
taculos cognitivos para los estudiantes de fisicoquimica porque no encontraran
los términos diferencial inexacta y funcién de trayectoria ni sus explicaciones
matematicas correspondientes.

DATOS DE LOS AUTORES
Ana Soledad Bravo

Universidad Autonoma Metropolitana, Unidad Xochimilco
asbravo@correo.xoc.uam.mx

120 EDUCACION MATEMATICA, vol. 24, NUM. 2, AGOSTO de 2012



Ana Soledad Bravo y Ricardo Cantoral

Ricardo Cantoral Uriza
CINVESTAV-IPN
rcantor@cinvestav.mx

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Cantoral, R (1997). "Los textos de calculo: una vision de las reformas y contra-
rreformas.” Revista EMA. Investigacion e innovacién en Educacion
Matemdtica. Colombia: Universidad de los Andes, 2(2), 115-131.

Castellan, G. (1998). Fisicoquimica. México: Pearson, 22 edicion. (Version original
en inglés publicada en 1964).

Chevallard, Y. (1991). La transposicién diddctica. Del saber sabio al saber ense-
Aado. Argentina: Aique Grupo Editor. (Version original en francés
publicada en 1985).

Collette, J. (1986). Historia de las matemdticas. México: Siglo XXI Editores.

Cordero, F. (2003). Reconstruccion de significados del Cdlculo Integral: La nocién
de acumulacion como una argumentacion. México: Grupo Editorial
Iberoamérica.

Courant, R (1996). Introduccioén al cdlculo y al andlisis matemdtico. México: Ed.
Limusa, Vol. 2, 69 reimpresion. (Primera version en aleman en 1927).

Duval, R (1993). “Semiosis y noesis’, en Sanchez, E. et al. (comp.). Diddctica de la
Matemdtica en Francia, DME, Cinvestav del IPN, México.

Eisenberg, T. and T. Dreyfus (1991). “On the reluctance to visualize in mathe-
matics’. En Visualization in teaching and learning mathematics,
W. Zimmermann and S. Cunningham (editors). Washington D. C,
Mathematical Association of America.

Farfan, (1997). Ingenieria Diddctica y Matemdtica Educativa. Un estudio de la
variacion y el cambio. México: Grupo Editorial Iberoameérica.
Garcia-Colin Scherer, L. (1976). Introduccion a la termodindmica cldsica. México:

Trillas.

Gerasimov, A. et al. (1970). Quimica fisica. MoscU: Editorial Quimica. (Version
original en ruso).

Granville, W. (1982). Cdlculo diferencial e integral (Byington, S, Trad.). México, D. F,
Meéxico: Editorial Limusa. (Trabajo original publicado en 1904).

Kang, W. (1990). "Didactic Transposition of Mathematical Knowledge in
Texbooks'. Doctoral dissertation, University of Georgia.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 2, AGOSTO DE 2012 121



Los libros de texto de cdlculo y el fendmeno..

Kilpatrick, J. & W. Kang (1992). "Didactic Transposition in Mathematics Textbooks.
For the Learning of Mathematics" An International Journal of
Mathematics Education 12(1), 2-7. Canada: Faculty of Education
Simon Frazer University Vancouver.

Larson, R et al. (1999). Cdlculo y geometria analitica. Espana: McGraw-Hill, Vols.
1y 2 69 edicion.

Levine, I. (1983). Fisicoquimica. México: McGraw-Hill de México.

Piskunov, N. (1973). Cdlculo diferencial e integral (Medkov, K, Trad.). Moscd,
URSS: Editorial Mir.

Pita, C. (1995). Cdlculo vectorial. México, D. F, México: Prentice Hall
Hispanoamericana.

Stewart, J. (2002). Cdlculo. Trascendentes tempranas. México: Thomson Learning,
49 edicion.

Swokowski, E. (1989). Cdlculo con geometria analitica. México: Grupo Editorial
[beroameérica, 29 edicion.

Thomas, G. y Finney, R (1990). Cdlculo con geometria analitica (Lopez, M, Trad.).
México, D. F, México: Addison-Wesley Iberoamericana.

122 EDUCACION MATEMATICA, vol. 24, NUM. 2, AGOSTO de 2012



