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Resumen: En el presente trabajo se presentan resultados de una investigacion
sobre los conocimientos y comprension de la probabilidad que muestran pro-
fesores de secundaria mexicanos. En el estudio participaron 80 profesores de
secundarias técnicas (con orientacion tecnologica) a los que se les aplico un
cuestionario de 17 preguntas sobre los conceptos de probabilidad establecidos
en el programa de matematicas de secundaria. Los resultados sefalan que la
probabilidad es un area complicada para los profesores de secundaria; entre los
conceptos de mayor dificultad sobresale la aplicacion de la regla del producto de
probabilidades en contexto de reemplazo, la regla de la suma de probabilidades en
eventos no mutuamente excluyentes y la interpretacion de probabilidades desde
un enfoque frecuencial. Se observo, ademas, un razonamiento combinatorio muy
endeble en la mayoria de los profesores y poca utilizacion de representaciones
como diagramas de arbol vy diagramas de Venn.
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Understanding that high school teachers show on the concepts

of probability: An exploratory study

Abstract: In this paper we present results of a research about knowledge and
understanding of the probability that show Mexican secondary teachers. In the
study participated 80 teachers of technical secondary department (technology-
oriented) responding a questionnaire of 17 questions about probability concepts
established in the secondary mathematics program. The results show that the
probability is a complicated area for secondary teachers; among the most difficult
concepts are the product of probabilities rule in context of replacement, the sum
of probabilities rule to no mutually exclusive events and the interpretation of
probabilities from a frequency approach. It was also observed a very weak com-
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binatorial reasoning in the majority of teachers and low use of representations
as tree diagrams and Venn'’s diagrams.

Keywords: probability, teachers” education, pedagogy of probability, probability
beliefs, heuristics and bias.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La sociedad actual requiere individuos que sean capaces de desarrollar competen-
cias tales como analizar, comprender e interpretar informacion de diversos hechos
que suceden a su alrededor, los cuales, con gran frecuencia, involucran alguna
componente de incertidumbre. Por ejemplo, situaciones como los resultados de
una encuesta para una eleccion, prediccion del clima, juegos de azar, diagnos-
ticos médicos, compra de una poliza de seguro o efectuar una inversion econo-
mica —por mencionar algunos casos- son situaciones inciertas que observamos
diariamente v que, en general, involucran la toma de una decision. Es decir, se
requieren individuos matematicamente competentes que aborden la incertidum-
bre desde una perspectiva matematica y cientifica y no meramente sobre la base
de creencias y conjeturas; en el sentido de la 0CDE (2004), “que sean capaces de
identificar y comprender el papel que desempenan las matematicas en el mundo
que los rodea, emitir juicios bien fundados, utilizar las mateméticas y comprome-
terse con ellas, y satisfacer las necesidades de la vida personal como ciudadanos
constructivos, comprometidos v reflexivos”.

En relacion con lo anterior, Batanero (2006, p. 1) subraya la importancia de un
razonamiento correcto sobre el azar v la incertidumbre, asi como las dificultades
que implica desde el punto de vista de la ensenanza, y senala: “el azar es inhe-
rente a nuestras vidas y aparece en multiples situaciones cotidianas o de la vida
profesional, pero las intuiciones en probabilidad nos enganan con frecuencia
y una ensenanza formal es insuficiente para superar los sesgos de razonamiento
que pueden llevar a decisiones incorrectas”. Sanchez (2009), por su parte, desta-
ca que el aprendizaje de la probabilidad es esencial para ayudar a preparar a los
estudiantes para la vida, ya que los fenémenos de azar y los eventos aleatorios
estan en los ambitos que vivimos y permean nuestra vida privada y profesional.

Los sistemas educativos han sido receptivos a la importancia de la probabilidad
para la formacion de los estudiantes y, desde la tltima década del siglo pasado,
se han realizado reformas a los curriculos de matematicas en diversos paises (por
ejemplo: NCTM, 1989, 2000; AEC, 1990) para incorporar contenidos de estadistica
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y probabilidad desde los niveles de educacion bésica hasta el nivel universitario.
En el caso de México, a partir de 1975 se reconoce la necesidad de brindar
formacion sobre probabilidad y estadistica en la educacion basica obligatoria
(Ojeda, 2006) y aparece por primera vez en los programas de estudio bajo
el titulo “Registros estadisticos y probabilidad”. Desde entonces a la fecha, ha
habido cambios en los contenidos, enfoques de ensenanza y propositos de la
probabilidad en secundaria. Por ejemplo, en el programa de 1975 se proponia:
“que los alumnos apliquen las formulas de probabilidad clasica y se apoyen en
la logica y conjuntos para realizar los ejercicios v la resolucion de problemas,
comprobandolos mediante experimentos” (SEP, 1974, p. 125); mientras que en el
programa de 2006 se establece: “que los alumnos anticipen resultados, realicen
actividades de simulacion y exploracion de fenomenos aleatorios y expresen
propiedades, como la independencia, la equiprobabilidad, la complementariedad..”
(SEP, 2006, p. 9). El ultimo proposito esta acorde con propuestas que en los -
timos anos se han venido haciendo para la ensefianza de la probabilidad por
diversas organizaciones e investisadores (por ejemplo: NcT™, 2000; Godino et al,
1996; Inzunsa, 2001, 2005). En términos generales, los cambios mas importantes
en los contenidos de probabilidad del programa de matematicas en secundaria de
1974 a 2006 tienen que ver con un cambio de ubicacion de los temas del final
de cada grado escolar a los bloques intermedios en que se divide el programa
y con un cambio del enfoque centrado en una vision formalista de la probabilidad,
apoyada en la teoria de conjuntos, por un enfoque mas centrado en la resolu-
cion de problemas con exploracion de fenémenos aleatorios.

Como puede verse, la probabilidad tiene mas de 30 anos en el curriculo
escolar de la escuela secundaria de México; sin embargo, como consecuencia en
buena medida a la insuficiente formacion de los docentes de educacion basica
en probabilidad, es frecuente que los profesores de matematicas de este nivel se
refieran a la probabilidad como el area que mayor dificultad les representa para
impartirla, llesando muchas veces incluso a relegar su estudio. Lo anterior se refleja
en los bajos resultados de las evaluaciones nacionales de sus alumnos, como es
el caso del Examen ENLACE (Examen Nacional de logro Académico en Centros
Escolares) v el Examen EXCALE (Examen de Calidad y Logro Educativo) que se
aplican desde hace algunos afios en el sistema mexicano de educacion basica.

Un andlisis del contenido de los exdmenes ENLACE v EXCALE aplicados a los
alumnos de tercero de secundaria en 2006, 2007 y 2008 nos permite observar
que su contenido se enfoca principalmente en los ejes teméticos forma, espacio
v medida y sentido numérico y pensamiento algebraico, mientras que los con-
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tenidos de probabilidad vy estadistica, que son parte del eje tematico manejo de
la informacion, son relegados en dichas evaluaciones. Por ejemplo, de 74 reac-
tivos del examen ENLACE del ario 2008, solo 9 corresponden a conocimientos
estocasticos (5 de probabilidad v 4 de estadistica), mientras que, en el examen
EXCALE del mismo aiio, s6lo 8 reactivos de un total de 128 evaltan dichos
conocimientos (5 de probabilidad v 3 de estadistica). De lo cual se deduce que
los contenidos de probabilidad y estadistica son subestimados y relegados en las
evaluaciones oficiales, aun cuando en el programa de estudios se declara como
un eje de suma importancia en la formacion de los estudiantes de secundaria.

Por otra parte, en cuanto a la distribucion de los contenidos a lo largo de la
educacion secundaria, de un total de 540 sesiones de matematicas, solo 25
corresponden al tema de probabilidad. Ademas, como senala Sanchez (2009,
p. 54), al analizar el programa de matematicas de 2006, observamos que algunos
conceptos importantes de probabilidad no aparecen explicitamente en el progra-
ma ni se sugieren actividades para ellos, tal es el caso de la nocion frecuencial de
la probabilidad, aleatoriedad, simetria, modelo de urna y probabilidad condicional.

En resumen, podemos advertir que hay multiples factores que han incidido
hasta ahora en la ensenanza de la probabilidad en secundaria para que los resul-
tados obtenidos tanto por profesores como por estudiantes en las evaluaciones no
sean satisfactorios. Entre dichos factores se pueden destacar los siguientes:

1. Los programas han sufrido un cambio radical en cuanto al enfoque de
ensefianza de la probabilidad de 1975 a 2006 vy los profesores no los han
asimilado totalmente.

2. La formacion de los profesores en probabilidad no es muy soélida y, por
ello, tradicionalmente la han evadido o la imparten de una manera muy
superficial.

3. Los programas de matematicas tienen una orientacion determinista y pri-
vilegian otras ramas de las matematicas, lo que trae como consecuencia
que se otorgue menos importancia a la probabilidad, tanto en el nivel de
contenidos como en las evaluaciones nacionales.

Existe muy poca investigacion en torno a los factores anteriores con profe-
sores de secundaria mexicanos, razon por la cual en el presente trabajo nos hemos
propuesto abordar una problemaética relacionada con la naturaleza v conoci-
mientos sobre probabilidad que tienen los profesores de secundaria acerca de los
principales contenidos de probabilidad establecidos en el programa de matema-
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ticas, con el proposito de identificar sus principales dificultades y desafios para
enfrentarse a los nuevos retos establecidos en la tltima reforma de los planes de
estudio para la educacion secundaria. La pregunta que nos hemos planteado
y alrededor de la cual gira la presente investigacion es dcudl es el nivel de compren-
sion y las principales dificultades que tienen los profesores sobre los contenidos
de probabilidad del programa de estudios de matemdaticas en secundaria?

ANTECEDENTES

En los anos recientes, la investisacion en educaciéon matemética ha prestado
cada vez mayor atencion a la formacion de los profesores de matematicas, sus
practicas en el aula, sus conocimientos, creencias v concepciones acerca de lo
que significa ensenar matematicas. Esto porque se ha identificado que son fac-
tores que tienen una influencia importante en las matematicas que ensefian v,
por ende, en las matematicas que los alumnos aprenden. Al respecto, Even v Ball
(2009, p. 2) senalan tres razones importantes que motivan un estudio sobre la
formacion profesional v conocimientos de los profesores de matematicas:

1. Los profesores ocupan un papel central en el aprendizaje matematico de los
estudiantes.

2. La formacion profesional de los profesores es un elemento crucial en el
esfuerzo para construir un sistema efectivo de educacion matematica.

3. La formacion de profesores es una empresa de grandes desafios.

De acuerdo con Liljedahl (2009, p. 25) los estudios sobre conocimientos de
los profesores a menudo ubican tres lineas de interés: conocimiento del con-
tenido, conocimiento pedagogico vy conocimiento didactico. En el contexto de
la educacion matematica, el conocimiento de contenido contempla conceptos
matematicos, uso de técnicas matematicas, razonamiento matematico, demostra-
ciones, entre otros; el conocimiento pedagogico contempla principios generales de
educacion tales como teorfas de aprendizaje y aspectos éticos de la educacion;
mientras que el conocimiento didactico es el conocimiento relacionado con las
condiciones v las maneras de ensefiar y aprender matematicas. En este mismo
sentido, Novotna (2009, p. 13) sefiala: “aprender a ensefiar matematicas requiere
un balance entre el conocimiento tedrico y practico de los profesores y habilidades
que incluyen conocimientos de matematicas, conocimientos de ensefanza de las
matematicas y conocimientos de psicologia y pedagogia”.
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En el caso particular de la probabilidad, un area que en los ultimos afos ha
incrementado su presencia de manera importante en el curriculo de matema-
ticas, sobre todo en el nivel preuniversitario, la investigacion ha informado que
la mayorfa de los profesores tienen poca experiencia en el area (Godino, et. al,
2008) y la consideran como uno de los topicos mas dificiles de ensenar, ya que
el estudio de la probabilidad tiene caracteristicas distintas que los profesores y
estudiantes no encuentran en otras areas de las matematicas, lo cual incrementa
los retos de su ensefanza v aprendizaje. Adicionalmente, muchos estudios han
mostrado la existencia de diversas concepciones erroneas y sesgos probabilisti-
cos por parte de personas adultas y estudiantes universitarios, de tal modo que,
sin una preparacion adecuada, los futuros profesores y profesores en servicio
pueden depender de sus creencias e intuiciones y mostrar razonamientos y ses-
gos similares a los informados en estos estudios (Konold, 1991; Lecoutre, 1992;
Kahneman, Slovic y Tversky, 1982).

Al respecto, Jones (2005) identifica algunos desafios que representan la ense-
nanza y aprendizaje de la probabilidad que es necesario tener en cuenta:

1. La demanda cognitiva de tratar con la aleatoriedad en contraste con el
pensamiento determinista de las otras ramas de las matematicas.

2. El desafio de trabajar con multiples concepciones de la probabilidad
(clasica, frecuencial, subjetiva).

3. La tarea de identificar el conocimiento en probabilidad y disposiciones
que podrian ser Utiles para los estudiantes de varios niveles.

4. La tarea de interpretar la literatura de investigacion en ensefianza y
aprendizaje de la probabilidad de manera que proporcione orientaciones
al profesor para el desarrollo de sus planes de clase.

Aunque diversos trabajos han contribuido a clarificar el conocimiento que
requieren los profesores para la ensefianza de la probabilidad, la investigacion
sobre conocimientos pedagdgicos y sobre dominio de contenidos de probabi-
lidad de los profesores, asi como sobre el conocimiento del aprendizaje de sus estu-
diantes, es todavia limitada; lo cual puede deberse al hecho de que la introduccion
de la probabilidad, especialmente en los niveles basicos, es relativamente nueva
(Jones et al, 2007). Sin embargo, dicha situacion se ha empezado a revertir en
los afios recientes ante el reconocimiento de la importancia que representa una
formacion y actualizacion adecuadas de profesores de probabilidad v estadistica
en el mejoramiento de la educacion estadistica.
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Es asi como dos importantes organismos internacionales, que promueven la
educacion matematica y estadistica, como son la Comision Internacional para
la Instruccion Matematica (1cM1, por sus siglas en inglés) v la Asociacion Inter-
nacional para la Educacion Estadistica (IASE, por sus siglas en inglés) realizan un
encuentro conjunto en 2008 en Monterrey, México, con el tema “educacion esta-
distica en la matematica escolar: desafios para la ensefianza y la formacion de pro-
fesores”. En dicho evento se abordaron importantes topicos, como la situacion
actual de la ensefianza de la estadistica, creencias, actitudes y conocimientos de
los profesores sobre la educacion estadistica, analisis de practicas de ensenanza
vy como apoyar a los profesores para la ensefianza de la estadistica, entre otros.

Diversos trabajos sobre formacion de profesores subrayan el papel central
que desempenia el profesor, sus creencias, actitudes y conocimientos en la ense-
fanza de una disciplina. En el caso particular de la estadistica, Da Ponte (2008)
sefala que, para ensenar estadistica, los profesores necesitan saber pensar esta-
disticamente, pero ademas necesitan saber sobre educacion estadistica, su lugar
en el curriculo, su relacion con otras ciencias, ademas de su didactica (materiales
adecuados, tecnologia, representaciones, metodos). Sedlmeier y Wassner (2008),
por su parte, senalan que, dentro de las medidas necesarias para mejorar la
educacion estadistica, es absolutamente necesario determinar el statu quo de
la vision de los profesores sobre la estadistica y las posibilidades que ellos ven
para el mejoramiento de la educacion estadistica: “L.a educacion estadistica
Unicamente puede ser mejorada si los profesores son motivados a usar nuevos
meétodos y herramientas sugeridos por los investigadores”. Una reflexion de Stohl
(2005) parece muy indicada para complementar lo anterior:

el exito de cualquier curriculo de probabilidad para desarrollar el pensa-
miento probabilistico de los estudiantes depende, en gran medida, de la
comprension de los profesores acerca de la probabilidad, ademéas de una
mayor comprension de aspectos tales como las concepciones erréneas de los
estudiantes y el uso de representaciones y herramientas (p. 351).

Stohl (2005), en una revision de la literatura, identifica que hay mucha menos
investigacion sobre comprension de la probabilidad por parte de profesores que
por parte de estudiantes e identifica cuatro grandes categorias que, a su vez,
nos serviran de marco para analizar algunas investigaciones que involucran a
profesores de probabilidad de diferentes niveles:
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1. Creencias de profesores y conocimiento sobre el contenido de probabilidad.

2. Comprension de los profesores acerca de la comprension de los estudian-

tes sobre probabilidad.

Implementacion de actividades de probabilidad por parte de los profesores.

4. Uso de herramientas de simulacion por parte de los profesores para su
aprendizaje y ensefianza.

w

CREENCIAS DE PROFESORES Y CONOCIMIENTO SOBRE EL CONTENIDO DE PROBABILIDAD

En un estudio sobre eventos independientes realizado por Sanchez (2000)
con profesores de matematicas mexicanos de preparatoria, se encontrd que los
profesores exhibieron diversas ideas confusas cuando se enfrentaron a tareas que
involucran la independencia de eventos. Entre las principales dificultades encon-
tradas se encuentra la falta de una distincion clara entre experiencias indepen-
dientes y eventos independientes, creer que eventos independientes es sinbnimo
de eventos mutuamente excluyentes y la creencia de que solo se puede aplicar
el concepto de eventos independientes a sucesiones de experiencias. De acuerdo
con Sanchez (2000), hay una desproporcion entre la aparente sencillez del con-
cepto de independencia (expresado por la regla del producto o por la formula
de probabilidad condicional) y las dificultades para su aplicacion correcta en
diferentes contextos. En cierto modo, los profesores saben cudl es la definicion
operativa de los eventos independientes, pero no comprenden su significado.
También con profesores de preparatoria mexicanos, Inzunsa y Juarez (2007)
realizaron un estudio sobre razonamiento estadistico, el cual involucraba diversas
ideas de probabilidad en relacion con los datos. Los resultados muestran un bajo
nivel de razonamiento v diversos sesgos probabilisticos, a pesar de que, entre
ellos, habia profesores con experiencia en la ensefianza de la probabilidad vy la
estadistica. Mientras tanto, Begg y Edward (1999), al realizar una investigacion
con profesores en servicio y en formacion, encontraron que los profesores mos-
traron una comprension muy débil de la probabilidad. Estos mismos profesores
mostraron un bajo nivel de confianza en su habilidad para enseniar probabilidad
en comparacion con la construccion de graficas y célculos estadisticos. Sobre
estos mismos conceptos, Zaslavsky, Zaslavsky y Moore (2001) examinaron a 33
profesores sobre su conocimiento de independencia v eventos mutuamente
excluyentes. De las nueve tareas que les fueron proporcionadas, 70% no pudo
explicar cudles items correspondian a eventos mutuamente excluyentes y casi la
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mitad no pudo proporcionar ejemplos de este concepto. Ademas, cerca de 70%
de los profesores no pudo explicar cuando eran independientes los eventos.

COMPRENSION DE LOS PROFESORES ACERCA DE LA COMPRENSION
DE LOS ESTUDIANTES SOBRE PROBABILIDAD

En un amplio estudio realizado por Watson (2001) con profesores australianos de
primaria y secundaria sobre conocimiento de contenido y didactica de la proba-
bilidad, se encontrd que los profesores de secundaria tuvieron una confianza sig-
nificativa mayor que los profesores de primaria para ensefiar eventos igualmente
probables, mediciones bésicas de probabilidad y muestreo. Por su parte, Greer
y Ritson (1994) realizaron un estudio con profesores de primaria y secundaria
en Irlanda del Norte, la mayoria de los profesores considerd que la probabilidad
era relativamente poco importante comparada con otros topicos de matematicas,
ademas, mas de 50% de los profesores sefiald que rara vez utilizaban experimen-
tos en su clase de probabilidad.

Un amplio conocimiento estadistico, aun cuando es esencial, no es suficiente
para que los profesores puedan ensefar probabilidad. En esta idea, Batanero,
Godino y Roa (2004) analizan las razones por las cuales la probabilidad resulta
un topico dificil de ensenar para los profesores de matematicas y los contenidos
necesarios en la preparacion didactica de los profesores para enseiar proba-
bilidad. Basados en diversa literatura en educacion matematica, identifican el
“conocimiento didactico” que requieren los profesores, el cual contempla los
siguientes aspectos:

1. Reflexion epistemologica de los diferentes significados de la probabilidad.

2. Experiencia en adaptar el conocimiento a los diferentes niveles de ense-
nanza y a los diversos niveles de comprension de los estudiantes.

3. Capacidad critica para analizar libros de texto y documentos curriculares.

4. Predecir las dificultades de aprendizaje de los estudiantes, errores, obstacu-
los v estrategias de resolucion de problemas.

5. Capacidad para desarrollar y analizar diferentes tipos e instrumentos de
evaluacion e interpretar las respuestas de los estudiantes.

6. Experiencia con buenos ejemplos de situaciones de ensenanza, herramien-
tas didacticas y materiales.
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En su trabajo de investigacion, Batanero, Godino y Roa (2004) utilizaron como
sujetos de estudio a profesores de primaria y secundaria de Espana, con los cua-
les trabajaron dos actividades didacticas, una sobre percepcion de la aleatoriedad
y otra sobre estrategias para ganar un juego de probabilidad. Una importante
conclusion es que el entrenamiento didactico de los profesores debe mostrarles
como realizar analisis didacticos similares a los que les fueron presentados. Este
tipo de analisis debe ser el componente principal de los cursos de entrenamiento
de profesores desde el punto de vista estocastico y didactico.

IMPLEMENTACION DE ACTIVIDADES DE PROBABILIDAD
POR PARTE DE LOS PROFESORES

Haller (1997) observo las clases de probabilidad de cuatro profesores de secun-
daria en un programa que incluia experiencias con contenido probabilistico,
concepciones erroneas y aspectos pedagogicos ligados a la ensenanza de la pro-
babilidad. Las observaciones de Haller indican que los profesores que se encon-
traban en el espectro bajo de conocimientos de probabilidad mostraban errores
v concepciones erroneas, dependian en gran medida de libros de texto y dejaban
de lado oportunidades para fomentar las relaciones con fracciones, decimales
y porcentajes en los calculos de probabilidades. En contraste, los profesores
que se encontraban en el espectro alto de conocimientos de probabilidad no
cometian errores de contenido, ampliaban las lecciones de los libros de texto
v explotaban las oportunidades para hacer conexiones entre probabilidad, deci-
males, fracciones y porcentajes. Haller observo que la experiencia de ensenanza
no parece haber tenido un gran impacto en la ensenanza de los profesores.

Por su parte, Watson (2001), en un estudio que realizo, examino la cognicion
de sus estudiantes (profesores de primaria y secundaria) y las dificultades que po-
drian experimentar con los datos y el azar. En su documentacion sobre las difi-
cultades, comenta que solo 2 de 15 profesores de primaria mencionaron aspec-
tos procedimentales como “encontrar probabilidades”, mientras que 13 de 28
profesores de secundaria se refirieron a calcular probabilidades, permutaciones
v diagramas de arbol. Se observo, asi, que las respuestas, particularmente de
los profesores de secundaria, sugieren que los enfoques procedimentales en la
ensenianza tienden a dominar. Watson sefiala, ademas, que hubo pocas pruebas
de que los profesores de secundaria usaran enfoques basados en actividades de
simulacién y muestreo para reforzar la teoria.
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De acuerdo con los estudios analizados, los profesores tienen, en general,
serias deficiencias en cuanto al dominio de contenido probabilistico, ya que, en
la mayoria de los casos, no tomaron cursos de probabilidad durante su forma-
cion como profesores, 0 bien, como sefiala Da Ponte (2008), la formacion de los
profesores consistié en cursos y talleres que los llevan a un conocimiento mas o
menos estructurado de los conceptos estadisticos —una situacion similar existe
en Mexico-. En cuanto al dominio didactico, se requiere desarrollar maneras
innovadoras de fomentar este aspecto en los profesores, va que el conocimiento
estadistico no basta, el trabajo de Batanero, Godino y Roa (2004) se ubica
en esta direccion.

USO QUE HACEN LOS PROFESORES DE HERRAMIENTAS DE SIMULACION
PARA SU APRENDIZAJE Y ENSENANZA

El uso de simulacion v experimentacion, en complemento con otros enfoques
de la probabilidad, se recomienda ampliamente en la ensenanza de la probabi-
lidad (por ejemplo: Batanero, Henry vy Parzysz, 2005; Garuti, Orlandoni y Ricdi,
2008). Sin embargo, no abundan los trabajos donde se informen resultados
de ensenanza con estas herramientas. Ademas, el uso de simulaciones no esta
exento de dificultades y se requiere una planeacion adecuada de actividades
didacticas para aprovechar su potencial, tal como lo senalan Chaput, Girard
y Henry (2008).

En esta direccion se encuentra el trabajo de Sanchez (2002), quien realiza
un estudio con profesores mexicanos de preparatoria para conocer el potencial
de un ambiente de simulacion con el software Fathom. Después de diversas
sesiones de trabajo, los profesores respondieron un cuestionario que recogia sus
opiniones sobre diversos aspectos relacionados con la simulacion como herra-
mienta de ensefianza, tales como el papel de la simulacion en la ensenanza, las
etapas de una simulacion, la complejidad de usar simulaciones y los conceptos
mas importantes que se podrian abordar con actividades de simulacion. Los re-
sultados senialan que los profesores son conscientes de ciertos aspectos del
potencial, pero rechazan o subestiman otros que son muy importantes.

En la direccion de desarrollar materiales para la ensefianza de la probabilidad,
Lee y Mojica (2008) desarrollan un proyecto para ensefiar matematicas con tec-
nologia en el que se incluye un modulo para probabilidad y estadistica. En una
puesta a prueba de los materiales con profesores de secundaria, encuentran que,
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a pesar de que los profesores se comprometieron con las investigaciones esta-
disticas mediante simulaciones y experimentos de probabilidad, éstos dejaron de
lado oportunidades para profundizar en su razonamiento y los esfuerzos de los
profesores para utilizar probabilidad empirica no fomentaron una concepcion
de probabilidad como el limite de las frecuencias estabilizadas después de muchos
ensayos. Las autoras concluyen que es necesario mucho mas trabajo para que
los profesores desarrollen conexiones entre la probabilidad y la estadistica v
practicas utiles para el salon de clases. La formacion de los profesores necesita
incluir experiencias con auténticas actividades estadisticas, uso de herramientas
de simulacion y modelado.

El presente trabajo de investigacion se ubica en la primera categoria definida
por Stohl (2005), el cual corresponde a creencias de profesores y conocimientos
sobre el contenido de probabilidad.

MARCO CONCEPTUAL

LA NATURALEZA Y COMPLEJIDAD DE LA ENSENANZA
Y APRENDIZAJE DE LA PROBABILIDAD

La literatura en educacion estadistica registra diversos estudios que muestran la
complejidad que representa el aprendizaje de la probabilidad en todos los nive-
les, lo cual ha motivado diversos llamados y esfuerzos para investigar y conocer
mejor la problematica de su ensefianza y aprendizaje. Una de las razones que se
ofrecen es que la probabilidad tiene una naturaleza contra la intuicion que com-
plica el razonamiento probabilistico, otra razén tiene que ver con la preparacion
inadecuada de los profesores en el tema.

Entre las recomendaciones y sugerencias que se proponen esta iniciar el estu-
dio de la probabilidad desde etapas tempranas como una medida para familiarizar
a los nifos con el azar y la incertidumbre (Langrall y Mooney, 2005; Watson,
2005); otras propuestas consisten en que la ensefianza de la probabilidad haga
explicitas las conexiones entre las nociones teoricas y experimentales mediante
el uso de los diversos enfoques de la probabilidad (Fischbein y Gazit, 1984), usar
tecnologia para construir modelos y explorar situaciones aleatorias (Pratt, 2005;
Franklin, et al, 2005), y preparar mejor a los profesores para el conocimiento
de la pedagogia v el contenido de la probabilidad (Da Ponte, 2008; Kvantinsky
y Even, 2002).
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Respecto del tltimo aspecto, muchos profesores, como consecuencia de su
formacion profesional y por la influencia de diversos libros de texto, tienen una
orientacion a ensefar la probabilidad en los niveles preuniversitarios enfocada
en calculos vy tormulas, asumiendo con ello que la probabilidad consiste en usar
procedimientos para determinar probabilidades teéricas, en lugar de considerar
aplicaciones del mundo real y la comprension de conceptos, y fomentar el razo-
namiento probabilistico.

Diversos educadores estadisticos sugieren que la ensefianza de la probabili-
dad debe contemplar los diversos enfoques de la probabilidad como una medida
para ayudar a los estudiantes a comprender mejor sus diversas aplicaciones,
desarrollar intuiciones adecuadas y mejorar el razonamiento probabilistico. Sin
embargo, muchos profesores tienen preferencia por el enfoque clasico de la
probabilidad, en cuanto que estd mas ligado a la vision determinista de las mate-
maticas, v desconfian de los resultados aproximados que se obtienen al realizar
o simular una serie de ensayos de un experimento aleatorio. Esto tltimo como
consecuencia de una inadecuada comprension de la ley de los grandes ntimeros,
que establece que la diferencia entre la probabilidad empirica y la tedrica tiende
a cero conforme se incrementan los ensayos de un experimento aleatorio. Sin
embargo, debido a las fluctuaciones de las frecuencias, puede ocurrir —aunque es
poco probable- que se obtenga una probabilidad empirica sustancialmente distin-
ta de una probabilidad tedrica, aun después de una larga secuencia de ensayos;
de esta manera, profesores que no comprenden esta ley pueden conducir a sus
estudiantes a esperar una convergencia total en la probabilidad empirica en una
serie larga de ensayos e, incluso en algunos casos, esperan que esta convergencia
debe darse en pocos ensayos.

El enfoque clasico requiere el cumplimiento de equiprobabilidad en los eventos
y un espacio muestral finito, lo que obliga a que el profesor reduzca el campo de
aplicaciones a problemas de juegos de azar y otros que no estan muy apegados
a situaciones de la vida real; ademas, requiere el domino de técnicas combi-
natorias que dificultan a los estudiantes ir méas alld de problemas simples; de
esta manera, un profesor que centra su ensefianza en este enfoque crea a los
estudiantes una vision parcial de las aplicaciones de la probabilidad.

HEURISTICAS Y SESGOS EN EL RAZONAMIENTO PROBABILISTICO

Investigaciones realizadas por Kahneman, Slovic y Tversky (1982) han puesto
de manifiesto diversas dificultades que presentan las personas cuando razonan
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acerca de situaciones donde interviene la incertidumbre. La explicacion de estos
autores es que las personas con poco o ningn conocimiento de probabilidad
estiman la probabilidad de un evento mediante ciertos juicios heuristicos. La
aplicacion de heuristicas consiste en simplificar el problema pasando por alto
informacion que puede ser relevante para su solucion, razon por la cual a menu-
do conducen a sesgos o errores. De esta manera, las heuristicas son procesos
mentales que reducen la complejidad de un problema vy los hacen accesible a
quien resuelve el problema y, aunque conducen a una solucion inmediata, no
garantizan que la solucion sea correcta.

Kahneman, Slovic y Tversky (1982) han identificado tres tipos principales de
heuristicas, entre la cuales destaca la heuristica de representatividad, por la
diversidad de sesgos que se generan a partir de ella. Esta heuristica consiste
en evaluar la probabilidad de un evento sobre la base de la representatividad de
éste respecto de la poblacion de la cual proviene. Las personas que hacen uso
de este tipo de razonamiento consideran que la muestra debe reflejar las propie-
dades de la poblacion; si bien esto debe ser cierto para una muestra de tamano
orande, no necesariamente lo serd para una muestra de tamano pequeiio. Se
crea asi un sesgo conocido como insensibilidad al tamaiio de muestra que con-
siste en tener una excesiva confianza en muestras pequenas. Otro sesgo que
se introduce en el uso de esta heuristica tiene que ver con la representacion que los
estudiantes tienen sobre secuencias aleatorias. Es comtn que el estudiante crea
que, después de una racha de un mismo resultado, digamos aguilas al lanzar
una moneda, debe seguir otra racha de soles para compensar y lograr la simetria.
Este tipo de sesgo ha sido llamado recencia negativa o falacia del jugador,
y consiste en esperar intuitivamente que en una serie de juegos aumente la
probabilidad del resultado contrario. Personas con este razonamiento pasan por
alto la independencia de los ensayos.

Otro sesgo importante registrado en la literatura y que es frecuente en los
alumnos es el sesgo de equiprobabilidad. Lecoutre (1992), en un estudio sobre
razonamiento probabilistico, encontrod que los estudiantes aplicaban el principio
de equiprobabilidad en situaciones donde no era factible su uso. En la ensefan-
za, este sesgo traeria como consecuencia un uso abusivo de la regla de Laplace
y dificultad para poder identificar las situaciones en las que no es aplicable el
principio de equiprobabilidad.

Konold (1991), por su parte, en un estudio con estudiantes universitarios sobre
la manera como interpretaban un enunciado probabilistico expresado en forma
frecuencial, encontrd que, ante una pregunta en la que se pedia la probabilidad de
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un evento, ésta era interpretada como tener que predecir si el evento en cuestion
ocurriria en el siguiente experimento. Los estudiantes buscaban explicaciones cau-
sales en lugar de aleatorias a la ocurrencia de resultados inesperados, ignorando la
informacion de tipo frecuencial proporcionada. Estos alumnos presentan un sesgo
conocido como enfoque en el resultado aislado y consideran que cada una de las
repeticiones de un experimento aleatorio no tiene por qué guardar relacion con las
anteriores o posteriores, es decir, no ven los resultados como una secuencia.

En resumen, profesores que no tienen una solida comprension de los concep-
tos probabilisticos ni una vision completa de lo que representa el campo de la
probabilidad dificilmente podran ensenar probabilidad de manera adecuada.

EL CONOCIMIENTO DE PROBABILIDAD NECESARIO PARA LA ENSENANZA

Even y Kvatinsky (2010) proponen un conjunto de cinco aspectos relacionados
con los conocimientos que los profesores deben tener sobre probabilidad para
una ensefianza adecuada, los cuales nos serviran de marco para el andlisis e
interpretacion de los conocimientos de los profesores:

1. Las caracteristicas esenciales v la fortaleza de la probabilidad.
Es necesario que los profesores conozcan las caracteristicas esenciales de
la probabilidad como campo no deterministico que lo hace diferente
de otros campos de las matematicas, ademas de que se comprenda que el
estudio de la probabilidad puede ser abordado desde distintos enfoques.
Los profesores deben reconocer la importancia que tiene la probabilidad
para resolver problemas de incertidumbre y azar que pueden ocurrir en
cualquier campo de la actividad humana.

2. Diferentes representaciones v modelos
El trabajo en probabilidad requiere el uso de diferentes representaciones
y modelos, tales como diagramas de Venn, diagramas de arbol, tablas vy
formulas para calcular e interpretar probabilidades. La familiaridad vy el
manejo adecuado de las diferentes representaciones y modelos, asi como
la habilidad para pasar de una representacion, son una herramienta pode-
rosa para el profesor y lo ayudan a comprender mejor la probabilidad.

3. Uso de enfoques alternativos de la probabilidad
Los profesores deben estar familiarizados con los principales enfoques de
la probabilidad (clasico, frecuencial y subjetivo), sus usos vy elecciones ade-
cuadas para determinados problemas.
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4. Repertorio basico de ejemplos
Como parte del conocimiento de probabilidad que el profesor debe tener
esta contar con un repertorio de ejemplos importantes de facil acceso que
le permitan ilustrar ideas, conceptos, teoremas y propiedades importantes.
5. La naturaleza de la teoria de la probabilidad
Los profesores deben saber que el conocimiento matematico esta interre-
lacionado con el conocimiento de la probabilidad y que el primero apoya
al segundo (por ejemplo, axiomas y teoremas de probabilidad tales como
probabilidades de un espacio muestral, la ley de los grandes néimeros
como el limite de una probabilidad).

Adicionalmente, Heitele (1975) sugiere un conjunto de ideas estocasticas que
son fundamentales en el curriculo de probabilidad y que deben ser abordados en
diferentes niveles de formalizacion en los diversos niveles educativos, iniciando
desde la educacion basica. Dichos conceptos deben ser parte del bagaje de
conocimientos que los profesores de secundaria deben tener y la mayor parte
de ellos se han tenido en cuenta para nuestro analisis del conocimiento de los pro-
fesores: experimentos aleatorios, eventos y espacio muestral, regla de la adicion
de probabilidades, independencia y probabilidad condicional, equidistribucion de
la probabilidad, combinatoria, variables aleatorias, ley de los grandes ntimeros,
muestreo, modelado y simulacion.

METODOLOGIA
SUIJETOS DE ESTUDIO Y CONTEXTO DE LA INVESTIGACION

El presente estudio se llevd a cabo con 80 profesores mexicanos en ejercicio
en el sistema de secundarias técnicas del estado de Sinaloa, de los cuales, 85%
tenia estudios relacionados con docencia de las matematicas (licenciatura y
normal superior) y el otro 15% contaba con una carrera universitaria en areas
como administracion de empresas, ingenieria civil, ingenieria electronica, contador
publico e ingenieria quimica. Los profesores se encontraban participando en un
curso sobre uso de un software de geometria dindmica que era impartido por uno
de los autores v en el cual se les pidi6 su colaboracion para participar en la
investigacion. El promedio de experiencia docente de los profesores era de 18 afios
con rango de 2 a 37 afios.
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Cuadro | Contenidos de probabilidad contemplados en el eje de Manejo de la
informacién del programa de matematicas (sep, 2006)

SECUNDARIA
19 20 30
Espacio muestral. Calculo de la probabilidad Simulacion:
de eventos independientes. urnas de Bernoulli.

Estimacion de probabilidades.
Calculo d I

Probabilidad clasica. aretio de eventos
mutuamente excluyentes.
Comparacion

de probabilidades.

Juegos equitativos
0 no equitativos.

CRITERIOS PARA EL DISENO DEL CUESTIONARIO

Con el proposito de que el cuestionario para evaluar los conocimientos de los
profesores tuviera validez de contenido, consideramos el contenido de probabi-
lidad del programa de matematicas y los objetivos en términos de conocimien-
tos v habilidades que el estudiante debe desarrollar a lo largo del curso (véanse los
cuadros Iy II); con ello buscamos identificar, ademas, los desafios que el nuevo pro-
grama representa para los profesores. El cuestionario contemplaba 11 preguntas
de opcion multiple y 6 preguntas de respuesta abierta, una de las cuales tenia,
a su vez, cualro incisos (véase anexo). La mayoria de las preguntas fueron tomadas
de la literatura y algunas fueron disenadas por los autores para la investigacion.

ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

Se analizaron las respuestas de los profesores a los diferentes items y se elabord
el cuadro IIl con el porcentaje de respuestas correctas para cada uno de ellos,
teniendo en cuenta, ademas, la clasificacion tematica del cuadro II. El cuadro 1II
permitio identificar y clasificar los items por nivel de dificultad en tres categorias
(baja, media y alta). Adicionalmente, se consideraron algunos aspectos del conoci-
miento de probabilidad para la ensefianza definidos por Even y Kvatinsky (2010)
para el analisis e interpretacion de los resultados.
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Cuadro Il Relacion entre items de cuestionario y contenidos de probabilidad

Tema

Numero de item

Proposito

Aleatoriedad, secuencias
aleatorias y sus propiedades.

|dentificar propiedades de
secuencias aleatorias

112 y heuristica
de representatividad.
Regla del producto Identificar variables de tarea
" 2,56,11,13 ) -
de probabilidades. y estrategias de resolucion.
Regla de la adicion |dentificar interseccion de
de probabilidades. 10, 14 eventos y exclusion, y estrate-
gias de resolucion.
Interpretacion Identificar variabilidad
de probabilidades y estabilidad de las frecuencias
379
desde un enfoque de resultados
frecuencial. de un experimento aleatorio.
Razonamiento combinatorio y |dentificar razonamiento com-
calculo de probabilidades. 4,13 16, 17 binatorio y uso de representa-
ciones graficas.
Simulaciéon mediante urnas 8 |dentificar parametros
de Bernoulli. para simulacién.
Juegos equitativos |dentificar condiciones
y no equitativos 13 de un juego equitativo
y equiprobabilidad.
Introduccion Identificar razonamiento
a la probabilidad condicional. 15 con eventos condicionantes

CLASIFICACION DE LOS ITEMS POR GRADO DE DIFICULTAD

y condicionados.

Sobre la base de los resultados anteriores y apoyandonos en el cuadro II, pode-
mos definir tres niveles en el grado de dificultad que exhibieron los profesores
al responder los items del cuestionario:

* Nivel alto de dificultad (menos de 40% de respuestas correctas)
En esta categoria se ubican los items 6, 7y 11, los cuales corresponden
a la regla del producto de probabilidades (una sola urna con reemplazo
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Cuadro Il Porcentajes de respuestas correctas de los items del cuestionario
por categoria tematica

NUm. de item Categoria tematica Resultados
Respuestas | Porcentaje
correctas
1 Aleatorledqd, secuencias aleatorias 42 52%
y sus propiedade.s
2 Regla del producto de probabilidades. 46 58%
3 Enfoque frecuencial de la probabilidad. 57 71%
Razonamiento combinatorio y cdlculo o
4 de probabilidades. 42 s
5 Regla del producto de probabilidades. 41 51%
6 Regla del producto de probabilidades. 24
7 Enfoque frecuencial de la probabilidad. 19
8 Simulacion mediante urnas de Bernoulli. 39 49%
9 Enfoque frecuencial de la probabilidad. 41 51%
10a Calculo de probabilidades. 38 48%
10b Regla de la adicion de probabilidades. 14 -
10c La probablhdaq de un evento 56 20%
complementario.
10d Regla de la adicion de probabilidades. 51 64%
11 Regla del producto de probabilidades. 27
Aleatoriedad, secuencias aleatorias
12 ) 15
y sus propiedades.
Juegos equitativos, razonamiento
13 combinatorio, regla del producto 25
de probabilidades.
14 Regla de la adicion de probabilidades. 24
15 Introducciéon a la probabilidad condicional. 50 63%
16 Razonamiento combinatorio y cdlculo 18
de probabilidades.
17 Razonamiento combinatorio y calculo 36 45%

de probabilidades.
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en contexto de poblaciones con porcentajes como probabilidades) e inter-
pretacion de probabilidades mediante frecuencias representadas en graficas.
Por su parte, los items de respuesta abierta, 10b, 11, 12, 13, 14 vy 16, los
cuales corresponden a la regla de la suma de probabilidades con interseccion,
identificacion de propiedades de secuencias aleatorias y razonamiento com-
binatorio también resultaron dificiles para la mayoria de los profesores.

« Nivel medio de dificultad (entre 40% y 60% de respuestas correctas)
En esta categoria se ubican los items 1, 2, 4,5, 8,9, 10ay 17, los cuales
corresponden a propiedades de secuencias aleatorias, regla del produc-
to de probabilidades en contexto de urnas separadas, simulacion con
modelo de urnas, razonamiento combinatorio y enfoque frecuencial de la
probabilidad.

* Nivel bajo de dificultad (méas de 60% de respuestas correctas)
En esta categoria se ubica Unicamente el item 3, el cual corresponde a
la interpretacion de probabilidades desde un enfoque frecuencial en un
contexto no grafico. En los items de respuesta abierta 10c, 10d vy 15, los
cuales corresponden a la probabilidad de un evento complementario,
regla de la suma de las probabilidades (sin interseccion), introduccion a la
probabilidad condicional.

REPRESENTACIONES Y MODELOS

Las representaciones y modelos, son de suma importancia en el estudio de la
probabilidad, al isual que en cualquier otra rama de las matematicas, por lo que
el profesor requiere un manejo adecuado y variado de representaciones que ayuden
a identificar espacios muestrales y patrones en los resultados de un fenomeno alea-
torio. Los modelos permiten expresar axiomas, propiedades y teoremas importantes
de la probabilidad con los cuales es posible calcular probabilidades de eventos o
variables aleatorias. Sin embargo, los resultados muestran que los profesores utili-
zaron pocas representaciones, como diagramas de arbol, diagramas de Venn, tablas
y formulas en el calculo de probabilidades, y en algunos de los casos en los que si
se utilizaron, se observaron inconsistencias en su construccion, lo cual les hubiera
permitido visualizar espacios muestrales, eventos favorables vy frecuencias de resul-
tados v, con ello, depender menos de estrategias heuristicas y creencias intuitivas.

Por mencionar un ejemplo, en el item 1, si los profesores hubieran aplicado
el modelo del producto de probabilidades para eventos independientes o usado
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representaciones como un diagrama de arbol para identificar los posibles resul-
5
tados, se habria determinado que la probabilidad de cada secuencia era de [;j en

cambio, utilizaron la heuristica de representatividad vy juzgaron la probabilidad
de una muestra por la similitud con la poblacion de la que cual proviene, lo cual
es clerto para muestras grandes, pero no necesariamente para muestras pequenas
como las que se presentaron en los incisos del item. Asimismo, en items que re-
querian la aplicacion de la regla de la adicion de probabilidades, el uso de
diagramas de Venn hubiera sido una representacion muy valiosa para identificar
la interseccion y asi evitar errores como el de no restar las probabilidades de la
interseccion en el momento de aplicar la regla de la adicion.

ENFOQUES ALTERNATIVOS DE LA PROBABILIDAD

El conocimiento sobre el enfoque clasico y frecuencial de la probabilidad se
explord a través de diversos items del cuestionario. En el caso del enfoque fre-
cuencial, a excepcion del item 3 que resultod sencillo dado el contexto en que
se presento, los resultados muestran que los profesores tuvieron dificultades
para interpretar probabilidades por medio de frecuencias vy el efecto que tiene
sobre ellas el tamafno de la muestra o numero de repeticiones; incluso, muchos
profesores no respondieron algunos items, lo que evidencia el desconocimiento
sobre el enfoque frecuencial de la probabilidad; en general, se puede ver que
no se aprecia correctamente la variabilidad a la que se encuentran sujetas las
frecuencias cuando se tienen pocas observaciones vy se incurre en el sesgo
de insensibilidad al tamaro de la muestra.

En el caso de enfoque clasico, la principal dificultad que se tuvo para calcular
probabilidades tiene que ver con el poco dominio de técnicas combinatorias vy la
falta de representaciones para identificar espacios muestrales y eventos favora-
bles. Se observo, ademas, una aplicacion erronea de la formula clésica en problemas
de eventos independientes que implicaban el uso de la regla del producto al no
hacer distincion de los eventos y considerarlos como uno solo. Con ello, se pasé
por alto que los eventos en cuestion tenian diferentes probabilidades, va que
provenian de diferentes urnas con distinto contenido. El enfoque subjetivo no fue
explorado en el cuestionario que se aplicd a los sujetos de estudio.
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Cuadro IV Estrategias utilizadas en los items de la regla del producto
de probabilidades

f Estrategia Estrategia Formula
Item s e .
multiplicativa aditiva clasica
2 58% 21% 19%
5 51% 31% 13%
6 30% 34% 29%
11 34% 29% 16%

LA NATURALEZA DE LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

El conocimiento matematico de los profesores que apoya su conocimiento sobre
probabilidad presenta diversas limitaciones segtin los resultados del cuestionario.
El razonamiento combinatorio necesario para calcular probabilidades desde el
enfoque clasico mostro ser muy superficial al incurrir en diversos errores de iden-
tificacion del espacio muestral y la falta de uso de representaciones adecuadas.
Un ejemplo de ello es el item 13, que a simple vista parece un juego justo, va que
en ambos casos existe la misma probabilidad de que la aguja caiga en el area
sombreada; sin embargo, la enumeracion del espacio muestral permite ver que
el juego tiene cuatro posibles resultados, de los cuales solo uno es favorable; este
mismo item pudo ser resuelto con la regla del producto de probabilidades.

A su vez, se observa un simbolismo limitado para diversos conceptos de pro-
babilidad v un uso de estrategias equivocadas para resolver problemas, como la
regla del producto para eventos independientes, como es el caso de una estrategia
aditiva donde se suman probabilidades en lugar de multiplicarlas y la aplicacion
de la formula clasica de la probabilidad de manera incorrecta. El uso de estas
estrategias se muestra en el cuadro IV.

CONCLUSIONES

Los resultados del estudio senalan que la probabilidad es un area complicada para
los profesores de secundaria, va que tinicamente en cuatro ftems tuvieron porcenta-
jes de respuestas correctas superiores a 60%. Entre los conceptos de mayor dificul-
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tad sobresale la aplicacion de la regla del producto de probabilidades en contexto
de reemplazo, la regla de la suma de probabilidades en eventos no mutuamente
excluyentes vy la interpretacion de probabilidades desde un enfoque frecuencial. En
la mayoria de los profesores, se observo, ademés, un conocimiento matematico v un
razonamiento combinatorio endeble para apoyar el conocimiento de probabilidad
y poco uso v dominio de representaciones como diagramas de arbol y diagramas
de Venn; lo cual condujo a los profesores a utilizar estrate-gias heuristicas y razo-
namientos intuitivos que derivaron en algunos sesgos, como la insensibilidad al
tamario de la muestra al interpretar resultados de secuencias aleatorias.

De acuerdo con lo anterior, la ensefianza de la probabilidad implica diversos
retos que los profesores de secundaria deben enfrentar para ayudar a los alumnos
a ser matematicamente competentes en el estudio de la incertidumbre, pues como
sefiala Stohl (2005), el éxito de cualquier curriculo de probabilidad para desarrollar
el pensamiento probabilistico de los estudiantes depende, en gran medida, de la
comprension que los profesores tienen de la probabilidad. De esta manera, un
programa de formacion o actualizacion de profesores de probabilidad debe aten-
der diversos aspectos como los que sefialan Even y Kvatinsky (2010): que los
profesores tengan claridad en cuanto a las caracteristicas esenciales que distin-
guen a la probabilidad de otros campos de las matematicas; comprendan que la
probabilidad puede ser vista desde distintos enfoques v conozcan sus fortalezas,
limitaciones y espacios de aplicacion, v adquieran un dominio profundo de la
diversidad de representaciones, axiomas y propiedades que ayudan al calculo
y al razonamiento probabilistico. Adicionalmente, el uso de la tecnologia puede
contribuir a que los profesores desarrollen habilidades para construir modelos
probabilisticos y explorar situaciones aleatorias que permitan conectar el enfoque
clasico vy frecuencial de la probabilidad, situacion muy sugerida en la literatura
de educacion estadistica.
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ANEXOS

Cuestionario

1. ¢Cudl de las siguientes sucesiones consideras que es mas probable que
aparezca al lanzar una moneda equilibrada al aire 5 veces?
a) AAASS.
b) ASSAS.
c) ASASA.
¢) SASSS.
e) Las cuatro sucesiones son igual de probables.

Justifica tu respuesta.

(Adaptado de Kahneman, Slovic y Tversky, 1982)

2. Se tienen dos urnas: la urna A tiene dos bolas, una marcada con la letra
a vy otra con la letra b. La urna B tiene tres bolas, una marcada con el
ntimero 1, otra con el niimero 2y otra con el niimero 3. Se extrae al azar
una bola de la urna A y otra bola de la urna B. ¢Cudl es la probabilidad
de sacar la bola con la letra a y la bola con el niimero 3?

1
- b - _
a) ; ) 5 ¢) ;
Justifica tu respuesta.
(Tomado de Sanchez y Hermnandez, 2003)

d) Otra

3. El sisuiente mensaje estd impreso en un frasco de prescripcion médica.
Advertencia: en aplicaciones en area de la piel, existe 15% de probabili-
dad de que se presente irritacion. Si se presenta irritacion, consulte a su
meédico. ¢Cudl de los siguientes enunciados consideras que es la mejor
interpretacion de la advertencia?

a) No usar el medicamento en la piel, pues existe buena posibilidad de
que se presente irritacion.

b) Para aplicacion en la piel, aplicar solamente 15% de la dosis recomen-
dada.

¢) Si se genera irritacion, esto afectara probablemente solo 15% de la
piel.

d) Aproximadamente a 15 de cada 100 personas que usan este medica-
mento se les irrita la piel.
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e) Hay una minima posibilidad de que se irrite la piel usando este medi-
camento.
Justifica tu respuesta.
(Tomado de Garfield y Ben-Zvi, 2008)

4. Cuando se lanzan dos dados simultaneamente, icudl de los siguientes
eventos consideras que es mas probable?:
a) Obtener un 5y un 6.
b) Obtener 6 en los dos dados.

Justifica tu respuesta.

(Tomado de Green, 1983)

5. Se tienen dos urnas: la urna A contiene dos bolas negras y una blanca.
La urna B contiene una bola negra y cuatro blancas. Se extrae al azar
una bola de la urna Ay otra bola de la urna B. ¢Cual es la probabilidad
de sacar dos bolas negras?

2 BRE
15 15
Justifica tu respuesta.

(Tomado de Sanchez y Hernandez, 2003)

a) 0 % d) Otra

6. Se tiene una urna con tres bolas: una negra v dos blancas. Se extrae una
bola al azar, se ve su color y se devuelve a la urna. Se mezclan las bolas y
se vuelve extraer una bola al azar y se ve su color. ¢Cudl es la probabilidad
de extraer una bola negra las dos veces?

1
_ b _ -
a) ; ) ; 0 g
Justifica tu respuesta.
(Tomado de Sanchez y Hernandez, 2003)

d) Otra

7. La siguiente grafica representa las frecuencias relativas de aguilas que se
obtuvieron al lanzar una moneda al aire 30 veces seguidas. Con base en
la grafica, contesta lo siguiente:

a) La moneda era legal (equilibrada).
b) La moneda estaba sesgada (desequilibrada).
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¢) No es posible saber, con los datos de la grafica, si la moneda estaba
sesgada o no.

Coleccion 1

1.0

guilas

0.8

0.6+

0.4+

Frecuencia_relativa_a

0.2+

0.0

Justifica tu respuesta.
(Disefiado por los autores)

8. Un jugador de béisbol tiene un promedio de bateo en una temporada
de 0.300. Es decir, 30% de las veces que se coloca en la caja de bateo
pega un hit. Se desea hacer una simulacion de la situacion anterior con
canicas rojas y azules colocadas en una urna, de tal modo que canica azul
representa “pegar hit” y canica roja representa “no pegar hit”. Selecciona
la composicion de la urna y las condiciones que representan la situacion
anterior.

a) Una uma con 3 canicas azules y 7 rojas. La seleccion se realiza sin
reemplazo.

b) Una urna con 3 canicas azules y 7 rojas. La seleccion se realiza con
reemplazo.

¢) Una uma con 3 canicas rojas y 7 azules. La seleccion se realiza con
reemplazo.

Justifica tu respuesta.

(Disefiado por los autores)
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9. Un dado equilibrado fue lanzando al aire 60 veces. ¢Cual de las siguientes
oraficas te parece mas apropiada para representar los resultados obtenidos?

[e] o [e]

c16 216 216

T4 o114 T14

812 812 §12

210 210 210

S 28 ¢ g

36 86 36

g4 54 g4

g 2 o 2 g 2

£ 0 1 2 3 4 5 6 & 0 1 2 3 4 5 6 £ 0 12 3 4 5 86

a) b) ¢)

Justifica tu respuesta.
(Disefiado por los autores)

10.En una bolsa negra se han colocado 10 canicas, de las cuales 5 son de
color rojo v estan numeradas del 1 al 5; 3 son de color verde y estan
numeradas del 6 al 8 y 2 canicas son azules y estan numeradas con 9y
10. Si se selecciona una canica al azar de la bolsa, determine la probabi-
lidad de que:

. 4 . 1
a) ¢Salga una canica verde y un niumero impar? Respuesta: 0

b) éSalga una canica azul o un numero par? Respuesta: 10"

) 5
¢) ¢No salga un numero par? Respuesta: Respuesta: 10

) ) 7
d) ¢Salga azul o roja? Respuesta: 0

(Disefiado por los autores)

11.En un almacén, 90% de las manzanas son rojas y 10% son verdes. Si
se toman al azar dos manzanas, ¢cudl es la probabilidad de que ambas
manzanas sean rojas?

81 18 18
— b) — — d) Ot
¥ 100 ' 10 950 ) Otra
Justifica tu respuesta.
(Tomado de Sanchez y Hernandez, 2003)
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12.En una clase se pidi6 a los nifios que lanzaran una moneda 40 veces.
Algunos hicieron el experimento, pero otros hicieron trampa y solo colo-
caron el resultado como si realmente lo hubieran hecho. Utilizaron A para
dguilas y S para soles. A continuacion se muestran los resultados de Juan

v Pedro.
Juan:
ASASSAASASAASSASSAASSASAASSASASASASASSAS
Pedro:

ASSSASSASASSSASSSSAASSSASSASSASSSSASSSAS

¢Consideras que tanto Juan como Pedro hicieron el experimento? O ‘quién
si lo hizo vy quién no? Justifica tu respuesta.
(Tomado de Batanero, Godino y Roa, 2004)

13.Un juego de la feria consta de dos ruletas como las que se muestran en la
fisura. Un jugador gana un premio solo si ambas flechas caen en el area
sombreada cuando se hace girar una vez cada una de las flechas.

7

¢Consideras que el juego anterior es equitativo? Justifica tu respuesta.
Respuesta: No es equitativo.
(Tomado de Shaughnessy, 2003)

14.Consideren el experimento de lanzar un dado. ¢Cudl es la probabilidad de
que salga un numero par o menor que tres?

2
Respuesta: 3

(Disefiado por los autores)
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15.Una uma contiene dos bolas blancas y dos bolas rojas. Seleccionamos dos
bolas al azar, una después de la otra y sin reemplazo. ¢Cudl es la probabilidad
de que la segunda bola sea roja, dado que la primera también fue roja?

Respuesta: %

(Disefiado por los autores)

16.Santiago tiene una bolsa negra que contiene cuatro canicas, cada una de
ellas esta etiquetada con los siguientes digitos: 4, 6, 8 v 1. El pide a un
companero que seleccione una canica de la bolsa y anote el ntimero y
después regrese la canica a la bolsa. Este procedimiento se repite hasta
completar 3 digitos. ¢Cuantos numeros diferentes de 3 digitos se espera
que puedan obtener el amigo de Santiago?

Respuesta: 64 digitos.

(Disefiado por los autores)

17.Una bolsa obscura contiene tinicamente dos fichas de igual tamano. Una
de ellas tiene sus dos caras rojas, la otra tiene una cara azul y la otra roja.
Una persona saca una ficha y muestra sélo una de sus caras y resulta ser
roja. ¢Cual de las siguientes afirmaciones consideras correcta?
a) Es mas probable que esta ficha tenga las dos caras rojas.
b) Es igualmente probable que esta ficha sea la que tiene la otra cara azul.
¢) Es menos probable que esta ficha sea la que tiene las dos caras rojas

que la que tiene una cara roja y una azul.
Justifica tu respuesta.
(Disefiado por los autores)
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