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RESUMEN

Se ha desarrollado un procedimiento analitico para determinar el tamano optimo de CSTRs que operan de forma
isotérmica e isobarica en serie donde se efectla una reaccion de primer orden a densidad constante. El
procedimiento requiere de la concentracion del reactivo a la entrada del primer reactor y a la salida del ultimo
reactor; también se requiere de la continuidad de la funcion de la rapidez de reaccion con la conversion ya que
ésta cambia de un reactor a otro. El método de optimizacién involucra el calculo de concentraciones intermedias
en lugar de su estimacion como lo requiere el procedimiento grafico previamente reportado. Asimismo el
procedimiento reportado en esta contribucion es valido para cualquier nimero de reactores. Bajo las
restricciones impuestas el método predice que todos los reactores deben tener el mismo tamano para minimizar
el volumen total del sistema.

ABSTRACT

An analytical procedure for determining the optimum size of CSTR in series operating under isothermal and
isobaric conditions sustaining first order reaction at constant density has been developed. The procedure
requires the concentration of reactant at the entrance of the first reactor and at the outlet of the last reactor; it
is also required the continuity of reaction rate as function of conversion, due to the later changes from one
reactor to another. The optimization method involves the calculation of intermediate concentrations instead of
their estimation, as it is done by graphical solution reported previously. Also, the procedure reported in this
contribution is valid for any reactor number. Under these circumstances the method predicts that all reactors
must have the same size in order to minimize the total volume of the system.

Palabras clave: solucién analitica; serie de CSTRs; minimizacion del volumen de reactores; reaccion de primer
orden
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INTRODUCCION

La descripcion detallada de reactores quimicos reales consiste en la seleccion apropiada de un modelo
matematico que represente el fendmeno quimico que ocurre en el reactor y por supuesto los procesos de
transporte involucrados si existen varias fases, por ejemplo en los reactores heterogéneos. Para reacciones
comerciales bien definidas varios parametros cinéticos y de transporte estan establecidos junto con el modelo
del reactor, por ejemplo para reaccién de oxidacién de SO, y la produccidon de amoniaco (Hong et a/., 1997;
Dashi et al, 2006). Estas reacciones son soOlo ocasionalmente sujetas de estudio para mostrar ventajas
marginales de algun refinamiento de la solucién del modelo o la inclusién de algin parametro termodindmico o
de transporte de reciente obtencidn, asi como de alguna modificacién del proceso.

A pesar de los avances en modelado de reactores reales, éstos no se han utilizado en la practica cotidiana del
Ingeniero Quimico, ya que en muchos casos el nimero de parametros es grande y su determinacion es tan
compleja que se termina por desechar el modelo detallado y se usa uno compatible con el nivel de
experimentacion al cual se tiene acceso, que en la mayoria de ocasiones sblo son las condiciones de operacién y
la cinética aparente. Mas aun los modelos completos sdélo son guias para explicar ciertas desviaciones del
modelo ideal. Incluso muchos reactores reales tienen gran cantidad de aditamentos que hacen que su
desempeno sea parecido al de un sistema ideal y por ende su complejidad matematica se reduce drasticamente
a la par que se permite el estudio de la influencia de variables primarias de operacién sobre la distribucion de
productos.

Por otro lado, existen reacciones de importancia comercial como el hidrotratamiento de fracciones de petroleo y
de aceites crudos (Marafi et al., 2010) asi como de biocombustibles (por ejemplo Vuijicic et a/, 2010) cuyo
estudio requiere ain de mucho empirismo debido a la complejidad de estas mezclas y por lo tanto de las
reacciones y los procesos de transporte involucrados. En estos casos es preferible la seleccién de un modelo del
sistema de reaccion relativamente simple, es decir cinética de ley de potencias, densidad constante y modelo de
reactor ideal como flujo en piston o tanque agitado continuo (Mederos et al., 2009). Este sistema se usa para
estudios preliminares e incluso de alcance comercial dentro de un intervalo reducido de las variables de
operacion. Por otro lado, los reactores heterogéneos empleados para el modelado de sistemas complejos no
siempre son faciles de resolver, es especial en lo que se refiere a los procesos de transferencia de materia entre
el fluido y la particula. En ocasiones dichos procesos de transferencia se simulan con arreglos de reactores
ideales (Mederos et al, 2009). De los parrafos anteriores puede inferirse que el empleo apropiado de los
modelos de reactores ideales para simular reactores reales es tema de actualidad.

Es practica comun reportar en la literatura el uso de modelos de reactores ya empleados para reacciones
particulares Unicamente cambiando las condiciones de operacion y rara vez se lleva a cabo un estudio
fundamental de modelos o arreglos de reactores (Mederos et al., 2009).

Un tema de interés en modelado de reactores es el de la minimizacion del volumen total de un sistema de
reactores en serie. Levenspiel (1999), ha estudiado la minimizacion del volumen total de una serie de reactores
continuos de tanque agitado (CSTRs) donde se efectlia una reaccion de primer orden a densidad constante. Se
ha sugerido la solucion gréafica para dos y tres tanques en serie. De estos resultados se deduce que el volumen
minimo del sistema de dos reactores ocurre cuando éstos son de igual tamano. El uso del método grafico para
mas de dos reactores presenta algunas inconveniencias debido que al graficar las areas que corresponden a
cada reactor la lectura de las conversiones intermedias es inexacta. Un método analitico para resolver este
problema es necesario y es tal el objetivo del presente trabajo.

En esta contribucion se reporta un método analitico que generaliza el método para hallar el volumen minimo de
n-CSTRs donde se efectla una reaccién cuya cinética es de primer orden a densidad constante sin necesidad de
recurrir al método grafico. El caso de cinéticas de otro tipo requiere de la solucién numérica y por lo tanto no se
abordara en este estudio.
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DESARROLLO DEL METODO
Se realizaron las siguientes suposiciones:
a) La densidad de la mezcla de reaccién permanece sin cambio.
b) La reaccién es de primer orden, unimolecular e irreversible.
c) No ocurre reaccion entre reactores sino exclusivamente en ellos.
d) La serie de reactores opera de forma isotérmica e isobarica.
e) Los reactores se comportan idealmente como CSTRs.

La ecuacion de disefio para el reactor ~ésimo en un arreglo de CSTRs en serie esta dada por:

e 8

Donde C,;; se refiere a la concentracion del reactante a la entrada del CSTR, G, es la concentracion de salida de
dicho reactor, z; es su respectivo espacio-tiempo. Conocida la concentracion de entrada y salida de A al sistema
la minimizacién del volumen total de los reactores conectados en serie puede realizarse encontrando las
concentraciones intermedias éptimas para este propdsito.

Se asume que la cinética tiene la forma siguiente:
(-1u), =kC,, (2)

Donde el coeficiente de rapidez de reaccion es el mismo en todos los reactores por la condicion de isotermicidad
del sistema de reaccion.

DOS CSTRs EN SERIE

Para un sistema que consiste de dos CSTRs en serie las ecuaciones de disefio se tiene el siguiente resultado
(Green, 2007). Para el primer reactor:

Cp—C
Ik =240 A1
1 C. (3)

Y para el segundo reactor,

c,-C
k== (4)
Donde en ambos casos se ha agrupado el espacio-tiempo con el coeficiente de rapidez de reaccion.
El espacio-tiempo total de los dos reactores esta dado por:
T[k — CAO _CAl + CAl _CAZ (5)
CAl CAZ
Donde
T, =T,+7T, (6)
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Tomando la primera derivada con respecto a la concentracion intermedia del reactivo A (Cyy):

k dr, _Cu—CutCly +i:_@+i (7)
dCAl Cj 1 CA 2 Cj 1 CA 2

Para minimizar el volumen total de los reactores se impone la condicion dr,/dC, =0 . De esta manera,
igualando la Ec. (7) a cero y resolviendo para C,; se tiene:

C:n = \/CAOCAz (8)

Donde el superindice (*) significa el valor éptimo de la concentracién intermedia de 4 que produce el minimo del
volumen del reactor. Por lo tanto el espacio-tiempo Optimo de cada reactor puede calcularse de la siguiente
manera:

*

C,o—-C
Tk — A0 _ Al (9)
' CAl
T,k = Cn=Cn (10)
CAZ

Multiplicando la Ec. (10) por ¢, se obtiene:

* \2 *
. C;l -C,, C;l B (CAl) —CpCh (11)
’ w2 Ca CAZC;;I

Usando la Ec. (8) para simplificar la Ec. (11) se obtiene el siguiente resultado:

*

c,,-C
T,k =404 (12)

Al

El lado derecho de la Ec. (12) es el mismo que el de la Ec. (9). A partir de este resultado se concluye que ambos
reactores deben tener el mismo volumen. Tomando la segunda derivada de la Ec. (7) y evaluando en el valor
optimo de la concentracion intermedia:

d*(Tk)|  _ 20,
2 T 3 (13)
acy, Cpu=Cl (C‘Al)

De la Ec. (13) se deduce que para algin valor de la conversién intermedia G, (€, >0) la segunda derivada

debe ser positiva y por lo tanto se verifica que la conversion éptima calculada a partir de la Ec. (7) permite
minimizar el volumen total del sistema de dos reactores en serie segun los criterios presentados por Marsden y
Tromba (2011).

TRES CSTRs EN SERIE

El espacio-tiempo total para tres reactores conectados en donde se efectla la reaccion de primer orden a
densidad constante puede calcularse de la siguiente manera:
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T[kzzs:rikZCAO_CAl+CA1_CA2+CA2_CA3 (14)
i=1 CAl CAZ CA3
Tomando la derivada parcial con respecto a las concentraciones intermedias de A:
0 c 1
7.k = ——‘2“’ +— (15)
aC‘Al CAl CAZ
0 c 1
.k = —% +— (16)
6CA2 CAZ CAB

Igualando a cero las Ecs. (15) y (16) y resolviendo para las concentraciones intermedias dptimas:

C; = \/CAOCAZ (17)
¢ =C,C (18)

Reemplazando los resultados de las Ecs. (17) y (18) en las ecuaciones de disefio de los tres reactores con la
finalidad de calcular el espacio-tiempo individual se obtienen los siguientes resultados:

c,,—C
le: 40 _ A1 (19)
CA].
T2k — C:u _*C;;z C,El — CAO _*C;;l (20)
CAZ CAl CAl
T,k = _CZZC_ Cas ?212 == Cj;lc: C:12 21)
A3 A2 A2

A partir de estos resultados se observa que las tres expresiones del lado derecho son idénticas, es decir, el
volumen de los tres tanques es igual. Con la finalidad de probar que estos resultados conducen a un minimo en
el volumen total del sistema de reactores, se calcula la matriz hessiana. Primeramente se obtienen las segundas
derivadas parciales iteradas con respecto a C;; ¥ Cy2:

o° 2C
— (r k — A0
5oz (k)= (22)
0? 2C
k)= Al
AN 23)
Mientras que la derivada parcial mixta estd dada por la Ec. (24):
0? 1
(rk)=-— (24)
aCAZCAl 6,4212

Por lo tanto la matriz hessiana evaluada en las concentraciones Optimas halladas arriba se escribe de la
siguiente manera:
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2C,, B 1
* \3 * \2
(€n)  (Ch)

22 = 1 26;1 (25)

() (G

Usando la Ec. (17) y después de algunos arreglos algebraicos, el determinante de la hessiana () se
transforma en:

3

|Hyo| = —— 26
( 2) (26)

Donde el primer elemento de la matriz hessiana (su determinante) esta dado por:

2
hy=——— 27
' CAchZ ( )

Debido a que las concentraciones intermedias éptimas (C,,, C,,) son ambas positivas también lo son las Ecs.
(26) y (27) asi que el punto critico define un minimo en el volumen total (de los tres CSTRs).

GENERALIZACION DEL PROCEDIMIENTO PARA -CSTRs EN SERIE

El espacio-tiempo total de n reactores continuos de tanque agitado donde se lleva a cabo la reaccidon de primer
orden a densidad constante se calcula con la siguiente expresion:

o Ca Gy (28)

T,k = iz’l.k = Z—’C_ d
-1

=1 4
Tomando las derivadas parciales con respecto a la ~ésima concentracion intermedia de A:

i(z'fk)=O+...+O+E+L+O+...+O (29)

2
A Ai Ai+l

Para /=1,2,3,...,/1 donde n es el nimero de tanques.
La Ec. (29) se iguala a cero y se resuelve para las concentraciones intermedias:

C;i =yC1Chn (30)
Sustituyendo este resultado en cada ecuacion de disefio de reactor, el espacio tiempo del reactor /~ésimo es por
lo tanto:

* *

c,,—C,
le: A1—1* Ai
K= (31)

Ai

Siguiendo el procedimiento empleado en las Ecs. (19)-(21) se obtiene el resultado siguiente:
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* 2 x %
r k= Corn=Cui Chia _ (CAi-l) —CuCis (32)

i * * * *
CAi CAI‘ -1 CAI' CAi—l

Lo cual se reduce a:

c. ., —C
Tk = A2 A (33)
C

Ai-1

Puesto que el lado derecho de la Ec. (32) corresponde a 7, ,k entonces:

k= Cais =Cuin ;/72 _ C:u_s :C:U—z (34)

* *

i-1
CAi—l CAi72 CAFZ

Mientras que el lado derecho de la Ec. (34) corresponde a r, ,k . Siguiendo este procedimiento puede
concluirse que:

T k=1 _k=.=1k (35)

Esto es, todos los tanques deben tener el mismo tamano para que el volumen del sistema sea éptimo. Con la
finalidad de dar una prueba concluyente de que Ultimo resultado conduce a un minimo se calculan las segundas
derivadas parciales iteradas:

02 _2C,,

k)= o4
ocz ) ="ct G

Para las derivadas mixtas se tiene:

62
aC,AI'CIA

i+1

1
-=

Ai+1

(7,k)=

(37)

Para =1,2,3,..,r1
La correspondiente matriz hessiana (H,.,-;) esta definida por la Ec. (38).
La matriz dada en la Ec. (38) esta definida positivamente de acuerdo con (Gilbert, 1991) quien argumenta que:

“Una matriz simétrica esta definida positivamente si y solo si todos sus menores principales (las submatrices &
formadas de los primeros A-ésimo renglones y columnas) son todos positivos”.

Con la finalidad de probar que la matriz hessiana evaluada en las concentraciones intermedias dptimas de A4 esta
definida positivamente, la hessiana (Ec. 38) se transforma a una matriz triangular superior mediante la
supresion de los elementos por debajo de la diagonal principal por medio de eliminacion Gaussiana. Como
resultado de la transformacion se obtiene la diagonal principal y la subdiagonal que esta por encima de la
principal.
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2C —
— —21 0o 0 0 0 0
CAl CAZ
_ 20 _
= 0o o 0
CAZ CAZ CA3
_ 2C _
0 —21 —a —21 0 0 0
CAS CAS CA4
- 2C,. -
0 0 _1 a1 1 0 0 (38)

2 3 2
CAi CAi CAi +1

0 . 0 e 0 An-3 0
Cfln—3 Cjn—S Cjn—z
_ 20 _
O 0 . 0 0 > 1 3A/1—2 - 1
CAn—Z CAH—2 CAn—l
- 2C
0 0 0 0 0 1 L
c c

An-1
En la Ec. (38) /es el ~ésimo rengldn de la matriz hessiana.

Los elementos de la diagonal principal (D) de la Ec. (38) son:

2 3 4 i+1 n-2 n-1 n
= * * L * * L * * yremy * * 10y * * ki * * Ll * (39)
CAlCA2 2CA2CA3 3CA3CA4 ICAiCAi+1 (H - 3) CAn—3CAn—2 (11 - 2) CAn—ZCAn—l (n - 1) CAn—lCAn

Mientras que la subdiagonal por encima de la diagonal principal estd dada por:

TN T A e T e N e e (40)
() (€) (€)' (Coa) (Cna) (Coua)
Entonces el determinante de la hessiana de la matriz puede calcularse facilmente a partir de la Ec. (39):
|Hn—1><n—1 = -1
cuCul1(c,) (41)

Cada determinante de los menores principales puede calcularse usando la Ec. (41) como puede verificarse para
los casos de =2 y 3 de donde pueden obtenerse las Ecs. (13) y (26), respectivamente

Se observa claramente en la Ec. (41) que el determinante de cada menor asi como el determinante del primer
elemento son positivos, asegurando que el minimo de la Ec. (28) cuyos valores dptimos de concentraciones
intermedias estan dadas por la Ec. (30). El resultado anterior es valido si se considera que en el paso de un
reactor al siguiente no hay cambio en la concentracion o dicho de otra manera la concentracion disminuye de
forma continua con el espacio-tiempo el cual se incrementa continuamente debido a la disposicion de reactores.
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El desarrollo matematico aqui presentado sobre reactores quimicos ideales si bien es sencillo y se aplica a casos
ideales, permite extender trabajos anteriores (Levenspiel, 1999) y visualizar aun mas el desempefio de sistemas
de reactores en serie que podrian aplicarse como aproximacion para modelar sistemas de reaccion mas
complejos como por ejemplo para modelar la transferencia de materia fluido-particula en reacciones cataliticas
heterogéneas.

CONCLUSION

Se desarrolld un método para minimizar el volumen total de un sistema de CSTRs en serie donde se efectlia una
reaccion de primer orden a densidad constante. Se supuso que la rapidez de reaccion varia de forma continua
con la conversion y que el sistema opera de forma isotérmica e isobarica. Se formuld la funcion objetivo que
consistié en minimizar el volumen total de los reactores. Se empled el criterio del valor positivo de cada uno de
los principales submenores de la matriz hessiana para probar que la solucion encontrada garantiza el minimo. Se
encontré que el volumen total es minimo para cualquier nimero de CSTRs en serie siempre que los volimenes
individuales sean iguales entre si.
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