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Abstract. Let h a positive integer, A a set of positive integers, with hA we denote the set
of all integers representable as a sum of at most h elements of A (allowing repetitions). The
Postage Stamp Problem, is to find the largest integer n = n(h, A) such that {1,...,n} C hA.
In this paper we present a new proof of the result of Stohr that say how to calculate n(h, A)
when A has two elements. From this result we show that if A is a positive integer there exists
a set A which is an extremal (3, h)—basis and an extremal (3, h + 1)—basis for two stamps.
In addition, we find the cases when exist a set which is an extremal (8, h)—basis and an
extremal (3, h + 1)—basis in the case of three stamps.

Keywords. Postage Stamp Problem, Additive bases.

Resumen. Sean h un entero positivo, A un conjunto de enteros positivos, con hA se denota

el conjunto de todos los enteros representables como una suma de a lo mas h elementos de A
(admitiendo repeticiones). El Problema de las Estampillas de Correo, consiste en encontrar
el mayor entero n = n(h, A) tal que {1,...,n} C hA. En este texto se presenta una prueba
nueva del resultado de Stohr que dice como calcular n(h, A) cuando A tiene dos elementos.
A partir de este resultado se muestra que si h es un entero positivo existe una conjunto
A que es una (8, h)—base extrema y una (3,h + 1)—base extrema para dos estampillas.
Ademés, se muestran los casos en que existe un conjunto que es una (3, h)—base extrema y
una (8, h + 1)—base extrema en el caso de tres estampillas.

Palabras Clave. Problema de las estampillas de correo, Base aditiva.

Introduccién

En una oficina postal a cada carta se le debe adherir un ntimero limitado de estampillas y
cada estampilla tiene un correspondiente valor en pesos. El valor postal de una carta es la
suma de los valores de las estampillas que tiene pegadas, luego si a una carta se le pegan
estampillas de valor 1,5 y 7, su valor postal es 13. Si en esta oficina se pueden utilizar como
maximo 4 estampillas en cada carta, jcudl es la carta de menor valor postal que no puede
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enviarse 7. Es facil ver que de esta oficina pueden enviarse cartas de valor postal 1,2, ..., 22;
pero que la carta de valor postal 23 no puede ser enviada.

El problema de las estampillas de correo es el siguiente: supdngase que una carta no puede
llevar mas de h estampillas y que se tiene una cantidad infinita de estampillas distribuidas
en k valores diferentes A = {a,...,ax} (el conjunto de estampillas); jcudl es el menor
entero N = N (h, A) tal que la estampilla de valor postal N no puede enviarse? o en forma
equivalente jcudl es el mayor entero n = n(h, A) tal que toda carta de valor postal desde 1
hasta n puede enviarse ?. Es claro que n(h, A) = N(h, A) — 1

Sean h y k enteros positivos dados, el Problema Global de las Estampillas de Correo consiste
en encontrar el i rango extremo; es decir, encontrar el nimero

n(h, k) = n(h, A*) = |A|éx {n(h, A)}
=k

y también el conjunto A* para el cual se alcanza este valor.
Como A = {a1 <ag << ak} es un conjunto de enteros positivos entonces se debe tener
que a; = 1, pues de lo contrario se tendria que para todo h, n(h, A) = 0. Asi que se puede
suponer que a; = 1.
Si k =1 entonces A = {1}, lo que implica que n(h, A) = h. Y de esto n(h,1) = h para todo
h.
El caso k = 2, fue resuelto por Stohr [6], en 1955 (ver Teorema 1). Para k = 3, Hofmeister
[3] en 1968 construyé la siguiente base de orden h, A = {1, as, a3} para h suficientemente

grande
4h +4 2h

9 9

o (3] ) [257)-

Esta base da el valor preciso de n(h,3), a saber

o O e N o R A

Después, Hertsch [7] mostré que el resultado anterior se tiene para h > 500, y Hofmeister
[3] mostré que se cumple para h > 200. Mossige [3] en 1981, verificé la férmula para 23 <
h <200 con ayuda de un computador.

A pesar de los grandes esfuerzos de muchos investigadores, no existe atin una férmula que
permita calcular n(h,4). Sin embargo, se construyeron algunas bases de orden h para dar
cotas inferiores. Mas informacion sobre el Problema de las Estampillas de Correo y problemas
relacionados puede encontrarse en [1].

Este articulo esta divido como sigue. En la segunda seccién se presenta las definiciones
generales de bases aditivas. En la tercera seccion se define formalmente el Problema de las
Estampillas de Correo y se da una nueva demostracién del resultado de Stohr para dos
estampillas (ver Teorema 1). En la cuarta seccién se estudia cuando existe un conjunto A
tal que es una (8, h)—base extrema y una (3, h + 1)—base extrema en el caso de dos y tres
estampillas. Finalmente en la tltima seccién se presentan las implementaciones en MuPAD
de los algoritmos usados durante la elaboracion de este trabajo.
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1. Bases aditivas

Sean N = {0, 1,2,...} el conjunto de los ntimeros naturales; A C N un conjunto de enteros
no negativos, |A| = k su cardinal, h un entero positivo. Para n un entero positivo, con [0, n]
se denota el intervalo de enteros entre 0 y n. Con hA (respectivamente h * A) se denota el
conjunto de enteros que son suma de a lo mas h elementos de A, admitiendo repeticiones
(respectivamente sin admitir repeticiones). Es decir,

k k
hA = {inai : sz <h, x; EN}
i=1

=1

k k
h*A:{Z:viai:ingh,ogmgl,xieN}
i=1

i=1
Definicién 1. Sean A un conjunto finito de enteros no negativos y h un entero positivo.
1. A es una base restringida de orden h para n ¢ una (o, h)—base para n si [0,n] C hx A.
2. A es una base de orden h para n 6 una (8, h)—base para n si [0,n] C hA.
3. A es una base restringida de orden h para Z,, 6 una (v, h)—base para Z,,, si Z, = hxA.
4. A es una base de orden h para Z,, ¢ una (6, h)—base para Z,, si Z, = hA.
Ejemplo 1. Sea A = {1,2,4,8} entonces
1xA=1{0,1,2,4,8}

2+ A=1{0,1,2,3,4,5,6,8,9,10,12}
3% A=[0,14]

y también

1A ={0,1,2,4,8}
24 ={0,1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,16}
34 =[0,14] U {16, 17, 18,20, 24}

Del ejemplo anterior A es una (8,3)—base y una («,3)—base para 14. Ademé&s, A es una
(8,3)—base y una («, 3)—base para 13. En realidad A es una (3, 3)—base y una (a, 3)—base
para cualquier entero positivo menor o igual que 14. Si * € {a,3,7,0} tiene validez la
pregunta jcudl es el mayor entero n tal que A sea una (x,h)—base para n o para Z,? Esto
motiva la siguiente definicién.

Definicién 2. El (x,h)—rango de A, que se denota por n.(h,A), es el mayor entero n, tal
que A es una (x,h)—base para n o Z,.

Definicién 3. Sean h,k enteros positivos y x € {«a, 3,7,0}, el (x,h)—rango de k, que se
denota con Ny (h, k), es el mayor entero n para el cual existe un conjunto A, con k elementos,
tal que A es una (x,h)—base para n o Z,. En tal caso, A se denomina una (x,h)—base
extrema para k.

Del ejemplo 1, el («, 3)—rango y el (8,3)—rango de A son iguales a 14. A continuacién se
calcula el (o, 3)—rango de 4; es decir, se calcula N,(3,4). Sea B una («, 3)—base extrema
de 4 y sea n = N,(3,4). Claramente 1,2 € B (pues en h * A no se permiten repeticiones),
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entonces 3 € 2x B pero 4 no esta, asi que 4 debe estar en B. Luego B contiene los elementos
1,2,4. Sea B = {1,2,4,b}, entonces

1% B =1{0,1,2,4,b}
2% B =1{0,1,2,3,4,5,6,b+1,b+2,b+ 4}
3xB=1{0,1,2,3,4,5,6,7,b,b+1,b+2,b+3,b+4,b+5,b+ 6}

Luego, si b = 8 se logra cubrir con 3 * B, el intervalo [0, 14]. Con cualquier otra escogencia
de b, el intervalo que se logra cubrir es més pequetio. Por lo tanto, N, (3,4) = 14 y entonces
B es una («, 3)—base extrema para 4. Por otro lado, B no es una (8, 3)—base extrema para
4 ya que si A = {1,4,7,8}, puede verse que ng(3,B) = 24, con lo que Ng(3,4) > 24. Es
mds, se puede probar A es una base extrema para 4, pues Ng(3,4) = 24.

Ejemplo 2. Para calcular Ng(3,3), seaa < b, B ={1,a,b} entonces 3B ={0,1,2,3,a,b,a+
l,a+2,b+1,b+2,a+b,2a+1,2b+1,2a+b,a+ 2b,2a,a+ b+ 1,3a,2b,3b}. Para obtener
un intervalo se debe tener que 7,10 € 3B, y en consecuencia b # 7. Si b =6, [0,12] C 3B,
mientras que si b =15, 3B = [0,15], asi que B = {1,4,5} es una (8,3)—base extrema para
k =3 y ademds Ng(3,3) = 15.

2. El Problema General

En una oficina postal para enviar una carta se le deben adherir estampillas, de un determi-
nado valor. El valor postal de una carta es la suma de los valores de las estampillas que tiene
pegadas. Por ejemplo, si a una carta se le pegan tres estampillas de valores 1,5 y 7 pesos, su
valor postal es 13. Ademsds, si en esta oficina s6lo se tienen estampillas de 1,5, 7 pesos y se
pueden utilizar como maximo cuatro estampillas en cada carta, ;cudl es la carta de menor
valor postal que no puede enviarse utilizando a lo mas cuatro estampillas? Se puede ver que
de esta oficina pueden enviarse cartas de valores postales 1,2, ...,22; pero que la carta de
valor postal 23 no puede ser enviada.

En general, supéngase que en una oficina del correo postal una carta no puede llevar mas de
h estampillas y que se tiene una cantidad suficiente de estampillas distribuidas en k valores
diferentes A = {a1,...,ax} (el conjunto de estampillas); jcudl es el menor entero positivo
N = N(h, A), tal que la carta de valor postal N no puede enviarse? o en forma equivalente
jcudl es el mayor entero n = n(h, A) tal que toda carta de valor postal entre 1 y n puede
enviarse? De lo anterior es claro que n(h, A) = N(h, A) — 1.

Este problema se conoce como el El Problema de las Estampillas de Correo. Formalmente
el problema puede presentarse como sigue:

Sean h un entero positivo y A = {aj,as,...,a;} un conjunto de k enteros positivos (las
estampillas), encontrar el menor entero positivo N que no puede representarse como suma
de a lo més, h elementos de A, admitiendo repeticiones en tal representacion. Este entero
N se denota con N (h, A).

Sea n(h, A) = N(h, A) — 1, dado que N (h, A) es el menor entero que no puede representarse
como suma de a lo més h elementos (no necesariamente diferentes) de A, entonces n(h, A)
es el mayor entero positivo tal que todo entero no negativo menor o igual que él tiene una
representacién como suma de a lo més h elementos de A (admitiendo repeticiones). Es claro
que si se ordenan los elementos del conjunto A en la forma 0 < a; < ag < -+ < ag, entonces
ay debe ser igual a 1, pues de lo contrario N(h, A) = 1.

Encontrar n(h, A), para h y A dados, se conoce como el Problema Local de las Estampillas
de Correo. En otras palabras el problema local consiste en encontrar el mayor entero n tal
que A sea una (3, h)—base para n.
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Sean h y k enteros positivos dados, el Problema Global de las Estampillas de Correo consiste
en encontrar el (8, h)—rango de k; es decir,

n(h,k) = Ng(h, k) = mzijc{n(h, A)}

y ademds, encontrar una (3, h)—base extrema A para k; tal que |A| = ky n(h, A) = n(h, k).
Si k = 1, entonces A = {1}, y por lo tanto n(h, A) = h, en consecuencia n(h,1) = h, para
todo entero positivo h.

2.1. El caso de dos estampillas

En esta seccion se presenta la solucion de los problemas local y global de las estampillas
de correo, para el caso en el que el conjunto A tiene dos elementos. Sea A = {1,a} y h un
entero positivo. El siguiente resultado presenta la estructura del conjunto hA.

Proposicién 1. Si h es un entero positivo y A = {1,a}, entonces

h
hA = J(ia+[0,h—1)).

=0

Demostracion. Sea n € hA, entonces n = k + ia, donde k,i > 0y k+ i < h. Por lo tanto
para i entre 0 y h, se tiene que k € [0,h — i]. De esta forma hA C Uﬁzo(ia + [0, h — 4]).
Ademds, como para cada 0 <1i < h, ia + [0,h —i] C hA, de donde se tiene el resultado.

o

Cuando el conjunto de estampillas tiene dos elementos se conoce el valor exacto del (3, h)—rango
de cualquier conjunto A = {1,a} y ademds cual debe ser el valor de a para que A sea una
(8, h)—base extrema para 2. Jia [1], dice que esto se sabe gracias al siguiente resultado de
Stohr

Teorema 1. Para cualquier conjunto A = {1,a}

h, sia>h+2

n(h, A) = ‘
(h—a+3)a—2, sia<h+1

y entonces A es una (8, h)—base extrema para 2 si

_ $(h+3), si h es impar
1(h+3+1), sih espar
h? h+1
Ast, n(h,2) = {#J .

Demostracion. Primero note que hA se puede representar mediante el esquema (1).
Es claro que cada uno de los renglones en el esquema (1) estd constituido por enteros
consecutivos, lo que implica que n(h, A) = ka + (h — k), para algtin entero 0 < k < h.
El primer entero positivo que no estd en hA va a aparecer cuando el ultimo elemento del
i-ésimo renglén sea menor que el primer elemento del (i 4 1)-ésimo renglén menos uno, esto
es cuando

ia+(h—1i) < (i+1)a—1.

De ahi que ia+ (h—i)+1<(i+1)a—1,dedonde i > h—a+ 2.
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0 1 2 h—1 h

a a+1 a+2 a+(h—1)
ia ia+1 ia+2 ... ia+ (h—1)

(i+1)a (i+1l)a+1 (i+1)a+h—i-1

(h—1a (h-Da+1
ha

Figura 1: Esquema de hA.

Sea [h —a + 2]T el menor entero no negativo que es mayor o igual que h — a + 2. Por lo
tanto

n(h,A)=Th—a+2]ta+h—[h—a+2]"

Sia > h+2 entonces [h —a+ 2]t =0 de donde n(h, A) = h. Y, finalmente, si a < h + 1
entonces [h —a + 2]T = h — a + 2. Esto demuestra el primer resultado del teorema. Para
demostrar los demés resultados basta con notar que una (3, h)—base extrema para 2 se tiene
cuando a < h+ 1, y asi n(h, A) = (h — a 4+ 3)a — 2. Calculando los puntos criticos de la
anterior funcién se completa la prueba.

]

i h es un entero positivo par, entonces existen dos (8, h)—bases extremas para 2. Ademads,
si h es un entero positivo impar, existe una tnica (3, h)—base extrema para 2.

Demostracion. Se tiene del teorema 1. o

€ See the LaTeX manual or LaTeX Companion for explanation.Q2Type~H-jreturn; ~for-immediate-helpigl
Sea h un entero positivo. Existe un conjunto A que es una (5, h)—base y una (8, h+1)—base
extrema para 2.

Demostracion. Del teorema 1, se tiene que para h un entero positivo impar (h + 1 es par),
A= {1,253} es una (B, h)—base y una (B, h + 1)—base para 2.

Para el caso de 3 estampillas, Selmer y Beyer [2] dieron un algoritmo para solucionar el
problema global de las estampillas de correo; es decir dado un entero positivo h encontrar
una (8, h)—base extrema para 3. El método del algoritmo de Selmer y Beyer estd basado
en fracciones continuas. En la seccion 5 se presenta la implementacién de este algoritmo en
MuPAD (ver 5.2).

3. Igualdad de las bases extremas para el caso de tres
estampillas

En el corolario 77, se probd que cuando se tienen dos estampillas existe un conjunto que es
una (8, h) y una (8, h + 1)—base a la vez. En esta seccién se muestran los casos en los que
existe un conjunto que es una (8, h) y (8, h + 1)—base extrema, para tres estampillas. Este
resultado fue sugerido por los cédlculos que se hicieron con el programa de calculo simbdélico
MuPAD usando el algoritmo beriticacon (ver 5.2).
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Jia, en [1], dice que Hofmeister, en el articulo [3] de 1968, construyé la siguiente (5, h)—base
extrema para k = 3, con h suficientemente grande, A = {1, a2, as}.

ap =2 {4h9+4J - {%J +3; (3.1)
as = Q%J n 2) ag — YMJ 4J _2. (3.2)

A partir de este resultado se puede calcular explicitamente una base extrema para h, mirando
a h médulo 9; es decir tomando h =9t + 7, cont € Zt y 0 < r < 8.

1. Si h =0 méd 9; es decir h = 9t entonces

ay = 2(4t) — 2t + 3 = 6t + 3.

az =(2t 4 2)(6t + 3) — 4t — 2
=12t% + 14t + 4.

2. Si h =1 mébd 9; es decir, h = 9t + 1, se tiene que

ay = 2(4t) — 2t + 3 = 6t + 3.

as =(2t + 2)(6t + 3) — 4t — 2
=12t% 4 14t + 4.

3. Si h =2 mébd 9; es decir, h = 9t + 2, se tiene que

as = 2(4t + 1) — 2t + 3 = 6t + 5.

az =(2t +2)(6t +5) — (4t +1) — 2
=12t + 18t + 7.

4. Si h =3 mdbd 9; es decir, h = 9t + 3, se tiene que

ay =2(4t +1) — 2t 4+ 3 = 6t + 5.

az =(2t +2)(6t +5) — (4t + 1) — 2
=12t% + 18t + 7.

5. Si h =4 mébd 9; es decir, h = 9t + 4, se tiene que

as =2(4t +2) — 2t +3 =6t + 7.

ag =(2t 4+ 2)(6t +7) — (4t +2) — 2
=12t% + 22t + 10.
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6. Si h =5 mébd 9; es decir, h = 9t + 5, se tiene que

ay =2(4t+2) — (2t +1) + 3 = 6t + 6.

ag =(2t 4 3)(6t + 6) — (4t +2) — 2
=12t% + 26t + 14.

7. Si h =6 méd 9; es decir, h = 9t + 6, se tiene que

as =2(4t +3) — (2t + 1)+ 3 = 6t + 8.

y
as =(2t +3)(6t +8) — (4t +3) — 2
=12t + 30t + 19.
8. Si h =7 mébd 9; es decir, h = 9t + 7, se tiene que
ag =2(4t+3) — (2t + 1) + 3 = 6t + 8.
y

as =(2t+3)(6t+8) — (4t +3) — 2
=12t + 30t + 19.
9. Si h =8 mdbd 9; es decir, h = 9t + 8, se tiene que

ag = 2(4t +4) — (2t + 1) + 3 = 6t + 10.

as =(2t + 3)(6t + 10) — (4t +4) — 2
=12t% + 34t + 24.
Se resumen estos resultados en el siguiente lema

Lema 1. Sea h suficientemente grande. Entonces una (3, h)—base extrema para k = 3,
denotada mediante A* viene dada por:

1. Sih = 9t, para algin t € Z", entonces A* = {1,6t + 3,12t% + 14t + 4}.

Sih =9t +1, para algin t € Zt, entonces A* = {1,6t + 3,12t> + 14t + 4}.
Si h =9t +2, para algin t € Zt, entonces A* = {1,6t +5,12t> + 18t + 7}.
Si h = 9t + 3, para algin t € Z*, entonces A* = {1,6t +5,12t> + 18t + 7}.
Si h =9t +4, para algin t € Z+, entonces A* = {1,6t + 7,12t> + 22t + 10}.
Si h =9t +5, para algin t € Z+, entonces A* = {1,6t + 6,12t> + 26t + 14}.
Si h =9t +6, para algin t € ZT, entonces A* = {1,6t + 8,12t% + 30t + 19}.

S N A e SR

Sih =9t +7, para algin t € Z*, entonces A* = {1,6t + 8,12t> + 30t + 19}.
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9. Sih=9t+8, para algin t € Z*, entonces A* = {1,6t + 10, 12t + 34t + 24}.

Teorema 2. Las (3,h) y (8, h+1)—bases extremas para 3 son iguales si y sélo si h =0,2,6
(méd 9).

Demostracion. Inmediato a partir del lema 1. of
Teorema 3. Sea A = {1, as,as} la (8, h)—base extrema para 3, entonces
a3 + az, sith=0,1,5 (mdd 9)
3ag3=4qa3—ax+1, sih=23,6,7 (mbd9)
a3 —3as+2, sih=4,8 (méd9)
Demostracion. Basta ver los resultados del Lema 1. o

Ademsds, segun Jia en [1], Hofmeister en el mismo articulo de 1968 demostré que si A* =
{1,as2,as} es una (B, h)—base extrema para k = 3, el (8, h)—rango de 3 viene dado por:

4h + 4 2h 2h 4h +4
Ng(h,3)=(h— - | = — 3.3
e G b e ) E 5 O e B
De este resultado se tienen los siguientes casos para el (8, h)—rango de 3, tomando con-
gruencias médulo 9.

Lema 2. Sea h suficientemente grande. Si A* = {1,a2,a3} es una (8, h)—base extrema para
3, el (8,h)—rango de 3 viene dado por:

1. Si h = 9¢t, para algin t € Z", entonces Ng(h,3) = 3tag + 2tas + 4t.

2. Sih=9t+1, para algin t € Z", entonces Ng(h,3) = (3t + 1)az + 2tas + 4t.

3. Sih=9t+2, para algin t € Z", entonces Ng(h,3) = (3t + 1)as + 2tas + 4t + 1.

4. Sih=9t+ 3, para algin t € Z*, entonces Ng(h,3) = (3t + 2)as + 2tas + 4t + 1

5. Sih=9t+4, para algin t € Z*, entonces Ng(h,3) = (3t + 2)as + 2tas + 4t + 2

6. Si h=9t+5, para algin t € Z*, entonces Ng(h,3) = (3t + 2)as + (2t + 1)ag + 4t + 2
7. Sih =9t +6, para algin t € Z*, entonces Ng(h,3) = (3t + 2)ag + (2t + 1)as + 4t + 3
8. Sih=09t+7, para algin t € Z", entonces Ng(h,3) = (3t + 3)as + (2t + 1)as + 4t + 3
9. Sih=09t+8, para algin t € Z", entonces Ng(h,3) = (3t + 3)az + (2t + 1)ag + 4t + 4

Teorema 4. Sea h un entero suficientemente grande, entonces
1. Sih=0,2,6m6d 9, entonces Ng(h +1,3) = Ng(h,3) + as.
2. Sih=5,7mé6d9, entonces Ng(h +1,3) = Ng(h,3) +as+t—1
3. Sih=1,3mé6d 9, entonces Ng(h +1,3) = Ng(h,3) + a3 + 3t.
4. Sih=4méd9, entonces Ng(h +1,3) = Ng(h,3) + a2 + az — 4t — 3.

h
donde t = | —|.
onde L)J

Demostracion. Sean A* = {1,a2,a3} la (§,h)—base extrema para 3 y B* = {1,bs,b3} la
(8, h + 1)-base extrema para 3.
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1. Si h = 9t entonces h + 1 = 9t + 1. Luego, del Lema 1

as =6t +3

az = 12t + 14t + 4

bo =6t +3=as

by = 12t% + 14t + 4 = a3

y del Lema 2; Ng(h,3) = 3tas + 2tas + 4t y Ng(h + 1,3) = (3t + 1)b3 + 2tby + 4t; de
donde

NB(}L +1,3)=(3t+ 1)b3 + 2tbe 4 4t = 3tas + 2tas + 4t + a3z = Nﬁ(h,?)) + as

Por lo tanto si h = 0 méd 9, entonces Ng(h + 1,3) = Ng(h,3) + as. La prueba es
similar cuando A = 2,6 mod 9.

2. Si h =9t + 5 entonces h + 1 = 9t + 6. Luego, del Lema 1

as = 6t + 6
az = 12t% + 26t + 14
by =6t+8=as+2
b3 =12t + 30t + 19 =as + 4t + 5
y del Lema 2; Ng(h,3) = (3t +2)az + (2t + 1)ag + 4t +2y Ng(h+1,3) = (3t +2)bz +
(2t + 1)bg + 4t + 3; de donde
Ng(h+1,3) = (3t 4 2)bs + (2t 4+ 1)by + 4t + 3
=(3t+2)(az+4t+5)+ (2t +1)(az +2) + 4t + 3
= Ng(h,3) +12¢% + 27t + 13
=Ng(h,3)+az+t—1

Por lo tanto, si h = 0 méd 9, entonces Ng(h+1,3) = Ng(h,3) +as +t — 1. La prueba
es similar cuando h =7 mod 9.

3. Sih=9t+ 3 entonces h+ 1 = 9t + 6. Luego, del Lema 1

as =6t +5

as = 126> + 18t + 7

bo=6t4+7=ua2+2

by =122+ 22t 4+ 10 =as + 4t + 3
y del Lema 2; Ng(h,3) = (3t + 2)as + (2t)as +4t + 1y Ng(h + 1,3) = (3t + 2)bs +
(2t)by 4 4t 4 2; de donde

Ng(h+1,3) = (3t + 2)bs + (2t)by + 4t + 2

= (3t +2)(az + 4t + 3) + (2t)(az +2) + 4t + 2

= Ng(h,3) + 12t + 21t + 7

= Ng(h,3) + a3 + 3t

Por lo tanto, si h = 3 méd 9, entonces Ng(h+ 1,3) = Ng(h,3) + as + 3t. La prueba es
similar cuando A = 1 méd 9.
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4. Si h =9t + 4 entonces h + 1 = 9t + 5. Luego, del Lema 1

as =6t+7
az = 12t* + 22t + 10
bo=6t+6=ay—1
by = 12t> + 26t + 14 = az + 4t + 4
y del Lema 2; Ng(h,3) = (3t + 2)as + (2t)as + 4t +2 y Ng(h + 1,3) = (3t + 2)bs +
(2t + 1)bg + 4t + 2; de donde
Ng(h+1,3) = (3t 4 2)bs + (2t + 1)by + 4t + 2
:(3t+2)(a3+4t+4)+(2t+1)(&2—1)+4t+2
= Ng(h,3) + 126> + 18t + 7+ as
= Ng(h,3) +as + a3 — 4t — 3

Por lo tanto, si h = 4 méd 9, entonces

Ng(h+1,3):N5(h,3)+a2+a3—4t—3

4. Algoritmos

Dados un entero positivo h y un conjunto A de enteros positivos primos relativos entre si,
los siguientes algoritmos se utilizan para calcular el conjunto hA.

4.1. Algoritmo sumset

Este algoritmo recibe dos conjuntos A, B de enteros positivos y calcula el conjunto A+ B =
{a+b:aecA;be B}.

sumset:=proc(A,B) local c, x, y; begin c:={}; for x in A do
for y in B do
c:=c union {x+y};
end_for;
end_for; c; end_proc;

4.2. Algoritmo hsumset

Dado un entero positivo kA y un conjunto de enteros positivos A, el algortimo hsumset calcula
el conjunto hA.

hsumset:=proc(h,A) local Al,t,B, Bl; begin
if h=1 then
return(A union {0});
end_if;
Al:= A union {0}; Bi:= A union {0};
for t from 1 to h-1 do
B:=sumset (A1,B1);
B1:=B;
end_for;
Bl; end_proc;
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5. Algoritmos de Fracciones Continuas

En esta seccion se presenta la implementacién en MuPAD de los algoritmos de Selmer y
Beyer [2]. Los siguientes algoritmos son una aplicacién directa de la relacién que existe
entre el Problema de Frobenius y el problema de las estampillas de correo. Esta relacion
fue demostrada por Selmer en [4]. En particular; dado un conjunto de enteros positivos
A ={1,a2,a3} y un entero positivo h entonces, N (h, A) = haz — g(a3 — a2, a3 —1,a3), donde
g(x,y, z) denota el niimero de Frobenius del conjunto {x,y, 2z}, o en otras palabras el mayor
entero n que no se puede escribir en la forma n = ax + by + ¢z con coeficientes no negativos
x,y, z. Ver [5] para més informacién sobre el Problema de Frobenius.

5.1. Algoritmo frobeniuscon

Este algoritmo calcula el nimero de Frobenius para un conjunto de tres enteros positivos
primos relativos entre si dado. utilizando el método de Selmer y Beyer descrité en [2].

frobeniuscon:=proc(a,b,c) local d4,s0,t,1,P0,Q0,91,P1,Q1,s1,P,q,S,Q;
begin if gcd(a,b,c)>1 then
return("cambie base");
end_if; if gcd(a,b)>1 and gcd(b,c)>1 then
d:=c;
c:=b;
b:=d;
elif gcd(b,c)=1 then
d:=a;
a:=c;
c:=d;
end_if; [a,b,c]; s0:=(c mod a)*powermod(b,-1,a); s0:=(s0 mod a);
t:=(b*s0-c)/a; if t<=0 then
return(FALSE) ;
end_if; 1:=0; PO:=1; Q0:=0; ql:=floor(a/s0)+1; Pl:=ql; Qil:=1;
s1:=s0-(a mod s0); if b/t>=P1/Q1 then
return(-a+b*(s0-1)+c*(P1-1)-min(b*s1,c*P0)); end_if;
while 1=0 do
q:=floor(s0/s1)+1;
s:=s51-(s0 mod s1);
P:=q*P1-P0O;
Q:=9*Q1-Q0;
if (P/Q)<=(b/t) and (b/t)<=(P1/Q1) then
return(-a+b*(s1-1)+c*(P-1)-min(b*s,c*P1))

end_if;
sO:=s1;
sl:=s;
Q0:=Q1;
Q1:=Q;
PO:=P1;
P1:=P;
end_while;
end_proc;
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5.2. Algoritmo bcriticacon

Dado un entero positivo h, este algoritmo calcula la (8, h)—base extrema y el respectivo
(8, h)—rango extremo para 3.

bcriticacon:=proc(h) local bl,a,n,u,b,A,t,L, basel; begin
n:=floor ((h*h+6xh+1)/4); basel:= []; for a from 2 to h+1 do
u:=h*a-(a-1)"2;
for t from 1 to u do
L:=[a,h,t,ul;
write(Text, "baseshcon",L);
A:={1,a,a+t};
if hx(a+t)<n then
next;
end_if;
bl:=frobeniuscon(t,a+t-1,a+t);
if b1=FALSE then
next;
end_if;
b:=h*(a+t)-bi-1;
if b>=n then
if b>n then
n:=b;
basel:=[A];
else
basel:=[op(basel), AJ;
end_if;
end_if;
end_for;
end_for;
[n, basell; end_proc:
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