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RESUMEN. En este trabajo, cuyo objetivo principal es honrar la memoria
de la profesora Mirian Andrés, de la Universidad de La Rioja, se introduce
un procedimiento algoritmico que permite determinar si un &lgebra de Lie
filiforme es derivada de un &algebra de Lie resoluble cuya dimensién es una
unidad mayor.

ABSTRACT. In this paper, whose main goal is to pay homage to the memory
of professor Mirian Andrés, from the University of La Rioja, it is introduced
an algorithmic procedure which allows us to determine if a filiform Lie algebra
is derived from a solvable Lie algebra having one unit more of dimension.

1. INTRODUCCION

Vaya por delante que, independientemente de su mayor o menor valor cientifico,
el principal objetivo de este articulo no puede ser otro que el de rendir homenaje
a la memoria de la joven companera del Departamento de Matematicas y Compu-
tacién de la Facultad de Ciencias de la Universidad de La Rioja, Mirian Andrés,
tan desafortunadamente desaparecida. Sirva por tanto esta aportaciéon, como el
resto de las que constituyen este volumen, para mantener a Mirian siempre en
nuestro recuerdo.

Este articulo que se presenta trata sobre determinados aspectos de las dlgebras
de Lie. Aparte de por su estudio puramente tedrico, estas algebras estdn sujetas ac-
tualmente a una exhaustiva investigacion por sus aplicaciones a la Fisica (Mecéanica
Cudntica, estudio de las simetrias, Teoria de Supercuerdas, etc), a la Ingenieria
(Sistemas Dindmicos, por ejemplo) y mds recientemente, a las Matemadticas Apli-
cadas y a la Matemadtica Discreta, a pesar de que aun existen muchas lagunas en su
conocimiento. Es por tanto muy conveniente tratar cualquier aspecto relacionado
con ellas, por los resultados que, buscados o no, pudieran de ello derivarse.

En particular, este articulo trata de abordar el problema de la derivacién de las
algebras de Lie, topico no especialmente frecuente en la literatura, tal como puede
constatarse con cualquier buscador en la red.

No obstante, nosotros pensamos que cualquier resultado que pueda obtenerse
al respecto pudiera significar un pequenio paso adelante en el tratamiento de un
problema a priori més interesante y en todo caso més complejo relativo a estas
algebras, como puede ser el de conseguir la clasificaciéon completa de ciertos tipos
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de algebras de Lie, resolubles y nilpotentes, sobre todo, que constituyen problemas
aun no resueltos en la actualidad.

Partiendo del resultado ya conocido de que un dlgebra de Lie compleja es reso-
luble si y sélo si su dlgebra derivada es nilpotente, nosotros presentamos en este
articulo un procedimiento algoritmico disenado para determinar si un dlgebra de
Lie filiforme (las filiformes son la subclase mds estructuradas de las nilpotentes) es
derivada o no de un algebra de Lie resoluble. Esto permitira diferenciar entonces
entre las algebras de Lie filiformes derivadas y las que no lo son.

Cabe decir que nuestra motivacion para tratar con este tipo de algebras en
particular, las filiformes, obedece a que Vergné, que fue la que las introdujo en
1966 (como se comentara més adelante), mostré que dentro de las algebras de Lie
nilpotentes, las que no son filiformes pueden quedar relegadas sélo a componentes
de baja dimension, es decir, que desde un intuitivo punto de vista y para dimen-
siones grandes (mayores o iguales que 12, por lo general), una gran mayoria de
4lgebras de Lie nilpotentes son filiformes. Aparte de esto, ademés, estd el hecho de
que éstas son, como ya se ha indicado, las més estructuradas de las nilpotentes, lo
cual facilita mucho su estudio, incluso, a la hora de su clasificacién. Piénsese por
ejemplo, que sélo se conoce la clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotentes hasta
dimensién 7 (véase [1]), mientras que las filiformes son ya conocidas, de forma
totalmente explicita, hasta dimensién 12 (véase [3]).

La estructura de este articulo es como sigue: tras esta Introduccién aparece
una primera seccién de Preliminares, en la que se recuerdan aquellos conceptos y
resultados ya conocidos sobre dlgebras de Lie en general, algebras de Lie filiformes
en particular, y derivada de un algebra de Lie. Finalmente, en la seccién segunda, se
desarrolla y se muestra con dos ejemplos el procedimiento algoritmico mencionado
anteriormente, diseiado para determinar si un algebra de Lie filiforme es derivada
o no de un algebra de Lie resoluble.

2. PRELIMINARES

En esta seccion se recuerdan los principales conceptos y resultados relativos a
las dlgebras de Lie, que seran usados en este trabajo. Para una visién mas general
de estos objetos mateméticos, el lector interesado puede consultar [7], por ejemplo.

2.1. Primeras definiciones. Un dlgebra de Lie g definida sobre un cuerpo K es
un espacio vectorial sobre K dotado de una segunda operacién interna, denominada
producto corchete, que verifica las tres siguientes propiedades:

1. Bilineal: [au, fv] = af[u, v] para todos a y § € K y para todos u y v € g.

2. [u,u] =0, para todo u € g.

3. Identidad de Jacobi: [[u,v],w] + [[v,w],u] + [[w,u],v] = 0, para todos
u,v,w € g. En adelante, esta identidad sera denotada por J(u,v,w) = 0.

Las dos primeras condiciones de esta definicién implican la denominada propie-
dad de antisimetria de estas dlgebras: [u,v] = —[v, u] para todos u,v € g.
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Sea {ei, ..., ey} una base de un élgebra de Lie g. Esta base se puede caracterizar
por sus denominadas constantes de estructura o constantes de Maurer-Cartan cZ T
definidas segtin [e;, e;] = Y ¢l ;ej, para todos 1 < i,j < n.

Existen tres tipos distintos de algebras de Lie: las semisimples, las resolubles y
aquéllas que no son de ninguno de los dos tipos anteriores.

Recordamos que un &algebra de Lie g se dice semisimple si no contiene ideales
propios. Un caso particular de estas dlgebras son las simples, que son ademads no
abelianas (g se dice abeliana si [u,v] = 0 para todos u,v € g).

Sea g un algebra de Lie de dimension finita. Se define la sucesion de resolubilidad
de g segin

Ci(g) =g, Ca(g) = [9,4], Cs(9) = [C2(9). C2(9)] - -, Ci(g) = [Ck—1(a), Cr-1(g)], - .-
Si existe un nimero natural m € N tal que C,(g) = 0, el dlgebra de Lie g se
denomina resoluble.

De forma similar, la sucesion de nilpotencia de g se define segtiin

C'(g) =9, C*(g) =1[C"(9),9.C*() = [C*(9). 0], ..., C*(g) = [C""(g),g], -

Si existe un nimero natural m € N tal que C™(g) = 0, el dlgebra de Lie g se
denomina nilpotente. Es facil ver que toda dlgebra de Lie nilpotente es resoluble,
dado que C; C C?, para todo i.

El Teorema de Engel para dlgebras de Lie nilpotentes afirma que en toda algebra
de Lie nilpotente g de dimensién n existen un elemento e; € g tal que e; ¢ C%(g), y

una base {eq, ea, ..., e,} que lo contiene, verificando las dos siguientes condiciones:
[61, 62] = 0.
[el,ej]:aj,l €j—-1; ]:3,...771; aj—1 :0,].

A tal base se la denomina base adaptada del algebra.

Un caso particular importante de algebras de Lie nilpotentes lo constituyen
aquéllas para las que a; = 1, para todo j. Estas reciben el nombre de dlgebras de
Lie filiformes.

En lo que sigue, todas las dlgebras de Lie que aparezcan se consideraran defini-
das sobre el campo real o el complejo.

2.2. Algebras de Lie filiformes. Para la mayoria de investigadores en Teoria
de Lie, las algebras de Lie filiformes, anteriormente definidas, fueron introducidas
por Vergne en su Tesis Doctoral, en 1966 (véase [8]), posteriormente publicada
en [9], si bien, no es menos cierto que ya Blackburn, en 1958 (ver [2]), habia
estudiado la clase anédloga de los p-grupos finitos y que habia usado el término de
clase maximal para referirse a ellos, término que también se usa ahora para estas
algebras. De hecho, ambos términos filiforme y de clase mazximal son sinénimos.

Una nueva definicién de estas algebras, equivalente a la ya dada en la subseccion
anterior, aunque mas 1til para el propésito del estudio que aqui se quiere realizar,
es la siguiente
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Un algebra de Lie nilpotente g, de dimensién n, se dice filiforme, si verifica que

dimg>=n—2,...,dimg'=n—1i,...,dimg" =0,
siendo dimg=ny g>=[g,g], ..., 0" = [g,0"71], ...
Una base {e1,...,e,} de un &dlgebra de Lie filiforme g, de dimensién n, se

denomina base adaptada, si sus elementos verifican:
le1,ea] =0, [er,en] =en—1 (h=3,...,n), les,en] =0 (h=2,...,n).

Se prueba en [6] que este concepto asi definido es un invariante de dlgebras de
Lie, es decir, es independiente de cambios de bases.

2.3. Algebras de Lie derivadas. Recordamos que un algebra de Lie g se dice
derivada de otro dlgebra de Lie b si g = [b, §].

Con respecto a este tema de la derivacion, ya es conocido que las algebras de
Lie simples y semisimples coinciden con su dlgebra derivada (es decir, g = [g, g]).
Sin embargo, las resolubles no gozan de esta propiedad.

La relacion que existe entonces entre un algebra de Lie resoluble y su derivada
viene dada (ver [6], por ejemplo) por el siguiente resultado: Un dlgebra de Lie
compleja es resoluble si y solo si su dlgebra derivada es nilpotente.

No obstante, el resultado anterior no asegura que toda algebra de Lie nilpotente
sea derivada de otra. En realidad, hasta dimensién 5 si es cierta esta proposicién,
pero a partir de dimensién 6 y siguientes, existen algebras de Lie nilpotentes que
no son derivadas de ninguna otra &lgebra de Lie. Concretamente, en [4] se prueba
que en dimensién 6 hay una sola dlgebra de Lie nilpotente (de un total de 5 no
isomorfas entre s{) no derivada de ninguna otra, mientras que en dimensién 7 hay
10 no derivadas, de un total de 124.

Al respecto, en [5], el autor probé el siguiente resultado

Teorema 2.1. Un dlgebra de Lie nilpotente de dimension n es o bien derivada de
un dlgebra de Lie resoluble de dimension n+ 1 o bien no es derivada de ninguna
otra dlgebra de Lie. (I

3. EL PROBLEMA DE LA DERIVACION EN LAS ALGEBRAS DE LIE FILIFORMES.
UN PROCEDIMIENTO ALGORITMICO

En esta seccién trataremos a continuacién el problema de la derivacién en el
caso particular de las dlgebras de Lie filiformes.

Sea g un dlgebra de Lie filiforme de dimension n y sea {ejy, ..., e,} una base
adaptada de g . De acuerdo con el teorema anterior, para estudiar si g es un algebra
de Lie derivada, se va a ver si existe un algebra de Lie resoluble b, de dimension
n + 1y base adaptada {ei, ..., ep, €n41}, definida de forma que los productos
corchetes entre los ep, y e, con 1 < h, k < n, sean los mismos que en g y tal que
para h < n se tenga:

n
lens€nta] = D an ek
k=1
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En caso de que exista esta dlgebra de Lie resoluble b, se aplicara entonces el
siguiente resultado, también probado en [5]:

Teorema 3.1. Con la notacion anterior, la condicion necesaria y suficiente para
que el dlgebra de Lie filiforme g sea derivada del dlgebra de Lie resoluble b es que

aiq # 0.

Nota 3.1. Recuérdese que siempre se verifican, por filiformidad:

ap1 =0, para 1 <h<n, y apq=0, para p<gq.

Para determinar entonces si el coeficiente a; 1 es nulo o no, es decir, para de-
terminar si el dlgebra de Lie filiforme g es derivada de un algebra de Lie resoluble
h, mostramos en este trabajo el siguiente procedimiento que hemos desarrollado,
que denominamos método de determinacion de la nulidad o no del coeficiente a; 1,
cuyo objetivo fundamental es el de simplificar escalonadamente la resolucién de
un macrosistema de ecuaciones, que se aplica de acuerdo con los siguientes pasos:

Paso 1  Aplicar las identidades de Jacobi J(ey,ep,ent1), con 2 < h < mn,y
obtener de cada una de ellas el conjunto de relaciones resultantes de igualar a cero
los coeficientes de cada uno de los campos de la base.

Paso 2 En cada una de las relaciones asi obtenidas, despejar, en funcién
de los restantes, el coeficiente a, 4, cuya pareja de subindices, considerados éstos
como si se tratara de un ntmero natural de dos cifras, sea la mayor. (Por ejemplo,
de una posible relacién as 2 — a1,1 — as,4 — a1,7 = 0, como los subindices verifican
44 > 22 > 17 > 11, se obtendria a44 = Q22 —0A17 — a171).

Paso 3  Sustituir en los corchetes [ep, e,41] los coeficientes despejados por
sus valores correspondientes.

Paso 4 Repetir los pasos anteriores 1, 2 y 3, en primer lugar con las iden-
tidades de Jacobi J(eg,ep,ent1), con 3 < h < n, luego con las J(es,ep,ent1),
con 4 < h < n, y asi sucesivamente, hasta completar este proceso con la aplica-
ci6n de la identidad de Jacobi J(e,—1,€en,enq1) y realizacién de los pasos 2 y 3
correspondientes.

Paso 5 Finalmente, ver si en las nuevas expresiones [ep,, €,41], con 1 < h <mn,
obtenidas por este procedimiento aparece o no explicitamente el coeficiente a; 1,
cuya existencia o no nos indicard si el algebra de Lie filiforme compleja que estamos
estudiando es derivada de otra algebra de Lie resoluble de dimensién una unidad
mayor (en caso de que si aparezca este coeficiente a; 1) o bien no es derivada
de ninguna otra &dlgebra de Lie (en caso de que no aparezca este coeficiente, por
haberse anulado en el transcurso de alguno de los pasos de este método). Esto
finaliza el procedimiento.

En caso de que el dlgebra de Lie filiforme compleja estudiada resulte ser derivada
de otra algebra de Lie resoluble de dimensién una unidad mayor, se puede obtener
un representante de la clase de isomorfia a la que pertenecen las dlgebras de Lie
resolubles cuya derivada es el dlgebra de Lie filiforme compleja estudiada, sin maés
que hacer a;; = 1 y resto de coeficientes a; ; # 0, para %, j # 1, en los resultados
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obtenidos, con lo cual se tendria finalmente que el algebra de Lie filiforme compleja
n-dimensional estudiada, de base {ey,...,e,} serfa derivada de una dlgebra de Lie
resoluble n + 1 dimensional, de base {ej,...,en, €11}, de tal forma que bien
directamente, o mediante cambios de base adecuados, siempre puede conseguirse
ademds que también se verifique [ep, ent1] = apen con 1 < h < n.

Mostramos a continuacién un ejemplo de aplicacién de este procedimiento. Ob-
viamente, cuando la dimensién del dlgebra sea pequena (hasta dimensién 9, méas o
menos), el mismo puede realizarse manualmente. Sin embargo, para dimensiones
mayores, el algoritmo necesita ser implementado en cualquier paquete de compu-
tacion simbdlica, tipo MAPLE o MATHEM ATIC A por ejemplo.

Ejemplo 3.1. Consideremos la siguiente dlgebra de Lie filiforme de dimension 7,
respecto de la base adaptada {eq, ... er}:

g: [en,ex)=ex—1 3<ESLST,
[62,6’5] = €3,
[62766] = €4,
le2,e7] = €5+ e3

Para ver si g es un dlgebra de Lie derivada, consideremos el dlgebra de Lie
resoluble s de dimension 8 y base {e1,...,er,es}, definida segin:

7
(1) lenses] =Y anjej,
j=1

siendo el resto de los productos no nulos entre los elementos de la base de s los
mismos que los ya definidos para g .

Aplicando entonces el algoritmo, tenemos:
De la identidad de Jacobi J(e1,ez,e5) =0 se obtiene:

as4=a15+ayyr, a5 =aie, az26 = aiy, az7 = 0.
Sustituyendo ahora estas expresiones en (1), se tiene:
[e2, e8] = azqe1+azoex+azses+ (a5 +a1,7) ea + a1 6es5 + a1 7 €.

Procediendo ahora de una forma andloga con las siguientes identidades de Jacobi
J(ela €3, 68) =0,..., J(el, €7, 68) =0, J(€23 €3, 68) =0,..., J(eQ, €7, 68) =0,
J(es,eq,e8) =0,...,J(es,e7,e5) = 0, y sustituyendo las expresiones obtenidas en
cada identidad, tanto en (1) como en los resultados que se van obteniendo cada
vez para los productos [en, es], co h < 8, se obtienen los siguientes resultados (las
identidades de Jacobi que mo aparecen a continuacion se reducen a la identidad
0=0):

1. De J(ey,ea,es) =0, se obtienen

a4 =a15+ a1y, az5 =daig, G266 = a1,7, a27 = 0.
2. De J(ey,es3,es) =0, se obtienen

az4 = ass = aze = az,7 = 0.
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3. De J(e1,eq,e3) =0, se obtienen
az,1 =agz2 = a45 = a46 = a47 =0, agq = a3z — a1 =0.
4. De J(ey,es,es) =0, se obtienen
G54 = Q43 —a12, G55 =033 — 2 a1
(4,1 = Q42 = a56 = as7 = 0.
5. De J(e1,eq,es) =0, se obtienen
ag,5 = G43 — 2 a1,2, Ge,6 = A3,3 —30a1,1,
a6,4 = 053, G51 = as2 = ag7 = 0.
6. De J(ey,er,es) =0, se obtienen
a7.4 =063 —a12, A75 = 053, A76 = A4,3 — 3 41,2,
ar7=az3—4a11 as1 =ag2 = 0.
De J(ey, e3,es se obtiene as 1 = 0.

( ) =0,
De J(ez,e5,es5) =0, se obtiene az o = 2a 1.
De J(ez, e6,e5) =0, se obtiene a2 = 0.
( ) =0,
( )=0,

© o

10. De J(eo,e7,e8 se obtiene a1 = 0.
11. De J(eq4,e7,e8 se obtiene ar1 = 0.
12. De J(es,ez,es) = 0, se obtiene a7 2 = 0.

Por tanto, las expresiones (1) se reducen ahora a:

[e1,e8] = ar3e3 +aiaes+arses +aiges +azer,

le2, e8] = aszes + (a15 + a1,7) ea + ai 6 es5 + a1, 7 e,

les, es] = a3 €3,

[eq, 8] = as 33 + az 3 e,

les, e8] = as3es + as3eq+ aszes,

[ | =aszes t+aszes+aszes +asses,
[e7,es] = ar3es + agses+ asses + asses + asser.

Entonces, como puede facilmente observarse, el vector ey no aparece ni en estas
expresiones, ni tampoco como resultado de los productos corchetes |en,er], para
todos h,k <7 (tampoco aparece el vector es en este ejemplo, aunque esta circuns-
tancia es irrelevante en este estudio), por lo que g no puede ser el dlgebra derivada
de un dlgebra de Lie resoluble. O

Ejemplo 3.2. Consideremos ahora la siguiente dlgebra de Lie filiforme de dimen-

sion 7, respecto de la base adaptada {eq, ..., er}:
h: [er,ex] =exr1 3k <7,
[ea, e7] = ez,
[es, e7] = e3,
[es, e7] = eq.

Procediendo de forma completamente andloga a como se ha hecho en el Ejem-
plo anterior, se llega a las siguientes expresiones (del tipo de las referenciadas
anteriormente como (1))
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le1,es] = ai1e1+aiges+aizes+araes+aises +aiges,
le2, e8] = Taiea,

les,es] = az2ea+6ayes,

[64, 68} = Q4,2€2 + ag 2 €3 +5 a1,1€4.

[es,es] = asaes+asoes+agzeqs+4ares.

[eg, e8] = agaes+aszes+asoes+aszes +3a11 .

ler,es] = araes+ (ag2 —ar.a)es + (as2 —a1,5) €4+ (as2 —a16)es

+azzes +2a11er.

con lo que, al aparecer explicitamente el coeficiente a1 en estas expresiones, puede
asegurarse que el dlgebra de Lie filiforme dada b es derivada de un dlgebra de Lie
resoluble de dimension 8.

Para obtener un representante de esta 4ltima, bastaria tomar a11 = 1 y resto
de coeficientes apq =0, conp # 1 y q # 1. Se tiene ast un dlgebra de Lie primitiva
de la del enunciado, que queda definida por todos los productos corchetes de ésta,
mas los siguientes:

le1,es] =e1, [ez,es] =Tea, [es,es] =6e3, [eq,e8] =5es,
[es, e8] =4es, [es,es] = 3eg, [er,es] = 2er.
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