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RESUMEN. Este articulo plantea el problema de la preservacién de la topo-
logia en la simplificacién de una poblacién de objetos representados por mallas
triangulares. La preservaciéon de la topologia en la simplificacién de mallas
triangulares de objetos poligonales ha sido un tema estudiado ampliamente.
En los tdltimos anos, la utilizacién de conjuntos mallas que representan un
mismo objeto que varfa con el tiempo (mallas deformables) o de una pobla-
cién de objetos individuales (modelos obtenidos de segmentacién de imagenes
médicas, simulacién de multitudes o manadas) en el campo de la animacién
por ordenador han dado como resultado el desarrollo de nuevos algoritmos
de simplificacién, de los que estudiar la preservacién de la topologia.

ABSTRACT. This paper introduces the problem of preserving mesh topology
during statistical simplification of a set of polygonal meshes that represents a
population of 3D objects. The treatment of mesh topology during simplifica-
tion of polygonal models has been extensively studied in computer graphics.
Recently, a great deal of active research in computer animation has been de-
voted to studying and developing mesh deformation methods. Consequently,
simplification methods have been extended to work with a set of meshes (time-
varying meshes or populations) and it is necessary to study the treatment of
topology in these methods.

1. INTRODUCCION

Este articulo surge a raiz de una pregunta realizada en un congreso en el que
se presento el algoritmo de simplificacién estadistica de poblaciones de objetos
3D representados por mallas triangulares [1]. Este hecho serfa irrelevante si no
fuera porque, en ese momento, Mirian Andrés Goméz estaba sustituyendo a la
autora en el cuidado de un examen para que esta pregunta se pudiera realizar.
Favor que la autora le iba a devolver una semana después en la presentacion de su
ultimo trabajo [2]. Una pregunta que, ademds, podria haber ayudado a la autora
a responder, ya que investigaba en el campo de la Topologia Algebraica.

En la ultima década, con el desarrollo de nuevos campos de aplicacién en el
dmbito de la informédtica, como el procesado de imagenes médicas, la cartografia,
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la informatica grafica o animacién por ordenador, la biologia estructural, la robéti-
ca, etc, ha surgido la necesidad de identificar y formalizar cuestiones topoldgicas
relacionadas con estos campos [3] [4] [5]. Desafortunadamente, muchos de estos
problemas continian todavia abiertos, debido principalmente a la falta de puesta
en comun de conocimientos e interaccion entre areas.

La preservacion de la topologia en la simplificacién de mallas triangulares de
objetos tridimensionales ha sido un tema estudiado ampliamente en el campo de
la Informética Grafica, tanto que los métodos de simplificacién se han clasificado
en funcién del tratamiento que dan a la topologia de la malla durante la simplifi-
cacion, si la preservan o la modifican. Incluso hay un grupo de métodos, llamados
métodos de simplificacién topoldgica, que se caracterizan por simplificar la malla
en base a su estructura topoldgica [6] [7] [8]. En los dltimos anos, la utilizacién de
conjuntos mallas que representan un mismo objeto que varia con el tiempo (ma-
llas deformables) o de una poblacién de objetos individuales (modelos obtenidos
de segmentacién de imdgenes médicas, simulacién de multitudes o manadas) en
el campo de la animacién por ordenador han dado como resultado el desarrollo
de nuevos algoritmos de simplificacion, en los que estudiar la preservacién de la
topologia.

El algoritmo de simplificacién estadistica pertenece a los métodos basados en
la contraccion iterativa de aristas. Este tipo de métodos tienden a preservar la
topologia local del modelo si siempre “fusionan” vértices conectados por una aris-
ta, pero existen condiciones locales en las que se puede modificar la topologia
del modelo. Partiendo de estas condiciones, el problema que se plantea entonces
es determinar y formalizar las condiciones locales bajo las cuales se preserva la
topologia en el algoritmo de simplificacién estadistica.

La figura 1 presenta las mallas triangulares de ventriculos laterales izquierdos
una poblacién de 18 individuos y los resultados visuales de aplicar el método de
simplificacién estadistica a dichas mallas.

La organizacion del articulo es la siguiente. La secciéon 2 describe el algoritmo
de simplificacion estadistica de poblaciones de objetos. En la seccién 3 se presen-
ta el problema de la preservacién de la topologia en la simplificacién de objetos
poligonales individuales y se introduce el problema en el caso de la simplificacién
estadistica. Para finalizar, se exponen las conclusiones en la seccién 4.

2. EL ALGORITMO DE SIMPLIFICACION ESTADISTICA

En el dmbito de la informatica grafica se han desarrollado multiples técnicas
de simplificacién, principalmente de objetos poligonales, con el fin de acelerar el
proceso de visualizacién. El principal objetivo de estas técnicas es generar una o
varias aproximaciones del modelo 3D original eliminando detalles redundantes del
modelo inicial. Asi, un modelo multirresolucién es una representacién que incluye el
objeto inicial y sus simplificaciones o niveles de detalle. Normalmente, estos niveles
de detalle se obtienen a partir del modelo inicial aplicando iterativamente distintas
operaciones geométricas como la contraccién de aristas [9] [10], la eliminacién de
vértices [11], la agrupacién de vértices [12] [13] o la unién de regiones [14]. De
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F1cura 1. Mallas iniciales (izquierda, 1506 puntos) y mallas sim-
plificadas (derecha, 754 puntos) de la poblacién de 18 instancias
del ventriculo lateral izquierdo.

todos ellos, el algoritmo de simplificacién mas utilizado es sin duda el basado en
la contraccién de aristas.

Algunos métodos de simplificacién basados en la contraccién de aristas intro-
ducen informacién adicional a las caracteristicas geométricas del modelo. Esta
informacién esté relacionada con la apariencia del modelo como puede ser norma-
les, colores, o texturas [15] [16]. Otros métodos tratan de preservar tnicamente
en el modelo simplificado cualidades visualmente importantes del modelo original
[17] [18]. Estos algoritmos se aplican exclusivamente sobre objetos individuales.
Recientemente se han estudiado diferentes métodos de simplificaciéon para mallas
deformables o que varfan con el tiempo [19] [20] [21] [22]. Estos métodos se basan
en la contraccion de aristas y consideran todos o un subconjunto de fotogramas
de la animacion a la hora de elegir la arista a contraer.

El método de simplificacién estadistica pertenece al tipo de métodos basados
en la contraccién iterativa de aristas. Después de cada contraccién (vq,vs) — v,
se genera un nuevo vértice v. Para ello, se tienen que abordar dos problemas:
la prioridad al elegir la arista a contraer y el valor que tendréd el nuevo vértice
resultado de unificar los dos anteriores. A continuacién se describen los detalles de
c6mo nuestro método resuelve ambos problemas.

2.1. El coste de la contraccion de aristas. El primer problema a resolver
consiste en seleccionar la arista a contraer. A la hora de elegir una métrica de coste
para la simplificaciéon de una poblacién es esencialmente importante considerar,
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aparte de la geometria del objeto, la informacion estadistica de la forma de la
poblacion, es decir, la informacién de la variacién de la geometria de las instancias
con respecto a la forma media.

En el campo del procesado digital es usual utilizar las poblaciones o conjuntos
de objetos para extraer estructuras a partir de imagenes 3D. La segmentacién
automadtica de imdgenes médicas requiere normalmente un conocimiento a priori de
la geometria de la estructura a extraer. En este sentido, los Modelos de Distribucion
de Puntos (PDM) [23] son una técnica de descripcién de forma que estd siendo
ampliamente utilizada para representar objetos en imagenes. Esta técnica asume
que existe un conjunto de instancias (conjunto de entrenamiento) del cual derivar
una descripcién estadistica de la forma y su variacion.

El algoritmo de simplificacién estadistica estd basado en el método de Hoppe
para simplificar mallas con atributos de apariencia [16] porque utiliza un métrica
de coste que esta formada tanto por un término de error geométrico como por un
término de error en los atributos.

Como se ha indicado al principio de la seccién, una poblacién se puede repre-
sentar por medio de un PDM que se genera a partir del anélisis estadistico de la
forma geométrica de la poblacién. Los modos de variacion se calculan mediante el
Andlisis de Componentes Principales (PCA) sobre la desviacién de las instancias
de la poblacion respecto a la media y se representan por vectores ortonormales.
PCA requiere que exista correspondencia de vértices entre las instancias de la
poblacién. Un nuevo objeto en el conjunto se describe como la suma a la forma
media de una combinacién lineal ponderada de los k modos de variaciéon mas sig-
nificativos. Este articulo describe un PDM como una forma media y [ modos de
variacion.

La forma media consiste en una malla triangular con su conjunto de vértices V'
y un conjunto de tridngulos 7"y los modos de variacion son vectores ortonormales.
Cada vértice v € V tiene asociada una posicién en el espacio tridimensional p,, €
R? y un conjunto de I vectores ponderados denotados por q, = m,u € R3 donde
m,, son los [ modos de variaciéon y u es un vector de | pesos.

Estos dos elementos (la posicién p, y los modos ponderados q,) forman un
vector z, = ( Py ) = (p”) € R3+3!. Cada tridngulo t € T se representa por

m’Uu q’U
una tripleta de vértices (2, Zw, ;) con v,w,z € V.

Cada instancia i de la poblacién se representa por una malla triangular con su
conjunto de vértices V; y un conjunto de tridngulos 7;. Cada vértice v € V; tiene
asociada una posicién p, € R3. Cada tridngulo ¢t € T; se representa también por
una tripleta de vértices (p,, Py, P,) cOn v, w,z € V;.

Con objeto de introducir el error estadistico que se produce en la poblacién, se
define una métrica de coste QS" para cada vértice v de la forma media. QS" es la
suma de las métricas asociadas a los tridngulos adyacentes AT ponderados por el
area del tridangulo:

(1) QS"(z) = Y area(t) - QS'(z)

te AT
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F1GURA 2. Ejemplo de la simplificacién estadistica de una pobla-
cién de objetos 3D.

donde QS?, la métrica cuddrica asociada al tridngulo ¢, se calcula de la siguiente
forma:

3l
(2) QS'(z) = Q,(2) + Z QS (2)

El término que expresa el error geométrico Qf) es el término de error geométrico de
la métrica de Hoppe [16], pero el segundo término, que describe el error estadistico
en la poblacion QS};, extiende el término de error en los atributos de ese algoritmo
para incluir la informacién de los modos de variacion.

La métrica de coste se utiliza para seleccionar la arista de la forma media que
se va a contraer. Una vez hecho esto, se seleccionan las aristas en cada una de
las instancias de la poblacién por su correspondencia con los vértices de la forma
media.

2.2. El valor del nuevo vértice. El segundo problema a resolver consiste en
determinar el valor que tendréd el nuevo vértice generado al contraer las aristas
tanto en la forma media como en cada una de las instancias.

Después de contraer una arista de la forma media (v1,v2) — v, se sitda el
nuevo vértice en la posiciéon v que minimiza la métrica de coste asociada al mismo,
definida como la suma de las métricas de coste en los extremos de la arista Q.S =
QS"* +QS"2. El valor del nuevo vértice z, se obtiene resolviendo el sistema lineal
correspondiente a igualar a cero el gradiente de su métrica de coste @QS”. Como
QS" es cuadritica, el gradiente es igual a VQSV(z) = 2Az + 2b. Resolviendo
VQS? =0, el valor obtenido para z es igual a —A~'b.
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Después de contraer una arista de la instancia 4, (v 1,v;,2) — v;, donde la arista
se obtiene como resultado de la correspondencia de vértices con los extremos de la
arista contraida en la forma media (v, v3) — v, la posicién geométrica del nuevo
vértice v; de la instancia i se calcula de la siguiente forma:

(3) Pv; = Pv + e(p’Ui,l - p'Ul) + (1 - e)(pvi,'z - pv2)

donde e y (1-e) son las coordenadas baricéntricas de la proyeccién del punto sim-
plificado p, de la forma media respecto a la arista (vq, vs).

Después de la simplificacion de cada una de las mallas de las instancias de la
poblacién inicial, se construye un nuevo PDM para la poblacién simplificada: se
genera la nueva forma media como el promedio de las posiciones de los vértices de
cada una de las instancias y se calculan los nuevos modos de variacién mediante
andlisis por componentes principales (PCA) de las desviaciones de las instancias
simplificadas respecto a la media. La figura 2 muestra una poblacién de objetos
y su PDM representado por la forma media y su primer modo de variacién. El
modelo mutirresolucién se obtiene simplificando la poblacion en diferentes niveles
de detalle.

3. LA PRESERVACION DE LA TOPOLOGIA EN LA SIMPLIFICACION MEDIANTE
CONTRACCION DE ARISTAS

En informatica grafica no se suele utilizar la notaciéon matematica relacionada
con los complejos simpliciales [24] para referirse a los aspectos topolégicos de una
malla. En el contexto de la simplificacién poligonal, el término topologia se refiere
a la estructura de la malla, es decir, a la forma de conectarse las celdas en la malla.
Asi, una malla se dice estructurada cuando sus vértices interiores tienen el mismo
niumero de celdas adyacentes. Asimismo, el género de una superficie es el nimero
de agujeros en la superficie de la malla y la topologia local de una cara, arista o
vértice se refiere a la conectividad de dicho elemento con su inmediata vecindad
[25]. La superficie de un modelo poligonal a simplificar se representa por una malla
tridangulos conectados entre si mediante vertices y aristas compartidas. En nota-
cién matemadtica es un 2-complejo y restringido normalmente a una 2-variedad
con o sin frontera. En una malla triangulada cuya estructura topoldgica es una va-
riedad, cada arista tendra exactamente dos tridngulos adyacentes compartiéndola
y cada triangulo compartird una arista con exactamente tres triangulos vecinos.
Una variedad 2D con frontera permite aristas “frontera” que pertenezcan a un sélo
tridangulo.

Las mallas con esta estructura topoldgica son muy adecuadas para aplicaciones
como analisis por elementos finitos o radiosidad debido a que representan modelos
que tienen un buen comportamiento y muchos algoritmos de generacién de mallas
garantizan que su salida o resultado seran mallas de este tipo. Desafortunadamente,
no todos los modelos son variedades “perfectas”, tienen errores o inconsistencias
topoldgicas como grietas, uniones-T y vértices y aristas que localmente no son
variedades.

Un algoritmo de simplificacién que preserva la topologia se caracteriza porque
mantiene la estructura topoldgica de la malla en cada iteracién. Muchos algoritmos



ISE PRESERVA LA TOPOLOGIA EN LA SIMPLIFICACION ESTADISTICA? 341

no cierran agujeros en la malla para preservar el género de la superficie. Esta
restriccién limita la simplificacion, sobre todo en modelos con un género alto en
los que la simplificacién resulta complicada a partir de un determinado nimero de
poligonos.

Algunos algoritmos denominados topolégico-tolerantes simplifican mallas con
regiones que localmente no son variedades y optan por no simplificar esas regio-
nes. Los algoritmos clasificados dentro de los que modifican la topologia pueden
cerrar agujeros “fusionando” vértices que no estan conectados por una arista y
permitiendo la formacién de un tnico objeto de un conjunto de objetos que ini-
cialmente estaban separados. Incluso, como se ha comentado en la introduccion,
hay un grupo de métodos, llamados métodos de simplificaciéon topoldgica, que se
caracterizan por simplificar la malla en base a su estructura topoldgica.

El algoritmo de simplificacion estadistica explicado en la seccién anterior esta ba-
sado en el método de contraccién de aristas. Este tipo de métodos tienden a pre-
servar la topologia local del modelo si siempre “fusionan” vértices conectados por
una arista, pero existen condiciones locales en las que se puede modificar la topo-
logia del modelo. La mayor parte de estos métodos que trabajan con superficies
representadas por mallas triangulares, incluyen en sus algoritmos un test para evi-
tar operaciones “inseguras” que produzcan inconsistencias en la topologia de la
superficie. Este test se basa en un invariante topoldgico, la caracteristica de Euler
[26]:

(4) X=v—a+t=2-2g

donde ¢, @ y v son los nimeros de tridngulos, de aristas y de vértices y g es el
género o nimero de agujeros de la superficie. Asi, una contraccién de arista pre-
serva la topologia de la superficie triangulada en tanto en cuanto la caracteristica
de Euler de la superficie permanezca igual. Por ejemplo, en una contraccién de
arista “segura” el ntimero de vértices disminuye en uno, el nimero de triangulos
disminuye en 2 y el nimero de aristas disminuye en tres.

(5) X =v—-d+t'=w-1)—(a=3)+(t—-2)=v—a+t

donde ¢, @’ y v’ son los ntimeros de tridngulos, de aristas y de vértices de la
superficie simplificada. Partiendo de este hecho, si denotamos N(v) al conjunto
de vértices adyacentes a un vértice v, es decir, conectados directamente por una
arista con v, diremos que una contracciéon de arista del interior de la superficie
triangulada (vq,v2) — v es “segura” si [N(vy1) N N(vg| = 2, es decir el ndmero de
vértices comunes a los dos conjuntos es igual a 2. En muchos algoritmos se opta
por realizar dos contracciones de arista “inseguras” consecutivas en lugar prohibir
una. Esta operacién “segura” se llama contracciéon o colapso de tridngulo.

Todo lo dicho anteriormente va encaminado a no permitir que se realicen opera-
ciones que modifican la topologia de la malla, pero si se quiere utilizar el algoritmo
de simplificacion estadistica y a la vez preservar la topologia del modelo, sera ne-
cesario determinar las condiciones bajo las cuales esto es posible.

En este sentido, Dey et al. realizaron un importante estudio [27] [4] de las con-
diciones que permiten que se realicen contracciones de aristas sin que se destruya
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la topologia de un modelo original. El estudio llevado a cabo por Dey y extendido
después en otros trabajos [28] se centra en las contracciones de aristas en com-
plejos simpliciales con objeto de determinar los criterios locales bajo los cuales se
preserva el tipo topologico.

La contraccién de una arista es la forma més sencilla de agrupar vértices por
medio de la fusién de dos vértices adyacentes o vecinos (conectados directamente
por una arista). En notacién matemadtica, el enlace (link) de una celda o (una
celda puede ser un vértice, una arista o una cara) en una malla denotado por Lk o
consiste en las celdas distintas de o pero contenidas en una celda que contiene
o. Dicho de otro modo, si la estrella de o, denotada por St o, se define como las
celdas que contiene o y el cierre de o, denotado por & se define como las celdas que
estan contenidas en o, el enlace de una celda o es el conjunto de celdas en St o
pero no en St @, es decir Lk 0 = St 0 — St 5. Es un concepto relacionado con el
complemento de la estrella de o, denotado por C's o, definido como St o — St o.
Si o es un vértice su enlace y el complemento de su estrella es el mismo. Anadir
también que la estrella de un subconjunto de celdas S se define como la unién de
sus estrellas St S = J, g St 0.

Asi, la contraccién de una arista ab en un 2-complejo K sustituye la estrella
del cierre de la arista St ab = St @ U St b por la estrella del nuevo vértice c¢. En
el campo de la topologia general, una operacion preserva la topologia si existe un
homeomorfismo entre las superficies de la malla antes y después de la operacién.
Dey et al. concluyeron que la condicién que hace que una contraccion de una arista
preserve o no la topologia, o lo que es lo mismo, que exista un homeomorfismo
entre los complejos antes y después de la contraccién, depende de la relacién entre
los enlaces de las celdas envueltas, es lo que Dey llama la condicién enlace (The
link condition). En el caso de que K sea una triangulacién de una 2-variedad la
contraccién de ab € K preserva el tipo topoldgico si y sélo si Lk aN Lk b= Lk ab.
La figura 3, muestra graficamente cuando se cumple la condicién enlace y cudndo
no.

F1GURA 3. Ejemplo de contraccion de arista. A la izquierda no se
cumple la condicién enlace: Lk a N Lk b = {z,y, z,zy} # Lk ab.
A la derecha se cumple Lk a N Lk b = {z,y} = Lk ab.

Una vez explicada la preservacion de la topologia en la simplificaciéon de objetos
individuales por el método de contraccién de aristas, cabria plantearse, en relacion
a la preservacién de la topologia en el algoritmo de simplificacién estadistica, o en
otro tipo de algoritmos basados en la contraccién de la misma arista de un conjunto
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de mallas triangulares con la misma conectividad y distinta posicién de los vértices
(por eso reciben también el nombre de mallas deformables), si, una vez que se ha
preservado la topologia en la simplificaciéon de la forma media o en alguna de las
mallas triangulares de la poblacién segun la condicién explicada anteriormente, se
puede decir que también se preservara la topologia en la simplificacién del resto
de instancias de la poblacién (o en que casos esto ocurre) dado que todas las
instancias de la poblacién tienen la misma conectividad y dado que se contrae la
misma arista en todas ellas.

También habria que estudiar las condiciones bajo las cuales una contraccién
de arista en la forma media es una operacion “segura”’ para la preservacion de la
topologia en todas las instancias de la poblacién, sin tener que evaluar que son
seguras las contracciones de la misma arista en todas y cada una de las instancias
de la poblacién.

4. CONCLUSIONES

El trabajo que se ha presentado aqui es apenas una introduccién a un tema
de investigacién (la preservacién de la topologia en la simplificacién de mallas
que representan poblaciones de objetos o mallas deformables) que sélo se puede
estudiar formalmente mediante el trabajo conjunto de personas de distintas dreas
como puede ser la Informética Gréfica y la Topologia. El obstaculo del lenguaje
y la investigacion departamental, entre otras cosas, hace que sea muy dificil este
tipo de colaboraciones multidisciplinares, que por otro lado serian muy fructiferas
y provechosas. La autora estd convencida de que hubiera podido colaborar en un
futuro con Mirian para poder profundizar més en el problema que aqui se expone,
por eso ha hecho el esfuerzo de salir de su ambito y su lenguaje “natural” para
hacer una pequena intromisién en el area matematica de la Topologia.
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