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Ts conocido el sistema {Ln(2)] de polinomios de Laguerre 1
son polinomios de una variable: 7 indica el grado del polinomio y
ambién el orden que le cor responde on la sucesion. Como se sabe,
estos polinomios constituyen un sisterna ortogonal ponderado, en
el iniervalo (0,%); ¢ o8 la funcién de ponderaoién; por 10
tanto, verifican la siguiente condicidn:

)

.a I:O n==m
! e Lo(#) L () dat

l =0 n=m A

Ei sistema {L,(2)] esté formado por una infinitud numera-
ble de polinomios ().

Fi problema cque nos proponemos e encontrar un sistema de
pelinomios de dos yariables que puedan consideravse COMO €%
tensién l6gica de los polinomios de Laguerre de una. Designave-
mos a dicho sistema por {{.(@, y)} donde 7.5 indicara ol grado
del Gitimo térmaino del poiinomio. El sistema {L,gs(x, y)}, debera
cumplir una condicion da ortogonalidad andloga a la [1], es decir,
que la integral doble del producto de dos polinomics distintos
por una funcién de ponderacion F(z. y) —que deberemos dater-
minar — serd nula cuando cualquiera de los indices sea distinto y
no lo serd cuando sean iguales. Por lo tanto debera ser:

axd

(*) Laigusrrs, E. Dz, Oeuvres, I, pigs. 428-437.

(*) Scmuipr, ERHARD, Swur la puissance des systemes orthogonous de fone-
tions continues, Comptes Rendus de 17Académie des Sciences, Paris, 1906, T.
143, pag. 955. '
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=0 m,np,q |
F(x,y) Ly n(2,y) Lg(w, y) dz dy [2]
70 m,n=p,q

siendo D el dominio — finito o infinito— en que estd definida
F(z,y).

La introduccién de los polinomios de dos variables cum-
pliendo la condicién [2] es debida a F. L. Gaspar quien, en un
primer trabajo di6 a conocer el sisterma ortogonal ponderado con
la funcién de Bravais como funcién de ponderacién (3), cum-
pliéndose, por lo tanto, la propiedad de ortogonalidad en todo el
plano; y en trabajo posterior dé a conocer el sistema ortogonal
de dos variables andlogo al sistema de Legendre de una. En este
caso, el sistema es ortogonal en sentido estricto o sin ponderacién
y la propiedad de ortogonalidad —que debe cumplirse en do-
minio necesariamente finito — se cumple en el dominio definido
por el circulo de radio 1 (%).

No se conocen otros sistemas orfogonales en dos variables
que cumplan la condicién de ortogonalidad [2].

Para definir un sistema de polinomios de dos variables ané-
logo al de Laguerre de una, parece natural adoptar como funcién
de ponderacién F(z,y) la exponencial K .e—(@+4 2 (K — cons-
tante), por lo tanto en [2] sera:

F(z,y) =K .e—@yH12
Es:
(D Fz,y)>0

en todo el plano y la constante K debe determinarse en forma
que sea:

(®) G4spar, ForNaNDO L., Sobre los polinomios ortogonales de dos waria-
bles y generalizacién de la superficie de Bravais, en Anales de la Sociedad
Cientifica Argentina, febrero de 1936, E. IIL, T. CXXI, pag. 74 y sigte.

(*) Gaspar FerNawDo L., La orfogonalidad sin ponderacion. Bl prodlema
de Hermite, en Anales de la Sociedad Cientifica Argentina, febrero de 1937,
E. ITI, T. CXXIV, pags. 176-193,
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(1) [ [Py dedy=1.

— —

Las condiciones (I) y (II) son las que deben cumplir las
funciones de ponderacién de los sistemas de polinomios ortogo-
nales, condiciones que, como es sabido, cumplen las funciones
de probabilidad.

Llamando curva de Laguerre a la definida, en el intervalo
(0,0), por la exponencial ¢, F(z,y) define una superficie de
revolucién alrededor del eje z en que la generatriz es una curvd
de Laguerre. Por ser de revolucion, la superficie es simétrica
respecto del eje z y sus secciones por planos normales al (#, )
pasando por dicho eje, son todas curvas de Laguerre, como se ve
en el dibujo.

Es conocido el teorema (5): Los polinomios de un sislema
P (%, 7)) que en el dominio — finito o infinito — D, son or-
togonales respecto de una funcion F(z,y)=0 en D, pueden,
siempre, expresarse en forma de determinante. Teorema vélido
para los sistemas de polinomios sin ponderar con la restriccion,
en este caso, de que el dominio sea finito como se ha dicho.

Para definir en forma de determinante los polinomios del
sisterna {L, s (%, y)} debemos, ante todo, escoger un orden de for-
macién, cuestidn que pasa desapercibida cuando se trata de siste-
mas ortogonales de una variable que se ordenan naturalmente se-

e

(5) GASPAR, FERNANDO L., Sobre los Jdesarrollos en serie de polinomios or-
togonales de warias variables, Publicaciones de 12 Facultad de Ciencias Mate-
méticas, ete., N° 15, pig. 30, Rosario, 1938.
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gtn las potencias crecientes de dicha variable y entonces grado
y rango coinciden. Nosotros vamos a ordenar el sistema {L, (z.y)}
segtin las potencias crecientes de x. Normalizando el sistema en
forma que el coeficiente del dltimo término de los polinomios
sea la unidad positiva, un L, (z,y) genérico, se define en for-
ma de determinante asi:

743
(_j)s—}-.&v
L, o(z,y ):—-—-—A
"8
1 T y 3:2 m:}» r;r?. . xl‘—éi ys—‘l xl'ys
Ho,0 1.0 o oo Fig Moz ... M- Hops
M1,0 K20 Pia Hz0  Hag Mie . Foa g Hrla,e (3]
Wo,4 Bea Mog Fegx Mo Hos 0 Bodas Fisd
Hrd g1 Bk, sa Boda,s Mg ot Moo, B b iorn L Bl ) 2(em1) Bordy 0,1

7+8
i3 v
—1)"2

La constante mazﬁm‘zcmna *=1 hace que ¢l coeficien-

-\) §
te de z7ys sea la unidad positiva.
A, es el menor compiemeniaric de a7, ys dltimo término
del polinomio.
Resulta entonces:

\ — ~ ~ , 9
Ly (2:9) =Yrst00 T Vrs1,0 % F V00 ¥ FYrso 22+

TVt 7 Yo, ¥ [4]
Por lo tanto, es:
s 1
Loy (@9) = s, 50 3l 5]
w0 j=0

El desarrollo de la sumaloria exierna termina con la po-
tencia a7 ys siendo:

Vrefrs = 1.
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La sucesién completa de los polinomios es, de acuerdo a la
ordenacion adoptada:

(6]

Bl determinante [3] tiene cieria analogia con los que Han-~
kel (6) Hamd oriosimétricos y verifican una notable formala de
recurrencia por la cual el cileulo de uno de ellos depende do los
dos snteriores (7). Los menoves L, son determinantes de Han-
Tos clementos do dicho determinante son los
i (j, E=00; 1,0; 0,1; 2,0; L,1; 0,25 o) definidos esi:

W
[N
Vs

=

oo -1‘-:0‘
v R 3 5 -
wpp=i [ [er@ Rl dady 7]
—_—nn

y se ilaman también los momentos de la funcitn de pondera-
cidn. )

Caloulada la constante K para gue la condicién (11) se cum-
pla, resulta:

W 1
i —-—"2_:_“‘.

Dor ser la superficie que define K. e— (@Y simétrica y
estar el origen en el punio (0,0), los morentos Hj; SOB nulos
cuando cualquiera de jos dos indices, o ambos, son impares.
Es decir que:

Pojry,er=0;  Hojorga =0 Hajt,orr = O-
Por la misma razén de la simetria de la superficie, es:

P’]‘,’,:: lu']»',].'

f———

(*) Hawsgsn, H, Teber eine besondere Klasse der symmetrischen Determi-
nanien, Gottingen, 1861.
() Jacos, C. G, Obras, Vol. III, pag. 315.
GASPAR, FERNANDO L., Sobre algunas series funcionales, Publicaciones de
1a Facultad de Ciencias Mateméaticas, ete. N° 10, pag. 63, Rosario, 1937.



— 310 —

Para determinar los momentos no nulos, de ambos indices pa-
res, necesarios para calcular los diez primeros polinomios del
sistema, pasamos, en la integral [7], a coordenadas polares y se
tiene:

m=1, 2, .

2n--1
Pon,2m= Hem,on = il Moo, on—a
m..
Hl n=1, 2, ...

que expresa el valor de los momentos de ambos indices pares,
cada uno en funcién del anterior. Esta férmula cac en defecto
cuando uno de los indices es cero; para este caso se tiene:

G+l -1t .
Poj.0 = Bo.gj== <2j>l 1 5 <]:2, 3, .. )

Esta formula cae, a su vez, en defecto cuando es j=0o0
j=1, por tanto, no sirve para caleular 4 ni Moo= Hg,o que de-
ben ser calculados directamente y en definitiva se tiene el si-
guiente repertorio de los pj;, a saber:

Mo o=1
JHE=2: poy=pg.=3
JHl=4: puo=pg,=415; Moo =15
JHE=8: pgo=pe=1575; Bye=Ha, =315
j+ k=8: P8’0=M0,8=99225; }-1«6’2 == P-g’(“‘-—: 14175; Pﬁl’,i ::8505

Efectuado el cilculo de los polinomios y poniendo Lyo=1,
se tiene el siguiente repertorio:

LO,O =1
LIJO: T
Los=y

———

(®)) Rceordemos que cl simbolo n!! expresa el semifactiorial de n:
(Gr—1) 11 = 13,5...(en—1) ; (2)!!l = 2,4,6....(2n)
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Lyo=—3+2*
Ly =y
L02——- ———é——x2+y2

7

Lis= '2-1’—"—6903—{-903'2
105 3

Lop=—"g Y=g ¥y

La demostracién de la propiedad de ortogonalidad que de-
fine [2] es inmediata: siendo mn==p,gs Lmn ¥ Lpq serén de
distinto rango en la sucesion [6].

Supongamos que Lp,g (z,y) sea el de rango mayor; enton-
ces, tal como se han definido los polinomios y expresa (5],
Ly.q (%,y) contiene todas las potencias de .y contenidas en
Lpn(#y). Sien la integral [2] escribimos en forma de deter-
minante, al polinomio de rango superior Lp,g(2,y) ¥ o0 1a
forma [4] al de rango inferior L., (2. y), teniendo en cuenta
la [7] al ejecutar la doble integracién se tiene una suma de

determinantes en todos los cuales la primera fila resulta igual
Pq

a alguna de las q-+2v siguientes, con lo cual se produce el
v=1

anulamiento de los determinantes y, por lo tanto, de la suma y
de la integral. En el caso de no anulamiento se tendré:
4o Jo

1 o A n+9
- — (@ +yI2 2 xz, v) de dy="—"—>0.
2n f f ¢ Hmi bt (.3) Y A nty g

——n —0

Dada una funcién arbitraria f(,Y) integrable y de cuadra-
do integrable, la serie:

©o,0 Lioso (z,y) +91,0 Lo (:c,y) 4 T Onn Loyu (@y) +- -

cuyos coeficientes son las integrales:
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r—{-:o —+e
[ [#e0) Fog) Lig(ey) dedy

—c —f)

Dy = rol
Q7'fﬂ~" -z —‘—.IJ > Lb‘f

,! / 7{x,v) L2 112 y) dzdy

—_— ——f;

consid eracda de una manera 1‘;1&1“131’18‘110 '{‘01“]]{11, 834 O BO Conver-

gente, la llamaremos, por analogia con Ios desavroilos en servic de
Fourier, desarrollo de la fum(u i l sislerma orto-
gonel {L, (z.,y)} o la serie gener sfz;' ; de jley).
También por analegia con los desarrollos en serie de Fourier,
lamaremos a las iniegrales [3] constanies de Fourier de [l v)
respecto del sistema or iorjona! {Z ,((n IR

En las aplicaciones couviene adopiar es
desarrcllo ¢n serie:

F(z,y) [Qo0 Lool, )+ o Ly (2. 3) ot O Lo (2290 ]

siendo ahora la expresion de les coeficientes, la siguiente:

otra. Torma de

-J‘-m L

/ ; 3»(@,7) J’TJ],"C;‘Q e ddw

Qir="757z 9]
’ll !“ ('/‘,,;E) L‘]l\‘[‘ I‘)a;'(,]”
R

Por ser Ly, (z,y)=1 ¢ 1mgon°"se en las aplicacic la
igualdad de los momenics tedricos v experimentales hasia los
de un cierto orden, que incl 1\e siempre, la igualdad de los
momentos de orden 0,0, resulta 3y y=1, siendo convenicente, des-
de el punto de vista préctico, limitar los desarroilos hasta los
polinomios de 4.0 grado inclusive, en forma de evilar que in-
tervengan en los cdlculos los momentos dobles py; definidos
segun [7], tales que sea j+%>4. El desarrollo cntonces loma
la forma:

e

F(z,y)[1 {r_{ Z0nn L (2. 7)1 [10]

En estos casos la superficie definida por la funcién de pon-

1
deracién: F(z, y)_~—e"“(33"+./')1 resulta una superficie de pri-
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aproximacién respecio ds la superficie experiiuental gue se
’iraia de definir.

La conveniencia de utilizar esta funcién y el sistema
L, [z, 7} que de ella se deriva, en vez de emplear otra funcién
como podria ser la de Bravais y el corre~pondlente sistema de
pcimomlos dependerd de un a1ahs1s previo de la superficie ex-
serimental temhente a determinar, por las car acterisiicas de di-
ha s )erncw gue sistema cs el més conveniente.
T.os cosficientes (0 caleulados segtm [0, hacen que el
desarrolio [10] cumpla una imporianie condicién de minimo.
Haciendo

6;';1,72(%, :)' F(w, y) [Q‘O 0 ‘LO 0 (:E y)-}— Ll o (gc ) ..’[_ Ve
+ O'm n Lm,n (%, y)]

('b""

q

diches coeficienies no hacen minimo el error imtegral cuadréd-

{ico

o A

[ [tf(@y)—6nale P dedy: [11]

—n =
en cambio, hacen minimo el error integral cuadratico expresado
de la siguiente manera:

I

/ /{1 ;Zj;’; VF{ [QQOL00<:E 3)4_,(}10_410(95 D,)_;__ 4

— 0

w
Qunlpy (= y)hdxdj_/ flf(:&'y) [#(, ¥) — O (2, v dzdy

—n X

que no es otra cosa que el error integral cuadratico [11] con el

factor de ponderacion L
Q on 101 .
P e

en la medida del error in-

VF(z.y) _
fluyen, preponderantemente los pares z,y més alejados del
origen.

Una extension de los polinomios de Laguerre de una variable
se obtiene incorporando a la funcion de ponderaclon e el fac-
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tor 2% (6>—1); el sistema se designa, entonces, por {Lg‘) {(z)]

y la condiién de ortogonalidad de este sistema es, por tanto,
la siguiente:

©

I:O n=t=m
e=z® L9 (z) LY (2)da

#0 n=m.
0

Aniloga extensién cabe efectuar en el sistema {L, (, )]

incorporando a la funcién de ponderaciéngt— e~ @y 2o fac-

0
tores 2 y°; tendriamos el sistema {L;O)‘f) (%, )} con la restriccién,
en este caso, de que deben ser:

e=2m (m=1,2,...); B=2n (n=1,2,..).



