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Introduccion. Se llaman curvas D de una superficie aque-
llas cuya esfera osculatriz en cada punto es tangente a la super-
ficie. La ecuacién diferencial de estas curvas fué dada por pri-
mera vez por Darboux ().

En otro trabajo publicado anteriormente (%), hemos da-
do una propiedad caracteristica de las curvas D, identi-
ficdndolas con las curvas extremales de la torsién geodésica fo-
tal. Como la ecuacién diferencial de las curvas D es de 2°.
orden, lo mismo, por ejemplo, que la ecuacién de las, geodésicas
o la de las trayectorias isogonales de las lineas de curvatura de
una superficie, ocurre preguntar en qué casos dichas curvas coin-
cidirdn. A este respecto vamos a demostrar, como objeto prin-
cipal de este trabajo, los dos teoremas siguientes:

1o. Las tnicas superficies cuyas lineas geodésicas son cur-

(*) C. R. Académie Sciences Paris, 1871, pig. 733. Para bibliografia so-
bre estas curvas ver la Encyclopidie der Mathematischen Wissenschaftem III,,
D 3, pigs. 181-182. Como literatura mé4s reciente sobre estas lineas hemos
encontrado: W. BLASCHKE, Bestimmung der Flichen deren D-Linien gleich-
zeitig Boschungslinien sind, Mathematische Zeitschrift, 27, 1928, pigs. 150 -
153. H. KELER, D-Linien und L-Linien auf Ellipsoiden, Mitteildngen der Ma-
thematischen Gesellschaft in Hamburg, 1927. L. A. SanrTard, Curvas ezire-
males de la torsién total y cwrvas D, Publicaciones del Instituto de Matemé-
ticas, Vol. III, n? 5, Rosario, 1941

(*) ZLoe. cit.
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vas D, son la esfera y el cilindro de revolucién. Como caso
limite de ambas se puede considerar el plano.

20. Lgs tnicas superficies cuyas curvas D coinciden con
las irayectorias isogonales de las lineas de curvatura son el cono
y cilindro de revolucion, el toro y las ciclicas de Dupin.

Este segundo teorema comprende, como caso particular, el
siguiente: Las tnicas superficies de revolucién cuyas loxodré-
micas son curvas D son aquellas cuya seccién meridiana es una
circunferencia o una recta, es decir, el toro y los conos y cilin-
dros de revolucién. Sin embargo, en n°. 3, daremos de esie
ultimo feorema una demostracidn directa, con el fin de obtener,
de paso, la ecuacion diferencial de las curvas D de las superfi-
cies de revolucién.

Al final, como ejemplo, mencionaremos brevemente algunas
propiedades de las curvas D sobre las superficies cilindricas.

1. Superficies cuyas geodésicas son curvas D. El angulo
que forma el radio de la esfera osculatriz a una curva con la
normal principal de la misma, estd dado por

7
tang ¥ = L
oT
siendo p el radio de curvatura y  la torsién.
Si la curva es geodésica de una superficie y ademdas debe

ser curva D, debera ser $ =0 y por tanto x=-— =cte. Por tanto.

el problema de hallar las superficies para las cuales las geodésicas
son curvas D, equivale al de hallar las superficies cuyas geodé-
sxcas tienen curvatura constante.

La curvatura de las geodésicas, por tener estas curvas su
plano osculador normal a la superficie, coincide con la curvatura
de la secci6n plana normal en la direccién de la tangente a la
geodésica. Por tanto valdra (3)

_ Lu2Muv - N2 11
" Eu22FuviGuv? (1.1)

(*) Ver, por ejemplo, W. BLASCEKE, Vorlesungen iiber Differentialgeo-
metrie, I, pig. 91. Generalmente seguiremos la notacién de este libro.
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Vamos a elegir un sistema de coordenadas y un parameiro
conveniente. Tomando como lineas coordenadas u=cte., v=cte.
las de curvatura, es

F=0, M=0 (1.2)

y si como pardmeiro de las ecuaciones u=u(s), v=uv(s) de las
geodésicas, tomamos el arco de las mismas, serd

Eu?+Gv2i=1 (1.3}

con lo cual (1.1) queda »=Lu'?+ Nv'2. 3i « debe ser constante,
su derivada serd cero y tenemos por tanto la ecuacitén

L3+ Lpyw? + Nuv? + Nws +2Lun” 4+ 2Nvv”" =0. (1.4}

Por otra parte, con el sistema de coordenadas elegido, las
ecuaciones diferenciales de las geodésicas se escriben (%)

2FEu” +-Ew?+2E uvt— G2 =0,
(1.5)
2GV" - G2+ 2G uv — Eu? =0.

El problema queda reducido a buscar las superficies para las
cuales toda solucién de (1.5) lo sea también de (1.4).
Como E.G==0, de (1.5) se deduce

-
L

S

Ll” —_—

Eu?+2Euv — G2
(1.6)
N é}é (Gt + 26 ! — E?]

y sustituyendo en (1.4) queda
L : N 9 7947 54 ’
A (Eu? + 2B uv — Gu?) w4+ e (G2 +2G v —Eu?)v
—Lus—Lyu?—Nuv?—Np?=0. (1.7)

(*) G. DirBoUX, Theorie des surfaces, t. II, pag. 418.
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Esta relacién debe ser una identidad respecto u’,v’ puesto
que flJadO el punto u,v se debe cumplir para cualquier par de
valores u’,v’. Por tanfo tenemos el sistema

EL,~LE,=0
GN,—NG,=0 (1.8)
(NE —2LG)E, + EGL,=0

(LG —2EN) G, + EGN,, = 0.

Recordemos ademds que las ecuaciones de Codazzi en
el sistema de coordenadas elegido se escriben (%)

2EGL,— (EN + GL)E, =0 (1. 9)
9EGN,— (EN + GL)G,, = 0.

Con estas ecuaciones, las dos ultimas de (1.8) dan
3(EN—-GL)E,=0, B3(EN—GL)G,=0. (1.10)

Vamos a distinguir dos casos:
1o. Alguna de las derivadas E,, G, es distinta de cero. En-
tonces (1.10) nos da

L N "
Z=, (1.11)
E G

0 sea, recordando que en el sistema de coordenadas que estamos
utilizando las curvaturas principales est4n dadas por

1 L 1 N
ETF RO (1. 12)

resulta que serd R;=R, en todo punto de la superficie. Todos
los puntos son, pues, umbilicos y la superficie debe ser una es-
fera(®). Como en este caso es R,=R,=cte., es inmediato
comprobar que también se satisfacen las dos primeras condiciones
(1.8).

(®°) BLASCHEE, loc. cit., pag. 117.
(®) BrAscmEE, loc. cit., pag. 97.
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20, Las dos derivadas E,, G, son iguales a cero. Recorde-
mos que la curvatura de Gauss puede expresarse en la for-
ma (7)

, 1190 E, oG,

5 |35 7 i )
siendo W= VEG. De aqui, si E,=G,=0, serd K=0 y por
tanto la superficie es desarrollable. En este caso una familia de
lineas de curvatura serd la de las generatrices; supongamos que
sea la correspondiente a u=cte. Las curvas v=cte. serén las
trayectorias ortogonales de estas generatrices. Vamos a ver que
satisfacen al sistema (1.5) y por tanto que son geodésicas. En
efecto, siendo E,=0 la segunda ecuacién (1.5) se ve inmediata-
mente que es satisfecha. En cuanto la primera observemos que
llamando s, el arco de las curvas v=cte. es ds,2=FEdu?® y por
tanto
E

[/ i

u' = L e —_

VE’ 22’

con lo cual se comprueba que efectivamente la primera ecuacion
(1.5) es satisfecha.

Por tanto las lineas de curvatura v=cte. son geodésicas i
segn un teorema muy conocido (%) si una linea de curvatura
es geodésica es una curva plana. Ademds el plano de cada una
de estas curvas v=cte., siendo geodésicas, debe ser normal a
la superficie y en consecuencia la superficie desarrollable estara
formada por rectas perpendiculares a un plano, o sea, es un
cilindro.

Por otra parte, la curvatura de las secciones rectas v=cte.

es, segin (1.12) —Rl—:—LEy segtn la primera ecuacién del sis-
1
tema (1.8) -"—izo, es decir, R; es constante. Por fanto
Ju R,

dichas secciones rectas son circunferencias.
En definitiva tenemos el resultado:
Las tnicas superficies cuyas lineas geodésicas son curvas
(") BrascExE, loc, oit., pig. 117. Aqui debemos hacer F =M =0, se-

gin (1.2).
(%) Ver por ejemplo L. BIANCEHIL Lezioni di Geometria Differenziale, Vol

I, pag. 296.
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D, son la esfera y el cilindro de revolucién. Como caso limite
de ambas se puede considerar el plano.

2. Hemos visto cudles son las unicas superficies cuyas geo-
désicas tienen curvatura constante. Adn apartindonos del objeto
principal de este trabajo, ocurre preguntarse cuales serin Jlas
superficies cuyas lineas geodésicas tienen todas torsidn constante.

Vamos a indicar rdpidamente la solucién, sin escribir todos
los célculos, los cuales, por otra parte, no ofrecen ninguna difi-
cultad. El problema se resuelve de la misma manera anterior.
Basta recordar que la torsion de la geodésica definida por
u=u(s), v=u(s) (o torsién geodésica) en el mismo sistema
de coordenadas anterior y siendo también s el arco, estd dada por

vy SN 2.1)
7= "JEG "V )
Si esta expresion debe ser constante, su derivada respecto s
debe ser cero. Tendremos asi una ecuacién en E,G,L,N y sus
derivadas parciales y u’,v’,u”,v”. Substituyendo en esta ecua-
cién u”,v” por sus valores deducidos de (1.5) y escribiendo que
el resultado es una identidad respecto las variables o', v/, después
de simples transformaciones y teniendo en cuenta las ecuaciones
de Godazzi (1.9) se obtienen como primeras condiciones

(GL—EN)G,=0, (GL—EN)E,=0. (2.2)

Si GL—EN=0, las restantes condiciones son también sa-
tisfechas; es, como dijimos antes, el caso de la esfera.

Si GL—EN==0, debe ser G,=F,=0. Con estos valores
las restantes condiciones devienen LE,— EL, =0, GN,— NG =9.
Estamos, pues, en las mismas condiciones que en el caso ante-
rior y por tanto el resultado es el mismo: Las dnicas super-
ficies cuyas lineas geodésicas tienen torsion constante son el ci-
lindro de revolucién, la esfera y el plano.

8. Curvas D de las superficies de revolucién. Una super-
ficie de revolucién estd dada por ecuaciones paramétricas de la
forma

zy=f(u) cosv, z,=Ff(u)senv, z,=u, (3.1)
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siendo p = f(u) la funcién que da el radio de los paralelos segtin
la altura w.

De (8.1) se deduce que los coeficientes de las dos primeras
formas fundamentales de la teoria de superficies valen

E=1+f2 F=0, G=j

M=0, N= (3-2)

I
Vi

indicando con un acento la derivada. De aqui

_t
V7

E,=2ff", E,=0, G,=2ff, G,=0
” 19\ __ {772
_ PO

3

Aty = 2
(14727 (3.9)

Py
o= iiprym + 7"

La ecuacién diferencial de las curvas D de una superficie.
en el sistema de coordenadas curvilineas formado por las lineas
de curvatura es (9)

a(we” — ou’) W + bus + cut v 4 duts fevt=0  (3.4)
siendo
a=6(GL — EN) EG
b=2EG(LE,—ELy,)
¢=38(EG, — GE,) (GL—EN) +2G* (LE,— EL,) (3.5)
d=3(EG, — GE,) (GL— EN) +2E2? (NG, — GN,)
e=2EG(NG,— GN,).

En el caso actual de las superficies de revolucién, teniendo
en cuenta los valores (3.2) y (3.3) resulta

U

¢) L. A. Sanmaré, loc. eit., pag. 137.
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a==6fV1+7% (1+f*+ ff")

b=2P V172 ((L+12) f"—3fF") (3.6)

= 6F°F 72)2 e f2472 _‘?ﬁ_ 19\ . QP8
o= (LHI =) + g (A1 3772
d=é=0.

Prescindiendo de los paralelos u'=0, que evidentemenie
pueden considerarse como curvas D, puesto que su esfera oscula-
triz no est4 determinada, y tomando v como variable indepen-
diente, la ecuacién (3.4) de las curvas D sobre la superficie de
revolucién (3.1) queda

—au” 4 butdleca2= 0, (3.7
donde a, b, ¢ son funciones de u dadas por (3.6).

4. Se llaman lozodrémicas de una superficie de revolucién
las curvas de la misma que cortan a todos los meridianos bajo
un 4ngulo constante. Llamando & a este 4ngulo y siendo (3.1)
las ecuaciones de la superficie de revolucién, serd

1142
cot&:k:ﬁ_‘}ti—f—u (4.1)

y por tanto la ecuacién diferencial de las loxodrémicas que cor-
tan a los meridianos bajo el &ngulo constante & seré

da_ , Ef

A A 2k

(4.2)

Queremos ver en qué casos estas loxodrémicas son curvas
D. De (4.2) se deduce

du’ du 1+fl2_ff”
w = =i L f 4.3
w w7 )
Sustituyendo (4.2) y (4.3) en (3.7) y teniendo en cuenta
(3.6), después de simplificar queda, como condicién para que la
loxodrémica definida por cot¥=1Fk sea curva D de la superficie,
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_ ok
(TR

Es decir: exceptuados los paralelos (k=0) que pueden con-
siderarse como curvas D, las superficies de revolucidn no con-
tienen ninguna lozodrémica real que sea curva D, excepto en el
caso de ser

QA+E) [A+F2)f7— 3ff*]=0. (4.4)

(1477 732 =0 (4.5)

en cuyo caso fodas las lozodrémicas son curvas D (10).

Es bien sabido que la ecuacién (4.5) es la ecuacién dife-
rencial de los circulos del plano (1), inclusive las rectas como
caso limite de circulos de radio infinito, por tanto:

Las unicas superficies de revolucidn cuyas lowodromicas
son curvas D son aquellas cuya seccidn meridiana es una cir-
cunferencia o una recta, es decir: el toro y los conos y cilindros
de revolucion. Se incluyen entre los toros las superficies en-
gendradas por circunferencias que cortan al eje de rotacién.

(®) 8i se prescinde de la condicién de que la loxodrémica sea real, la
ecuacién (4,4) admite la soluein de %* 4+ 1 = 0, o sea cot # =i. Seglin (4.1)
esta condicién equivale a

A47®drd-fPd =0,
o sea, segin (3.2) ds*=F dw’ 4 Gdv* =0. Es decir, se trata de las curvas
de longitud nula o curvas isotropas de la superficie.
Este resultado es genmeral para cualquier superficie. En efecto, tomando

como siempre las lineas de curvatura como lineas coordenadas, es ds* = E dv*
4 G dv*. Las lineas de longitud nula estin definidas por la ecuacién

v? = (ﬁ”_)zt— Z,
aw G
de la cual se deduce, derivando respecto v,
2@,1}”:_Eu(}———EGu_EvG—EGv F ;.
G® G? G

Tomando % como variable independiente y v = v (u) como funeibn, en la
ecuacién (3.4) de las curvas D deberemos hacer u’ = 1, u’’ = 0. Sustituyen-
do entonces en la misma ecuacisn v’ y v’’’ por los valores anteriores ¥ te-
niendo en cuenta (8.5), se obtiene una identidad. Por tanto: Las curvas de
longitud nula de wna superficie cualguiera satisfacen a la ecuacién diferencial
de las curvas D.

(*) Basta eliminar o, §,7 entre (z-—a)®4 (y —B )2— 2= 0 y sus tres
primeras derivadas considerando y como funcién de z, para obfemer la ecua-
cién (1 y®) ¥’ —38y’y’? =0, que es la ecuacién (4.5).
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5. Superficies cuyas curvas D son trayectorias isogonales
de las lineas de curvatura. En las superficies de revolucién las
secciones meridianas y los paralelos son las lineas de curvatura.
Por tanto el resultado anterior es un caso particular del problema
general siguiente: gcudles son las superficies cuyas curvas D
cortan a las lineas de curvatura bajo un 4ngulo constante? Vamos
a resolver esta cuestion.

En todo lo que sigue prescindiremos del caso del plano v
de la esfera, para los cuales las lineas de curvatura no estin
determinadas.

Tomando como siempre las lineas de curvatura como lineas
coordenadas u=cte., v=cte., y llamando 9 al 4ngulo que for-
ma una curva u=1u(s), v=uv(s) con la linea v=cte., es

Gve
I = (5.1)

Si ¥ =cte., la derivada de esta expresion debe ser cero, o

sea

(EG,—GE,) uv? 4 (EG,— GE,) w2 +
2EG (uv” — v'u”) v’ =0. (5.2)

Esta serd la ecuacién diferencial de las trayectorias isogo-
nales de las lineas de curvatura. Queremos que foda solucién
de esta ecuaci6n satisfaga a la ecuacién (8.4) de las curvas D.
Despejando el Gltimo término de (5.2) y sustituyendo en (3.4)
para eliminar las derivadas segundas, se tiene

(EG,—GE,) + c]wsv/? +-[ ——— (EGy— GE,) + d] w2/

(5-8)

a
2EG
+ bu'f + ev5 =0).

r o a
YT9EG.

Esta ecuacién debe satisfacerse para todo par de valores
w,v'. Debe ser, por tanto, una identidad. Las condiciones b=0,
e=0, seglin (3.5), dan

LE,—EL,=0, NG,—GN,=0 (5. 4)

Y con estas condiciones, también los coeficientes de w3 v'2 y de
u#y'S en (5.3) se comprueba inmediatamente que se anulan.
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Para estruadiar las superficies para las cuales se cumplen las
condiciones (5-4) distimguiremos dos casos, segin sea L. V=0,
0 bien L.N=/=0.

Si L.V £/0, la primera relacién (5.4) nos dice, segun

(1. 12), que%(%) = 0, o sea, que el radio de curvatura prin-

cipal corresporidiente a las curvas v=cte. es constante a lo largo
de las mismas. De aqui se deduce que la evolvente de las nor-
males a la superficie en los puntos de toda linea v=cte. se re-
duce a un punto y por tanto(*?) que estas normales forman un
cono de revolucién; por consiguiente las lineas de curvatura
v== Cte. ser4mx trayectorias normales de las generatrics de un
cono de revolucién, o sea, son circunferencias. Anélogarnente,
la segunda condicién (5.4) nos dice que 5%(%) =0 y por
tanto tambiéra las lineas de curvatura del segundo2 sisterna  seran
circuanferencias. Se trata, pues, de superficies cuyas lineas de
curvatura, de uno y otro sistema, son circunferencias. Se sabe
que con esta propiedad sélo hay las superficies llamadas ciclidas
de Dupin (13), incluyendo el foro como ciclida degenerada.

Si L.N =0, quiere decir que una de las curvaturas prin-
cipales es cero y que, por tanto, la superficie es desarrollable.
Si es, por ejemplo, L =0, N+=0, se tratard de una superficie
desarrollable cuyas lineas de curvatura distintas de las genera-
trices, por las mismas razones anteriores, son todas circanferen-
cias. Serd un cono o un cilindro de revolucion.

En resuxmen: Las dnicas superficies cuyas curvas D coin-
cider: con las trayectorias isogonales de las lineas de curvatura,
sonn el cono ry el cilindro de revolucidn, el toro y las ciclidas
de Dupin.

6. Curvas D sobre cilindros. Las curvas D sobre las super-
ficies cilindricas se determinan ficilmente. Sea X =X(s) la ecua-
ci6n. de la seccién recta del cilindro referida al arco como para-
metro y sea F el vector constante de médulo unidad que indica
la direccién de las generatrices. La ecuacién de la superficie ci-~
lindxica sera
S

(22) Ver, poxr ejemplo, Brawom, loc. cit, pig. 415.
(> BuaNcEI, loc. cit., pag. 415
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Y(s,\) = X(s) +\E. (6.1)

Como ecuacién diferencial de las curvas D es comodo, en
este caso, tomar la forma dada por Darboux (%)
SY'Y”_ 2V’Y” +I///Y/
y?2 - vy

donde los acentos indican derivadas respecto el pardmetro s y V
es el vector unitario normal a la superficie, es decir, en el caso de
la superficie (6.1),siendo T=X" el vector tangente, serd V=T A E
(A indica el producto vectorial).

Llamando » a la curvatura de la curva plana seccién
recta del cilindro y NV al vector normal a la misma, las férmu-
las de Frenet para las curvas planas son 7"=xN, N’ =—xT,
y por consiguiente se tendra

Y'=T+NE, Y'=«xN+NE
V=« AE, V'=«NAE—xT AE.

De aqui, siendo T . (NANE)=1,

YY'=XN, YV =x, | YV'=w, VY"=0.

Por tanto, sustituyendo en (6.2), la ecuacién diferencial
que define la funcién X=0X\(s) que sustituida en (6.1) nos dard
las curvas D del cilindro es

BNNx = (14-M12),

Integrando resulta

log (1 +N2)3/2 =]og cx

y de aqui

A= f Y2l 1 ds, (6.3)
0

(**) DarBOUX, loc. cit., o también I, A, SANTALG, Toc. oit., pAg. 135.
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La tonstante C esta definida por la pendiente A" = ¥ Cx23—1
del punto inizjal, -

Si “=cte., o sea, el cilindro es de revolucién, resulta
A== as - b, ¥ las curvas D son hélices (es decir, geodésicas) co-
mo dgl.na Ser segin el teorema del no. 1.

Si = NO  es constante, para que la curva dé la vuelia com-
pleta al cilindro debe ser siempre Cx%3—12=0 y por tanto si

*m indica el wvalor minimo de la curvatura de la seccién recta,
debe ser

C g %m—2/3_

I - . L
Esto nos dice que a partir de un punto donde la seccion recta
del cilindro tenga la curvatura x, Gnicamente darén la vuelta
wrrrytaba e .
completa al  cilindro aquellas curvas D cuya pendiente sea su-

perior a
% g3 12
N= [(——) —1] .
%m

El radio R de la esfera osculatriz en un punto de las
.- . . 1
curvas D de wn cilindro se determina ficilmente. Sea p= —- el

-adio de curvatura de la seccién recta; el radio de curvaiura R
de la seccibra mormal segdn la tangente a la curva D serd el ra-
dio de la esfera osculatriz, y por fanto, por el teorema de
. 1 cos?
Euler de la curvatura de las secciones normales, es ) B P

Pero tang ¢ ==\’ y por tanto, segin (6.3)

R=Cpo3,



