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Hace unos mil anos, a fines del siglo X, un personaje europeo viajaba por el
norte de Espana que a la sazén estaba bajo dominio arabe. En ese periplo
conocié una escritura para los ntimeros distinta a la que habia sido impuesta
por los romanos mas de mil anos antes y que atn se usaba en toda Europa
occidental. En el ano 999 este personaje llegd a ser el papa Silvestre II, pero
no utilizé la influencia que ello le conferia con el fin de divulgar la notacién
arabiga: para ello se requeririan unos 450 anos y los esfuerzos de matematicos
como Leonardo de Pisa (Fibonacci) quien en 1202 publicé un tratado dedicado
a estos simbolos nuevos. Pues la superioridad de esta notacién no consiste en
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los simbolos empleados sino en sus propiedades, que sélo se evidencian al hacer
célculos aritméticos con ellos [11, 29].

Puede considerarse que los simbolos son casos particulares de la familia mas
amplia de los diagramas. Segtn el ejemplo anterior, a veces coexisten diagramas
distintos que representan lo mismo. Las diferencias de fondo entre los diagramas
diversos puede no ser evidente, lo cual conduce a la pregunta: ; Qué propiedades
caracterizan un ‘buen’ diagrama?

1. (QUE ES UN DIAGRAMA?

Los diagramas son ubicuos en toda actividad humana y, por lo tanto, en
la ciencia. En casi cualquier texto de biologia, quimica, fisica o matemaéticas
pueden encontrarse ejemplos de simbolos y de diagramas. Pero son tan dispares
que resulta dificil, si no imposible, dar una definicién precisa que los abrigue a
todos.

Un diagrama podria describirse, de manera muy amplia, como una repre-
sentacién plana no lingiiistica elaborada con el fin de aclarar un texto. Asi, la
presencia de un diagrama supone la existencia de algo que éste representa y de
un contexto lingiifstico en el cual estd inserto [12]. Esta caracterizacién es abier-
ta y esencialmente vaga, pero por una parte incluye ejemplos paradigméticos
y por otra es susceptible de precisiones diversas en contextos diferentes. Una
situacién similar se encuentra al querer definir ‘juego’ o ‘demostracién’ [21, 25].

2. ;LOS DIAGRAMAS PUEDEN SER NECESARIOS?

Uno de los paradigmas en el uso de diagramas lo constituye Elementos, de
Euclides. Casi cada proposicién va acompanada de un diagrama; en la prueba de
muchas el diagrama sirve de guia; la prueba de algunas no puede desprenderse
del diagrama propuesto por el alejandrino [8].

Con el correr del tiempo, en la historia de la matematica puede distinguirse
un proceso de desvisualizaciéon. Comenzé con Descartes en el siglo XVII quien
hizo corresponder una ecuacion algebraica a cada curva; en la misma época nace
la geometria proyectiva, que toma fuerza a comienzos del siglo XIX y en la cual
ocupan un lugar importante objetos no graficables como el punto en el infinito;
a mediados del mismo siglo XIX aparecen las geometrias no euclidianas; este
descubrimiento transforma la geometria hasta el punto de convertirla en un
estudio de sistemas deductivos, propuesta cristalizada en Fundamentos de la
Geometria, de Hilbert (1899), un texto de geometria en el cual los diagramas
pueden eliminarse sin que la argumentacién pierda sentido ni rigor [1, 14]; a
fines del siglo XIX se estudiaron por primera vez las curvas fractales; en el siglo
XX la matemdtica quedd sellada con el formalismo de la escuela Bourbaki,
“de quien podria decirse que escribié mil paginas sin un solo diagrama” (V. L
Arnold, citado por Davis [4]).
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Este proceso ha conducido a una actitud de desconfianza y hasta de culpabi-
lidad en el uso de los diagramas en matematicas, llegdndose a aceptar ideas
como las siguientes: el ojo es un enganador, no se puede creer en lo que se
ve; lo unico fiable es una demostracién textual rigurosa; la verdad no puede
encontrarse en una imagen visual.

Con este consenso técito contrastan las afirmaciones de importantes mate-
maticos y pensadores.

o Aristételes: “El alma nunca piensa sin una imagen mental” [26].
e J.-L. Lagrange: “La importancia, para el matematico, de la
facultad de observacién” [4].

K. F. Gauss: “La matemadtica es la ciencia del ojo” [4].

J. J. Sylvester: “La mayoria si no todas las grandes ideas moder-
nas en matematica tienen su origen en la observacién” [4].

e C. S. Peirce: “El pensamiento creativo se debe a la manipu-
laciéon mental de diagramas. Pienso con diagramas visuales,
nunca con palabras” [15].

D. Hilbert: “Las figuras geométricas son férmulas graficas y
ningin matemdtico podria prescindir de su uso” [13].

De hecho, el desarrollo de diversas teorias se ha visto afectado de manera
decisiva por los diagramas y simbolos empleados. El cambio de la notacién
romana a la ardbiga para los niimeros propicio el origen del algebra y el renacer
de la matematica investigativa en EKuropa occidental; aunque Newton haya
descubierto primero el célculo, la notacién de Leibniz para las derivadas e
integrales es mucho méas sugestiva, se emplea de manera casi universal y ayuda
a la soluciéon de problemas; la teoria de la relatividad seria imposible sin la
notacion tensorial; uno de los creadores de la teoria matematica de categorias
sostiene que una notacién (la de flecha para la funcién) condujo a un concepto
(el de categoria) [18, 26].

Fuera de la matemética pueden citarse ejemplos aiin méas contundentes.
;,Cémo describir de manera verbal toda la informacién contenida en un ma-
pa? El resultado seria un discurso ininteligible cuyo uso seria complicado en
extremo. Y los mapas son utiles: Guillermo de Baskerville y su ayudante Adso
resolvieron el misterio de la biblioteca elaborando un diagrama de la misma [7].
;,Cémo es posible reproducir melodias y sinfonias compuestas siglos antes de
las grabaciones electrénicas? Mediante ciertos diagramas y simbolos. De otro
lado, en la ingenieria no es posible sobrestimar la utilidad de los diagramas de
circuitos electrénicos y de los diagramas de flujo.

3. ;LOS DIAGRAMAS PUEDEN SER SUFICIENTES?

La desvisualizacién de la matemaética la ha hecho caer en una falacia. Pues el
hecho de que cierto diagrama conduzca a conclusiones equivocadas no implica
que todos los diagramas lleven a errores y que, por lo tanto, debe desterrarse
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toda representacion visual. Lo que implica, mas bien, es que algunos diagramas
estan elaborados o interpretados de manera incorrecta. Si se describiera con pre-
cision cierto tipo de diagramas y se especificaran para ellos reglas de formacién
y de transformacién (gramédtica o sintaxis) y una interpretacién (significado o
seméntica), nunca se llegarfa a conclusiones erréneas.

En la matemética ya hay ejemplos de tales desarrollos. Uno es la menciona-
da teoria de categorias, cuyo tema es todo lo que puede expresarse con flechas:
segun sus fundadores, ella se inicia con la observaciéon de que muchas propie-
dades de sistemas matematicos pueden unificarse y simplificarse mediante una
presentacién con diagramas de flechas [17, 18].

Asi, en primer lugar la teoria de categorias es un lenguaje unificador que
permite expresar conceptos muy generales allende las fronteras artificiales en-
tre las ciencias, que permite precisar analogias percibidas antes sélo de manera
muy tenue y que aun permite transportar problemas y soluciones de un con-
texto a otro. Poco después de su creacion la teoria de categorias trascendié el
caracter de abstract nonsense al concebir el proyecto audaz de elaborar una fun-
damentaciéon categérica para toda la matematica, sustituyendo la pertenencia
de conjuntos por la composicién de flechas. Los dividendos han sido magnificos:
se construyeron categorias que constituyen modelos para la independencia de
la hipétesis del continuo y del axioma de eleccidn; para la topologia y la légica
intuicionistas; para el cdlculo lambda y la tesis de Church; para las construc-
ciones de los ntimeros reales y el cdlculo con infinitesimales [19, 20]. Aun asi, la
teoria de categorias ha podido independizarse como una ciencia con sus propias
preguntas y soluciones pero que nunca ha renunciado a sus raices, pues en ella a
todo nivel pueden elaborarse demostraciones rigurosas empleando tnicamente
diagramas [9)].

Aunque menos conocido, otro ejemplo espectacular del poder de los dia-
gramas bien manejados es el sistema de Graficos Existenciales debido a C. S.
Peirce. Precisando en cada caso reglas de formacién, de interpretaciéon y de
transformacién de los graficos se obtienen, entre otras, versiones diagramaticas
del célculo proposicional, del calculo de predicados y de calculos modales entre
los que se cuentan Sy y S5. Cabe destacar que las pocas reglas para estas logicas
graficas son homogéneas en el sentido de que las variaciones de un subsistema
a otro son minimas y naturales [12, 23, 24, 27, 28, 30].

Asi pueden entrar los diagramas al dlgebra y a la 16gica, las mas abstractas
de las ciencias matematicas y en las que el uso de los dibujos es menos comun.

4. ;CUALES SON LOS MEJORES DIAGRAMAS?

En primer lugar, puede pedirse que un diagrama sea claro, por lo menos
maés sencillo que aquello que representa. En caso contrario sucederia como en
un pafs del cual tuvo noticia Lewis Carroll [2]:

“Qué cosa tan 1util es un mapa de bolsillo” anoté.
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“Esa es otra cosa que hemos aprendido de su nacién,” dijo Mein
Herr, “la hechura de mapas. Pero la hemos llevado mucho mas le-
jos que ustedes. ;Cudl considera usted el mayor mapa que seria
realmente util?”

“Cerca de seis pulgadas por milla.”

“iSélo seis pulgadas!” exclamé Mein Herr. “Nosotros pronto
llegamos a seis yardas por milla. Luego intentamos cien yardas por
milla. |Y luego surgié la idea més grandiosa de todas! jDe hecho
hicimos un mapa del pais, en la escala de una milla por milla!”

“; Lo han usado mucho?” inquiri.

“Nunca ha sido extendido atin,” dijo Mein Herr: “los campesinos
objetaron: jdijeron que cubriria todo el pais y no dejaria entrar la
luz del sol! Asi que ahora usamos el pais mismo, como su propio
mapa, y le aseguro que funciona casi igual de bien”.

En segundo lugar, se espera que exista una correspondencia o isomorfismo
entre el diagrama y la situacién que representa, de suerte que en la sintaxis del
diagrama se reflejen las propiedades de lo representado. Cuanto més fuerte es
el isomorfismo, tanto mejor serd el diagrama. Leibniz anot6 al respecto: “En los
simbolos se observa una ventaja para el descubrimiento que es maxima cuando
ellos expresan la naturaleza exacta de una cosa de manera concisa y, como si
fuera, la dibujan; cuando eso sucede, en efecto, la labor del pensamiento se
ve disminuida maravillosamente” [16]. Esto explica en parte la superioridad de
la notacion ardbiga sobre la romana: los digitos que representan un ntmero
corresponden a los cocientes que se obtienen al dividirlo entre potencias de
diez.

Los diagramas ideales se obtienen cuando el isomorfismo anterior permite
ver en ellos las transformaciones de lo representado y sus interacciones con otras
situaciones. De nuevo, un buen ejemplo es la notaciéon arabiga, que se presta
de manera perfecta para realizar calculos aritméticos. Otro ejemplo notable de
un sistema diagramético con estas caracteristicas es la notacién de C. S. Peirce
para los dieciséis conectivos binarios [3, 10, 29].

5. PROPUESTAS

e Como estudiantes y docentes de matematicas deberfamos pensar mejor
y con mas detenimiento en los simbolos, notaciones y diagramas que
empleamos. Por ejemplo, la notacién de Leibniz de las derivadas parece
més indicada para los cursos de ingenieria y de fisica mientras que la de
Newton es mas sugestiva para los estudiantes de matematicas.

e En matemadticas se deberia revaluar a fondo el papel de los diagramas
en las demostraciones. Una demostraciéon textual es, en muchos casos,
una posible formalizaciéon parcial de un diagrama impreciso. Quizas hay
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otras formalizaciones, tal vez graficas, en las cuales no se pierde la idea
presentada en el diagrama.

e Una discusion sobre el concepto, el significado y las cualidades deseables

de los diagramas abre las puertas a la ciencia de los diagramas: a un
estudio general de las representaciones (légica) o, méds amplio atn, a
un estudio general de los signos (semidtica). Referencia obligada en tal
investigacion es el legado del padre de la semiética moderna, Charles S.
Peirce. [22, 31].
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