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LOGICAS Y CATEGORIAS INTERMEDIAS
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RESUMEN. En el interior de cada topos existe una légica intermedia na-
tural definida por las clases de algebras de Heyting y esas dlgebras deter-
minan cada légica intermedia. La construccién de las alegorias de Freyd
es la que materializa el puente entre 1égicas intermedias y topos [F-S].
En este documento se expone la manera de encontrar el topos que mo-
dele una légica intermedia, en particular, la modelizacién de la légica de
Godel.
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ABSTRACT. Inside every topos, there is a natural intermediate logic de-
fined by classes of Heyting algebras, and these algebras determined each
intermediate logic. Freyd’s free allegories are constructions related to the
generic intermediate logic of the topos [F-S]|. This document sets out a
way to find intermediate logic topoi, specifically Godel logic topos.
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1. INTRODUCCION

En el axioma del tercio excluso (p V —p) difieren la légica clasica Clasy, e in-
tuicionista Inty, y se tiene la inclusién estricta, Int; C Clasy. Una légica
intermedia £ construida sobre un lenguaje L contiene por definicién los axio-
mas de Inty, pero no contiene un axioma equivalente al tercio excluso, es decir
Inty, C L C Clasg. Una alegoria es una categoria en la que los morfismos
se observan no como funciones sino como relaciones. Existen correspondencias
interesantes entre alegorias y categorias intermedias (entre regulares y topos).
A su vez cada categoria intermedia da lugar a una légica intermedia. En par-
ticular, la légica de topos esta ligada a las familias de dlgebras de Heyting en
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el interior del topos [McL], asi como las dlgebras de Boole lo estén a la légica
clasica. La construccion de las alegorias de Freyd es la que materializa el puente
entre légicas intermedias y topos [F-S|. El encontrar el topos que modele una
l6gica intermedia, y en particular, la modelizacién de la légica de Godel, es lo
que se expondra en este articulo.

2. LOGICAS INTERMEDIAS

Una l6gica intermedia £ construida sobre un lenguaje L es una logica cerrada
para modus ponens y substitucion tal que Int; C £ C Clasy. Definiremos las
légicas Intr y Clasy, usando modelos de Kripke con la intencién de caracterizar
las 16gicas intermedias mediante familias de marcos de Kripke.

Una manera usual de definir una légica es a partir de un lenguaje L, un conjunto
de férmulas Formy, una familia de modelos y una relacién |= entre modelos
y férmulas. La logica serd el conjunto de férmulas que todos los modelos de
la familia verifican. Que un modelo M verifique una férmula ¢ significa que
la pareja (M, ¢) estd en la relacién |=. En el caso de la 16gica intuicionista la
familia sera la que forman todos los modelos de Kripke. Los modelos de Kripke
amplian el espectro de los modelos clasicos, dado que incluyen un tiempo que
los dota de memoria.

Para definir un modelo de Kripke necesitamos un lenguaje L y un conjunto
no vacfo ordenado F := (W, R). Un lenguaje L contiene un conjunto infinito
enumerable V de variables proposicionales, el conjunto de conectivos {A, V, —},
una constante proposicional | que representa la contradiccién, y un conjunto de
férmulas definidas por induccién usando a los conectivos, con férmulas atémicas
los elementos de VU {_L}.

El modelo de Kripke M = (F,V) consta de un conjunto ordenado F y de
una funcién de valuacién V : ¥V — Upgr(W), donde los elementos de Upgr (W)
son los subconjuntos cerrados hacia derecha del conjunto ordenado F'. En la
definicién de la relacién |= se observa que el tiempo del modelo es el conjunto
ordenado y la memoria es la valuaciéon. Como el modelo incluye al tiempo en
F' decimos que cada elemento de W es un instante del modelo, por lo tanto
la relaciéon M = ¢ se tiene si se verifica en cada instante del modelo, es decir,
si (M, z) = ¢ para todo x € W. Entonces definimos por induccién la relacién
(M, z) = ¢ para cada instante « de un modelo M = (F, V') como sigue:
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(M, 2)
(M,z) Ep sii zeV(p)
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(M,z2) E¢ —1 sii  paratoday € W tal que xRy (M,y) | ¢ implica

(M,y) Ev
(M, z) E —¢ sii  para toda y € W tal que xRy, se cumple que

(M, y) ¥ ¢

Como V' (p) € Upr(W), si en el instante z se verifica (M, x) = p entonces en un
instante posterior y (zRy) también se verifica (M, y) = p. Luego, es asi como
la valuacién V' otorga memoria al modelo.

La logica clasica es el conjunto de férmulas verificadas por los modelos de
Kripke que solo tienen un instante, es decir F' es un punto reflexivo. Por lo
tanto, si en un modelo de Kripke tenemos més de un instante, es posible que
en un instante se verifique p y en otro no, es decir que el modelo no satisfaga
pV —p. Los axiomas de Inty, son los mismos de Clasy, excepto p V —p, sin em-
bargo existe més de una logica intermedia en realidad, infinitas que se obtienen
agregando un axioma a Int; que no es equivalente al tercio excluso.

Ejemplo 1. La légica de Godel (LC) se obtiene de cerrar el conjunto Inty U
{(p = q) V (¢ — p)} por Modus ponens y substitucién. LC es una légica
intermedia pues existen marcos de Kripke que la verifican que no satisfacen
Clasy, y otros que no satisfacen Inty. Existe un modelo de Kripke basado en
un orden que contiene solo dos puntos reflexivos que verifica LC y no verifica
a Clasy; y existe un modelo de Kripke basado en un orden de tres elementos
con un minimo y dos elementos no comparables que no verifica LC.

Ejemplo 2. La légica de Jankov (KC) se obtiene cerrando para modus ponens
y substitucién el conjunto Intr, U {—pV ——p}. El orden lineal de 2 elementos
refuta a Clasy, y verifica a KC. El orden lineal de 2 elementos junto con un
punto reflexivo refuta a KC. Por lo tanto KC es una ldgica intermedia. KC es
diferente de LC porque el orden (W, R) tal que W = {xg,21,29,23} y R =
{(@o, w0), (20, 21), (w0, 22) (20, ¥3), (T2, T3), (¥1, 71), (T2, T2), (73, 23)}, satisface
a KC y refuta a LC.

La familia de todas las logicas intermedias resulta ser un reticulo completo y
denso [B], donde el inf es la interseccién de 1dgicas y el sup se obtiene al hacer
la unién y cerrar para las reglas de inferencia [C-Z].
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Es natural preguntarse qué tipos de érdenes verifican una légica intermedia
y preguntarse si éstos caracterizan a la légica. Es decir, la idea es encontrar
qué ordenes son los que siempre verifican las férmulas de la légica, donde ‘siem-
pre’ significa cualquier modelo que se construya sobre el orden. Decimos F' |= ¢
si para cualquier valuacién V sobre F el modelo M = (F, V) satisface ¢. Los
ordenes F' en este contexto son llamados marcos de Kripke. Asi Inty, es la légica
satisfecha por todos los marcos de Kripke y Clasy, la satisfecha por el marco
que solo tiene un punto reflexivo.

Surge asi una nueva pregunta:;Toda légica intermedia es caracterizada por
una familia de marcos de Kripke? La respuesta no es sencilla pero se puede res-
ponder que es caracterizable por familias de dlgebras de Heyting y que todos
los marcos de Kripke corresponden a dlgebras de Heyting.

Las logicas pueden caracterizarse por modelos definidos sobre algebras. Para
el lenguaje L cuyos simbolos 16gicos corresponden al conjunto {A,V,—, L},
una L—4&lgebra A es un conjunto A sobre el que se definen tres operaciones
binarias A,V,— y una operacién 1 de aridad 0. Para variables p1,ps, ..., pn
sobre A, una férmula ¢(p1,...,pn) se construye por induccién a partir de las
variables y la constante L, usando las operaciones del dlgebra. Un modelo sobre
la L—4&lgebra es una pareja (A, T) con T el elemento de A que se obtiene de
T := (L — 1). Para definir la relacién |= es necesario definir las valuaciones.
Una valuacién es una funcién V : ¥V — A donde V es el conjunto de variables
sobre A y la funcién verifica la igualdad V(¢(p1, ..., pn)) = &(V(p1), ..., V(pn))-
Por lo tanto, definimos (A, T) |= ¢ si y sélo si para toda valuacién V sobre A
se cumple V(¢) = T. En adelante escribiremos A = ¢ en lugar de (4, T) = ¢.

Ejemplo 3. Para el dlgebra A := ({V,F} A,V,—, 1) con las operaciones
definidas por las tablas de verdad de la légica clésica, se tiene A = Clasy,.

Proposicion 4. Para toda ldgica intermedia L y toda formula ¢ del lenguaje
L, ¢ € L siy sélo si A= ¢ para toda dlgebra de Heyting A que verifica a L.

Entonces las algebras de Heyting caracterizan a las légicas intermedias. La
prueba de este hecho se puede consultar en [C-Z] capitulo 7.

La caracterizacién por marcos de Kripke que buscamos requiere una corres-
pondencia entre los marcos y las dlgebras de Heyting.

Definicién 5. Para un marco de Kripke F = (W, R) definimos el dlgebra
dual F'* sobre el conjunto Upgr(W), tal que FT = (Upr(W),N,U,=,0), y el
operador = se define como sigue:

U=Vi={zeW:algNU CV}, donde 2Tg:={y € W : zRy}.
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El algebra dual de todo marco de Kripke resulta ser un &dlgebra de Heyting
(Véase [C-Z] teorema 7.20). Sin embargo, esto no garantiza que si una légica
intermedia es caracterizada por una familia de dlgebras de Heyting, podamos
decir que los respectivos marcos de Kripke también la caracterizan. Primero,
es necesario establecer la relacion entre las férmulas que verifica un marco y
las que verifica su algebra dual, y, segundo, definir una construccion inversa al
dual de un marco de Kripke.

Proposicién 6. Para todo marco de Kripke F y toda formula ¢, F = ¢ siy
slo si FT = ¢.

Este resultado es posible debido a que las valuaciones sobre los marcos de Krip-
ke corresponden a las valuaciones sobre las dlgebras. Especificamente, si V' es
una valuacién sobre F entonces V1 (¢) = {z : ((F,V),z) = ¢} es una valuacién
sobre F't, la que llamaremos valuacién dual. Ademés, toda valuacién sobre F'+
es una valuacién dual. La demostracion requiere ademas de este resultado una
prueba inductiva sobre la formula ¢.

A pesar de la correspondencia entre las valuaciones, la construccién dual no
nos garantiza que toda algebra de Heyting corresponda a un marco de Kripke.

Proposiciéon 7. Toda dlgebra de Heyting completa es isomorfa al dual de un
marco de Kripke.

Requerimos para la demostracién el sup de un conjunto que no necesariamente
es finito, asi que el algebra debe ser completa o debe tener un sup para cada con-
junto X € Upr(W). Para detalles de la demostracién véase [C-Z] teorema 7.30.

Aunque la caracterizacién por algebras de Heyting no parece darnos una carac-
terizacién por marcos de Kripke, si existe un modelo de Kripke que caracteriza
a toda légica intermedia y es llamado el modelo candnico de la légica inter-
media ( véase [C-Z] capitulo 5). Sin embargo, el obtener una caracterizacién
por marcos de Kripke podria brindarnos una referencia de las caracteristicas
del topos de una légica intermedia. Por lo tanto, lo mas natural seria buscar
una caracterizacién de las dlgebras de Heyting que caracterizan la 1égica. De
ahi se tendra una caracterizacién de los marcos de Kripke que verifican la 16gi-
ca, aunque éstos no puedan separarla.

Lo anterior no significa que no existan légicas intermedias caracterizadas por
marcos de Kripke y un ejemplo es la légica LC.

Ejemplo 8. Lalégica intermedia LC es caracterizada por las familia de 6rdenes
lineales finitos.

Puede probarse que los marcos de Kripke fuertemente coneros caracterizan a
LC, pero seleccionar dentro de éstos a los 6rdenes lineales es un trabajo que
requiere un método mas sofisticado llamado filtracion. Para detalles de esta
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caracterizacion véase [C-Z] capitulo 5. La prueba de la caracterizacién por
marcos fuertemente conexos sélo requiere la definicién: un marco de Kripke es
fuertemente conexo si todo par de elementos con un antecesor en comun es
comparable.

3. ALECORIAS LIBRES

Freyd construye las alegorias con el objeto de obtener una axiomatizacién de
las categorias en las que se observa a los morfismos no como funciones sino
como relaciones. El paradigma de estas categorias es la categoria Rel(C) que
se obtiene de una categoria regular C construyendo relaciones a partir de sus
morfismos. El lector que requiera detalles de la construcciéon Rel(C) puede con-
sultar [S] ejemplo 79. Al construir la alegoria libre para una teoria dada no sélo
obtiene una construccion categérica para una légica, sino también una cate-
gorfa sumergible fiel y plenamente en una categorfa de la forma Rel(C) [F-S].
Lo que significa que obtiene un ejemplo de alegoria ain mas representativo que
el paradigma sobre el que se axiomatizd.

Dado que para la construccién de alegoria libre que expondremos mas ade-
lante se verifica el siguiente teorema, definiremos alegoria de potencia en lugar
de sélo definir alegoria puesto que nuestro interés es obtener un topos canénico
para una légica.

Proposicion 9. Si la alegoria libre Ar es una alegoria de potencia, entonces
obtendremos un topos al aplicar las construcciones Map, Split y Cor a Arp
[F-S].

Expondremos entonces las definiciones que aparecen en el enunciado de esta
proposicién que es la herramienta final para encontrar el topos que buscamos.
La herramienta principal es la alegoria libre y hacia la construccién de ésta se
enfoca la presente seccion.

3.1. Alegoria de potencia.

Definicion 10. Una alegoria es una categoria que adicional a la operacién
binaria de composicion tiene otras operaciones sobre los morfismos. La alegoria
de potencia es una alegoria que tiene operaciones adicionales a las de una ale-
gorfa. A continuacion listamos las operaciones y sus propiedades diferenciando
las que la alegoria de potencia tiene de mas.
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f . .
Para un morfismo A — B tenemos las operaciones unarias:

Alegoria: Alegoria de potencia:
(Dominio) Dom f:=14 (Cero) A%
(Rango) Ran f:=1p (Pertenencia inversa) e L. B

(Reciproco) B4

Para f y g morfismos tenemos las operaciones binarias y parciales:

Alegoria:

fng . L.
A —= e, intersecién para morfismos con Dom f = Dom g

Alegoria de potencia:

A L9, B, unién para morfismos con Dom f = Dom gy Ran f = Ran g

flg

—— Dom g, divisién para morfismos con Ran f = Ran g.

Las propiedades de estas operaciones son:

Alegoria: Las operaciones N, U conforman un reticulo distributivo. La
composicion se distribuye en la unién, y aunque no se distribuye en la
interseccién se tiene una de las contenencias jo(fNg) C (jof)N(j0g).
El reciproco es idempotente y preserva la composicién, la unién y la
interseccién. Y finalmente, se tiene también una propiedad de modu-
laridad fiNk C f(iN fk).

Alegoria de potencia: Oy es el neutro para la unién y preserva las
operaciones de composicién y reciproco. La divisién es analoga a lo
que serfa un inverso para la composicién: h C f/g si y sélo si gh C
f. Por 1ltimo, la pertenencia inversa verifica un par de propiedades
que al traducirse al interior de una alegoria libre enuncian los axiomas
conjuntistas de compresion y extension.

Para detalles, véase [F-S] o [S].

La contenencia que aparece en la definicién de alegoria no es la conjuntista
sino la definida por la interseccién, como en un reticulo.

3.2.

Légica de orden superior. Para una teoria T' escrita en el lenguaje

de una Ildgica de orden superior es posible construir una alegoria Ar que sea de
potencia [F-S]. Para este caso definiremos la 14gica no por sus modelos sino por
sus reglas de inferencia. Una légica de orden superior consta de un conjunto de
tipos X, un conjunto infinito de variables V), un conjunto de predicados P, los
conectivos {A,V,—}, y los cuantificadores V, 3. Dentro del conjunto de predi-
cados tenemos a los predicados de aridad cero L y T (contradiccién y verdad),
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y los predicados binarios €, y =, para cada o € 3. Existe una correspondencia
entre tipos y variables, y entre palabras finitas de tipos y predicados. A cada
tipo le corresponde una familia infinita de variables y cada variable tiene un
tipo. A cada predicado le corresponde una palabra finita de tipos de longitud
igual a su aridad. Para un predicado P al que le corresponde una palabra finita
01...0, de tipos, solo se puede enunciar P(x1,...,%,) si z; corresponde al tipo
o;. En el caso de los predicados €, y =, la palabra correspondiente es oo. La
légica tal como se enuncié antes corresponde al caso particular en el que sélo
se tiene un tipo en X.

En una logica de orden superior existe una relaciéon binaria — sobre el con-
junto de las férmulas, llamada asercién y una teoria es un conjunto de aser-
ciones A — B. En cuanto a las reglas de inferencia todas éstas enuncian las
propiedades de esta relacién [F-S]. La relacién es un preorden con la disyuncién
como sup, la conjuncién como in f, un maximo T, un minimo |,y con — como
operacion de residuacién. Los cuantificadores universal y existencial aparecen
como un infimo y un méaximo de la familia de férmulas que se puede obtener al
hacer substitucién en la férmula cuantificada. Ademas la substitucién preserva
el orden. Enunciaremos aqui solo los axiomas que involucran al predicado de
pertenencia €,:

(=) Va((zcry) = (v y))—=W=1)

(e 3) T — JVz((z €, y) <« A), siempre que y no sea libre en A

Deduccién. Decimos que A — B se infiere de T', simbdlicamente T' - (4 —
B), siy s6lo si A — B se obtiene de aplicar finitas reglas de inferencia a aser-
ciones de T'; decimos también que A = B si A y B tienen las mismas variables
libres y si se tienen A =~ By B — A.

Semantica. Definimos una semdntica funcional primitiva: el universo es una
familia de conjuntos {S, }scx; las instanciaciones de variables libres de tipo o
en una férmula se hacen sélo con elementos de S,. Para cada predicado P de
tipo 0109...0,, se define una funcién P Sy X .. XSy, — {0, 1}; en particular,
se fuerza 1 = 0,T = 1, (a=,b) = 1 si y s6lo si a = b, para a,b € S,. Si-
guiendo ahora con las férmulas, sus interpretaciones se definen recursivamente
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mediante:

(A A B)N =min{A, B}
(AV B)" = maz{A, B}
(A= B)"=0siysolosiA=1y B=0
(VzA)N = min{A(a) : a € Sy, de tipo o}
(FzA)" = maz{A(a) : a € Sy, 2 de tipo o}.

Una férmula A es vdlida si A = 1 para toda instancia de las variables que
aparecen libres en A. Ademads, una aserciéon A — B es vdlida en este modelo si
y s6lo si A < B para toda instancia de las variables libres en A4 y B.

3.3. Definicion de Alegoria libre de Freyd. Para una teoria T en una
16gica de orden superior definimos la relacién =7 sobre el conjunto de las férmu-
las de la légica como ¢(y) =1 ¢(y') si y sélo si T F ¢(y) = ¢(y'). Esta relacién
es una relacién de equivalencia y cada clase de equivalencia es llamada formula
derivada.

La alegoria libre A7 es una categoria cuyos objetos son las palabras finitas de
tipos. Un morfismo de una palabra a a una palabra (3 es una férmula deriva-
da que corresponde a la palabra de tipos «f. Definimos a continuacién las
operaciones de la alegoria de potencia, usando los siguientes morfismos:

How psm, Ty S
Operaciones Unarias Dominio Dom R(u,v) = /\(u =u)a Lom B
Rango Ran R(u,v) := /\(v =v)p Lon B, 15
Reciproco R(u,v)? := R(v,u)f RN
Pertenencia Sri=(€5)°8 2R,
Cero Og = \/[(u;éu)/\(v#v)]ao—R>ﬁ
Operaciones Binarias Composicién S o R := IZ[R(u,Z) A S(Z,w)]a S°R, 0
Interseccién RNT :=R(u,v) ANT(u,v)x RilalINg;

Unién RUT := R(u,v) VT (u,v
e,

)
) RUT
Ja

Divisién T/Q :=Vz(Q(t,z) — R(u,z)
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Las propiedades de la alegoria de potencia se verifican gracias a las reglas de
inferencia de la 1égica de orden superior. Para consultar los detalles de la prue-
ba véase [S].

Son muchos los detalles que falta exponer para poder concluir que el topos
que se obtiene en la proposicién 9 a partir de Ar es un modelo de la teoria de
T. La idea aqui es mostrar que, mdédulo éstos resultados que se pueden encon-
trar en [F-S], podemos describir el topos que modele una légica intermedia £
tan solo definiendo una légica de orden superior en la que sea posible enunciar
los axiomas de £. Entonces, enunciamos los axiomas de la logica intermedia £
como una teoria Ty construimos Ar. El siguiente es un resultado concluyente
de [F-S] que nos conduce a afirmar lo anterior.

Proposicion 11. En una [dgica de orden superior se verifica el teorema de
completitud. T Es P si y sdlo si T+ P, con S una semdntica funcional [F-S].

3.4. Categorias Map, Split y Cor. En el interior de una alegoria A pode-
mos encontrar una gran variedad de morfismos. Las construcciones a continua-
cién se obtienen creando nuevas categorias a partir de A escogiendo algunos
morfismos particulares.

Definicién 12.
Un morfismo A ©5 A en A es correflexivo si f C 14. La categoria Cor(A) es
la subcategoria formada por los mofismos correflexivos de A.

Un morfismo A L5 A en A es una aplicacion si es entero (1 C f°f) y simple
(ff° C1). Map(A) es una subcategoria de A.

Todo morfismo correflexivo resulta ser un morfismo idempotente. Por eso es
posible construir la siguiente categoria a partir de la subcategoria Cor(A).

Definicién 13. Si £ es una familia de morfismos idempotentes en A, Split(E)
es la categoria tal que:

1. Los objetos de la categoria son los morfismos en €.
2. Un morfismo f LN g para F' ENy y G 2 G objetos de Split(€), es un
morfismo F % G en A tal que hf = h = gh.

4. TUNA LOGICA DE ORDEN SUPERIOR PARA LA Locica DE GODEL

El objetivo entonces es encontrar una légica de orden superior en la que sea
posible enuciar los axiomas de LC. La caracterizacién de LC por medio de
ordenes lineales finitos nos indica cémo construir esta logica: el conjunto de
los nimeros naturales contiene un representante de cada orden lineal finito,
luego es natural comenzar por el conjunto de tipos ¥ = w. Se intentaron varias
formas de definir una funcién llamada tipo extendido que permitiera garantizar
todos los axiomas de la légica de orden superior. Este tipo extendido generaliza
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la nocién de seméntica funcional. Las variables son escogidas pensando en un
conjunto ordenado infinito enumerable que, junto con el tipo extendido, logren
que los predicados de pertenencia identifiquen ese orden. Sin embargo, no fue
posible garantizar el axioma de separacién en todos los casos.

En esta secciéon exponemos los dos intentos mas destacados realizados para
definir esta légica.

4.1. Variables (w + 1) x (w + 1). La idea principal de esta definicién es
que las relaciones de pertenencia en la légica (€,) reproduzcan el orden de los
naturales. Es decir, la variables deben estar ‘ordenadas’ por los predicados de
pertenencia moédulo el tipo extendido. Entonces se asigna a cada tipo de X = w
una copia de los naturales como su conjunto de variables correspondientes.

by

w 0., 1, 2. 3w We
01 11 21 31 w1

0 0o 1o 29 30 wo

La variables w; son necesarias para garantizar el axioma de separacién en los
casos atomicos donde la variable del cuantificador no aparece libre en la féormu-
la a separar.

Para las aserciones que definen un preorden sobre las férmulas también bus-
camos que representen el orden de los naturales, médulo la equivalencia =.
Entonces el tipo extendido a partir del cual definiremos la validez de una aser-
cién es una funcién # : Formy — w + 1 tal que:

#A:{o, si LOF (L« A)

j, mem
i €ij My) =
w, siLCF (T < A) #ni €3y mj) {

0, né¢m

La identidad de la izquierda garantiza los axiomas de LC, y la de la derecha
que cada predicado €, indique el orden de los naturales sobre las variables de
tipo o. Las identidades para los predicados son:

#m;=;m;) =0, m#n #(P((n1);...(ng);)) =i con P € P;
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Y para el caso inductivo:

#(A A B) = Min{#A,#B} #Vz A = Min{#A[z/y] : y € V}
#(AV B) = Max{#A, #B} #IxA = Sup{#A[z/y] -y € V}
#(A — B) = Sup{#D : #(A A\ D) < #B}

Las substituciones en las férmulas cuantificadas son las que se pueden hacer
en diferente orden o simultdneamente [S]. Ademds, sobre estas substituciones
decimos que la asercién A — B es vélida cuando #A[Z/y] < #B[z/7].

Para estas definiciones se cumplen los axiomas de la 1égica de orden superior,
excepto el axioma de separacién para algunas férmulas atomicas y para varios
casos inductivos. Las obstruccién principal en el caso atémico es la ausencia
de los conjuntos unitarios para separar una igualdad. Y en el caso inductivo
al suponer que podemos separar las férmulas A y B por variables n; y m;
respectivamente, la tricotomia del orden de los naturales diversifica los casos
para la férmula compuesta. Por lo tanto parece imposible empatar los dos casos
de los predicados de pertenencia €, con la diversidad de casos de las férmulas
compuestas.

4.2. Conjuntos unitarios como variables. Del intento anterior surge la
idea de definir las variables como conjuntos unitarios. Aqui nos desprendemos
de las variables en los naturales para usar los conjuntos unitarios, con la in-
tencion de lograr que la funcién de tipo extendido # tome el valor w en el
consecuente de la asercién del axioma (€ 3) que incluye a la férmula A, ax-
ioma que para la definicién anterior falla en la igualdad. Vimos que cuando
A es una igualdad necesitamos a los conjuntos unitarios entre las variables,
asi que el conjunto de variables V serd {{¥z;} : i € w, k € w + 1}, donde
{92} =z, {1} = {@:}, {Pz;} = {{z:}}, v asf sucesivamente para k < w.
En el caso de {“xz;} el superindice no puede representar una cantidad w de
corchetes, y se entiende s6lo como superindice. Por lo tanto generalizamos es-
ta idea colocando doble subindice, y el conjunto de variables es de nuevo una
familia de w cadenas, cada una con un minimo z? y un méximo z¢. Para sim-
plificar la notacién escribiremos z¥ en lugar de {¥z;}. Por lo tanto definimos
como sigue:

P %
w {¥zo} {“z1} {“z2}  {¥ws}

2 Hzoty  {{z}} {22} {{zs}}
{zo} {z1} {2} {zs}

0 i) I T2 X3
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La definicién del tipo extendido asignara el orden de las variables que corres-
ponde a la pertenencia del elemento al conjunto unitario.

0, siLCH (L« A
w, siLCH(T < A)

l, i=j

#4= 0, i#j

#(xf ey al) =

Para los predicados restantes la definicién es andloga a la anterior
#(af =pah)=0,sii#j #P(a¥..a%) =k con P € P;

El caso inductivo se define de la misma manera como en el caso anterior.

Con esta definicién muchas de las relaciones que definian los predicados de
pertenencia entre las variables desaparecen. Se creeria entonces que ésto evi-
taria la diversificacion de los casos para el paso inductivo de la demostracién.
Sin embargo, la diversificacion aumenta y esto impide de nuevo que se verifique
el axioma de separacién, aunque en el caso atémico solo falle para los predica-
dos P.

Observando el comportamiento de la funciéon de tipo extendido en los casos
en que el axioma de separacion falla, podemos pensar que una primera idea
intuitiva para corregir las obstrucciones encontradas, podria ser incluir nuevos
predicados €;; para las parejas de subindices no considerados i > j que no
expresen pertenencia, sino la negacién de €;;. Esperamos en el futuro poder
modificar alguna de nuestras definiciones inductivas intermedias que parecen
estar obstruyendo la prueba.
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