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UN OPERADOR COMPACTO EN UN SUBCONJUNTO
CERRADO DE H?(S")
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RESUMEN. En este articulo consideramos el problema de la existencia de
una subsucesién convergente de una sucesién en un subconjunto cerrado
del espacio de Hilbert H?(S™). M4s precisamente, demostramos que cierta
funcional Jp Fréchet diferenciable en un subconjunto cerrado del espacio
de Hilbert Hf(S") es compacta en un sentido andlogo a la condicién
Palais-Smale usada en espacios de Banach.
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ABSTRACT. In this paper we consider the problem of the existence of
a sequence’s convergent subsequence in a closed subset of Hilbert space
H12 (S™). More precisely, we prove that certain Fréchet differentiable Jj,
in a closed subset of Hilbert space H?(S™) is compact in similarly of the
Palais-Smale condition used in a Banach space.
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INTRODUCCION

n+1
Sea S™ = {(xl,x27 s Tpy1) ERMHL L ST 22 = 1}, n > 3 la frontera de la bola
i=1

unitaria en R"*! y consideremos

HZ(S™) = {u € L*(S™) : Vu existe y Vu € L*(S")}
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1
. . —2 2
el espacio de Hilbert con norma |[ul|yz(sn) = (f W ([vul? + %UZ)dV) .
Sean R : S™ — R una funcién continua,

S = {u e HX(S™) : |[ul]® = w

|S™|,u > 0} ,

donde |S™| es el volumen de S™, y J, : S C HZ(S™) — R la funcional dada por
Jp(u(@)) = [g. R(x)uP™ (2)dV, para 1 < p < 2£2_ En el resultado principal
de este articulo demostramos que J, es compacta en un sentido andlogo a
la condicién Palais-Smale en un espacio de Banach. Este hecho garantiza la
existencia de un valor critico de J,, en .S, mas alin, esto demuestra la existencia
de una solucién de la ecuacién diferencial

(n—2)

(0.1) —Au+ 2 U= R(x)u?, ze€S" u>0,

para 1 <p < 242 donde n >3y R(z) = 4(’;;_21)1((@, ver [2] pag 73.
Cuando p = ng la ecuacién (0.1) es conocida como la ecuacion que prescribe la

curvatura escalar sobre la n—esfera unitaria con la métrica euclidiana, (S™, go).

Esto significa que se puede encontrar una métrica g = = go conforme a la
métrica euclidiana gy con curvatura escalar K(z). Este es un problema clasico
en geometria diferencial. Si K (x) es constante el problema es conocido como la
conjetura de Yamabe, y fue estudiado por Yamabe (1960), Triidinger (1968),
Aubin (1976) y finalmente demostrado por Richard Shoen en 1984, ver [7] y [8].
Para una funcién de curvatura K (x) no constante el problema sigue sin resolver.
Aunque son numerosos los intentos y los resultados concluyentes encontrados en
relacién al problema, en la actualidad sigue abierto ya que la gran dificultad en
la solucién de estos problemas es la falta de compacidad entre los encajamientos
de los espacios de Sobolev asociados. En [6], C. Granados presenta una familia
de métricas conformes a la métrica euclidiana en la n—esfera unitaria tal que
K(xz) = n(n — 1) sea su curvatura escalar.

1. PRELIMINARES

Sea E : HZ(S") — R la funcional E(u) = ||u\|§{12(sn). Observe que S es un
subconjunto de H?(S™) con norma constante y ademds que
S = {u € H}(S") : E(u) = %W"Lu > 0}, donde |S™| es el volumen de
S™. Empezaremos mostrando que S es un subconjunto cerrado del espacio de

Hilbert H?(S™), para lo cual, basta mostrar que S contiene todos sus puntos
de acumulacién.

Afirmacién 1.1. S = {u € HE(S™) : ||u|]? = @LS’”LU > 0} es cerrado.
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En efecto, sea (u;);en una sucesién en S donde u; — u fuertemente en HZ(S™),
entonces

o(1) = [lui — ul[® = ||uil[* = 2 (ws, u) g2y + [Jul]* = [Juil|* = [Jul[* + o(1),

0(1) denota una cantidad pequena.! Luego, ||u;|| = ||u|| y por lo tanto u € S.
Asi S es cerrado. O

Definicién 1.2. Sean A y B espacios normados sobre R. El operador J, : A —
B es llamado Lipschitz continuo si y solo st existe una constante ¢ > 0 tal que
1 p(u) = Jp(v)]| < ¢f|u— ]

para todo u,v € A.

Ejemplo 1.3. Sea R : S — R una funcion continua. La funcional J, : S C
H}(5™) — R dada por Jy(u(z)) = [4. R(z)uP™ (2)dV es Lipschitz continua,
para 1 < p < Z—f%

En efecto, sean u,v € HZ(S™). Entonces

|Jp(u) — Jp(v)] < q/ up“dV—/ vpﬂdv‘
+1 +1
= |l ony = M0l o
< e |lullpesrsny = [|vllLo+r (s
< coflu—vl|ppri(sny < esllu—vllgz(smy.-

La dltima desigualdad se tiene ya que HF(S™) C L"(S™), con 1 < r < 2.

Asi, Jp, es Lipschitz continua. O

Definicién 1.4. Sean A y B espacios de Banach. Un operador lineal acotado
Jp + A — B es compacto si toda sucesion acotada (u;)ien C A tiene una
subsucesion tal que Jp,(u;) converge en B.

Lema 1.5. Sean 1 < p < Z—fg y L(T,,S,R) el conjunto de transformaciones
lineales de Ty, S, el espacio tangente de S en u;, en R. El operador ‘]1,0 2S5 —
L(T,,S,R) es compacto.

Demostracién. Sea (u;);eny una sucesién en S C HZ(S™). Por la definicién
de S, (u;)ien es acotada. Dado que HZ(S™) C L"(S™), donde 1 < r < 22
y L"(S™) C Li(S™) si 1 < g < r (ver [1] pdg. 55). Entonces existe una

subsucesién de (u;);en, denotada de igual forma, y u € HZ(S™) tal que

u; — u débilmente en HZ(S™)

2n
u; — u fuertemente en L"(S™), 1 <r < —3

1Una sucesién ay, es o(1) cuando n — co si lim an = 0.
n—oo
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Asi, para todo v € H(S™)
1Ty (ui) = Ty (w)|| = sup [ Jy(ui)v = Jy(u)]

[lvl]<1
= sup / Rufvdvf/ Ru”vdV‘
fol<1 | sn .
< a sup/ |ul — uP||v|dV
[lv]|[<1J 87
L o
P p
< ¢ sup (/ |U|p+1dV> (/ uf—u’“?dV)
[lv]|<1 n sn
< alluy —uPl] en
L r

(sm)’

Luego, J,(u;) tiene una subsucesién convergente en S. Por lo tanto J), es com-
pacto. O

2. RESULTADO PRINCIPAL

Lema 2.1. Sil < p < 22 y (u;)ien es una sucesion en S C HE(S™), S

n
definido como antes, y Jp(u;) acotado en R con

(2.1) Jyp(ui)lr, s — 0, cuando i — oo
entonces (ui)ieN tiene una subsucesion convergente en S.

Demostracion. Al igual que en la prueba del Lema 1.5 tenemos por la
definicién de S que (u;);en es acotada en S C HZ(S™). Ademds, puesto que
HZ(S™) c L"(S"), donde 1 < r < 2%y L7(S") C LI(S")sil < g <
(ver [1] pdg. 55) existe una subsucesion de (u;);en, denotada de igual forma y

u € HE(S™) tal que

(2.2) u; — u, débilmente en H7(S™)
y
2n
(2.3) u; — u fuertemente en L"(S™), 1 <r < 5
n—

Por el Lema 1.5 y por (2.1) tenemos que

(2.4) J(u)v =0,

donde u € Sy v € T, S. De la definicién de F en S y por (2.4), tenemos que
Jo(u)v = AE'(u)v, para A € R.

Ahora, supongamos que v € (T,8)*, donde (T,,S)* es el espacio ortogonal a
T,S. Como (T,S)* tiene dimensién uno, entonces existe A # 0 tal que J) (u)v =
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AE (u)v.
Asi,

Jy(u)v = AE' (u)v,
para todo v € HZ(S™) y A # 0.

Sea 7y, = w y como J'(u)v = (p+1) [g, RuPvdV'y E'(u)v =2 [, (VuVu+
Ynuv)dV entonces, si v; = u; — u tenemos

0 = / (Rufv; — AVu;Vu; — Myuv;) dV

= / (R(v; + w)Pv; — AV (v; + u) Vv, — My (v; + w)v;) dV

R(v; + u)Pv;dV — )\/ (|Vvi|> + VuVu; 4+ vov? + ynuv;)dV
sm sn

- R(’Uz + u)pvidV — AH”%”?{%(SH) - A <U,’Ui>H12(Sn)

o R(’Uz =+ u)pvidV — )\Hle%%(S”) - A <U, uz>H12(Sn) + A (u, U>H12(Sn)

. R(v; + u)Pv;dV — AH”%’H?{%(SH) +o(1),

la dltima igualdad se tiene puesto que u; — u débilmente en H?(S™).
Ahora, puesto que R es acotada en S, se tiene que

)\HUiH?{lz(Sn) :/s R(v; + u)Pv;dV +0(1) < C g (v; + u)Pv;dV + o(1).

Por otra parte, w; = uf pertenece a LI(S™) con g = p# puesto que

/ woil1dv = [ Pt dv < oo
n S7L

) 1 1
Ademés, como — + —— = 1, tenemos que
qg p+1
lwivil[pr(sny < NlwillLasmlvill Lo (sny = Wl Lot (gny [0l Lot (sm).-

Luego, por lo anterior y (2.3) se tiene que
[[wivil[L1(sm) = o(1).
Lo cual implica que
Alvil|r2(sny < o(1).

En consecuencia, como A # 0 tenemos que

vl g2 (sny < o(1).
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Asf, (u;)ien tiene una subsucesién convergente en S C HZ(S™). O

(1]

2]

(4]

[5]
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