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Resumen. En este art́ıculo consideramos el problema de la existencia de
una subsucesión convergente de una sucesión en un subconjunto cerrado

del espacio de Hilbert H2
1 (Sn). Más precisamente, demostramos que cierta

funcional Jp Fréchet diferenciable en un subconjunto cerrado del espacio
de Hilbert H2

1 (Sn) es compacta en un sentido análogo a la condición

Palais-Smale usada en espacios de Banach.

Palabras claves. Espacio de Hilbert, convergencia fuerte y débil, suce-

sión convergente, operador compacto.
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Abstract. In this paper we consider the problem of the existence of

a sequence’s convergent subsequence in a closed subset of Hilbert space

H2
1 (Sn). More precisely, we prove that certain Fréchet differentiable Jp

in a closed subset of Hilbert space H2
1 (Sn) is compact in similarly of the

Palais-Smale condition used in a Banach space.

Keywords: Hilbert space, strong and weak convergence, convergent se-

quence, compact functional.

Introducción

Sea Sn =
{

(x1, x2, .., xn+1) ∈ Rn+1 :
n+1∑
i=1

x2
i = 1

}
, n ≥ 3 la frontera de la bola

unitaria en Rn+1 y consideremos

H2
1 (Sn) = {u ∈ L2(Sn) : Ou existe y Ou ∈ L2(Sn)}
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el espacio de Hilbert con norma ||u||H2
1 (Sn) =

(∫
Sn(|Ou|2 + n(n−2)

4 u2)dV
) 1

2
.

Sean R : Sn → R una función continua,

S =
{
u ∈ H2

1 (Sn) : ||u||2 =
n(n− 2)

4
|Sn|, u ≥ 0

}
,

donde |Sn| es el volumen de Sn, y Jp : S ⊂ H2
1 (Sn)→ R la funcional dada por

Jp(u(x)) =
∫

Sn R(x)up+1(x)dV , para 1 < p < n+2
n−2 . En el resultado principal

de este art́ıculo demostramos que Jp es compacta en un sentido análogo a
la condición Palais-Smale en un espacio de Banach. Este hecho garantiza la
existencia de un valor cŕıtico de Jp en S, más aún, esto demuestra la existencia
de una solución de la ecuación diferencial

(0.1) −4u+
n(n− 2)

4
u = R(x)up, x ∈ Sn, u > 0,

para 1 < p < n+2
n−2 , donde n ≥ 3 y R(x) = n−2

4(n−1)K(x), ver [2] pág 73.
Cuando p = n+2

n−2 la ecuación (0.1) es conocida como la ecuación que prescribe la
curvatura escalar sobre la n−esfera unitaria con la métrica euclidiana, (Sn, g0).
Esto significa que se puede encontrar una métrica g = u

4
n−2 g0 conforme a la

métrica euclidiana g0 con curvatura escalar K(x). Este es un problema clásico
en geometŕıa diferencial. Si K(x) es constante el problema es conocido como la
conjetura de Yamabe, y fue estudiado por Yamabe (1960), Trüdinger (1968),
Aubin (1976) y finalmente demostrado por Richard Shoen en 1984, ver [7] y [8].
Para una función de curvatura K(x) no constante el problema sigue sin resolver.
Aunque son numerosos los intentos y los resultados concluyentes encontrados en
relación al problema, en la actualidad sigue abierto ya que la gran dificultad en
la solución de estos problemas es la falta de compacidad entre los encajamientos
de los espacios de Sobolev asociados. En [6], C. Granados presenta una familia
de métricas conformes a la métrica euclidiana en la n−esfera unitaria tal que
K(x) = n(n− 1) sea su curvatura escalar.

1. Preliminares

Sea E : H2
1 (Sn) → R la funcional E(u) = ||u||2

H2
1 (Sn)

. Observe que S es un
subconjunto de H2

1 (Sn) con norma constante y además que
S =

{
u ∈ H2

1 (Sn) : E(u) = n(n−2)
4 |Sn|, u ≥ 0

}
, donde |Sn| es el volumen de

Sn. Empezaremos mostrando que S es un subconjunto cerrado del espacio de
Hilbert H2

1 (Sn), para lo cual, basta mostrar que S contiene todos sus puntos
de acumulación.

Afirmación 1.1. S =
{
u ∈ H2

1 (Sn) : ||u||2 = n(n−2)
4 |Sn|, u ≥ 0

}
es cerrado.
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En efecto, sea (ui)i∈N una sucesión en S donde ui → u fuertemente en H2
1 (Sn),

entonces

o(1) = ||ui − u||2 = ||ui||2 − 2 〈ui, u〉H2
1 (Sn) + ||u||2 = ||ui||2 − ||u||2 + o(1),

o(1) denota una cantidad pequeña.1 Luego, ||ui|| = ||u|| y por lo tanto u ∈ S.
Aśı S es cerrado. �

Definición 1.2. Sean A y B espacios normados sobre R. El operador Jp : A→
B es llamado Lipschitz continuo si y solo si existe una constante c > 0 tal que

||Jp(u)− Jp(v)|| ≤ c||u− v||
para todo u, v ∈ A.
Ejemplo 1.3. Sea R : Sn → R una función continua. La funcional Jp : S ⊂
H2

1 (Sn) → R dada por Jp(u(x)) =
∫

Sn R(x)up+1(x)dV es Lipschitz continua,
para 1 < p < n+2

n−2 .
En efecto, sean u, v ∈ H2

1 (Sn). Entonces

|Jp(u)− Jp(v)| ≤ c1

∣∣∣∣∫
Sn

up+1dV −
∫

Sn

vp+1dV

∣∣∣∣
= c1

∣∣∣||u||p+1
Lp+1(Sn) − ||v||

p+1
Lp+1(Sn)

∣∣∣
≤ c2

∣∣||u||Lp+1(Sn) − ||v||Lp+1(Sn)

∣∣
≤ c2||u− v||Lp+1(Sn) ≤ c3||u− v||H2

1 (Sn).

La última desigualdad se tiene ya que H2
1 (Sn) ⊂ Lr(Sn), con 1 ≤ r < 2n

n−2 .
Aśı, Jp es Lipschitz continua. �

Definición 1.4. Sean A y B espacios de Banach. Un operador lineal acotado
Jp : A → B es compacto si toda sucesión acotada (ui)i∈N ⊂ A tiene una
subsucesión tal que Jp(ui) converge en B.

Lema 1.5. Sean 1 < p < n+2
n−2 y L(Tui

S,R) el conjunto de transformaciones
lineales de Tui

S, el espacio tangente de S en ui, en R. El operador J ′p : S →
L(Tui

S,R) es compacto.

Demostración. Sea (ui)i∈N una sucesión en S ⊂ H2
1 (Sn). Por la definición

de S, (ui)i∈N es acotada. Dado que H2
1 (Sn) ⊂ Lr(Sn), donde 1 ≤ r < 2n

n−2

y Lr(Sn) ⊂ Lq(Sn) si 1 ≤ q < r (ver [1] pág. 55). Entonces existe una
subsucesión de (ui)i∈N, denotada de igual forma, y u ∈ H2

1 (Sn) tal que

ui ⇀ u débilmente en H2
1 (Sn)

y

ui → u fuertemente en Lr(Sn), 1 ≤ r < 2n
n− 2

.

1Una sucesión an es o(1) cuando n→∞ si ĺım
n→∞

an = 0.
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Aśı, para todo v ∈ H2
1 (Sn)

||J ′p(ui)− J ′p(u)|| = sup
||v||≤1

|J ′p(ui)v − J ′p(u)v|

= sup
||v||≤1

∣∣∣∣∫
Sn

Rup
i vdV −

∫
Sn

RupvdV

∣∣∣∣
≤ c1 sup

||v||≤1

∫
Sn

|up
i − u

p||v|dV

≤ c1 sup
||v||≤1

(∫
Sn

|v|p+1dV

) 1
p+1
(∫

Sn

|up
i − u

p|
p+1

p dV

) p
p+1

≤ c1||up
i − u

p||
L

p+1
p (Sn)

.

Luego, J ′p(ui) tiene una subsucesión convergente en S. Por lo tanto J ′p es com-
pacto. �

2. Resultado Principal

Lema 2.1. Si 1 < p < n+2
n−2 y (ui)i∈N es una sucesión en S ⊂ H2

1 (Sn), S
definido como antes, y Jp(ui) acotado en R con

J ′p(ui)|Tui
S → 0, cuando i→∞(2.1)

entonces (ui)i∈N tiene una subsucesión convergente en S.

Demostración. Al igual que en la prueba del Lema 1.5 tenemos por la
definición de S que (ui)i∈N es acotada en S ⊂ H2

1 (Sn). Además, puesto que
H2

1 (Sn) ⊂ Lr(Sn), donde 1 ≤ r < 2n
n−2 , y Lr(Sn) ⊂ Lq(Sn) si 1 ≤ q < r

(ver [1] pág. 55) existe una subsucesión de (ui)i∈N, denotada de igual forma y
u ∈ H2

1 (Sn) tal que

ui ⇀ u, débilmente en H2
1 (Sn)(2.2)

y

ui → u fuertemente en Lr(Sn), 1 ≤ r < 2n
n− 2

.(2.3)

Por el Lema 1.5 y por (2.1) tenemos que

J ′p(u)v = 0,(2.4)

donde u ∈ S y v ∈ TuS. De la definición de E en S y por (2.4), tenemos que

J ′p(u)v = λE′(u)v, para λ ∈ R.

Ahora, supongamos que v ∈ (TuS)⊥, donde (TuS)⊥ es el espacio ortogonal a
TuS. Como (TuS)⊥ tiene dimensión uno, entonces existe λ 6= 0 tal que J ′p(u)v =
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λE′(u)v.
Aśı,

J ′p(u)v = λE′(u)v,

para todo v ∈ H2
1 (Sn) y λ 6= 0.

Sea γn = n(n−2)
4 y como J ′(u)v = (p+1)

∫
Sn Ru

pvdV y E′(u)v = 2
∫

Sn(∇u∇v+
γnuv)dV entonces, si vi = ui − u tenemos

0 =
∫

Sn

(Rup
i vi − λ∇ui∇vi − λγnuivi) dV

=
∫

Sn

(R(vi + u)pvi − λ∇(vi + u)∇vi − λγn(vi + u)vi) dV

=
∫

Sn

R(vi + u)pvidV − λ
∫

Sn

(|∇vi|2 +∇u∇vi + γnv
2
i + γnuvi)dV

=
∫

Sn

R(vi + u)pvidV − λ||vi||2H2
1 (Sn) − λ 〈u, vi〉H2

1 (Sn)

=
∫

Sn

R(vi + u)pvidV − λ||vi||2H2
1 (Sn) − λ 〈u, ui〉H2

1 (Sn) + λ 〈u, u〉H2
1 (Sn)

=
∫

Sn

R(vi + u)pvidV − λ||vi||2H2
1 (Sn) + o(1),

la última igualdad se tiene puesto que ui ⇀ u débilmente en H2
1 (Sn).

Ahora, puesto que R es acotada en Sn, se tiene que

λ||vi||2H2
1 (Sn) =

∫
Sn

R(vi + u)pvidV + o(1) ≤ C
∫

Sn

(vi + u)pvidV + o(1).

Por otra parte, wi = up
i pertenece a Lq(Sn) con q = p+1

p puesto que∫
Sn

|wi|qdV =
∫

Sn

|ui|p+1dV <∞.

Además, como
1
q

+
1

p+ 1
= 1, tenemos que

||wivi||L1(Sn) ≤ ||wi||Lq(Sn)||vi||Lp+1(Sn) = ||ui||pLp+1(Sn)||vi||Lp+1(Sn).

Luego, por lo anterior y (2.3) se tiene que

||wivi||L1(Sn) = o(1).

Lo cual implica que
λ||vi||H2

1 (Sn) ≤ o(1).

En consecuencia, como λ 6= 0 tenemos que

||vi||H2
1 (Sn) ≤ o(1).
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Aśı, (ui)i∈N tiene una subsucesión convergente en S ⊂ H2
1 (Sn). �
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