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RESUMEN:

La modelacion estadistica de fendmenos realesaeproblematica que continGia teniendo gran vigehcis.modelos lineales
constituyen una poderosa herramienta, no séloopeericilla que resulta su aplicacion sino porqueesucasos donde la
verdadera funcién desconocida no es lineal resultarbuena aproximacion. En el presente trabgjocgmne una estrategia
de seleccion de modelos aplicable cuando se tidoeis regresor y éste es cualitativo. La estratpgipuesta es una
maodificacién de la propuesta por Castells (19968) &demas Bunke y Castells, 1999). La bondad estlategia se estudia
utilizando datos simulados.

ABSTRACT:

Statisticians continue trying to model real phenoame Linear models are a powerful tool even whentithe unknown model
is non linear, because they bring us good apprdioms We propose a model selection strategy slensitapply in situation
where we have a unique regressor which is a gtiaditane. The strategy seems to be a modificatiamme proposed by
Castells (1999) (see also Bunke y Castells, 19993lidation in terms of simulated data is presdnte
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1. INTRODUCCION

La modelacion estadistica de fendmenos realesia@problematica que continda teniendo gran vigehcis
modelos lineales constituyen una poderosa herraaiea sélo por lo sencilla que resulta su aplimasino
porque aun en casos donde la verdadera funcidomesida no es lineal, resultan una buena aproxiémaci
En el presente trabajo se propone un método decsilede modelos aplicable en la situacidon queeseritbe
a continuacion:

Considérese una variable cualitati¥a, con m categorias, las cuales van a ser denotadas pamjumto de
indices, por comodidad se denotaran por los prisnafonaturales,Q = {l 2,...,m} y en cada una de estas

categorias, también llamadas puntos de disefieaieann, observaciones de una variable de respu¥sta
estas observaciones se denotaran gr, con ]=12,...,n; i=12,..m; donden=>"n vy sus

valores esperados se denotan pgy 44,,..., M. Como las variables explicativas son cualitatises puede
considerar un modelo como el que se da en (1.1).

E{¥=u =1+ a; (1.1)
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Var{¥j= o’ (1.2)

Se supone que Ia\éj no estan correlacionadas, se afiade la condicién

Zm: a; =0 (1.3)

i=1

Usualmente el modelo (1.1) es tratado como un neodel analisis de varianza (Mood et al., 1974), y su
objetivo es establecer si existe diferencia ertsentediast/, , equivalentemente entre los efect@s o entre

contrastes que dependen de ellos. En el analisiariEnza se parte de un modelo con todos |os perésny
luego se hacen décimas para determinar cuélesodeseh iguales.

De la teoria de Modelos Lineales se sabe que, @rrastimador lineal para los parametr@s, esta dado

por:
a =Y.-Y., parai=12,...m (1.4)
donde

N

2 2

i=1 j=1

y Y.=

=]
1
m ) RN
.M_:
_<
Sl

(ver Scheffé, 1982; Draper y Smith,1998; Rao, 1@%earle, 1971 ).

La idea que se desarrolla en el presente trabajaroponer un método para seleccionar modelosgiesién,
donde el proceso de comparacion de parametros@gporado al proceso de seleccion del modelo, éosgu
propone es una modificacion de lo propuesto potellag1999). La estrategia se disefia evitandortque
hacer una busqueda exhaustiva sobre el conjunttudds los modelos posibles.

2. UNA ESTRATEGIA EN DOS DIRECCIONES PARA LA SELECC ION DE MODELOS DE
REGRESION PARA EL CASO DE UNA VARIABLE EXPLICATIVA CUALITATIVA .

La estrategia propuesta por Castells (1999), veeatido ascendente en referencia al nimero de paEn
del modelo, sin embargo, un andlisis de los métatlasicos de seleccion de variables sugiere una
modificacion del mismo para convertirlo en un métogue explore en las dos direcciones, primero
ascendente y luego descendente. Las caracteripticasrdiales de la propuesta son seleccionar eetoo
interrelacionando el proceso de estimacién y s&lncg explorar el espacio de modelos posibles arisib
sélo algunos puntos de éste. Cada uno de los nwdisitados es evaluado con un criterio que aphatéa

el uso entendido del mismo.

Como se muestra mas adelante, la cantidad de nsopefibles depende de manera directa del nimero de
categorias. Otro elemento que también influye entehero de modelos es la existencia o no de cierta
monotonia de la respuesta respecto a un ordenanteras categorias de la variable independiente.

Cuandom= 3, el conjunto de categorias queda bien represemtanim 2={1, 2, 3}. Para este caso, un
modelo posible con 2 parametros es:

(u+a si x0O{g
g(x)_{,u—a si x0{2,3
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A través de este sencillo ejemplo se observa qiuentién g(o) genera una particiont: {{1},{ 23} sobre
el conjunto de categorias de la variable explieativcualquier otra funciorg(o) generard una particion

diferente sobreQ) . Las clases correspondientes a una partigidndeterminada por una ecuaci@j(X) se
denotaran poC.% :
-0 = g
M Q= UC j
j

En forma reciproca, para toda/C? , i' /%, se tiene:

Sij=k=g(i)=g(')
Sij#&=g()#g(")

En consecuencia existe una correspondencia uno @nire las funcioneg) y las posibles particiones del
espacioQ .

Se supone que las observacioMeF son realizaciones de una variable aleatoria gtisfazen la ecuacion de
regresion:

Yi=f(i)+ & (2.1)

donde los &; son errores aleatorios (no observables) con mesfia y varianza com(@” y no estan

correlacionados. La funciod pertenece a un conjunid tal que:

M={g(x,8): BOB} (22)

las funcionesg(X, £) son de la forma:

p
axA=> 1 ,u?  p=12..m 2.3)
. g J
=1 C:
J
siendo B' = (K, a,,a,,--,a,) unvector de parametros desconocidos cgn< m, 4} tiene la

forma yf = p+a; y1,,(X) es lafuncién indicadora de la cla€s .
]

Dado que f es desconocida, en base a las observaciones eealeblar un estimadq@ para el vector de
parametrosf3 y asi determinar un elemen@(X, ) del conjuntoM, que aproxime a la funciorf . La

eleccion de la funciérg (X, ,[AS’) es el resultado de un proceso de minimizaciénndestimador del cuadrado
medio del error (CME) o del cuadrado medio del rede prediccion (CMEP). El estimador minimo
cuadratico ordinario del vector de parametfdsse denotara pof .

Sea P, un nimero entero positivo, en el primer paso desteategia se analizaran los modelos que tengan un

namero de parametroP < pP,, donde P, lo define el usuario considerando sus recursosietepo y
coémputo disponibles.
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Proposicién 2.1.
Sea X una variable cualitativa conm categorias diferentes y sean las observacioﬁqs con

i=212...,m, y j=1212..,n correspondientes a a3 puntos de disefio diferentes a€. Entonces
el nimero de modelos diferenteslhcon p < m parametros esta dado por

A

. m ] (psm) (2.4)

j

Demostracion :(ver Castells, 1999 siguiendo demostracion queeapaen Kovacs, 1980; incluida en el
Anexo B)).

En el caso anterior, el orden de las categoriasedsvante, sin embargo, existen situaciones dahaeden
de las categorias cobra importancia, es el casel gue se tiene informaciéon sobre un comportamiento

mondtono de la variable de respue¥taante un ordenamiento de las categorias{deCastells (1999) hace
comentarios acerca de cédmo puede darse en lagarésta monotonia.

Incorporando esta idea, las funciongéx) tendrian que cumplir ciertos criterios de monaiardn respecto

a una permutaciono del conjunto de las categorias d€, por lo que también es importante conocer el
numero de modelos existentes bajo estas considaesci

Proposicién 2.2.

Se supone qué’ es una variable aleatoria que tiene un comportamienonétono con respecto a un
ordenamiento de las categorias ¥e dado por una permutacio@ . Entonces el nimero de modelos
diferentes conp parametros esta dado por

m-1 2.9)
p-1 '
Demostracion (Castells 1999; incluida en el Anexo B)

Uno de los elementos centrales en la estrategipupsta para la bldsqueda del mejor modelo, son los
llamados modelos vecinos que a continuacion seelefi

Definicion 2.1.Sean las ecuacioneg),(X) y 0,(X) que generan las particiond®, y 77, del espacio
Q 'y que definen los modelod, y M, respectivamente. Se denotan gof; y C,; ; las clases
correspondientes & y 77,. Se dice quéM , es un modelo vecino d&l ; mayor que él, si existe una clase

y s6lo una clas€ , tal que:
Cok =Cuc LJ Cuic»
ademas, para todb # K debe existir q distinto de k' y k" de tal forma queC, =C,,. Entonces se

dirdaque M es un vecino menor d&/, .
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La diferencia entre dos modelos vecinos se estafgleda claseC,,, la cual en el vecino mayor aparece

subdividida en las clase€ % y C K Esto se ve reflejado en el modeMv con un parametro mas
Vi \

que el modelo vecino menoM . Como M  es un modelo con ecuacid,(X) que tienep parametros,

esto es,
H+ay Si xOCu» k=12,...,p-1

X) = ~
% () ,u—zipzll ay Si xOcC

(2.6)
op

la particion 77, asociada tiene p clases diferentes. Como existe una y solo unaz‘(ﬂ}ﬁ< para la cual

existen K y K de tal forma que
Cok =Cuie L7 Ce»

y para cualquier otr¢ # K existe q distinto de k y kK tal queC, =C,,, la ecuaciong, (X) tiene

vq !
la forma

u+a, Si xOC,,, k=12,....p

2.7
u=>" a si  x0OC,,, @7

9.(9) =

esto es, define un modelo cgm+1 pardmetros.

La relacién entre el conjunto de las particionesifjes y el conjunto de las funciones de regrepitede ser
explotada convenientemente para definir la estiatigy seleccion. La particion que correspondeegl@cion

de regresion verdadera se denotara figr Obsérvese que esta particion no tiene que sewejar en el

sentido del CMEP o del CME del estimador ™ .

Definicion 2.2.Se dira que/T; es una particion optima si cumple que:
CMP(M (7z.)) = Min ;oo CMEP(m(77)) (2.8)

La particion 77, puede conducir a un modelo con GMEP menor que el del modelon(7z,) y a un

estimador con unCME menor que el deg™. Por supuesto, est€ MEP puede ser menor que el

correspondiente a la particion mas fina, que gsitadetermina al estimador minimo cuadratico Banke y
Castells, 1999 y Castells, 1999. Ver ademas Hgcld003; Bunke y Striby, 1975 y Bunke y Bunke,1989)

La determinacion de la particion 6ptima se debehde manera dependiente de los datos puesto gusmba
O TG

fuerte relacion entre el estimador 6ptimgi/ y los valoresy 'y o?. Bunke y Castells (1999) proponen

un estimador adaptivo basado en su estrategiamias ejemplos que reportd mejord al estimador moni
cuadratico.
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2.1 Estrategia para la seleccion del modelo.

Se denota poM(p) el modelo conp parametros distintos. Una vez que se ha fijadalkdr de p,, el

conjunto de modelos con un nimero de parametrosmeeigual quep,, se denota por:

Mo= Mo(po)={M(p):pP<po}

Seaf(M) =Ff(M(p)) un estimador del CMEP para el modd\ (p). Estudios interesantes sobre el

CMEP vy sus estimadores pueden encontrarse en ARML); Mallows (1973 y 1995) y Bunke y Droge
(1984)

Etapas de la estrategia:

l. Célculo del nimero de modelos posibles.
1. Determinacion del valor dg),.

Considerando el nimero de modelos posibles, eptietisponible y los recursos de cémputo disponipées
el usuario, se determina el valor ¢i5. Al conjuntoM_(p,) se le llama conjunto de modelos basicos

lll. Seguir los siguientes pasos:

1) DeterminarM, (|p;) como:
M. (p,) = ArgMiny, F(M)

P=pt1
2) Determinar el conjunto de modelos vecinos mayode Ml(pl), los cuales se denotan por
I\/Ilv :Mlv(p1+1)'

Determinar M, (p,) como:

M, (p,) = ArgMiny,q, (M)

P2 =p1 +1
3) Determinar el conjunto de modelos vecinos mayaie Mz(pz) , los cuales se denotan por

M,, =M, (p, +1) .

Determinar M ;(p;) como:

M, (p;) = ArgMiny, F(M)
Ps =Py +2

i) Determinar el conjunto de modelos vecinos mayade M(i_l)(p(i_l)), los cuales se denotan por
My, = M(i—l)v( P +1).

Determinar M, (p,) como:
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Mi(p,) = ArgMinMDM(i_l)o r(M)

P =ps +Hi-1

m+1-p, ). Determinar el conjunto de modelos vecinos meyate M ..\ (P(p-p,)) l0s cuales se
denotan porM,,_,\, =M., (M)

Determinar M (.1, ) (Pimia-py) = M (mir-p (M) como:

M (m+l-py) ( p(m+l:pl)) = ArgMInMDM(m_m)vr(M)
Pms-p, = m-1:
En este caso el conjuntM(m_pl)v tiene como Unico elemento el modelo saturado oefodon M

parametros. El paso nimefti+1— p, es el Ultimo de la etapa donde la estrategiangeementando el

ndamero de parametros, en el siguiente se inicieupésos donde el nimero de parametros es deceedignt

los pasos que siguen en lugar de determinar eletinjde modelos vecinos mayores, se determinara el
conjunto de vecinos menores.

M+ 2 — p,). Determinar el conjunto de modelos vecinos mendeeM (mﬂ_pl)(m) los cuales se denotan
M (mia-pyv = M (mer-pv (M=1)

DeterminarM,,,_, (M—=1) como:

M o, (M=1 = Arg Min (M)

MOM (m+1-p1)v
pm+2—pl = m_l

M+ 3— p,). Determinar el conjunto de modelos vecinos m@aﬂeM(mz_m(m—l) los cuales se
denotanM'(m+z—p1)v = Ml(m+2— PV (m_ 2)

DeterminarM ..., (M= 2) como:
M iz (M=2) = Arg Min (M)
MOM (ms2-py)v
pm+3—pl = m_ 2

2(m~ p,) +1). Determinar el conjunto de modelos vecinos mendeM .., (p; +1) los cuales se

denotan poM (2m-pv =M (2(m-poiv (P, +1)

DeterminarM 1.1 (P,) como:

M s pyoa(P2) = Arg Min (M)

MOM (m+2-py)v
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El resultado de aplicar esta estrategia es un ptmjde modelos con distinto nimero de pardmetrbs. E
criterio de seleccion es el CMEP vy la estratedia esfocada hacia el uso predictivo del modelo.

3. VALIDACION DE LA ESTRATEGIA PROPUESTA.

Para validar la estrategia propuesta se programdidaa y diferentes rutinas necesarias para eisis)ae
utilizé el paquete estadistico S-Plus (Venabled.e1994).

Los datos utilizados fueron simulados. Se considaraariables independientes con 5, 7, 9 y 10 catag
Los valores correspondientes a los elementos gervienen en la especificacion del modelo gendrdl) (se
reportan en la Tabla No. 1 del Anexo; en el castadnedia genergl{ se mantuvo constante e igual a la

unidad y se fijaron de igual tamafio las submuedas N, =...=N,. Para cada una de las variantes del
modelo se generar@d juegos de datos.

Como es de esperarse, el valor promedio de lasastines del cuadrado medio del error de predicmiéce
cuando crece la varianza y se comporta de manevgiagadamente igual cuando se mantiene la varifijaza
y crecep (Tabla 2 y Tabla 2A del Anexo). La estrategiaseioné elr0.58%de las veces al modelo
optimal. Castells (1999), obtuvo&0.5%,lo que parecia indicar que ahora deberia obtengrporcentaje
superior. En trabajos futuros se aumentara el nuiaeesimulaciones con el objetivo de revalorarsedtis
resultados.

La diferencia entre los porcentajes de selecogdmedelo optimal, cuando hay monotonia o no en la
variable dependiente, es grande: de un 87% cambi®4% (segln se desprende de la Tabla 3 del Anexo).
Cuando va creciendo la varianza no hay diferenafialile entre los porcentajes de selecciomamlelo

optimal, aunque se observa una ligera disminucarando hay monotonia cambia de 89.1% a4®#4 en

caso contrario cambia &8.5%a44.4%.

Fijando la varianza, los valores del cuadrado médi@rror de prediccién estimado no dependen mdeho
namero de categorias.

También se analiz6 el promedio de la variacionedias estimaciones del cuadrado medio del error de
prediccién de los modelos seleccionados y los @dém obteniéndose que: en el caso en que no hay
monotonia cambia d&000Q con5 categoriasa 0.3413 conl10 categorias, y en caso contrario cambia de
0.000Q con5 categorias, 8.0711 conl10 categorias (ver Tabla No. 4 del Anexo).
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ANEXO A

Tabla No. 1.-Valores de los parametros de los modelos conggerseraron
los datos simulados.

No. de Parametros Desv. Valores de los parametros d el modelo

ai a. as aa as e az ag ag a0
ejercicio diferentes estandar
Modelos con 5 categorias
1 2 -1.7 -1.7 -1.7 1.7 1.7
2 3 1 -1.5 -0.2 -0.2 1.7 1.7
3 4 1 -1.0 -0.9 0.2 1.7 1.7
Modelos de 7 categorias
4 4 1 -2.2 04 04 0.7 0.7 0.7 1.1
5 6 1 -2.8 -2.1 -2.1 -1.4 14 2.1 2.8
6 4 5 -7.0 -5.0 3.0 3.0 3.0 3.0 9.0
7 6 5 -8.9 -6.0 -6.0 -5.0 6.2 6.7 7.0
8 4 10 -16.0 |-15.0 |-15.0 |13.0 13.0 18.0 18.0
9 6 10 -15.0 |-15.0 |-14.0 [-13.0 |13.0 14.0 15.0
Modelos de 9 categorias
10 4 1 -1.0 -0.2 -0.2 -0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 1.0
11 6 1 -0.8 -0.5 -0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.3 1.0
12 7 1 -3.0 -2.0 -1.8 15 15 1.6 1.6 17 2.0
13 4 5 -10.0 |-10.0 |-7.0 -7.0 8.0 8.0 9.0 9.0 9.0
14 6 5 -8.0 -7.9 -6.0 -6.0 -6.0 6.0 6.0 6.9 9.0
15 7 5 -9.8 -9.7 -8.6 52 5.2 5.2 6.1 7.0 9.8
16 4 10 -15.0 |-14.0 |-140 |-140 |-140 |-140 |14.0 14.0 15.0
17 6 10 -150 |-15.0 |-140 |-14.0 |-13.0 |13.0 14.0 14.0 15.0
18 7 10 -21.0 |-19.0 |-15.0 [-15.0 |10.0 10.0 13.0 15.0 17.0
Modelos de 10 categorias
19 5 1 -3.0 -2.0 -2.0 -0.9 2.9 2.9 2.9 3.0 3.0 3.0
20 6 1 -2.5 -2.0 -1.6 11 11 11 2.0 2.0 3.0 3.0
21 8 1 -2.7 -2.0 -2.0 -1.5 -1.4 14 15 2.0 2.0 2.7
22 5 5 -10.0 |-10.0 |-10.0 |-9.3 5.0 5.0 5.3 9.0 9.0 9.0
23 6 5 -9.0 -7.0 -5.0 6.0 6.0 7.0 7.0 7.0 8.0 8.0
24 8 5 -8.0 -7.0 -6.0 -6.0 -6.0 -5.0 5.0 6.0 7.0 8.0
25 5 10 -12.0 |-11.0 |-10.0 |-10.0 |-10.0 |-10.0 |15.0 15.0 15.0 18.0
26 6 10 -15.0 (-13.0 |-10.0 |-10.0 |-10.0 |10.0 13.0 13.0 15.0 15.0
27 8 10 -20.0 |-15.0 |-12.0 [-11.0 |10.0 10.0 13.0 17.0 18.0 18.0
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Tabla No. 2- Valor minimo, maximo, rango y promedio del estitar del Cuadrado medio del error de
prediccidn para cada combinacién de m, @ y(Y sin monotonia)

No. de Parametros Desv. Estimador del CMEP

ejercicio diferentes estandar Promedio | Minimo | Maximo | Rango
Modelos con 5 categorias.

1 2 1 1.967 1.328 2.354 1.026
2 3 1 1.386 0.845 1.696 0.851
3 4 1 1.194 0.909 1.586 0.677
Modelos con 7 categorias

4 4 1 0.994 0.681 1.355 0.674
5 6 1 1.033 0.781 1.370 0.590
6 4 5 27.816 20.080 35.914 15.833
7 6 5 26.999 16.314 40.972 24.658
8 4 10 97.611 70.428 126.839 | 56.411
9 6 10 112.598 72.775 151.709 | 78.934
Modelos con 9 categorias

10 4 1 1.012 0.740 1.441 0.701
11 6 1 1.065 0.838 1.347 0.508
12 7 1 1.097 0.764 1.506 0.742
13 4 5 26.310 17.030 33.482 16.452
14 6 5 25.085 13.420 38.095 24.675
15 7 5 27.167 19.545 41.988 22.442
16 4 10 94.525 57.153 135.105 | 77.952
17 6 10 109.092 80.788 142.395 | 61.607
18 7 10 108.869 72.567 157.067 | 84.499
Modelos con 10 categorias

19 5 1 1.080 0.736 1.583 0.847
20 6 1 1.016 0.732 1.352 0.620
21 8 1 1.054 0.458 1.668 1.210
22 5 5 27.050 16.065 35.834 19.769
23 6 5 28.387 17.108 44.050 26.942
24 8 5 27.986 18.398 36.044 17.646
25 5 10 99.144 63.708 120.819 | 57.110
26 6 10 101.541 79.137 145.086 | 65.949
27 8 10 107.064 64.408 146.560 | 82.152

127



Tabla No. 2A.- Valor minimo, maximo, rango y promedio delimstdor del Cuadrado medio del error de
prediccidn para cada combinacién de m,@ y(Y con monotonia)

No. de Parametros Desv. Estimador del CMEP

ejercicio diferentes estandar Promedio | Minimo | Maximo | Rango
Modelos con 5 categorias.

1 2 1 1.943 1.328 2.353 1.025
2 3 1 1.386 0.845 1.696 0.851
3 4 1 1.197 0.942 1.586 0.644
Modelos con 7 categorias

4 4 1 0.992 0.688 1.353 0.665
5 6 1 1.034 0.784 1.370 0.586
6 4 5 27.862 20.161 35.296 15.136
7 6 5 27.058 16.314 40.972 24.658
8 4 10 97.939 72.601 126.839 54.238
9 6 10 112.637 72.775 151.709 78.934
Modelos con 9 categorias

10 4 1 1.043 0.751 1.571 0.820
11 6 1 1.071 0.840 1.387 0.547
12 7 1 1.122 0.770 1.527 0.757
13 4 5 26.243 17.030 31.943 14.913
14 6 5 25.297 13.469 38.136 24.667
15 7 5 27.659 19.625 42.185 22.560
16 4 10 95.607 59.057 136.172 77.115
17 6 10 110.664 80.900 147.723 66.824
18 7 10 113.774 77.319 171.739 94.421
Modelos con 10 categorias

19 5 1 1.080 0.753 1.582 0.829
20 6 1 1.020 0.732 1.352 0.620
21 8 1 1.085 0.467 1.764 1.297
22 5 5 27.103 17.210 35.834 18.624
23 6 5 28.520 17.215 43.667 26.451
24 8 5 29.919 18.985 41.893 22.907
25 5 10 100.739 64.501 119.856 55.355
26 6 10 102.449 79.137 145.866 66.728
27 8 10 109.862 66.395 172.092 105.697

Tabla No. 3- Numero de veces que la estrategia selecciombdélo optimal de
acuerdo a los valores de n@ly.

m g Numero de veces que resulté
seleccionado el modelo optimal
Y con monotonia Y sin monotonia

5 1 60 60

7 1 39 26

7 5 40 36

7 10 40 29

9 1 57 29

9 5 59 41

9 10 58 31

10 1 58 28

10 5 57 25

10 10 54 20
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Tabla No. 4- Diferencia promedio entre el valor del estimadelrcuadrado medio del error de prediccién
del modelo seleccionado y el del modelo optimahkagerdo a los valores de m.

m diferencia promedio
Y con monotonia | Y sin monotonia
(%) (%)

5 0.0000 0.0000
7 0.0000 0.2078
9 0.0197 0.1937
10 0.0711 0.3413

Anexo B

Demostracion de la Proposicién 2.1 con p parametros
Sean:N(m, p) - ntmero de modelos cop parametros.

Q - conjunto formado por las categorias de la viziak .
D - un conjunto de cardirghl(d > p)

Kovacs (1980) da una demostracién de valor geperal (2.04) que se puede retomar en este castupsrt
donde el interés esta en determinar el nimero dielomconp pardmetros: Los elementos £k se pueden

hacer corresponder con los elementos de O 8rformas diferentes. Pero estas formas de correspoiade
podrian contarse asi:

Seaf: Q - D tal que el rango dd tenga cardinalp , entonces las correspondencias de este tipo
pueden determinalN (M, p) particiones diferentes en los elementole Seaiuna de estas particiones,
pero fija. Entonces a cada claseMde corresponde una imagen en D y para clase®difss las imagenes

son diferentes. Por tanto, a una clase le puedeespanderd iméagenes, a la otrd —1 y asi
sucesivamente. De manera que el numero de forfaemies en que se puede hacer la correspondemcia ¢

rango p de Q en D, es el dado por la expresion (B.01):
N(m, p).d.(d =12)---(d - p+1) B1

Entonces las funciones polinomiald§' y la dada en (B.1) coinciden para infinitos vakenteros del y

extendiendo el dominio de éstas al conjunto delmseros realesR , los polinomios que resultan tienen que
ser iguales.
Por otro lado,

N(mp)—N(mIO)+zN(mrr))l( il Z(Nrfmr)Z(

:pN(mr)z( )p,( J ii(l)’”w(mr)

r:O(p r)' JOrO(p_J)I(J_r)I
(D" LD (ior a1 (-3*!
gj,(p_J).Z (Mnj(j--(j-r+)= ;J,(p_n,

que es lo que se queria probar. El nimero totedaielos que se pueden obtener es el dado en (B.2):
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N(m =33 ©2)

Demostracion de la Proposicién 2.2
Se sabe ya que contar el numero de modelostgrarametros, equivale a contar el nimero de painsi

con p clases que se pueden hacer sd@repero ahora las clases de la particion hay quarasien un

orden fijo, es decir, no se pueden permutar paedagifuncionegg(X) asi encontradas reflejen el
comportamiento monétono indicado. De esta formse sionsideran las categorias

ordenadasp (1), ©(2),---, (M) comom puntos sobre un segmento, la pregunta que defelfanse es:

¢ De cuantas formas diferentes se puede dividisezmento enp subsegmentos? Esté claro que como hay
que respetar el orden, eso se puede hacer de @widnias dem—1 en p—1 maneras diferentes. Para
contar el total de modelos posibles sélo hay quetheariar p desde 1 hastal y por tanto se tendré:
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