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RESUMEN. Se muestra que, en el contexto booleano, el proceso alge-
braico de adjuncién de unidad corresponde al proceso topolégico de com-

pactacion de Alexandroff.
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1. INTRODUCCION

Si consideramos un anillo de Boole A que no tiene unidad, existe una manera
estandar de incluirlo en un anillo de Boole con unidad. Este anillo, que notare-
mos A’, es el anillo de Boole con unidad mds pequeno que contiene a A como

subanillo. M4s atin A resulta ser un ideal maximal de A’.
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Por otro lado, dado un espacio de Hausdorff y localmente compacto X, existe
una Unica manera de compactarlo por un punto, es decir, de incluirlo en un
espacio de Hausdorff compacto X* que tiene exactamente un punto mas que X.
Esta compactacién se conoce con el nombre de compactacién de Alexandroff.

Estos dos contextos, algebraico y topoldgico, estan ligados mediante el funtor
espectro que a cada anillo de Boole le hace corresponder el conjunto de sus
ideales primos dotado con la topologia de Zariski.

En estas notas mostraremos que el proceso algebraico de adjuncién de unidad
corresponde, mediante el funtor espectro, al proceso topologico de compactacién
de Alexandroff.

2. PRELIMINARES

Recordamos aqui las nociones bésicas para comprender sin dificultad el de-
sarrollo de este trabajo. Los resultados que se presentan son bien conocidos y
existen numerosas referencias donde el lector puede consultarlos. En [1] y [2] se
encuentra un resumen de estas nociones junto con la mayoria de las demostra-
ciones. Una excelente referencia también es [3].

Un anillo A es un anillo de Boole si para todo = € A se tiene que 22 =

x.
Es bien sabido que todo anillo de Boole es conmutativo y de caracteristica 2.
En adelante A designara un anillo de Boole.

Para todo z,y € A, decimos que = < y si zy = x.

Es fécil ver que la relacion asi definida es un orden parcial en A. El conjunto

ordenado (A, <) es un reticulo en el cual para cada z,y € A

T ANy =12y
rNVy=xr+y-+xy
donde z A y designa el infimo de {z, y} y = V y el supremo. El minimo de A

siempre existe y es 0. A tiene maximo si y solamente si el anillo tiene unidad.

Sea I un subconjunto no vacio de A. I es un ideal del anillo A si y solamente si

(i) z,yel =aVyel
(i) zel,y<z=yel
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Se dice que un subconjunto propio F # @) de A es un filtro si
(i) z,ye F =z AyeF
(ii) ze F,y>x=y€F

El filtro F' es primo si ademés
zrVye F=zeFoyekF.

En el caso de los anillos de Boole, los ideales primos y los maximales coinciden,
y los filtros primos y los maximales también. Ademds, F' es un filtro maximal
de A siy sélo si A — F es un ideal maximal de A.

Designaremos por S(A) al conjunto de los ideales maximales de A dotado con

la topologia de Zariski, cuyos abiertos basicos son los conjuntos de la forma
D(a) = {I C A|I es un ideal maximal y a ¢ I}.

Este espacio topolégico se llama el espectro de A y es un espacio de Hausdorff,
localmente compacto y totalmente disconexo. Para probar esto se utilizan entre
otras las siguientes propiedades de los abiertos bésicos:
1. D(a Ab) = D(a) N D(b) para todo a, b € A.
D(aVb) = D(a) U D(b) para todo a,b € A.
D(a) es abierto-cerrado de S(A) para todo a € A.
D(a) es compacto para todo a € A.
D(0) = 0.
Si A tiene 1 entonces D(1) = S(A).

S ot W

Tenemos ademds que S(A) es compacto si y sélo si A tiene 1.

3. ADJUNCION DE UNIDAD A UN ANILLO DE BOOLE

Dado un anillo conmutativo R sin unidad, existen diversas formas de incluirlo
en un anillo con unidad. Si la caracteristica de R es n podemos construir una
estructura de anillo sobre R X Z,, con la misma caracteristica, de tal manera
que R pueda verse como subanillo de este ultimo. En esta seccion describimos la
construccién correspondiente para anillos de Boole y estudiamos las relaciones
que existen entre los ideales y filtros maximales del anillo original y los ideales

y filtros maximales del nuevo anillo.
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Definicién 3.1. Sea A’ = A x Zs. Para (a,«), (b,3) € A’ definimos
(a,0) + (b, 8) = (a + b,a + §)
(a,a)(b, B) = (ab + fa + ab, af)

La prueba de la siguiente proposicién no tiene dificultad.

Proposicion 3.2. 1. A’ con las operaciones que acabamos de definir es
un anillo de Boole con unidad (0, 1).
2. A es un anillo isomorfo al subanillo A x {0} de A’.

3. A x {0} es un ideal maximal de A’.
En adelante, cuando sea necesario, identificaremos a A con A x {0}.

Proposicién 3.3. 1. Si J es un ideal primo de A’ tal que J # A entonces
F = {be A|(b,1) € J} es un filtro primo de A.
2. Si F es un filtro primo de A entonces H = (F x {1}) U (F© x {0}) es
un ideal primo de A’.
3. Si J es un ideal maximal de A’ y F = {b € A|(b,1) € J} entonces
J = (F x {1) U(F* x {0})

Demostracion. 1. Sia,b € F se tiene que (a,1),(b,1) € J, luego
(a,1) vV (b,1) = (ab,1) € J, es decir ab € F.
Sia € F,b € Aentonces (a,1) € J, luego (a,1)A(b,1) = (ab+a+b,1) €
J, es decir,aVb=ab+a+be F.
Si a,b ¢ F entonces (a,1),(b,1) ¢ J. Como J es primo,
(a,1)A(b,1) = (ab+a+b,1)¢ JluegoaVb=ab+a+b¢ F.
2. Sean (a,«), (b, 8) € H. Para ver que (a,a) V (b,8) € H examinamos
tres casos:
a=L03=0:(a,0),(b,0) € H significa que a,b € F*, entonces a Vb €
F€ porque F es filtro primo. Pero a Vb = ab + a + b, luego
(a,0) Vv (b,0) = (ab+a+b,0) € H.
a=10=0: (a1),(b,0) € H implica a € F y b € F°. Como
aVb > asetiene que a Vb € F, es decir, ab+ a + b € F. Entonces
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ab+a+b+b ¢ FC porque F¢ es un ideal. Asi ab+ a € F, luego
(a,1) v (b,0) € H.

a=1,6=1:(a,1),(b,1) € H, a,b € F y ab € F. Entonces
(a,1) v (b,1) = (ab,1) € H.

Veamos ahora que si (a, ) € Hy (b, 3) € A’ entonces (a, o) A(b, §) €
H.

a=L08=0:(a,0) € Hy (b,0) € A se tiene que a € F°, y por lo
tanto a Ab=ab € F¢ puessiaAb e F, como aAb< a se tendria que
a € F, lo cual no es cierto. Luego, (a,0) A (b,0) = (ab,0) € H.

a=1,0=0:(a,1) € Hy (b,0) € A comoa€ FyaA (ab+b)=0
se sigue que ab + b € F°, luego (a,1) A (b,0) = (ab+ b,0) € H.

a=0,8=1: (a,0) € Hy (b1) € A, como a € F° se sigue que
ab+ a € F¢, pues de no ser asi, como a V (ab+ a) = a se tendria que
a € F, por ser a > ab+ a. Luego (a,0) A (b,1) = (ab+a,0) € H.

a=1,=1:(a,1) € Hy (b,1) € A’, como a € F se tiene que
ab+a+b e F. Entonces (a,1) A (b,1) = (ab+a+b,1) € H.

Con esto concluimos que H es ideal. Veamos que es primo.
Sean (a, @), (b,3) € A’ tales que (a,a) A (b,8) € H

a=p0=1

(a, )N (b1) e H<—= (ab+a+b1)e H
< aVbeF
< a€cF 6,beF

<~ (a,1) € H, 6, (b,1) € H.

(a,0) A (b,1) € H<= (ab+a,0) € H

<~ ab+a € F°.
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Supongamos que a € F y b€ F°. Como bV (a+b) =a+b+ab=
aVb e F, setiene que a+b € F, por lo tanto a A (a+b) =ab+a € F,
lo cual es contradictorio.

Por lo tanto, a € F¢ o b€ F, y asf (a,0) € H, 6, (b,1) € H.
a=06=0:

(a,0) A (b,0) € H <= (ab,0) € H
< abe F°
= alhbeF°
=aclF°obecF°
= (a,0) € H o (b,0) € H.
Concluimos que H es un ideal maximal (primo) de A’.

3. Por definicién de F, se tiene que F' x {1} C J. Por otra parte, si
(a,0) € F¢ x {0} entonces (a,1) ¢ J y como (a,1) A (a,0) = (0,0) € J
tenemos que (a,0) € J. Asi que (F x {1}) U (F° x {0}) C J, y como
ademds (F x {1}) U (F° x {0}) es ideal maximal de A’ se tiene la
igualdad. O

4. RELACION ENTRE S(A) Y S(4’)

Hemos visto que si A no tiene unidad entonces S(A) es un espacio de Haus-
dorff, localmente compacto. La compactacion de Alexandroff es entonces la
unica compactacién de Hausdorff por un punto de S(A), ver [5]. En esta sec-
cién probaremos que S(A’) es la compactacién de Alexandroff de S(A). En
otras palabras, en el caso booleano, es lo mismo adjuntar unidad y construir el

espectro que construir el espectro y luego compactar por un punto.
Proposicion 4.1. La funcién
f:8(A) —S(A) - {A}
I=(Fx {1} U (F°x {0})

donde F' = A — I, es una biyeccién.
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Demostracion. f es inyectiva: Si f(I1) = f(I2), entonces Fy = Fy y as{ I} = Is.
f es sobre: Dado J € Y sabemos que F = {b € A|(b,1) € J} es un filtro
maximal. Si I = A — F tenemos que f(I)=J. O

Proposicién 4.2. La funcién f es un homeomorfismo de S(A) sobre

S(A") — {A}.

Demostracion. f es continua. Consideremos un abierto bdsico de S(A’), éste
es de la forma D(a,a) con a = 1, 6, & = 0. Veamos que f~'(D(a,0)) = D(a)
y f~Y(D(a,1)) = D(a)°: (En lo que sigue F = A —I).

I € f~1(D(a,0)) <= f(I) € D(a,0)
> (a,0) ¢ f(I)
<~ a¢F°
< acF
—a¢l

< I € D(a).

Por otra parte,

Ie fY(D(a,1)) < f(I) € D(a,1)
= (a,1) ¢ f(I)
= a¢F
<~ acl

<1 € D(a)".
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Veamos que [ es abierta.

J € f(D(a)) <= f~'(J) € D(a)
=ad ) =1
—a€FconF=A4A-1
< (a,1) e (Fx{1})U(F°x{0})=J
< JeD(a,1) O

Proposicién 4.3. S(A) es denso en S(A").

Demostracion. Identificaremos aqui a S(A) con su imagen mediante f. Como
S(A) C S(A") = S(A)U{A}, al calcular la adherencia de S(A) tenemos dos op-

ciones, que sea S(A) o que sea S(A’). Si suponemos que S(A) = S(A) entonces
{A} es un abierto, luego contiene a un abierto basico. Como es un conjunto
unitario, debe tenerse que {A} = D(a, ). Veamos que esto no puede ser cierto.
Si A€ D(a,q), (a,a) ¢ A, luego v = 1.

Estamos considerando D(a,1) = {J € S(4")|(a,1) ¢ J}. El propésito es
mostrar que D(a,1) # {A} para todo a € A. Dado a € A, existe Iy un
ideal maximal de A que contiene a a. Asi a ¢ Fp = A—1y y (a,1) ¢
(Fo x {1}) U (F§ x {0}) = Jo, es decir Jy € D(a,1) y Jg # A.

Concluimos que S(A4) = S(A"). O

Como S(A) es homeomorfo a S(A") — {A}, S(A) es denso en S(A’) y este
dltimo es compacto, pues A’ es un anillo de Boole con unidad, podemos deducir

inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 4.4. Si A es un anillo de Boole sin unidad entonces S(4’) es la

compactacién de Alexandroff de S(A).
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