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METODO DE NEWTON, MATHEMATICA Y
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RESUMEN. Arthur Cayley propuso en 1.879 un problema concerniente a la
iteracién de una funcién de variable compleja. En este articulo se presenta
la historia, influencia y solucién —en términos del programa de software

Mathematica— de este apasionante problema.
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ABSTRACT. Arthur Cayley proposed in 1.879 a problem consisting of the
iteration of a function of a complex variable. This paper presents its
history, influence and solution —in terms of the Mathematica software—

of this fascinating problem.
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1. INTRODUCCION

Benoit Mandelbrot (Varsovia, 1924— ) matemadtico de origen polaco, emigrado
a Francia en 1936, acuna la palabra fractal a la matematica en el ano 1975. De
esta época para acd, la palabra fractal es evocada por toda clase de publico,
matematico o no. Sin duda, el éxito radica en las espectaculares graficas que
estos objetos generan.

(*) Gustavo N. Rubiano O. Departamento de Matemédticas, Universidad Nacional de
Colombia, Bogota.
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Para la mayoria de las personas —no dentro de la ciencia— que perciben estos
graficos, la matematica tras ellos es cosa de menor importancia y su interés
por conocerla es casi ninguno. Lo que no debe ser asi para los estudiosos de la
matematica. En este articulo desvelamos la historia de una pagina, de manera
literal una péagina, en la historia de los fractales.

2. LA HISTORIA DE UNA PAGINA

Una vez emigrado a Francia junto con su familia, B. Mandelbrot quedé pa-
ra su educacién bajo la custodia de su tio Szolem Mandelbrot, prestigioso
matematico, quien en 1.945 lo puso en contacto con un articulo del promi-
nente matematico francés Gaston Julia, indicandole ademé&s no sélo la calidad
del mismo, sino que éste era una fuente de buenos problemas; pero Mandel-
brot no se interesé por el articulo. Posteriormente, el propio Julia seria uno de
sus profesores en la universidad, pero aun con esto, Mandelbrot no encontraba
interés por el articulo, o lo habia olvidado.

Fue mucho més tarde, por el ano 1.977, cuando Mandelbrot encontré de mane-
ra inevitable el trabajo de dos eminentes matematicos: Gaston Julia y Pierre
Fatou. Era inevitable, si queria continuar con sus estudios sobre lo que llamaria
su geometria fractal [11], el tener que leer dos ‘joyas’ de trabajos sobre la itera-
cion de funciones racionales en el plano complejo, las cuales databan del ano
1918.

Todavia no se acunaba el nombre de Mandelbrot a lo que hoy se conoce como
el conjunto de Mandelbrot, nombre que le fue impuesto por A. Douady y J.
Hubbard en 1982 [21]. Aunque Mandelbrot no era el primero en visualizarlo, si
seria el primero en mirarlo con detalle. Al fin y al cabo, es quiza el objeto mas
popular de las matematicas contemporéaneas.

Estos dos trabajos sobre la iteracién de funciones permanecieron casi olvidados
por mas de 50 anos, hasta que fueron retomados por Mandelbrot. Se constituyen
entonces, en el fundamento para la posterior creacién de Mandelbrot, y son
la fuente de un tipo de fractales —conjuntos de Julia— reconocidos por su
extraordinaria belleza.

A finales del afio de 1917, Pierre Fatou (Lorient, 1878-Pornichet,1929) y Gaston
Julia (Sidi Bel Abbes, Algeria, 1893—Paris, 1978) anunciaron casi de manera
simultanea, resultados concernientes a la iteracion de funciones racionales f :
C — C, el uno constaba de dos paginas y el otro de tres, y fueron publicados en
los Comptes Rendus de la Academia Francesa de Ciencias. Estas notas breves,
eran el inicio de un inmenso trabajo.

En 1918 Julia publicé en forma de Memorias todo un extenso y fascinante
tratado sobre el tema, 198 pédginas: Mémoire sur l'itéracion des fonctions ra-
tionelles [27]. Algo similar harfa Fatou al ano siguiente en una espectacular
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trilogfa de articulos de 177 péginas: Sur les équations fonctionelles [25]. Es-
tos dos trabajos juntos, forman el cimiento del estudio contemporaneo de la
dindmica compleja.

2.1. ;Por qué Fatou y Julia deciden estudiar la iteracion? La respues-
ta es simple: para ganar un concurso. En 1915 la Academia Francesa de Ciencias
informa que el Grand Priz des Sciences Mathemdtiques de 1918, serd otorgado
a los estudios sobre iteracién.

Esto provocé un gran interés y el tema fue tomado en profundidad por Fatou,
Julia y otros. Las contribuciones fundamentales fueron hechas por Fatou. Sin
embargo, Julia fue un serio competidor y hoy en dia —y en ese entonces— el
mayor crédito le fue dado a Julia por su ‘status’ de héroe herido en combate.
En 1918 Julia recibi6 el “Grand Prix des Sciences Mathématiques”.

La mayor parte del trabajo de Julia fue escrito y desarrollado en el hospi-
tal donde permanecié convaleciente de varias operaciones dolorosas, a fin de
contrarrestar las heridas recibidas en la primera guerra mundial al resistir un
ataque enemigo para celebrar el cumpleanos del Kaiser. Estas heridas a la
postre le harfan perder su nariz, y lo obligarian entonces a llevar una cinta de
cuero para ocultar las cicatrices.

Ahora, la pregunta obligada es: jPor qué la Academia escoge este tema para el
premio?

Por dos razones [2]. La primera es que la Academia fue motivada por el uso
que Henri Poincaré (Nancy, 1854-Parfs, 1912) habfa dado a la iteracién en sus
estudios de la mecanica celeste —donde él visiond las ideas del caos dindmico
al estudiar la estabilidad del sistema solar— al competir en un concurso pro-
puesto por Oscar II, rey de Suecia y Noruega, en el cual se retaba a mostrar
rigurosamente que el sistema solar modelado por las ecuaciones de Newton era
dindmicamente estable. Aunque Poincaré no dio una solucién completa al pro-
blema, gand el concurso, habia creado un nuevo método analitico y vislumbrado
lo que seria la teoria del caos. Tuvo todos los honores por sus contribuciones a la
matematica. En el ano 1906 fue elegido Presidente de la Academia de Ciencias
y hasta su muerte Director de la Academia Francesa.

La segunda, porque ya existia una tradicién francesa en el interés por estudiar
la iteracién o dindmica de las funciones complejas, comenzando en los estudios
de Gabriel Koenigs (Toulouse, 1858-Paris, 1931) en 1880, tema que también
era estudiado de manera exhaustiva por el matematico aleman Ernst Schroder
(Mannheim, 1841-Karlsruhe, 1902).

2.2. Origen de la iteracion en funciones complejas. Las bases del tra-
bajo sobre la iteracién de funciones analiticas complejas que culminaria con los
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grandes trabajos de Fatou y Julia tienen su origen en dos revisiones detalladas
al método de Newton.

La primera es un articulo notable de E. Schréder, publicado en dos partes en
1870 y 1871 [14]. Schroder es conocido primordialmente por sus trabajos en 16gi-
ca, teoria de conjuntos y reticulos. Junto con Georg Cantor, él co—descubri6 el
conocido teorema de Cantor-Bernstein-Schroder.

La segunda, escrita por el mateméatico y abogado britdnico Arthur Cayley
(1821-1895) apareci6 en 1879 [9]. Durante los catorce afios que Cayley ejer-
ci6 como abogado escribié y publicé mas de 250 articulos en matemadticas, de
los 900 que escribiria en total.

El método de Newton es probablemente el proceso méas antiguo y famoso
de iteracién, tiene sus primeras versiones en la antigua Babilonia, reino de
Mesopotamia, hoy Irak [3].

Curiosamente, aunque lleva el nombre de Newton desde el ano 1830, no es
mérito de Isaac Newton (1642,1727) el haberlo propuesto en la manera como
hoy lo conocemos (ver ecuacién 1). Este, como otros mitos, le asigna a Newton
descubrimientos que no hizo [20]. De hecho, no hay evidencia de que Newton
lo conociera, segun Nick Kollerstrom, el crédito debe ser dado a Thomas Simp-
son (1710-1761) —el mismo autor de la conocida “regla de Simpson” para la
aproximacién de integrales definidas—. También es notable la participacion de
otros matematicos como Joseph Raphson, Joseph Fourier, de tal manera que el
método podria ser llamado el método de Newton—Raphson—Simpson—Fourier.

El método de Newton para los nimeros complejos —el caso real y su inter-
pretacién geométrica en términos de las rectas tangentes es un tema bien
conocido— consiste basicamente en lo siguiente. Sea f : C — C una funcién
analitica. Una solucién (asumimos la existencia) de la ecuacién f(z) = 0 puede
ser aproximada por el Método de Newton

Zk41 = Ny(zx), k=0,1,...

usando la iteracion

(1) N¢(z) =2 —

donde el primer ‘invitado’ zy es ‘suficientemente’ cercano a la solucién espe-
rada. Para las condiciones locales sobre la convergencia ver [2], y para una
interpretacién geométrica en el caso complejo ver el excelente e introductivo
articulo [33].

A mediados de los anos 1800, i.e. siglo XIX, la convergencia del método de
Newton para encontrar las rafces reales de una ecuacién f(z) = 0 era un hecho
bien examinado. Las investigaciones de Schroder y Cayley se distinguian de las
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anteriores porque consideraban la convergencia del método de Newton para las
raices complejas de f(z) = 0.

Schroder y Cayley estudiaban de manera independiente la convergencia del
método de Newton para las funciones complejas cuadrdticas f(z) = az?+bz+c.
En particular, habian mostrado que dado un punto inicial zy del plano, las suce-
f(z)
f'(2)
sucesion {zg, 21, 22, ...} —donde 2,41 = Nf(z,)— que en caso de converger lo
hacia a una de las dos raices del polinomio cuadratico. Mas atin, conocian exac-
tamente cémo era la convergencia para cualquier punto zo del plano complejo,
Cayley afirmaba “...la solucion es facil y elegante en el caso de la ecuacion
cuadrdtica...”.

sivas iteradas —compuestas— de la funcién Ny (z) =z —

producian una

En efecto, habian demostrado que la mediatriz —la perpendicular levantada en
el punto medio— correspondiente al segmento de recta que une las dos raices
divide al plano en dos regiones, cada una de las cuales es atraida a una raiz,
es decir, cada raiz es como un iman atractor para todos los puntos que se
encuentran en ese mismo semiplano. Histéricamente, la primera respuesta en
aparecer publicada fue la de Schréder en 1871, pero el crédito —injustamente—
solo se la ha otorgado a Cayley, cuya prueba sdlo apareceria mucho més tarde,
en 1879.

2.3. El problema de Cayley en una hoja. En 1879, Cayley publica en
el American Journal of Mathematics, un articulo de una sola pagina titulado
The Newton—Fourier imaginary problem [10] (ver figura 1).

El problema que Cayley plantea es en esencia lo siguiente: tome un polinomio
—o funcién racional— cualquiera p(z) con raices aq,...,a,. Si a cada punto
del plano aplicamos el método de Newton, obtenemos que esta sucesién en caso
de converger, lo hace a una de las ay, raices. Si notamos por A(ay) el dominio
o cuenca de atraccién de la raiz ag, i.e., A(ag) es el subconjunto del plano
formado por todos los puntos cuya iterada por el método de Newton converge
a la raiz ay, Cayley se pregunté: jcomo son estas regiones? jcomo pueden ser
descritas geométricamente?.

Notese el paso importante que dio Cayley al formular esta pregunta: pasd de
observar un comportamiento local de la funcion en cada punto, para prequntarse
por un comportamiento global de la funcion en la dindmica del plano.

Ya que el problema habia sido resuelto para los polinomios cuadraticos tomando
como modelo a p(z) = 22 — 1, Cayley se propuso como paso siguiente encontrar
la solucién para los polinomios de orden tres, es decir cibicos, iniciando su
trabajo con p(z) = 23 — 1.
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Desiderata and Suggestions.
By Proressor CAYLEY, Cambridge, England.
No. 3—THE NEWTON-FOURIER IMAGINARY FROBLEM.

Tuk Newtonian method as completed by Fourier, or say the Newton-
Fourier method, for the solution of a numerical equation by successive ap-
proximations, relates to an equation f(x) =0, with real coefficients, and
to the determination of & certnin real root thereof @ by means of an as-
sumer approximate real value £ satisfying prescribed conditions: we then,

£,

from £ derive o nearer approximate value & by the formula £, = {— 7

and thence, in like manner, &, &£, &, . .. approximating more and more
nearly to the required root a.

In connexion herewith, throwing aside the restrictions as to reality, we
have what T call the Newton-Fourier Imaginary Problem, as follows.

Take £ (1), a given rational and integral function of u, with real or ima.
ginary coefficients; £, a given real or imaginary value, and from this derive
16
S
ceding one by the like formula.

A given imaginary quantity x 4 iy may be represented by a peint the
coordinates of which ave {#, y): the roots of the equation are thus repre-
sented by given points 4, B, €..., and the values £, &, £2. .. by points
P, P, P,,...the first of which is assumed at pleasure, and the others each
from the preceding ome by the like given geometrical eonstruction. The
problem is to determine the regions of the plane, such that P being taken at
pleasure anywhere within one region we arrive ultimately at the point 4;
anywhere within another ragion at the point B; and so for the several points
representing tho roots of the equation.

The solution is easy and elegant in the case of a quadric equation, but
the next suceeeding case of the cubic equation appears to present considerable
diffieulty.

Castunipar, March 5, 1873,

£, by the formula & =§£— , and thence £y, &, £, . . . each from the pre-

e ——— i ————

Figura 1. La hoja

Tras varios anos de trabajo Cayley desistié del problema, no por solucionarlo,
sino por el contrario, al no encontrar una solucién o una manera de encontrarla.

Por qué fall6 Cayley en encontrar una solucién? Porque el problema para el
caso de polinomios de orden tres estaba lejos de ser trivial, como si lo era para
el caso de orden dos. Sabemos hoy en dia, 130 afios después, que la frontera
entre estas cuencas de atraccién A(ay) tiene un comportamiento caético y es
fuente de los mas bellos ejemplos de fractales, como lo veremos en la siguiente
seccion.
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3. Mathematica

A continuacién, utilizamos el paquete de software Mathematica® para reinter-
pretar el problema propuesto por Cayley y solucionarlo.

Dados una funcién f y un punto x, el efecto de aplicar sucesivamente la funcién
f al punto x produce las iteradas de la funcién f en el punto z, o la érbita
Of(x) de f en el punto z, i.e.,

Of(x) = {z, f(2), f*(2), f*(2),.... f"(2),.. .},

donde la notacién f™(x) denota a f compuesta con f(*~; esto es, fo f(*~D y
no la n-ésima potencia de f ni la n-ésima derivada de f. Esta sucesiéon genera
lo que es conocido como un sistema dinamico discreto, el cual se caracteriza
por la aplicacién de una funcién a un punto una y otra vez. De hecho, el paquete
de software Mathematica(©? tiene un comando predefinido para ayudarnos en
este proceso. La linea 1 del siguiente c6digo itera la funcién f en el punto a
cinco veces; la linea 2, que es la salida de 1, es la lista de esta iteracion:

Mathematica

NestList[f,a,5]
{a,flal,f[f[al],f[f[£f[al]],f[£[f(£[al]1],f[f[£[£[£[a]]]1]}

El comando FixedPointList[f,expr] genera como resultado de aplicar f
repetidamente, una lista {x,f [x],f[f[x]], ...} hasta que los términos de la
lista ya no cambian. Por ejemplo, calculemos la iterada del punto x = 1.57 para
la funcién cosz.

Mathematica
FixedPointList[Cos, 1.57, 1000]

{1.57, 0.000796327, 1, 0.540303, 0.857553, 0.65429, 0.79348,
.701369, 0.76396, 0.722102, 0.750418, 0.731404, 0.744237,
.735605, 0.741425, 0.737507, 0.740147, 0.738369, 0.739567,
.738766, 0.739304, 0.738938, 0.739184, 0.739018, 0.73913,

.739055, 0.739106, 0.739071, 0.739094, 0.739079, 0.739089,
.739082, 0.739087, 0.739084, 0.739086, 0.739085, 0.739085}

o O O O O

L Mathematica es un paquete de software inmenso para hacer el cémputo y la exploracién
de problemas matematicos. Contiene centenares de funciones mateméticas y de comandos
para producir graficos. Es un lenguaje de programacién completo.

2Para obtener una visién més completa de los alcances del paquete, se recomienda visitar

su pagina web: www.wolfram.com/mathematica.
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De manera maés lacénica, el comando FixedPoint [f,x] hace lo mismo que el

anterior, pero solo escribe el valor que se hace fijo.
Mathematica

In[1] := FixedPoint[Cos, 1.57, 1000]
Out[1]= 0.739085

Podemos conocer el numero de pasos mecesarios para que una orbita converja
a un punto fijo. Este comando —o su equivalente en el programa de software
que se use— jes el encargado de generar los colores que hacen de los fractales
figuras espectaculares!

Mathematica
In[1]:= Length[FixedPointList[Cos, 1.57]]
Out[1]= 36

Por supuesto, podemos preguntarnos por las 3 raices complejas del nimero 1,
es decir, buscar las soluciones de la ecuacién z> — 1 = 0, o lo que es igual,
hallar las raices del polinomio 2> — 1, o de manera més general, las n raices del
polinomio 2™ — 1 = 0.

Por la férmula 2™ = r™(cosnf + i sennf) las n raices del polinomio 2" —1 =10
estdn esparcidas en la circunferencia unidad S' —ya que su médulo debe ser
1— a una misma distancia entre ellas.

La funcién de variable compleja f : C — C con f(z) = 2% — 1 tiene tres raices

—Ilas tres raices cubicas de 1— las cuales podemos calcular con Mathematica:
Mathematica

Solve[z~3-1==0,z] "las tres raices de z~3-1"

{1, -0.5 - 0.866025i, -0.5 + 0.866025i}

En particular, las 3-ésimas raices de 1 son 1,e27%/3 ¢4mi/3,

El método de Newton, es por supuesto un algoritmo facil de adaptar al compu-
tador y consiste en lo siguiente. Dada la funcién f le queremos encontrar una
raiz, es decir, un valor a tal que f(a) = 0. Para ello tomamos un punto inicial
xo no muy lejos de a, y generamos una sucesién de puntos {z,, }, que converge
a a. La ecuacién que debemos iterar es

(2) Tntl = Tp — ff/((in)) ’ n= 07 ]-a 27 cee

la cual nos sugiere la funcién N¢(z) de Newton asociada a f que se itera:

Q Ny(o) = - )
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Su cédigo en esta dado por,
Mathematica

ListaMetodoNewton[f_, {x_, x0_}, n_] :=

NestList[# - Functionl[x,f] [#]/Derivative[1] [Function[x, f]] [#]
&, x0, n]

Para este polinomio f(z) = 2% — 1 la funcién que iteramos en el método de
Newton es Ny
2 -1 1422
(3 —1) 322
la cual notamos como Newton 3 para recordar el exponente.

Ny(z) =z —

.Cémo es la cuenca de atraccién?® de la raiz 17 es decir jqué puntos del plano
tienen una érbita que converge a 17

Para visualizar ésta y las otras dos cuencas de atraccién tomamos la siguiente
estrategia:

= Consideramos nuestro plano complejo pixelado, usualmente tomamos
el tamano de [—2,2] x [-2,2] con 500 pixeles para cada uno de estos
lados, lo que nos produce una pantalla con 250.000 pixeles. Para cada
uno de estos 250.000 puntos calculamos a donde converge su érbita por
la funcién Newton 3. Por supuesto, debemos fijar un niimero méximo
de iteraciones permitido para cada punto. Entre maés exijamos, mas
tiempo requiere la compilacién del programal

= A cada punto de la pantalla le asociamos ahora el valor de la raiz
correspondiente, de suerte que cada uno de los 250.000 pixeles tiene

3Rl problema de encontrar las cuencas de atraccién para z3 + 1 fue propuesto por Cayley
[Ca] en 1879. Por supuesto Cayley no pudo ir més alld de los polinomios cuadréticos por este

comportamiento cadtico que ahora si podemos ver!.
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la etiqueta 1, —0.50.866025¢ 6 —0.5 — 0.866025i. Por supuesto, estos
numeros no los podemos colocar en la pantalla, pero lo que si podemos
es darle un color a cada una de estas etiquetas, con lo que los puntos
que convergen a 1 se colorean de rojo, los que van a —0.5 + 0.866025:
de azul y los que van a 0.5 — 0.866025¢ de verde (ver fig. 2).

Figura 2. Cuencas de atraccién para las tres rafces de f(z) = 23 — 1.

= La manera como asignamos el color —o un nivel de gris— a cada una
de las tres etiquetas es evaluando el argumento —la medida del angulo
en radianes nos produce un nimero real— de la raiz a donde converge
la iterada del punto (linea 5 del siguiente cédigo) lo cual nos produce
un nimero escalar y este a su vez un color —o escala de grises— por
medio de la funcién ColorFunction -> Hue (linea 6).
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Figura 3. Cuenca de atraccién de la raiz 1 4 0i.

Mathematica

newton3Arg = Compile[{z, _Complex},
Arg[FixedPoint [(1 + 2#73)/(3#"2) &, z,100]11]1;

ListDensityPlot [Table [newton3Arg[x+Iy],{x,-2,2,0.03},{y,-2,2,0.03}],
Mesh-> False, ColorFunction -> GrayLevell]

Una variante a la asignacion de color, la cual produce usualmente graficos més
bonitos, es la siguiente:

= A cada uno de los 250.000 pixeles, en lugar de asignarle el color segiin
la raiz alcanzada por el método para ese punto, lo asignamos segin
la velocidad con la que cada uno de los puntos se acerca a su raiz,
i.e., medimos la longitud, el nimero de iteraciones necesarias para con-
verger o acercarse con la precision deseada a la raiz; la linea 2 del
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siguiente cédigo mide el niimero de iteraciones necesarias para alcan-

zar la precision ‘deseada’ que es dada por la linea 3 exigiendo estar a
una, distancia menor de 1076 entre dos iteradas consecutivas.

Mathematica

DensityPlot[
Length[FixedPointList[(1 + 2 #°3)/(3 #°2) &, x + I\ y, 20,
SameTest -> (Abs[#1 - #2] < 107-6 &)]1],
{x, -2, 2}, {y, -2, 2}, Mesh -> False, PlotPoints -> 1000,
ColorFunction -> GrayLevel, ImageSize -> 300]

-2 -1 0 1

Figura 4. Conjunto invariante (de Julia) para las raices de z® — 1.
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En la figura 3 hemos pintado de negro la cuenca de atracciéon para la raiz 1, y
poder asi observar la frontera entre las cuencas de atraccién de las tres raices,
la cual muestra la complejidad de esta regién (ver fig. 4) —conjunto de Julia—
la cual es de caracter fractal.

En la figura 5 observamos en detalle una regién muy pequena de este conjunto,
la que esta ubicada entre las coordenadas: —1 <z < 0.7y —0.5 <y < 0.5. Lo
primero que observamos es que en esta region se recupera la imagen inicial, es
decir, tenemos la escala. Los puntos de blanco son los que corresponden a la
frontera entre las tres cuencas de atraccion.

Para el siguiente zoom elegimos un ‘detalle del detalle’; es decir, una escala
muy pequena de la figura inicial. Vemos que nuestra figura se recrea al infinito
y por doquier. Asi podriamos seguir indefinidamente. La frontera del conjunto
que estamos representando es entonces una estructura fractal. Y este es el
primero de una coleccién que iremos describiendo en este texto.

Observemos ademds, que puntos que estan muy préximos, es decir, a lado y
lado de la frontera —de color blanco— convergen a distintas raices (ver fig.
4). No parece facil entender el porqué o el cémo de este comportamiento en
la frontera. Comportamiento que entre otras cosas es un buen ejemplo de lo
que llamamos caos matematico: pequenisimos cambios en los valores iniciales
conducen a comportamientos completamente diferentes.

De manera similar, todo lo anterior lo podemos calcular para otros polinomios,
pero no de orden tres, por ejemplo para z*—1, z° —1, etc., o aiin para funciones
que no sean polinémicas como z? — 2% y 23 — 3%,

Es interesante observar lo siguiente. Una funcién analitica compleja siempre
descompone al plano en dos regiones disyuntas: la regién estable llamada el
congunto de Fatou, en el cual la dindmica es relativamente sencilla, y otra regiéon
llamada el conjunto de Julia —la frontera del anterior— donde la funcién es
cadtica.
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Figura 5. Zoom sobre las cuencas de atraccién.
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Figura 6. Cuencas de atraccién para z° — 1y 22 — 27,
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Figura 7. Cuencas de atraccién para las n—raices de 1y —1, n=3,4,...,11.
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Figura 8. Cuencas de atraccién para z3 — 3 y dos detalles: alien y collar.
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Figura 9. Polinomio 2° — 23 4+ 22 — 4 entre —1.5 — 1.5i y 1.5 + 1.54. Detalle
para la caja limitada por los puntos —1.4 — 0.2¢ y —0.8 + 0.21.
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