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NUEVAS IDENTIDADES ELEMENTALES CON LOS
NÚMEROS DE FIBONACCI

JESÚS ANTONIO AVILA G. (*)

Resumen. En esta nota se usan algunos conceptos del álgebra lineal como

producto interno, traza y determinantes de matrices, para obtener algunas

propiedades elementales de los números de Fibonacci. Inicialmente se

conjeturan dichas propiedades a partir de casos particulares y finalmente

se presentan pruebas formales de las mismas.

Palabras claves. Números de Fibonacci, producto punto, traza de una

matriz, determinante de una matriz.

Abstract. In this paper we present some properties of Fibonacci num-

bers, using some mathematical notions as dot product, trace of a matrix

and determinant of a matrix. Initially we conjecture some properties from

elementary linear algebra notions, and then, we present formal proofs of

these properties.
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matrix, determinant of a matrix.
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1. Introducción

La sucesión de Fibonacci fue introducida por Leonardo de Pisa en el año 1202,
en su obra titulada “Liber Abacci”. Desde el origen de esta sucesión han sido
innumerables las propiedades y curiosidades encontradas, además de su relación
con otras áreas del conocimiento como bioloǵıa, economı́a y computación, entre
otras [13,14]. Ahora bien, en la mayoŕıa de trabajos y art́ıculos sobre el tema,
las propiedades son presentadas como un resultado final, olvidando el proceso
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mediante el cual se obtuvieron las mismas. Entonces, es natural preguntarse
¿Cómo pueden obtenerse propiedades de la sucesión de Fibonacci?. Una res-
puesta parcial a este interrogante es lo que se pretende dar en esta nota, cuyo
objetivo principal es mostrar de manera didáctica el uso de algunos conceptos
del álgebra lineal para obtener algunas propiedades elementales de los números
de Fibonacci. Inicialmente estas propiedades son llamadas conjeturas, pues son
obtenidas de la observación de casos particulares. Finalmente se presentan las
demostraciones formales de las mismas, con lo cual se prueba que son realmente
identidades o propiedades Fibonacci.

2. Preliminares

En esta sección se presenta la definición formal de los números de Fibonacci y
algunas de sus propiedades. Estas serán utilizadas en algunas demostraciones
de la sección 4.

Se conoce como números de Fibonacci a los elementos de la sucesión (sucesión
de Fibonacci) dada por F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3 . . . y donde el término
n-ésimo está dado por la suma de los dos anteriores, es decir, Fn = Fn−1+Fn−2

para n ≥ 3. Entre algunas de las muchas propiedades de esta sucesión, se pueden
citar:

Identidad de Catalan:
Identidad de d’Ocagne:

Identidad de Gelin-Cesàro:
Identidad de Cassini:

Identidad de Honsberger:

F 2
n − Fn+rFn−r = (−1)n−rF 2

r

FmFn+1 − FnFm+1 = (−1)nFm−n

F 4
n − Fn−2Fn−1Fn+1Fn+2 = 1

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n

Fk+n = Fk−1Fm + FkFm+1

La última identidad es solo una de las muchas debidas a Honsberger [7], sin em-
bargo en este trabajo será identificada aśı. Un estudio detallado de los números
de Fibonacci, su relación con los números de Lucas, propiedades geométricas,
curiosidades y aplicaciones se encuentra en [2], [4], [5], [6] y [12]. Igualmente
pueden consultarse algunas nociones matemáticas que provienen de esta suce-
sión, como funciones hiperbólicas de Fibonacci [11], Polinomios de Fibonacci
[10], Q-matrices de Fibonacci [7], Geometŕıa de Fibonacci [1].

3. Las Conjeturas

En este numeral se utilizan nociones matemáticas como producto interno,
traza y determinantes de matrices para inferir “posibles” propiedades de los
números de Fibonacci. Estas serán llamadas conjeturas.
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Caso 3.1. Considérense las siguientes parejas ordenadas (1, 2), (3, 5), (8, 13),
(55, 89); donde cada pareja consiste de un número de Fibonacci y su consecu-
tivo. Al realizar algunos productos internos entre estas parejas se obtiene

(1, 2) · (3, 5)
(3, 5) · (8, 13)

(8, 13) · (55, 89)

= 3 + 10 = 13
= 24 + 65 = 89
= 440 + 1157 = 1597

Obsérvese que el producto interno de esas parejas da como resultado un número
de Fibonacci. Aśı tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 3.1. Dadas las parejas de números de Fibonacci (Fn, Fn+1) y
(Fm, Fm+1), se tiene que (Fn, Fn+1) · (Fm, Fm+1) = Fn+m+1, o equivalente-
mente FnFm + Fn+1Fm+1 = Fn+m+1.

Caso 3.2. Considérense las matrices

[
1 1
2 3

]
,
[

1 2
3 5

]
,
[

2 3
5 8

]
,
[

3 5
8 13

]
,
[

5 8
13 21

]
donde las entradas de cada una de ellas son números de Fibonacci consecutivos,
ordenados por filas. Al calcular la traza de cada una de estas matrices, se obtiene
respectivamente 4, 6, 10, 16, 26. Y obsérvese que cada uno de estos valores es
igual al doble del número de Fibonacci que se encuentra en la esquina inferior
izquierda.

Conjetura 3.2. tr

[
Fn Fn+1

Fn+2 Fn+3

]
= 2Fn+2, es decir, Fn + Fn+3 = 2Fn+2.

En otros términos se podŕıa decir que dados cuatro números de Fibonacci
consecutivos, el primero más el último es igual a dos veces el tercero.

Cual será el resultado cuando se considera la traza de matrices de orden supe-
rior?

Caso 3.3. Considérense las siguientes matrices 1 1 2
3 5 8
13 21 34

,

 2 3 5
8 13 21
34 55 89

,

 55 89 144
233 377 610
987 1597 2584

,

 377 610 987
1597 2584 4181
6765 10946 17711

,

 2584 4181 6765
10946 17711 28657
46368 75025 121393





NUEVAS IDENTIDADES ELEMENTALES CON LOS NÚMEROS DE FIBONACCI 33

Al calcular la traza de cada una de ellas, se obtiene respectivamente 40, 104,
3016, 20672, 141688. Y obsérvese la siguiente relación: 40 = 8×5, 104 = 8×13,
3016 = 8×377, 20672 = 8×2584, 141688 = 8×17711. Por lo cual, la traza de
estas matrices al parecer es igual a 8 veces el número de Fibonacci que está en
el centro.

Conjetura 3.3. tr

 Fn Fn+1 Fn+2

Fn+3 Fn+4 Fn+5

Fn+6 Fn+7 Fn+8

 = 8Fn+4, o equivalentemente

Fn + Fn+8 = 7Fn+4.

Caso 3.4. Considere las siguientes matrices
1 1 2 3
5 8 13 21
34 55 89 144
233 377 610 987

,


2 3 5 8
13 21 34 55
89 144 233 377
610 987 1597 2584

,


3 5 8 13
21 34 55 89
144 233 377 610
987 1597 2584 4181

,


13 21 34 55
89 144 233 377
610 987 1597 2584
4181 6765 10946 17711


La traza de cada una de ellas es respectivamente 1085, 2840, 4595 y 19465. Y
obsérvese que todos estos valores son divisibles por 5.

Conjetura 3.4. tr


Fn Fn+1 Fn+2 Fn+3

Fn+4 Fn+5 Fn+6 Fn+7

Fn+8 Fn+9 Fn+10 Fn+11

Fn+12 Fn+13 Fn+14 Fn+15

 = 5k, ó equivalente-

mente Fn + Fn+5 + Fn+10 + Fn+15 = 5k.

Ahora se usarán los determinantes.

Caso 3.5. Considérense las siguientes matrices[
1 1
2 3

]
,
[

1 2
3 5

]
,
[

2 3
5 8

]
,
[

8 13
21 34

]
,
[

55 89
144 233

]
Al hallar el determinante de cada una de ellas, se obtiene respectivamente
1,−1, 1,−1, 1. Entonces, al parecer el determinante de toda matriz 2x2 cuyas
entradas son números de Fibonacci consecutivos es 1 ó -1.

Conjetura 3.5. det
[

Fn Fn+1

Fn+2 Fn+3

]
= (−1)n+1, es decir, FnFn+3−

Fn+1Fn+2 = (−1)n+1. En otros términos, dados cuatro números de Fibonacci
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consecutivos, el primero multiplicado por el último menos el segundo multipli-
cado por el tercero es igual a ±1.

Ahora se considerarán determinantes de matrices 2x2, donde las entradas son
números de Fibonacci no consecutivos.

Caso 3.6. De las matrices del Caso 3.3, se obtienen las siguientes matrices de
orden 2x2 extrayendo las entradas que están en las esquinas.[

1 2
13 34

]
,

[
2 5
34 89

]
,

[
55 144
987 2584

]
,

[
377 987
6765 17711

]
,

[
2584 6765
46368 121393

]
Al calcular el determinante de estas matrices, se obtiene respectivamente 8,−8, 8,
−8, 8.

Conjetura 3.6. det
[

Fn Fn+2

Fn+6 Fn+8

]
= (−1)n+18, ó equivalentemente FnFn+8−

Fn+2Fn+6 = (−1)n+18.

Caso 3.7. Multiplicando cada número de Fibonacci por su consecutivo, se tiene
la sucesión 1, 2, 6, 15, 40, 104, 273, 714, ... y tomando las siguientes matrices[

1 2
6 15

]
,

[
2 6
15 40

]
,

[
6 15
40 104

]
,

[
15 40
104 273

]
,

[
40 104
273 714

]
se obtienen como determinantes 3, -10, 24, -65, 168 respectivamente. Valores
que se pueden escribir como (−1)222 − 1, (−1)332 − 1, (−1)452 − 1, (−1)582 −
1, (−1)6132 − 1.

Conjetura 3.7. det
[

FnFn+1 Fn+1Fn+2

Fn+2Fn+3 Fn+3Fn+4

]
= (−1)n+1F 2

n+2− 1, o equiva-

lentemente FnFn+1Fn+3Fn+4 − Fn+1F
2
n+2Fn+3 = (−1)n+1F 2

n+2 − 1.

Caso 2.8. Elevando al cuadrado cada número de Fibonacci, se obtiene la suce-
sión 1, 1, 4, 9, 25, 64, 169, 441, 1156, ... y tomando las matrices

[
1 1
4 9

]
,

[
1 4
9 25

]
,

[
4 9
25 64

]
,

[
9 25
64 169

]
,

[
25 64
169 441

]
,

[
64 169
441 1156

]
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se obtienen como determinantes 5,−11, 31,−79, 209,−545 respectivamente.
Obsérvese que aparentemente no hay un patrón que permita inferir una posible
propiedad (diferente a que son números impares). Ahora, al tomar las matri-
ces cuyas entradas son el mismo número de Fibonacci en la diagonal prin-
cipal y en los otros lugares sus dos consecutivos, se obtienen como determi-
nantes −1,−5,−11,−31,−79,−209,−545 respectivamente. Entonces, bien po-

dŕıa conjeturarse que (−1)n det
[

Fn+1 Fn+2

Fn+3 Fn+1

]
= det

[
F 2

n F 2
n+1

F 2
n+2 F 2

n+3

]
. Sin

embargo al evaluar valores de n mayores o iguales a 20, esta igualdad ya no es
cierta!!, pero entonces se tiene una curiosidad más de los números de Fibonacci,

pues
F 2

nF 2
n+3 − F 2

n+1F
2
n+2

F 2
n+1 − Fn+2Fn+3

= (−1)n, para 1 ≤ n ≤ 19.

4. Demostraciones de las Conjeturas

En esta sección se demuestran las conjeturas encontradas en la sección anterior,
mostrándose aśı que todas ellas son identidades Fibonacci. Las conjeturas 3.1
y 3.5 son de hecho casos particulares de la identidad de Honsberger y de la
identidad de d’Ocagne, para k − 1 = n y m = n + 1 respectivamente. Para
probar la conjetura 3.2, basta observar que Fn + Fn+3 = Fn + Fn+1 + Fn+2 =
2Fn+2.

Demostración Conjetura 3.3. Por inducción sobre n. Para n = 1 se tiene
que F1 + F9 = 1 + 34 = 7F5. Supóngase que la igualdad es válida para algún
n. Debemos probar que es válida para n + 1. De la hipótesis de inducción se
tiene que Fn + Fn+8 = 7Fn+4, entonces sumando 7Fn+3 a ambos lados de la
igualdad se obtiene 7Fn+5 = Fn +Fn+8 +7Fn+1 +7Fn+2 = Fn+1 +Fn +Fn+1 +
7Fn+2 + 5Fn+1 + Fn+8 = Fn+1 + Fn+2 + 7Fn+2 + Fn+1 + 4Fn+1 + Fn+8 =
Fn+1 + Fn+3 + 7Fn+2 + 4Fn+1 + Fn+8 = Fn+1 + 5Fn+3 + 3Fn+2 + Fn+8 =
Fn+1 +2Fn+3 +3Fn+4 +Fn+8 = Fn+1 +Fn+4 +2Fn+5 +Fn+8 = Fn+1 +Fn+5 +
Fn+6 + Fn+8 = Fn+1 + Fn+9.N

Demostración Conjetura 3.4. Utilizando la identidad de Honsberger se ob-
tiene que

Fn+5

Fn+10

Fn+15

= 3Fn + 5Fn+1

= 34Fn + 55Fn+1

= 377Fn + 610Fn+1

Aśı, Fn + Fn+5 + Fn+10 + Fn+15 = 415Fn + 670Fn+1 y este resultado es de la
forma 5k, con k = 83Fn + 134Fn+1.N

Demostración Conjetura 3.6. Por inducción sobre n. Para n = 1 se tiene
que F1F9 − F3F7 = 8. Supóngase que la igualdad es válida para algún n.
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Debemos probar que es válida para n + 1. De la hipótesis de inducción se tiene
que FnFn+8 − Fn+2Fn+6 = (−1)n+18, entonces multiplicando por −1 a ambos
lados de la igualdad se obtiene Fn+2Fn+6 − FnFn+8 = (−1)n+28. Entonces,
(−1)n+28 = (Fn + Fn+1)Fn+6 − Fn(Fn+6 + Fn+7) = Fn+1Fn+6 − FnFn+7.
Ahora sumando y restando 2Fn+1Fn+7 en el lado derecho de la última igualdad,
se obtiene que (−1)n+28 = Fn+1Fn+6 − FnFn+7 + Fn+1Fn+7 + Fn+1Fn+7−
Fn+1Fn+7−Fn+1Fn+7. Aśı, se obtiene finalmente que (−1)n+28 = Fn+1(Fn+6+
Fn+7 + Fn+7)− Fn+7(Fn + Fn+1 + Fn+1) = Fn+1Fn+9 − Fn+7Fn+3.N

Demostración Conjetura 3.7. Aplicando la identidad de Gelin-Cesàro y
luego la identidad de Cassini en la parte izquierda de la igualdad se tiene,
FnFn+1Fn+3Fn+4−Fn+1F

2
n+2Fn+3 = F 4

n+2−1−Fn+1F
2
n+2Fn+3 = F 2

n+2(F 2
n+2−

Fn+1Fn+3)− 1 = (−1)n+1F 2
n+2 − 1.N

5. Comentarios Finales

Como se ha mostrado en esta nota, es posible encontrar propiedades de los
números de Fibonacci usando nociones matemáticas elementales. Sin embargo
es importante notar que para inferir una propiedad se deben observar muchos
casos particulares, preferiblemente usando algún programa computacional. El
paso siguiente es definir la conjetura y finalmente se debe dar una prueba formal
de la misma, para ser llamada propiedad o identidad Fibonacci. Por ejemplo
al considerar matrices de orden 5x5 y 7x7 como en el Caso 3.3, se tiene que
la traza de estas matrices es respectivamente 341 y 105937 veces el número de
Fibonacci del centro de la matriz. Pero este resultado es una conjetura, por lo
que seŕıa interesante determinar si estas son realmente identidades Fibonacci y
encontrar cómo vaŕıan estas constantes respecto al orden (impar) de la matriz.
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