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RESUMEN

El algebra escolar constituye un tema central de investigacion dentro del &mbito de la
Teoria Antropolégica de lo Didactico. Desde diversas investigaciones se ha estado indagan-
do el papel que el algebra puede jugar en la Educacion Secundaria y las restricciones a las
que su estudio esta sujeto, partiendo de un modelo epistemoldgico “alternativo” del algebra
escolar como instrumento de modelizacion. En primer lugar, en este articulo realizaremos
una revision de los resultados mas relevantes obtenidos dentro de este dominio de investi-
gacion. En segundo lugar, expondremos parte de nuestra investigacion sobre el estudio de
la proporcionalidad y las relaciones funcionales en la Educacion Secundaria. Por Gltimo,
esbozaremos las lineas de investigacion en las que seguimos trabajando en la actualidad y
posibles problemas abiertos.

ABSTRACT

School algebra is a central research topic within the Anthropological Theory of Didactics.
The role algebra can play in Secondary Education and the constraints that affect its study
have been investigated from several researches, assuming an “alternative” epistemological
model of school algebra as a modelling tool. Firstly, in this paper we will carry out a review
of some of the main results obtained within this research domain. Secondly, we will explain
a part of our research on the study of proportionality and functional relations in Secondary
School. Finally, we will outline some research trends which we are developing at this moment
and possible new research questions.

1 Co-autores: Bosch, M. (Universidad Ramén Llull), Gascon, J. (Universidad Auténoma de Barcelona) y Ruiz-
Higueras, L. (Universidad de Jaén).

INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA XI
Francisco Javier Garcia (2007). EL ALGEBRA COMO INSTRUMENTO DE MODELIZACION. ARTICULACION DEL
ESTUDIO DE LAS RELACIONES FUNCIONALES EN LA EDUCACION SECUNDARIA, pp. 71-90.



72 Francisco Javier Garcia

INTRODUCCION

La evolucién de la problematica didactica propuesta por Gascon (1998) pone de ma-
nifiesto la co-existencia de dos programas de investigacion en Didactica de las Mate-
maéticas: el programa cognitivo y el programa epistemoldgico. En ambos se construyen
desarrollos tedricos que permiten abordar la “realidad” de la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas desde diferentes perspectivas. En la medida en que las herramientas
tedricas que se usan son de naturaleza diferente, también los problemas didacticos que es
posible abordar y las soluciones que se proponen difieren en su naturaleza. Esta posibili-
dad de observar y tratar los hechos didacticos desde diferentes perspectivas puede y debe
ser interpretada como una oportunidad para enriquecer el dominio de investigacidn en
Didéactica de las Matematicas. No exenta de dificultades, en particular subyace el proble-
ma general de la complementariedad y de la articulacion (si es posible) entre diferentes
investigaciones desarrolladas en diferentes marcos tedricos y en diferentes programas
de investigacion.

En esta ponencia nos situaremos explicitamente en el programa epistemolégico y, dentro
de éste, en la marco de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD, en adelante). Esto
supone que consideraremos como objeto primario de investigacion la actividad matematica
escolar desde una perspectiva epistemoldgica e institucional. De esta forma, los procesos
cognitivos de los alumnos pasan a ser objetos secundarios, lo que no significa que sean de
menor importancia. No se trata, ni mucho menos, de “reducir” los fenémenos cognitivos a
fendmenos epistemoldgicos. Desde el programa epistemolégico se postula que una posible
via de entrada a los fendmenos didacticos es a partir del cuestionamiento y modelizacion de
su componente matematica (frente al cuestionamiento y modelizacién de su componente
cognitiva que caracteriza a las investigaciones dentro del programa cognitivo) y es esa via la
que queremos explorar.

EL PROBLEMA DEL ALGEBRA ESCOLAR EN EL AMBITO DE LA TAD: ALGUNAS
INVESTIGACIONES PREVIAS

El algebra escolar constituye uno de los temas centrales de trabajo dentro de la TAD.
Sucintamente, su origen se remonta a finales de la década de los ochenta en trabajos publi-
cados por Chevallard (1989a, 1989b), continda con los trabajos publicados en la década de
los noventa por Gascon (1993, 1994-95, 1999) y Bolea, Bosch y Gascon (1998a, 1998b) y
culmina en la realizacion de la tesis doctoral de Bolea (2003) y en los trabajos publicados
relacionados con ésta, entre otros, Bolea, Bosch y Gascon (2001, 2004). Mas all, la inter-
pretacion del algebra que emana de estas investigaciones ha dado lugar a que, en gran parte
de las investigaciones desarrolladas posteriormente en el marco de la TAD, la problemética
del &lgebra ocupe un papel central, como por ejemplo en la tesis de Fonseca (2004) sobre
las discontinuidades entre la matematica en la Educacion Secundaria Obligatoria (ESO, en
adelante) y en el Bachillerato o en la tesis de Garcia (2005) sobre la modelizacion matemaética
y el estudio de las relaciones funcionales.

Esbozaremos a continuacién algunos resultados emanados de las investigaciones anterio-
res. El objetivo es doble: por un lado, introducir al lector en el dominio de investigacion del
algebra en el marco de la TAD, por otro lado, introducir y justificar ciertos resultados sobre
los que se ha construido la investigacion de Garcia (2005), sobre la proporcionalidad y las
relaciones funcionales en la ESO.
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La naturaleza prealgebraica de la matematica escolar: el 4lgebra como aritmética ge-
neralizada

Gascon (1993, 1999, 2007) pone en evidencia que el modelo implicito dominante del al-
gebra en la institucion ESO se corresponde con una generalizacion de la aritmética escolar,
en el sentido de que la actividad matematica que se desarrolla en esta institucion resulta, al
mismo tiempo, de la prolongacion y generalizacion de las practicas aritméticas junto a la
oposicion de la actividad algebraica frente a la actividad aritmética.

Brevemente y sin pretender ser exhaustivos, el &lgebra como generalizacion y amplia-
cion de la aritmética se caracteriza por el hecho de que las nociones de algebra se definen
en contraposicion, pero a la vez en dependencia absoluta, de la aritmética escolar. Esto es,
las técnicas algebraicas surgen a partir de las técnicas aritméticas de resolucion problemas
verbales -las cuales generaliza- y, normalmente, se identifica al 4lgebra con el lenguaje alge-
braico, concibiéndose éste como una generalizacion del lenguaje aritmético. Surge de esta
forma el interés por analizar las caracteristicas del pensamiento algebraico entendido como
la extension de un supuesto pensamiento aritmético.

Sin embargo, también es posible identificar elementos que contraponen la actividad alge-
braica a la aritmética, entre los mas importantes:

- La resolucion de problemas: en “aritmética”, esta caracterizada por la realizacion de una
cadena finita de problemas simples en los que cada resultado, de naturaleza numérica,
es calculable e interpretable en términos del enunciado y esti formulado mediante una
expresion sencilla del lenguaje natural. En cambio, la resolucion de “problemas alge-
braicos” supone la produccion de relaciones algebraicas que representan un “enunciado
matematico”, obtenida por una transformacion, o por una operacion legitima entre una o
varias igualdades, o por la aplicacion de un teorema.

- Los resultados obtenidos: una medida concreta, en el caso de las practicas aritméticas.
Sin embargo, en las practicas algebraicas, podria ser una relacién entre magnitudes.

- Los objetos con los que se trabaja: con medidas concretas en aritmética frente a la ma-
nipulacién de simbolos en algebra, que deben ser interpretados de forma diferente, se-
gun el contexto en el que aparezcan (incégnitas, “nimeros generalizados”, parametros,
variables).

- Significado de los simbolos y de los signos: en la aritmética, los simbolos y signos tienen
referentes muy concretos y un sentido muy preciso, frente a la actividad algebraica, en la
que el significado de los signos se modifica de manera esencial.

En Bolea (2003, pp. 70-72) se demuestra, a partir de una serie de indicadores, como el
algebra escolar en la ESO es considerada en el sentido de una aritmética generalizada.

Esta interpretacion del algebra constituye el modelo epistemolégico de referencia, a menu-
do implicito, de gran parte de las investigaciones realizadas desde la didactica de la matema-
tica. También en la institucion de la Educacion Secundaria, Bolea (2003) demuestra, a partir
del analisis de documentos curriculares, libros de texto y de una encuesta entre profesores,
que se asume acriticamente este modelo epistemoldgico como Unico e incuestionable, cons-
tituyéndose asi en un modelo de referencia dominante en esta institucion.

La interpretacion del algebra escolar como aritmética generalizada esta en el origen de

2 No entraremos aqui a clasificar las investigaciones realizadas en torno al algebra. En Bolea (2003) se puede
consultar una reconstruccion racional del dominio de investigacion del algebra.
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muchos de los fendmenos identificados en las instituciones escolares en torno a los procesos
de ensefianza y aprendizaje del algebra. Sin embargo, su influencia se extiende alin mas lejos
puesto que toda actividad matematica, a partir de cierto nivel de complejidad, no puede ser
concebida sin la plena operatividad del instrumento algebraico.

El algebra como instrumento de modelizacion

La interpretacion del algebra como aritmética generalizada presenta importantes limita-
ciones cuando se usa como referencia para describir, formular, interpretar y abordar proble-
mas didacticos (en especial los relativos a la “ecologia” o “condiciones de vida” del algebra
escolar).

Desde diversas investigaciones realizadas en el seno de la TAD (Chevallard, 1989b, Bo-
lea, Bosch y Gascén, 1998b, Gascén, 1999, Bolea, 2003) se ha cuestionado explicitamente
el modelo epistemoldgico del algebra dominante en las instituciones escolares (y también en
gran parte de la investigacion en didactica de las matematicas) dando lugar a la formulacion
de un modelo epistemoldgico de referencia “alternativo” del algebra desde el que formular y
abordar nuevos problemas de investigacion didactica.

“Para la didactica de las matematicas, no es suficiente con describir y caracterizar el modelo del
algebra escolar dominante en la institucion docente. Es necesario, ademas, tomarlo como objeto
de estudio, como un hecho empirico a explicar y, para ello, es necesario elaborar previamente un
modelo del “algebra” propio de la didactica y utilizarlo como modelo epistemoldgico de referen-
cia para reformular la nocién de “estudiar algebra” en una institucion dada.” (Bolea, 2003, p. 65)

Chevallard (1989), a partir del analisis de la génesis del algebra, puso en evidencia que,
ante todo, el algebra surge como un instrumento al servicio del trabajo matematico, dando
lugar a un cambio radical al permitir explicitar y manipular la estructura de los problemas
matematicos, amplidndose enormemente la posibilidad de abordar mateméaticamente los pro-
blemas complejos que, antes del algebra, se reducian al primer y segundo grado con una o
dos incdgnitas.

“Aunque la aparicion del algebra se caracteriza materialmente por la proliferacion de expresio-
nes algebraicas y por la emergencia de una especie de “lenguaje algebraico”, la nueva forma de
hacer matematicas basa su verdadera potencia en las inmensas posibilidades técnicas que sur-
gen del juego del doble uso de las letras: como “incognitas™ y como “parametros”. Entre dichas
posibilidades destacan las siguientes: resolver simultdneamente una amplia clase de problemas,
justificar, interpretar y controlar el &mbito de aplicacién de las técnicas prealgebraicas (sean
“aritméticas”, “geométricas” o “combinatorias”) y, ademé&s de obtener la incognita cuando el
problema tiene solucion, explicar cuéles son las condiciones de existencia de dicha solucién y
describir la estructura del conjunto de las soluciones.” (Gascon, 1999, p. 80)

Por otro lado, el modelo epistemoldgico general de la actividad matematica en el que se
fundamenta la TAD (y que debe ser coherente con el modelo epistemolégico especifico del
algebra que se construya) sitla la modelizacién matematica en el ndcleo de toda actividad
matematica. Es por ello que las nociones basicas de la modelizacion matematica se incorpo-
ran a la descripcion que se realiza de toda actividad matematica, quedando ésta caracterizada
como la produccidn de conocimientos matematicos relativos a un sistema (matematico) gra-
cias a la utilizacion de un modelo matematico del mismo. De esta forma, frente a la division
clasica entre la matematica “pura” y “aplicada”, se postula que toda actividad matemaética
puede ser interpretada como una actividad de modelizacion de sistemas, en ocasiones intra-
matematicos, en ocasiones extra-matematicos.
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Desde esta perspectiva, desde la TAD se propone un modelo epistemoldgico de referencia
alternativo. En éste, el algebra escolar se considera, inicialmente, no como una organizacion
matematica al mismo nivel que el resto, sino como instrumento de modelizacién de todas las
organizaciones matematicas escolares (Bolea, Bosch y Gascon, 1998b). De este modo, el de-
sarrollo del instrumento algebraico provocara la modificacién de la naturaleza de las diferentes
organizaciones matematicas que se estudian en la Educacién Secundaria. Como una consecuen-
cia de su desarrollo, podra llegar a convertirse en objeto de estudio en si mismo, dando lugar a
organizaciones matematicas auténomas en torno al estudio de “estructuras algebraicas”.

Dejando a un lado el algebra como objeto de estudio, nos centraremos en la herramienta
algebraica como instrumento de la actividad matematica. En consecuencia, no nos referi-
remos a organizaciones matematicas en torno al algebra® en la ESO, sino a procesos de
algebrizacion de las organizaciones matematicas que viven en ella. Este proceso dara lugar
a diferentes grados (o niveles) de algebrizacion de las mismas (y, en consecuencia, de la
actividad matematica y de los procesos de estudio asociados).

Bolea (2003, pp. 86-88) propone cuatro indicadores del grado de algebrizacién de una
organizacion matematica y los utiliza para responder a la cuestion acerca del grado de alge-
brizacién de la matematica escolar en el ambito de la ESO. Los resultados no hacen mas que
confirmar los obtenidos previamente en Gascon (1999) los cuales demuestran que, aunque,
en un primer lugar, la matematica escolar presenta ciertos rasgos aparentemente algebrizan-
tes, un analisis mas profundo revela que en realidad el uso del algebra no va mas alla de una
“aritmética generalizada” puesto que, entre otros fenémenos:

— Nunca se rompe la relacidn de dependencia unilateral entre lo “numérico” (o aritmético)
y lo algebraico.

— Las “letras” juegan el papel de incognitas, pero rara vez de parametros.

— El conjunto de conocimientos algebraicos que se estudian aparece fuertemente atomizado
y desintegrado.

— La manipulacidn de las expresiones algebraicas casi siempre es formal, sin referencia al-
guna a sistemas matematicos o extramatematicos de los que pudiese emanar un “sentido”
de dichas manipulaciones.

— Las “demostraciones algebraicas” de fendmenos aritméticos, geométricos o combinato-
rios no juegan ningun papel en la actividad matematica que el contrato didactico asigna a
estas organizaciones escolares (y, de hecho, esta practicamente ausentes de la Ensefianza
Secundaria Obligatoria y tienden a desaparecer también en el Bachillerato).

— Las férmulas aparecen restringidas practicamente al calculo de &reas y volimenes (y a
algunas otras relaciones métricas en geometria), a algunos problemas estereotipados de
calculo comercial y la determinacion de pardmetros estadisticos, pero no aparecen como
fruto de un trabajo algebraico ni actiian como modelos (por ejemplo, para determinar las
condiciones de existencia de la incégnita).

— Las funciones tampoco se usan para construir ni estudiar férmulas. Su estudio aparece
en un ambito completamente separado e independiente de lo algebraico y obedece a una
problematica propia.

3 Como, por ejemplo, organizaciones matematicas en torno a la “traduccion del lenguaje ordinario al lenguaje
algebraico” o a la “resolucién de ecuaciones de primer grado”, que suelen encontrarse en la matematica a ensefiar
en la Educacion Secundaria Obligatoria.
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En resumen, es posible afirmar que el curriculo escolar de la Educacién Secundaria mues-
tra un fuerte grado de desalgebrizacion y, en consecuencia, que la actividad matematica
escolar tiene un marcado caracter prealgebraico.

Varias cuestiones relevantes surgen a partir de esta constatacién. En particular, ;cudles
son los factores que limitan y condicionan la actividad matematica escolar hasta tal punto
que dificultan su progresiva algebrizacion, asi como el origen de los mismos? Asi mismo, y
en relacion clara con lo anterior, ¢cuales son las condiciones que deberian darse para que la
modelizacién algebraica estuviese presente en los Sistemas de Ensefianza de las Matemati-
cas 'y, en particular, para que fuese posible el estudio escolar de organizaciones matematicas
progresivamente algebrizadas*? Y, mas lejos aun, ¢es posible y didacticamente viable, en el
actual Sistema de Ensefianza de las Matematicas, disefiar un curriculum de matematicas en
el que tenga cabida el algebra escolar como instrumento de modelizacion?

¢Por qué la modelizacion algebraica no “vive” en la ESO?

Son mudltiples las restricciones y condiciones que explican el caracter dominante del al-
gebra como aritmética generalizada y la ausencia del algebra como herramienta de mode-
lizacion. Gascon (2007) compendia y estructura diferentes restricciones, segin el ambito
desde el que provienen, usando como herramienta metodoldgica los niveles de determinacion
didactica (Chevallard, 2001). Cada nivel corresponde a un nivel de estructuracion de la or-
ganizacién matematica y, en cada uno de ellos, se introducen restricciones particulares sobre
lo que sera didacticamente posible en el aula:

Civilizacién = Sociedad > Escuela = Pedagogia = Disciplina > Area > Sector >
Tema > Cuestion

(a) Restricciones que provienen desde los niveles Civilizacion = Sociedad

Por un lado la sociedad tiende, de manera general, a exigir del Sistema de Ensefianza de
las Matematicas (SEM, en adelante) que, al menos durante la educacion obligatoria, todo
elemento de saber que se ensefia se deje traducir en términos compatibles con la epistemo-
logia cultural corriente. De esta forma, las Unicas modelizaciones aceptables por la cultura
son aquellas que pueden reducirse a modelos “concretos’. Considerados como familiares y
naturalizados, acaban apareciendo como los Unicos “pensables™.

Por otro lado Chevallard (1989b) relaciona la desalgebrizacién de la matematica esco-
lar con la peyoracion cultural del algebra, relacionada con el logocentrismo imperante en
la cultura occidental. Esta posicién metafisica sostiene implicitamente que el “pensamiento
reside en la cabeza”, se expresa por la “voz” y la “palabra” y se conserva por la “escritura”,
considerada esta como un “producto secundario” (cuando no degradado) del “pensamiento”.
Desde este punto de vista, se desprecia el papel que los formalismos cientificos escritos pue-
den desempefiar como instrumentos del pensamiento cientifico®.

4 No podemos desarrollar aqui las respuestas (atn parciales) construidas desde la TAD a estas cuestiones, asi como
otras cuestiones problematicas que se desprenden de lo anterior. Remitimos al lector a los trabajos ya referencia-
dos 'y, en particular, a Bolea (2003) y a Bolea, Bosch y Gascon (2004).

5 El uso de modelos “concretos™ de “ingresos/deudas”, “altura/profundidad sobre el nivel del mar”, “afios antes/
después del inicio de nuestra era”, etc. para la ensefianza de los nimeros negativos constituyen sin lugar a duda el
ejemplo prototipico de esta restriccion.

6 Una consecuencia visible de este hecho en los Sistemas de Ensefianza es la actitud “inerte” de la mayoria de los
alumnos ante la resolucién de un problema. Si se les pregunta, muchos responderan que “lo estan pensado”, como si la
realizacion y manipulacion de escrituras (actividad ostensiva) no formase parte de ese “proceso de pensamiento”.
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(b) Restricciones que provienen desde los niveles Escuela - Pedagogia

En consonancia con la interpretacion psicopedagdgica dominante (Gascon et al., 2004),
se tiende a eliminar algunos de los aspectos mas caracteristicos de la disciplina matematica
(por ejemplo, el trabajo técnico tranquilo y rutinario, productor de saber) con el fin de evitar
la desconcertacion de los alumnos y su salida del sistema. Asi, se fracciona el proceso de
ensefianza de las matematica hasta hacerlo desaparecer como tal proceso, convirtiendo la
matematica escolar en un conjunto atomizado de actividades aisladas, de “anécdotas mate-
maticas”, aderezadas con elementos motivantes (juegos, cercania a los intereses vitales del
alumno, herramientas tecnoldgicas, etc.). De esta forma, se tiende a convertir la ensefianza
en un mecanismo magico del que se esperan frutos casi instantaneos, eliminandose los obje-
tivos a largo plazo’.

Paradéjicamente, intentando proteger a los alumnos de toda desconcertacion y de la dure-
za de la disciplina matematica se lleva a muchos de ellos a un estado de desconcertacion per-
manente: la atomizacién excesiva de la actividad matematica escolar provoca la necesidad
de un cambio constante de actividad y a la realizacion rutinaria de maltiples micro-tareas,
siendo la mayoria de ellos incapaces de dominar técnicas amplias y flexibles que les lleven
a ser realmente competentes desde el punto de vista matematico. En estas condiciones, es
practicamente imposible que el algebra como herramienta de modelizacién pueda “vivir” y
“desarrollarse” en la actual Educacion Secundaria.

(c) Restricciones que provienen de los niveles especificos: Disciplina = Area = Sector 2>
Tema > Cuestion
La Teoria de la Transposicién Didactica (Chevallard, 1985) puso en evidencia el conjunto
de adaptaciones que sufre todo saber para poder ser ensefiado en una institucién didactica.
Nos referiremos aqui a cuatro restricciones genéricas a los efectos que tienen sobre la consi-
deracidn del algebra en el SEM:
— Restricciones que provienen de la necesidad de adecuar las actividades matematicas esco-
lares a la representacion institucional del saber objeto de ensefianza (adecuacion de las ac-
tividades escolares al modelo epistemolégico del algebra como aritmética generalizada).

— Restricciones provocadas por la necesidad de evaluar la actividad matematica que los
alumnos tienen que aprender a realizar y los conocimientos correspondientes. Frente al
tipo de actividad matemaética asociada con al lgebra como aritmética generalizada, las
técnicas de modelizacion estan entre aquellas técnicas menos visibles, menos “algoritmi-
zables”, menos “atomizables” y, en definitiva, més dificilmente evaluables.

— Restricciones que provienen de la necesidad de que todo saber ensefiado aparezca como
definitivo e incuestionable. El &lgebra como instrumento de modelizacion choca frontal-
mente contra esta exigencia general puesto que surge y se desarrolla a partir del cuestio-
namiento de las técnicas y hasta de las tecnologias habituales.

— Restricciones impuestas por el tiempo didactico, entre otras, la exigencia de un aprendi-
zaje rapido que puede llegar a la ilusién del aprendizaje instantaneo y que impide plan-
tear objetivos a largo plazo.

7 Por méas que la ultima reforma establezca un objetivo holistico como es el del desarrollo de la competencia
matematica, a desarrollar durante toda la escolaridad obligatoria, éste al final queda dividido en multiples micro-
objetivos cuya consecucion se espera casi inmediata, fruto del trabajo en el aula.
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EL FENOMENO DE LA DESARTICULACION DE LA MATEMATICA ESCOLAR

Tradicionalmente, los curriculos de las instituciones escolares suelen estar estructurados
en tres grandes secciones de contenidos: conceptuales, procedimentales y actitudinales.
Cada una de estas secciones se concreta en una lista, generalmente poco estructurada, de los
diferentes tipos de contenidos:

— Los contenidos conceptuales surgen como respuesta a la cuestion: ¢ qué obras matematicas
considera la sociedad que hay que estudiar en la escuela?

— Los procedimentales intentan responder a las cuestiones del tipo: ¢hasta qué punto hay
gue “entrar” en estas obras? ¢qué es lo que se debe poder hacer con ellas?

— Los actitudinales, por su parte, recogen como se deben considerar las matematicas dentro
del conjunto de obras de la sociedad, asi como ciertos aspectos de la actividad matematica
gue no pueden ser descritos como tareas o procedimientos.

Ademas, los curriculos de matemaéticas estan estructurados en un conjunto de areas y de
sectores. En el caso de las disposiciones legales de Andalucia (CECJA, 2002) son cinco las
areas (numeros y medidas, algebra, geometria, funciones y su representacion grafica, tra-
tamiento de la informacion estadistica y del azar) las cuales, a su vez, se estructuran en un
conjunto de sectores. Por ejemplo, para el area denominada geometria, se establecen como
sectores, entre otros: elementos y organizacion del plano, elementos y organizacion del espa-
cio o traslaciones, giros y simetrias en el plano.

Si bien es cierto que el curriculo asume desde sus inicios que todos estos contenidos
forman parte de una organizacion mayor (las matematicas) no establece cudl es la forma de
articular estos contenidos para proceder a su estudio en las instituciones escolares, mas alla
de algunas consideraciones generales y un tanto vagas. De manera general, se atribuye a la
resolucion de problemas y a la aplicacion de las matematicas en contextos ““reales’ un pre-
sunto papel articulador de los diferentes contenidos y de las diferentes areas y sectores.

Desde el programa epistemoldgico de investigacion en Didactica de las Matematicas,
se considera que para abordar el problema de la articulacién es necesario problematizar el
modelo epistemoldgico de las matemaéticas que se pretenden articular, en vez de considerar
que éste es transparente y esta establecido de una vez por todas.

En el ambito de la TAD, y utilizando las nociones que este marco tedrico proporciona,
proponemos formular el problema de la articulacion como un problema de investigacion
didactica en los siguientes términos:

Problema de la articulacion de la matematica escolar: ; CoOmo disefiar organizaciones
didacticas que permitan articular el curriculum de matematicas tanto entre los temas y areas
de una misma etapa como entre las diferentes etapas educativas? Y, en particular, ¢qué
caracteristicas especificas deberia poseer una organizacion didactica escolar para poder
retomar los contenidos antiguos, incluso los estudiados en etapas educativas anteriores,
cuestionarlos, desarrollarlos e integrarlos en organizaciones matematicas mas amplias y
complejas?

Como cualquier problema de investigacion didactica, presenta dos caras que, de hecho,
son inseparables:
(a) Se trata de un problema de ingenieria matematica, relativo al analisis de las organi-
zaciones matematicas presentes en el curriculo y a la construccion de organizaciones
matematicas. Respecto al analisis, se preguntara sobre la naturaleza de las limitaciones
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e insuficiencias de estas organizaciones matematicas para generar y dar sentido a organi-
zaciones matematicas mas amplias y complejas, que superen el nivel tematico. Respecto
a la construccién, su objeto sera analizar la manera de completar las organizaciones
matematicas escolares existentes y proponer formas de articularlas entre si.

(b) Se trata de un problema de ingenieria didactica, relativo a la construccion de orga-
nizaciones didacticas que den lugar a la reconstruccidn de organizaciones matemati-
cas amplias y complejas y que permitan superar el “encierro en los temas”, con el fin
de articular los contenidos matematicos de cada etapa educativa y entre diferentes
etapas.

La ausencia del algebra como herramienta de modelizacion tiene multiples efectos sobre
los Sistemas de Ensefianza de las Matematicas pero, entre ellas, destacaremos la influencia
que tiene sobre el fendmeno de la desarticulacion de la matematica escolar. Formulado en
términos contrarios, la presencia de la herramienta algebraica en la matematica escolar daria
lugar a una algebrizacién hipotética de la misma. Gascdon (1999) adelanta algunos efectos
que esta algebrizacion produciria:

— Los objetivos a corto plazo (instantaneos) tendrian que ser modificados por objetivos a
medio-largo plazo.

— Las actividades matema@ticas aisladas y desarticuladas tendrian que dar lugar a una acti-
vidad matematica sostenida y prolongada. Para ello, seria necesario un proceso de estu-
dio estructurado y disciplinado junto con la recuperacion en la escuela de un trabajo de
la técnica tranquilo, prolongado y sistematico.

— Lainterpretacion, justificacién y demostracion son aspectos de la actividad matemati-
ca practicamente ausentes en la matematica escolar, pero vitales desde la perspectiva
de una actividad matemaética algebrizada. En particular, las técnica algebraicas debe-
rian emerger como instrumentos para demostrar fenémenos (aritméticos, geométricos,
de medida o combinatorios) y para justificar e interpretar las correspondientes técnicas
prealgebraicas.

En la investigacion de Garcia (2005) nos hemos centrado en el estudio de la relacion de
proporcionalidad y de las relaciones funcionales en la ESO. Estamos interesados en ahondar,
por un lado, en el fendmeno de la desarticulacion de la matematica escolar y, por otro lado,
en el papel que la modelizacion algebraica puede desempefiar como herramienta de arti-
culacion. Ademas, nos interesa contrastar empiricamente los efectos que una algebrizacion
(local) provoca sobre el SEM asi como identificar fendmenos y restricciones ligadas con esta
posible algebrizacion.

LA “PROPORCIONALIDAD” Y LAS “RELACIONES FUNCIONALES” EN LA
EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA

En esta seccion mostraremos como “vive” la proporcionalidad en la ESO y como se vincu-
la su estudio con el del resto de relaciones funcionales. Para ello, nos basaremos en el analisis
de algunos documentos curriculares y de manuales escolares. \Veremos como el caracter pre-
algebraico de la actividad matematica escolar provoca la existencia amalgamada de diferen-
tes organizaciones matematicas (puntuales, a lo sumo locales), atomizadas y deficientemente
articuladas entre si.
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Un modelo epistemoldgico de referencia de la “proporcionalidad” y de las “relaciones
funcionales”

Desde el punto de vista metodoldgico en toda investigacion en el marco del programa
epistemoldgico es necesario que el investigador haga explicito un modelo epistemolégico
que le sirva como referencia (MER, en adelante) para observar los hechos empiricos. En el
caso de la TAD, este modelo epistemoldgico estara descrito en términos de praxeologias y
vinculos entre praxeologias. Todo MER debe ser considerado como provisional y modifica-
ble en funcién de los resultados de investigacion obtenidos.

En Garcia (2005) hemos reconstruido un posible MER en torno las relaciones funcionales,
partiendo de la reconstruccion de un modelo epistemolégico de referencia de la proporciona-
lidad entre magnitudes propuesto por Bosch (1994).

Un modelo epistemoldgico de referencia de la “proporcionalidad”

La relacion de proporcionalidad entre magnitudes constituye un tema “clasico” en el sis-
tema de ensefianza. Sin embargo, la importancia de la relacion de proporcionalidad en la
matematica sabia decay6 considerable cuando el desarrollo del calculo diferencial y de la
herramienta algebraica hizo posible modelizar todo tipo de relaciones funcionales y, en par-
ticular, la relacion de proporcionalidad (directa, inversa y compuesta).

Bosch (1994) analiza como los complejos de ostensivos usados para modelizar la relacion
de proporcionalidad han ido evolucionando a lo largo de la historia y, con ellos, como la acti-
vidad matemaética en torno a la proporcionalidad ha ido también evolucionando, dando lugar
a diferentes organizaciones matematicas.

Brevemente, y tomando la terminologia introducida por Bosch (1994), se distingue entre
tres tipos de organizaciones matematicas. Dejando de un lado el problema de como determi-
nar si una relacion entre magnitudes puede ser considerada o no como proporcional, distin-
guiremos entre:

— Modelizacion clasica®: en la que la relacion de proporcionalidad se concibe como una
relacion estética entre medidas de cantidades de dos magnitudes My M’ y se expresa
mediante la ecuacion proporcional:

;a,beM; c,de M'

olo
oo

El tipo de tareas asociado corresponde a los problemas clasicos de célculo del cuarto pro-
porcional y los de aritmética mercantil, contextualizados en situaciones estereotipadas
en las que el caracter proporcional de la relacidn se asume casi siempre por la naturaleza
cultural del sistema modelizado. La teoria que sustenta la practica matematica es la teoria
“clasica”de las razones y de las proporciones.

— Modelizacién ecuacional: surgida como una modernizacion “ostensiva” de la anterior,
mantiene, sin embargo, la consideracién estatica de la relacion. La existencia de osten-

8 Bosch (1994) distingue entre la modelizaciones “clasica” y “algebroide”, segun la relacién entre cuatro medidas
concretas proporcionales esté expresada en términos de una ecuacién proporcional “clasica™ (a:b=c:d) o “fraccio-
naria” (a/b = c/d). En ambos casos, el marco tedrico y la consideracion de la relacion es bastante similar. Bosch
(1994) muestra como el sistema de ostensivos empleado determinay condiciona el tipo de actividad matematica que
es posible llevar a cabo. Por comodidad, hablaremos de modelizacion cléasica cuando ésta se expresa mediante una
ecuacion proporcional en la que las razones estan representadas mediante ostensivos fraccionarios.
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sivos algebraicos permite expresar esta relacion sélo entre dos medidas de cantidades de
las magnitudes My M’ mediante la ecuacion: y = k-x (tanto y como x son consideradas
mas como incognitas que como variables). En esencia, se aborda el mismo tipo de pro-
blemas que en la modelizacién anterior. La aparicion de la constante de proporcionali-
dad provoca una pequefia ampliacién del campo de problemas y caracteriza la evolucién
del marco tecnolégico-tedrico.

— Modelizacion funcional: frente al cambio ostensivo que caracteriza preferentemente la
evolucidn entre las dos anteriores, esta Ultima organizacion matematica surge de una
evolucidn en el nivel tedrico. La relacion de proporcionalidad se considera ahora como
una relacion funcional (dindmica) entre medidas de cantidades de las magnitudes My M’
relacionadas y, en Gltimo término, entre conjuntos numéricos. Ostensivamente, el uso de
la notacion funcional f(x) = k-x permite la emergencia de nuevas técnicas (véase Bosch,
1994, Garcia, 2005, para una descripcién mas detallada).

Bolea, Bosch y Gascon (2001) analizan estas organizaciones matematicas desde el punto
de vista de su grado de algebrizacion, mostrando un proceso de algebrizacion creciente. En
consecuencia, la unificacion e integracion que caracteriza a todo proceso de algebrizacion
plantea la posibilidad de superar el aislamiento de la relacién de proporcionalidad y su inte-
gracion en el estudio de un conjunto de relaciones funcionales entre magnitudes.

Un modelo epistemoldgico de referencia de las “relaciones funcionales”

En Garcia (2005) hemos construido un posible MER que parte del cuestionamiento y la
caracterizacion de la variacion de magnitudes. En esencia, partimos del hecho de que lo ca-
racteriza a las funciones es el papel que juegan como modelos de la variacién y no sélo como
representacion de un tipo particular de relacidn. En tal caso, las funciones pueden ser consi-
deradas como las primitivas que modelizan diferentes tipos de variacion entre magnitudes.

Para ello, y teniendo en cuenta las restricciones institucionales que provienen de la ESO,
hemos optado por restringirnos a relaciones entre dos magnitudes M y M’, ambas discretiza-
das {a,.a,...a ..} (representa el conjunto de cantidades de la magnitud M y {a/,a;,...,a,...}
las cantidades correspondientes en M”).

Consideramos, ademas, que el punto de partida es un conjunto de cantidades de la primera
magnitud en progresion aritmética (de diferencia ) y cuestionamos el tipo de variacion de las
cantidades correspondientes de la segunda magnitud. De esta forma hemos introducido di-
ferentes tipos de variacion (o condiciones de variacion). Eshozamos algunos a continuacion
(una descripcién mas detallada puede consultarse en Garcia, 2005):

—  Condicion de equidad: toda progresion aritmética {a} de elementos de M de dife-
rencia k se transforma en una progresion aritmética de elementos de M’ de diferencia k’.

VkeM,JIk'e M'/sAg=ag1—a=k= Adj=ai;1—ai=K

—  Condicion de linealidad: mas restrictiva que la anterior, implica que no sélo toda
progresion aritmética de cantidades de M se transforma en una progresion aritmética de can-
tidades de M’ sino que, también, toda progresion geométrica de cantidades de M se transfor-
ma en una progresion geométrica de cantidades de M’ de la misma razén.

Vke R ,s Va =22 -k = Va{=%=k
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O bien, formulada en términos continuos: si es un estado del sistema (par de cantida-
des relacionadas entre si), entonces también (ka, ka”) y (k'a, k*a”) son estados del sistema
(VkeR-{0}).

—  Condicién de diferencias constantes de orden n: toda progresion aritmética de dife-

rencia k se transforma en una progresion con diferencias constantes de orden n iguales a k’.
Vke M 3JkeM'/S Aa =a,-a=k = A'a/=A""a,-A"a =K

De esta forma, la relacién de proporcionalidad directa queda reformulada como una re-
lacidn entre dos magnitudes caracterizada por una variacién bajo la condicién de linealidad
y aparecen otros tipos de relaciones (afines, cuadraticas, exponenciales, de proporcionalidad
inversa) segun sea el tipo de variacién que caracteriza a la relacion.

En el MER construido se propone el estudio integrado de sistemas de variacion en los que
las cantidades de magnitud son susceptibles de variar segun diferentes condiciones (como las
enunciadas anteriormente u otras posibles) y para los que se construyen, amplian e integran
diferentes praxeologias (modelos) en torno a los distintos tipos de variacién, conformando
una organizacion matematica regional articulada en torno a la teoria de las funciones reales
de variable real.

La “proporcionalidad” en los documentos curriculares y en los libros de texto

En Garcia (2005) hemos usado este MER como una herramienta de andlisis didactico para
caracterizar las organizaciones matematicas a ensefiar en la actual ESO espafiola propuestas
por algunos textos escolares en torno al estudio de la relacion de proporcionalidad y su co-
nexion con el estudio de las relaciones funcionales.

Los documentos curriculares

Centrandonos en el Decreto 148/2002 que estable el curriculo de matematicas para la ESO
en Andalucia, observamos que la “proporcionalidad” (aritmética) aparece, salvo en el primer
curso y en la opcion B del cuarto curso, en el sector denominado “magnitudes” y dentro del
area llamado “Numeros®” (en coherencia con el RD 3473/2000 por el que se establecen las
ensefianzas minimas de la ESO en el &mbito nacional, donde la “proporcionalidad” se sitla
también en un (hipotético) sector en torno a las “magnitudes”, pero sélo en el primer y en el
segundo curso).

Paralelamente, en el area de “Funciones y su Representacién Grafica” se inicia el estudio
“cualitativo” de dependencias funcionales a partir de enunciados, graficas y tablas (1¢ ciclo
de la ESO). En el 2° ciclo, se introducen las expresiones algebraicas de relaciones funcio-
nales y la actividad matematica asociada evoluciona hacia el estudio de las propiedades de
las “funciones elementales”, determinadas segun el criterio “tipo de expresion algebraica”
(polinémicas —de 1% grado, de 2° grado-, exponenciales, hiperbolicas, etc.).

El decreto curricular establece elementos praxeolégicos de la modelizacién clasica (al
ubicar la proporcionalidad en el area de “Nimeros”) y a su vez de la modelizacion funcional
(estudio de las funciones lineales y de proporcionalidad inversa). Explicitamente no nos

9 Subyace una concepcion “estatica” de la proporcionalidad como relacién “estatica” entre cuatro cantidades (o
medidas de cantidades) de magnitud.
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es posible identificar elementos de la modelizacion ecuacional. A priori, la ubicacién en
sectores “alejados” induce ya cierta desarticulacién y una posible atomizacién entre ambas
modelizaciones de la relacion de proporcionalidad. Sin embargo, serd necesario ahondar en
el siguiente nivel de concrecién curricular para observar el desarrollo que se hace de esta
organizacion de la matematica escolar.

La emergencia de otros tipos de dependencias, explicita en el segundo ciclo, deberia pro-
vocar el cuestionamiento de la relacion de proporcionalidad y su integracion en una organi-
zacion matematica mas amplia junto a otros tipos de variacién entre magnitudes.

Los libros de texto

A partir del analisis detallado de libros publicados por dos editoriales y de la revision de
numerosos textos escolares, en Garcia (2005) se pone de manifiesto la relativa uniformidad
que existe en el tratamiento de la “proporcionalidad” y de las “relaciones funcionales”.

En resumen, observamos que la organizacion matematica a ensefiar separa, por un lado, el
ambito del estudio clasico de la proporcionalidad (que sitda en el marco “clasico” de la pro-
porcionalidad aritmética) y, por otro, el ambito del estudio de las relaciones funcionales. En
la medida en que el estudio clasico suele incluir modelizaciones ecuacionales, la “constante
de proporcionalidad” aparece como Unico elemento de articulacion entre dichos ambitos.

En ambos ambitos aparecen componentes praxeoldgicos de diferentes modelizaciones de
los sistemas “lineales” y “lineales inversos” pero, en ningun caso, dichos componentes se
articulan para integrar una organizacién matematica local relativamente completa (por ejem-
plo, cuestionando las técnicas, mostrando su limitacién y por tanto la necesidad de construir
nuevas modelizaciones, etc.), por lo que podemos afirmar que la organizacion matematica a
ensefiar propone una amalgama de organizaciones matematicas puntuales y relativamente
aisladas en la que se entremezclan razones y proporciones con modelos ecuacionales del
tipo y= kx (0 y=k/x) y con el estudio de las funciones lineales e hiperbdlicas.

Esta situacion es perfectamente compatible con la ausencia del algebra como instrumento
de modelizacién y nos permite avanzar en nuestra hipétesis del caracter pre-algebraico que
la actividad matematica escolar.

Paralelamente a este fenémeno de desarticulacion, se observa que el papel de la modeli-
zacion matematica que se propone en la organizacion matematica a ensefiar es accesorio y
casi superfluo. Obedece a un uso oportunista de sistemas proporcionales para la introduccion
de las funciones lineales pero, realmente, no existe cuestionamiento alguno sobre el sistema
puesto que siempre se parte de situaciones en las que la transparencia cultural del sistema
Ileva implicito el caracter proporcional del mismo. Lo mismo ocurre cuando se introducen las
funciones exponenciales, mediante un uso interesado de uno o dos sistemas que rapidamente
desaparecen. Cuando no es facil encontrar sistemas culturalmente aceptables, se observa en-
tonces una desaparicion progresiva de la modelizacion matematica y, consiguientemente, del
estudio de sistemas (tanto intramatematicos como extramatematicos). La actividad matema-
tica se desplaza entonces completamente al estudio de las propiedades “formales™ (expresion
algebraica, representacion grafica, cortes con los ejes, crecimiento, etc.) de diferentes tipos
de funciones “numéricas”.

Otra muestra clara del papel oportunista de la modelizacion matematica en la organizacion
matematica a ensefiar lo pone de manifiesto la ausencia casi absoluta de cuestionamiento en
torno al tipo de relacién funcional mas pertinente para modelizar un sistema determinado, en
funcién de las cuestiones problematicas que se planteen en dicho sistema. En particular, nun-
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ca aparece la necesidad de hacer “evolucionar” la relacion funcional que modeliza un sistema
para construir conocimientos cada vez mas amplios (o simplemente, mas conocimientos) de
un mismo sistema (que también deberia ser sucesivamente “reconstruido”).

En lo que sigue, mostraremos, partiendo de un sistema concreto, el poder articulador de la
modelizacién matematica cuando se pone en funcionamiento de forma explicita y sistemati-
ca, dando lugar a una actividad matematica mas algebrizada, articulada, integrada y menos
atomizada.

PROPUESTA DE ARTICULACION DEL ESTUDIO DE LAS RELACIONES
FUNCIONALES MEDIANTE UN PROCESO DE MODELIZACION ALGEBRAICA

Toda actividad de estudio e investigacion (AEI) parte de una cuestion generatriz Q, que
permite hacer emerger un tipo de problemas y una técnica de resolucion de dichos problemas,
asi como una tecnologia apropiada para explicar y justificar la actividad matematica que se
ha llevado a cabo (Chevallard, 1999).

Si esta cuestion generatriz Q es lo suficientemente fecunda, dara lugar a nuevas cuestiones
probleméticas que generaran nuevos tipos de tareas cuya respuesta producira una sucesion
de organizaciones matematicas articuladas entre si, en un periodo de tiempo relativamente
largo, esto es, un recorrido de estudio e investigaciont® (REI).

En el comienzo de la actividad en cualquier campo de las matematicas, la cuestion fun-
damental que conviene plantearse es la de las razones de ser que han motivado la creacién y
desarrollo de este campo, y que motivan también su presencia en los programas de estudios.
En el caso de las “funciones”, si bien no es posible formular con demasiada precision una
cuestion generatriz Unica, es evidente que el origen de las posibles formulaciones se encuen-
tra en el estudio de la variacion, esto es, en el estudio de situaciones en las que dos 0 mas
magnitudes varian, dependiendo unas de las otras, y en torno a las que nos preguntamos
coémo podemos describir y caracterizar esta variacion.

Entendemos el término sistema en el sentido de una praxeologia o al menos de un conjun-
to de componentes praxeoldgicos que englobe, como minimo, a dos magnitudes y a algin
componente tecnoldgico susceptible de dotar de sentido a una posible relacion entre ellas.
El caracter intra-matemaético o extra-matematico de este componente tecnoldgico sera el que
determine el entorno en el que el sistema su ubique. Para su eleccién debemos tener en cuenta
la restricciones que, desde los diferentes niveles de determinacion, condicionan todo proceso
de estudio a desarrollar en una institucién escolar, asi como el tipo de actividad matematica
que pretendemos que el sistema genere.

En el REI que hemos disefiado, proponemos ubicar los sistemas en un entorno de tipo
econoémico-comercial (construccion de “programas” o “planes de ahorro™), puesto que:

—  Constituye un medio familiar para el alumno de la institucién Ensefianza Secunda-
ria que nos permitira desarrollar una actividad matematica suficientemente amplia, que sera
descrita méas adelante.

—  Setrata de un ambito de la sociedad actual que la escuela deberia tomar mas en serio
si realmente asume su funcién de servir de instrumento para “mejorar la vida de los ciudada-
nos™”.

10 Véase Chevallard (2006) para una descripcion mas detallada de los Recorridos de Estudio e Investigacion.
11 Chevallard (2006) considera que la epistemologia escolar dominante en la actualidad est& caracterizada por
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— Ademas, en coherencia con el modelo epistemoldgico de referencia esbozado ante-
riormente, este entorno permite dotar de sentido a la discretizacién de las variables.
En esta construccidn del sistema, emergen dos variables fundamentales:

— 'V, = laduracion del “plan de ahorro” (PA en adelante) y la distribucion temporal de
los diferentes plazos.

— V, > las cuotas (cantidades de dinero) que se entregaran en cada plazo (y, relacio-
nadas con estas, la cantidad total que se tiene ahorrada en cada plazo).

Suponemos, ademas, que la relacion entre la variable V,y V, es univoca, es decir, que para
cada “plan de ahorro” y para cada medida de una cantidad de la primera magnitud, existe
s6lo una cantidad de la segunda magnitud relacionada con ella. Obviamente, otras condicio-
nes sobre la construccién del sistema harfan que las propiedades de éste variasen de manera
significativa.

Esta primera delimitacion del sistema es suficiente para plantear una cuestion generatriz
capaz de generar el REI y, en especial, para suscitar la necesidad de un segundo grado de
construccion del sistema, que formara parte de la actividad matematica que debe desarrollar
el alumno.

Proponemos como cuestién generatriz del REI la siguiente:
| Q, : ¢Qué criterios utilizar para planificar un “plan de ahorro” concreto (PA)? |

Esta cuestion es una cuestion crucial, en varios sentidos:

— Su generalidad lleva implicita la necesidad de un segundo grado de estructuracion, que
ahora forma parte de la tarea en si, y sera responsabilidad de la comunidad de estudio.

— Es capaz de generar una actividad matematica a partir de un medio matematico relati-
vamente limitado (técnicas aritméticas elementales), y que forma parte del medio ma-
tematico de un alumno de la institucion en la que el REI se ubicara (segundo ciclo de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria).

— La construccion y simulacién de diferentes planes de ahorro, que en principio surgiran
como praxeologias puntuales, permitira la emergencia de nuevas cuestiones problemati-
cas en torno a ellas, que seran el verdadero motor del REI.

De esta forma, la comunidad de estudio tendra la responsabilidad de:

1. Elegir un primer estado: comenzar en un instante determinado y con una cierta cantidad
de dinero. Este estado inicial adquiere un caracter provisional y serd revisable en cada
momento y susceptible de ser modificado. De esta forma, este primer estado comienza a
desempefiar el rol de un parametro de la situacion.

2. Decidir como se van a ir generando los préximos estados, esto es, el tipo de variacion
que caracterizara al sistema. No existe una Unica forma de realizar esta tarea, y supone la
toma de decisiones sobre las variables del sistema.

eliminar las “razones de ser” de las praxeologias propuestas para ser estudiadas en la escuela. De esta forma, se
produce un fenémeno de monumentalizacion de estas praxeologias, que son llevadas a la escuela como objetos ya
creados, valiosos por si mismos, a los que se invita al alumno a visitar.
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3. Simular el sistema, esto es, construir un conjunto de estados lo suficientemente amplio
como para permitir que se desarrolle el trabajo experimental necesario para el estudio.

Aunque la libertad aun es grande, es de esperar que emerjan planes de ahorro con distri-
buciones temporales uniformemente espaciadas y entrega de cuotas segln una ley recurrente
de orden uno, que daran lugar a diferentes “planes de ahorro*?”.

En una descripcion general, el REI parte de la simulacion de planes de ahorro, segun dife-
rentes tipos de variacion (tarea T, ...}, es decir, elegir el nimero de cuotas y la cuantia de
los parametros iniciales y calcular las cantidades acumuladas en cada plazo hasta obtener la
cantidad final ahorrada . La realizacién de esta primera tarea conduce a la construccion de un
conjunto de técnicas aritméticas sencillas (t,, ....) que, si se desea, pueden ser programadas
usando una herramienta informatica como Excel. De esta forma, para cada tipo de variacion
se construye una primera praxeologia puntual:

PA(Eq), PA(Var,, ), PA(Var), PA(Var}) y PA(Var,.).

La actividad matematica que es posible realizar con cada una de estas praxeologias pun-
tuales es limitada. Esta limitacion se hace mas evidente cuando se desea, no sélo construir
estados del sistema, sino controlar el sistema (en el sentido de tomar decisiones sobre sus pa-
rametros), esto es, tomar decisiones que nos permitan prever y anticipar su comportamiento
y construir sistemas “a medida”, segun distintas necesidades de ahorro. También muestran
limitaciones para la realizacion de tareas relativas a la comparacidon entre sistemas (para una
descripcién mas detallada de las diferentes tareas, remitimos al lector a Garcia, 2005).

A partir de estas limitaciones se plantea la necesidad de ampliar estas OM puntuales a
otras locales en las que disponer de instrumentos que permitan controlar y anticipar el com-
portamiento del sistema, asi como comparar diferentes sistemas:

OM_(Eq), OM_(Var,.), OM(Varz, ), OM (Vary,) y OM.(Var,.)

Para ello, la comunidad de estudio tendra que trabajar sobre cada tipo de ahorro con el fin
de construir modelos algebraicos que permitan caracterizar los estados del sistema y rela-
cionarlos con los parametros iniciales. Este “juego” entre variables, incognitas y parametros
es el que caracteriza la emergencia de una actividad matematica algebrizada. El algebra no
surge como una mera traduccién de cierta realidad aritmética, sino como una herramienta
necesaria para ampliar el conocimiento y el control que se tiene de los diferentes “planes de
ahorro”. De esta forma, la razon de ser de la herramienta algebraica surge de la propia situa-
cion y obedece a necesidades intrinsecas y no meras razones didacticas externas.

El hecho de que los diferentes tipos de variacion estén formulados como recurrencias de
orden 1 permite la construccion de una técnica comun (), cuya realizacion concreta depen-
de de cada tipo de variacion, pero que, de manera general, consiste en construir diferentes
estados para luego relacionarlos a través de la ley de recurrencia hasta llegar a las cantidades
iniciales que actan como parametros.

De igual forma que con los modelos aritméticos, tiene que ser puesto a prueba el alcance y
la validez del este modelo algebraico para generar técnicas que permitan controlar y anticipar

12 En Garcia (2005) hemos trabajado sobre cinco tipos de variacion, definiendo cinco tipos de “planes de ahorro™:
equitativos (Eq), acumulativos de cuota creciente (Var,,,Varz) y acumulativos de cuota decreciente (Vary,,Var,,).
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el funcionamiento de cada plan de ahorro, asi como comparar planes de ahorro entre si, tanto
entre aquellos sujetos al mismo tipo de variacion como entre planes que evolucionan bajo
condiciones diferentes.

CONCLUSIONES Y NUEVOS PROBLEMAS DE INVESTIGACION

Hasta aqui hemos mostrado como el problema del algebra escolar ha sido reformulado
como problema de investigacion en el marco de la TAD y algunas de las respuestas construidas
desde diferentes investigaciones. Hemos caracterizado el modelo epistemoldgico dominante
del algebra escolar y analizado algunos de los efectos que provoca sobre el SEM (caracter
pre-algebraico de la matematica escolar), hemos introducido un modelo alternativo del algebra
escolar como herramienta de modelizacion y hemos analizado los efectos que la algebrizacion
de la actividad matematica podrian tener sobre la matematica escolar y las restricciones que
dificultan su plena integracion en los actuales Sistemas de Ensefiaza de las Matematicas.

Entre los fendmenos identificables en el SEM, relacionados con la ausencia de la mo-
delizacion algebraica, nos hemos centrado en el de la desarticulacion y atomizacion de la
matematica escolar, estudiandolo en profundidad en el caso de la relacion de proporciona-
lidad (en la ESO) y mostrando la necesidad de cuestionar los sectores y las areas en las que
tradicionalmente se “compartimenta” la matematica escolar. Hemos disefiado un proceso de
estudio como propuesta de articulacion de saberes previamente construidos durante la ESO
(proporcionalidad y relaciones funcionales) a través del uso explicito de la modelizacion
algebraica.

Sin embargo, la implementacion experimental de este proceso de estudio durante los cur-
sos escolares 2003-2004 y 2004-2005 (con alumnos de 4° de eso y de 1° de bachillerato)
muestra notables dificultades: ligadas a las restricciones transpositivas generales, a las res-
tricciones “pedagogicas” y “escolares”, al contrato didactico generalizado en las institucio-
nes docentes, entre otras. En la medida en que el proceso de estudio disefiado supone la plena
operatividad de la herramienta algebraica, su implementacidn supone una irrupcion brusca
de la modelizacion algebraica que, como no podia ser de otra forma, choca con el caracter
pre-algebraico dominante en las actuales instituciones escolares.

Es por ello que surge la necesidad de investigar en qué niveles y como introducir y hacer
evolucionar la modelizacion algebraica para que ésta llegue a alcanzar un determinado grado
de desarrollo a la finalizacion de la Educacion Secundaria (y mas alla, permitiendo la articu-
lacion con la Universidad). Retomando las cuestiones formuladas en el apartado El algebra
como instrumento de modelizacion:

- ¢Cuales son las condiciones que deberian darse para que la modelizacion algebraica
estuviese presente en los Sistemas de Ensefianza de las Matematicas y, en particular, para
que fuese posible el estudio escolar de organizaciones matematicas progresivamente alge-
brizadas?

- ¢Es posible y didacticamente viable, en el actual SEM, disefiar un curriculum de matema-
ticas en el que tenga cabida el algebra escolar como instrumento de modelizacion?

En el marco del grupo Bahujama se estan llevando en la actualidad diferentes investiga-
ciones que, partiendo de los trabajos previos aqui revisados, intentan avanzar en este proble-
ma general y en las ramificaciones que surgen a partir del mismo. Entre otras:

- En Ruiz, Bosch y Gascdn (2007a, 2007b), proponen tres niveles de desarrollo de la mode-
lizacién algebraica-funcional y se analiza el papel que puede desempefiar como herramienta
de algebrizacion, permitiendo la emergencia de una actividad matematica en la que tome
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pleno sentido el juego entre variables y parametros en la ESO. Se propone y experimenta un
recorrido de estudio e investigacion en el que se integra el uso de una calculadora simbélica
(WIRIS). De esta forma, se pretende investigar el papel que las calculadoras simbolicas pue-
den desempefiar en el desarrollo del algebra como herramienta de modelizacién.

- En Barquero, Bosch y Gascon (2007a, 2007b) se analiza como integrar contenidos de
diferentes areas en el primer curso de ensefianzas universitarias de ciencias. Se construye
y experimenta un recorrido de estudio e investigacion como proceso de modelizacién que,
partiendo del estudio de un problema extra-matematico (dinamica de poblaciones) pretende
la construccidn articulada de contenidos algebraicos, de calculo diferencial e integral de una
variable y ecuaciones diferenciales.

- En Serrano, Bosch, Gascon (2007) se parte de la atomizacién identificada en el conjunto
de précticas matematicas que se llevan a cabo en la Educacién Secundaria (Fonseca 2004) y
se aborda el problema de disefiar un proceso didactico capaz de situar las cuestiones proble-
maticas del mundo de la economia y la empresa en el punto de partida del estudio, haciendo
que estas cuestiones sean la fuerza generadora de los contenidos matematicos que se ensefian,
tomando la modelizaciéon matematica como instrumento de articulacion.

En todas ellas, y de manera transversal, subyacen cuestiones generales relativas a la deter-
minacion de las restricciones transpositivas que operan sobre los procesos de modelizacion
matematica en las instituciones escolares y se intenta avanzar en la determinacion de las con-
diciones ecoldgicas que permitirian el pleno desarrollo de dichos procesos en los Sistemas
de Ensefianza de las Matematicas.
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