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INTRODUCTION

Dans ce travail on considére le probleme de Cauchy

(@ —A—3)u(t,z) =0
(P) § u(0,2) =0, u(0,2) = f(z)
teR, ze€eH

ot A = y?(02 + 02) est opérateur de Laplace-Beltrami sur le demi-plan de
Poincaré H = {z = (z,y) € R*,y > 0} dont la structure riemanniénne est
donneé par ds? = y~2(dz? + dy?).

On établit une estimation L?, 1 < p < oo, de la solution de (P), en
introduisant une certaine famille analytique de fonctions maximales (c.f. §. 2).
Par suite on en déduit un résultat de type Fatou pour le probleme de Cauchy
(P). On note que le résultat analogue dans R™, a été initié dans [10](1976).
On cite également le papier [3](1980), dans lequel, on considére le probléme
de Cauchy de ’équation des ondes dans R™ en prenant les données initiales
sur Phyperboloide t> — 2% — 22 — .-+ — 22 = 1.

1. ELEMENTS D’ANALYSE HARMONIQUE

Dans ce paraghraphe, on donne quelques éléments d’analyse harmonique
dans le demi-plan de Poincaré.
Soit G la composante connexe de I’identité dans le groupe des isometries

de H, et soit K le sous groupe de G, laissant invariant ’origine i = (0,1) de
H.
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On a:

Gz{gz (Z Z)E,///z(R); ad—bc=1}=SL(2,R)

et

cosf@ sinf
K= {Kg = ( Csinf cosd ) RS [0,27r]} =50(2)

G agit sur H par l'action transitive

z__az+b [ a b
T cz+d - d

)EG, z € H.

La décomposition de Cartan de G est donneé par G = KAK ou

1/2 0
A={aA=<eO 6_1/2); AGR}.

La formule d’integration correspondante, aprés normalisation des mesures
de Haar, est donneé par

/G f(g)dg = /K /R /K F(krauaky) A(A)dk, dAdk,.

Une fonction f définie sur G, invariante & droite par rotations peut-étre
considéreé comme fonction définie sur H en écrivant f(g) = f(g-1), g € G.
Aisi, on peut définir le produit de convolutions de deux fonctions

Fo* fal2) = /G filg™ - 2)fa(g - )dg.

Pour les fonctions bi-invariantes sur G, la transformation de Fourier est
donneé (c.f. [6] et [11]) par:

FO) = /G f@)pr(g)dg, AER

La formule d’inversion est

s = [ Te@Ma g€,
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ol |c(A\)|72 = Atanh(w\), les fonctions ¢y sont les fonctions spheriques de G,
elles sont exprimées a l’aide des fonctions de Legendre par:

©A(9) = P_1/2+ir(cosh 4),

ou A=d(g-1i,1) (ctf. [6] et [7])
La distance géodésique sur H (c.f. [5] et [6]), est donneé par:

|21 — 29| + |21 — 2]
|Z1 — 22| — |21 — 22

d(zl,zz):Log< ), (21,22) € H.

2. ESTIMATION L?

On considére le probléme de Cauchy suivant:

(0 —A— ) ult,z) =0
(P) U(O, Z) = 07 ut(07z) = f(Z)
teRt, zeH

ou f est supposée invariantes par rotation dans C(H).
Par applications de la transformation de Fourier sphérique & (P) par rap-
port & z et en utilisant la formule de Green on obtient:

sin At

w(t,\) = F) =~

On peut donc écrire

, +° sin At . _
ult,g )= [ Tk flg- Dl A

La démonstration de ce résultat est analogue & celle du Théoréme 10-9.,[2];
montré pour SL(2,C).

Pour ¢ > 0, on désigne par A; l'opérateur solution de (P) construit ci
dessus.

Remarque 2.1. D’apres (13) p. 150 [4] on a:

Alsin At = (%)1/2(sinht)1/2P:ll//22+M(cosh t).
A T’aide de (7) p. 156 [4] on a:

Alsin Mt = 712 (et — 1)et2ml/?()),
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ou

. (sinht)2@et(e—1)
—2ml/2(et — 1)2eT(a +1/2

me () ) /0 (cosh t + sinht cos ) (sin )%*d#,

avec 0 = —1/2 41\ — .

L’integrale ci dessus est absolument convergente et uniformément bornée
par rapport 4 A pour Re(a) > —1/2 (c.f. [3]). Par application de la formule
de Plancherel, on obtient:

THEOREME 2.2. Pour t > 0 et Re(a) > —1/2, 'opérateur

Tef(w) = [ meWes x Fw)]e(h)] A

est borné dans L?*(G/K).

Dans ce qui suit, on désigne par m* la fonction maximale

m®f(u) = sup|T?f(w)], € G/K.
>

Une conséquence immédiate du Théoréme 3 [3], et du fait que SL(n,R)/
SO(n) est isomorphe & SOq(p,q)/SO(p) x SO(q) (c.f. [5, p. 518]) lorsque
n=2,p=2et g=1; est le résultat suivant:

LEMME 2.3. m®* est borneé dans L?(G/K) dans les deux cas suivants:
(1) 1<p<2et Re(a) >2/p— 1
(2) 2<p< 400 et Re(a) > 0.

Le résultat principal de ce papier est le suivant:

THEOREME 2.4. Pourt >0 et 4/3 < p < +o00 on a:
(1) A =n'/2(e" = 1)et> T}
(2) 14Ny < clet — 1)et’?||f]l,, ot c est une constante indépendante de t;

(3) limy_,o+ A;f(2)/t = f(2) p.p. La convergence a en lieu aussi dans L? si
en plus p < oo.

Preuve: Pour (1) on utilise la Remarque 2.1 et le Théoreme 2.2. (2) et (3)
découlent immédiatement du Lemme 2.3 et du Théoréme 3.12, p. 60 [9].
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