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ELEVADORES DE ESTRUCTURA

CARLOS JAVIER RUIZ S. (¥)
JOSE REINALDO MONTANEZ P. (**)

RESUMEN. Se estudia la teoria de Elevadores de Estructura en la categoria
de los espacios topolégicos y su aplicacién a la construccién de categorias
topolégicas. Posteriormente se construyen topos asociados a las categorias

topolégicas generadas.
PALABRAS CLAVES Categorias topolégicas, elevadores de estructura, sub-

categorias reflexivas, topos.

ABSTRACT. The theory of Structure Elevators is studied within the cate-
gory of topological spaces along with its applications to the construction
of topological categories. Furthermore the topoi that improve the topolo-

gical categories are constructed.
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reflective subcategories, topos.

INTRODUCCION

Este trabajo pretende dar informacién acerca del uso de la estructura de ca-
tegoria topoldgica para construir movimientos fibrados, que corresponden a
endofuntores en una categoria topolégica y que hemos llamado Elevadores de
Estructura.

La teoria de Elevadores de Estructura es motivada desde la topologia. Asi que

las nuevas definiciones y resultados obtenidos aqui corresponden a categorias
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de espacios topoldgicos. El estudio de estos funtores es el centro de atencién
del trabajo.

La idea de elevador surge al pensar en lo que podria significar hacer crecer
una estructura. Comentemos un poco esta idea. Construir un espacio 6ptimo a
partir de un espacio topolégico dado, motiva las nociones de subcategorias re-
flexivas y correflexivas, que expresan nociones de mejoramiento y densidad. Por
ejemplo: la categoria de los espacios Compactos de Hausdorff es una subcate-
goria reflexiva de la categoria del los espacios completamente regulares; en este
caso el proceso de optimizacién es precisamente la compactificacion de Stone
- Cech, que define un funtor adjunto a izquierda del funtor de inclusién de los
Compactos de Hausdorff en los completamente regulares. Particularmente en
este ejemplo, el objeto y su mejorado cambian de conjunto subyacente. Al ob-
servar la categoria de los espacios topolégicos como una categoria de conjuntos
con estructura pensamos en lo que significaria mejorar un espacio topolégico
sin cambiar el conjunto subyacente. Esta idea nos condujo a la nocién de ele-
vador en la categoria de los espacios topoldgicos, que se interpreta, de manera
intuitiva, como un funtor que asigna a un espacio topoldgico otro en el mis-
mo conjunto subyacente pero con topologia méas fina. De manera natural, esta
definicién se generalizo a categorias topoldgicas.

Una vez se capta la importancia de los elevadores definidos en Top, en este
punto nos preguntamos si estos tienen un tipo de relacién comunitaria, esto es,
si puede haber una forma de englobar esa virtud dentro de una categoria. Al
respecto se observé que la categoria de los elevadores idempotentes determinan
una categoria de caracter topoldgico.

El estudio de la teoria de Elevadores de Estructura nos condujo, en primera
instancia, a la creacién de un método de construccién de categorias topolégicas
que tienen, ademas, un cardcter algebraico; al final demostramos que la cate-
goria topoldgica asociada a un elevador corresponde a las codlgebras de una
co-teoria algebraica definida en Top. Las categorias de los espacios secuencia-
les y de los completamente regulares son algunos ejemplos que ilustran estas
construcciones.

En una segunda instancia la teoria desarrollada nos llevo a establecer relaciones
con la teoria de topos. En este trabajo se propone un método de construccion

de topos que extienden las categorias topolégicas generadas por una clase de
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Elevadores de Estructura que hemos denominado Elevadores de Estructura Re-
presentables. En particular los topos construidos determinan a la subcategoria
topoldgica generada por un Elevador de Estructura Representable como una
subcategoria reflexiva de éste. El estudio de esta clase de topos nos condujo,
inspirados en Johnstone [10], a la nocién de topos-topolégico.

Tomando como punto de partida el espacio de los ntimeros reales, con el fin
de ilustrar una aplicacion de la teoria desarrollada, se construyen un Elevador
de Estructura, la categoria topoldgica correspondiente y el topos asociado. Al
respecto se muestra una relacién entre una categoria formada por espacios

vectoriales topoldgicos reales y una categoria de médulos en el topos.

1. INTRODUCCION A LA TOPOLOGIA CATEGORICA

La nocién de categoria topolégica. En una de sus direcciones de trabajo,
la topologia categorica aparece como el estudio de la generalizacién del funtor
olvido de estructura definido de la categoria de los espacios topoldgicos en la
categoria de los conjuntos, en especial de las propiedades relativas a la existencia
de estructuras iniciales y finales que tiene dicho funtor.

En esta seccién se presentan algunos resultados y conceptos béasicos de la to-

pologia categdrica que consideramos necesarios en el desarrollo del trabajo.

Definicién 1.0.1. Sea F : C — D un funtor. Se dice que F es un funtor
topoldgico y que C es una categoria topoldgica relativa a F' y a D, si se cumplen

las siguientes condiciones:

1) F es fiel.
1) F es apto para construir estructuras iniciales y finales de fuentes y sumi-
deros unitarios.
11) Para cada objeto X de D, la fibra Fib(X ) tiene estructura de reticulo

completo.

Esta definicién es equivalente a la dada por Addmek, Herrlich y Strecker en
[2], 1o cual se demuestra en [3], en donde ademds se relaciona esta nocién con
la dada por Preuss en [20].

Cuando no haya lugar a confusion, nos referiremos a la categoria topolégica C,
sin mencionar el funtor F' y la categoria D. En otras ocasiones diremos que C

es una categoria topoldgica sobre D fibrada a través de F.
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Siguiendo a [1] ¥ [2], con el fin de introducirnos en el tema, aclaremos los
conceptos involucrados en la nocién de categoria topoldgica y de uso frecuente
en el desarrollo del trabajo.

Para facilitar la comprensién de algunas definiciones y resultados, de las seccio-
nes 1y 2, los objetos y morfismos de una categoria topoldgica los notaremos en
negrilla y sus imagenes por el funtor los escribiremos sin negrilla. Por ejemplo,
en la categoria de los espacios topolégicos f : X — Y simboliza una funcion
continua y f: X — Y la funcién correspondiente en la categoria de los conjun-
tos.

Sea F': C — D un funtor. Se dice que F es fiel, si para todo par de morfismos
f,g: X — Y de C tales que F(f) = F(g), se tiene que f = g.

Sea f : X — Y un morfismo de C. Se dice que f cumple la propiedad universal
inicial relativa al funtor F, si para todo objeto Z de C, con F(Z) = Z y todo
morfismo g : Z — X, para el cual exista un morfismo h : Z — Y tal que
F(h) = fog, existe un morfismo g: Z — X talque fog=hy F(g) =g.

Se dice que un morfismo f : X — Y de D es apto para construir estructuras
iniciales de fuentes unitarias, si para todo objeto Y de C, tal que F(Y) =Y,
existe un objeto X en C, con F(X) = X y un morfismo f : X — Y que cumple
la propiedad universal inicial; en tal caso, se dice que X es la estructura inicial
relativa a f y a Y. Se dice que F' es apto para construir estructuras iniciales
de fuentes unitarias, si todo morfismo de D es apto para construir estructuras
iniciales.

De manera dual, se tienen las definiciones de morfismo con propiedad universal
final y estructura final.

Como se puede observar, estas definiciones generalizan las nociones de topologia
inicial y final. Veremos enseguida que estas definiciones pueden ser extendidas
a un contexto mas general.

Sean C una categoria topoldgica, I un conjunto de indices y X un objeto de
D. Una fuente relativa a F' estd formada por una familia de morfismos {f; :
X — Yi}ier de D, junto con una familia de objetos {Y;}icr de C, tales que
F(Y;) =Y, para cada ¢ € I. Una fuente la notaremos {f; : X — Y;};cr. Una
estructura inicial para una fuente {f; : X — Y;}icr, es un objeto X en C, tal

que:

1) Para cada i € I, existe un morfismo f; : X — Y, tal que F(f;) = f;.
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11) Para cada objeto Z de C, con F(Z) = Z y cada morfismo h : Z — X,
si para cada i € I, existe un morfismo k; : Z — Y, con F(k;) = f; o h,
entonces existe un morfismo h : Z — X con F'(h) = h

De manera dual se definen sumidero y estructura final para un sumidero.

Sea X un objeto de D. Notemos con Fib(X) la coleccién de los objetos X de
C, tales que F(X) = X. En Fib(X) se define la relacién “<” asi: Dados X3
y Xz en Fib(X), se dice que X; < Xj, si y solamente si, existe un morfismo
f: Xy — X; tal que F(f) = 1x. A la pareja (Fib(X), <) se le llama la fibra

de X y algunas veces se notard simplemente Fib(X).

Observacién 1.0.1. Sea F' : C — D un funtor. Para cada objeto X de D la
relacion “<” definida en Fib(X) es reflexiva y transitiva. Para que (Fib(X), <)
sea una clase ordenada se requiere que F' sea fuertemente fiel, es decir, que para

todo isomorfismo f tal que F(f) = 1x, f sea una identidad de C.
Las siguientes proposiciones se obtienen a partir de la Definicién 1.0.1

Proposicién 1.0.1. En una categoria topologica C toda fuente tiene estructura

inicial y todo sumidero tiene estructura final.

Demostracion. En efecto, sea {f; : X — Y;}ier una fuente. Sea X; la estruc-
tura inicial para f;. Entonces el supremo de la familia {X;};cs corresponde a
la estructura inicial para la fuente dada. De manera dual, se prueba que todo

sumidero tiene estructura final. O

Proposicion 1.0.2. Sea C una categoria topolégica fibrada sobre una categoria

D. Si D es completa (cocompleta), entonces C es completa (cocompleta,).

Demostracion. Los limites y colimites en C se construyen en D y haciendo uso

de estructuras iniciales y finales se trasladan a C. O

Proposicion 1.0.3. Sea F : C — D un funtor topoldgico. Entonces F' admite

adjunto a izquierda y a derecha.

Demostracion. Para cada objeto X de D notemos con Xj; el méximo en su
fibra y con X la estructura inicial para la fuente {f : X — Y s} determinada
por un morfismo f : X — Y de D y el objeto Yjs; en tal caso puesto que
X < Xy, existe un morfismo h : Xy, — X tal que F'(h) = 1x. El adjunto
izquierda de F es el funtor D : D — C definido por D(X) = X y D(f) = foh.
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El adjunto a derecha a F' es el funtor G que asigna a cada objeto de D el
minimo en su fibra. En morfismos, G se define de manera dual al adjunto a
izquierda, haciendo uso de estructuras finales y del orden en la fibra.

En cada caso la adjuncién es facil de establecer. O

Corolario 1.0.1. Si F : C — D es un funtor topoldgico, entonces F preserva

limites y colimites.

Ejemplos 1.0.1.

1) La categoria Top de los espacios topolégicos y funciones continuas es una
categoria topoldgica fibrada a través del funtor de olvido de estructura, que
notamos O, sobre la categoria de los conjuntos. Este es el ejemplo que
motiva la definicién de categoria topolégica.

Sif:X — Y esuna funcién y « es una topologia sobre Y, la topologia
inicial sobre X relativa a f y « estd dada por {f~*(4) | A€ a}.Sig: X —
Y es una funcién y § es una topologia sobre X, la topologia final sobre Y
corresponde a {B | g~ 1(B) € g}.

Si X es un conjunto y {Y;};er es una familia de espacios topoldgicos, la
topologfa inicial para una fuente {f; : X — Y, };cs tiene como subbase la
familia de abiertos {f; ' (A) | A es abierto en Y;}icr.

Si Y es un conjunto y {X;};c; una familia de espacios topoldgicos, la
topologia final para un sumidero {f; : X; — Y};cs corresponde a la inter-
seccién de la familia {A | f;'(A) es abierto en X;, A C Y }ie;.

2) Las categorias de los espacios Uniformes, Pretopoldgicos y Pseudotopoldgi-

cos son categorias topoldgicas fibradas sobre la categoria de los conjuntos

[2].

2. ELEVADORES DE ESTRUCTURA

La teoria de Elevadores de Estructura es motivada desde la topologia. En esta
seccién nos restringiremos a trabajar una clase importante de Elevadores de
Estructura en la categoria de los espacios topoldgicos Top a los que denomina-
remos idempotentes y mostraremos que sus puntos fijos dan origen a categorias
topolégicas que resultan subcategorias correflexivas de Top.

2.1. La Nocién de Elevador de Estructura.
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Definicién 2.1.1. Sea F' : C — D un funtor topolégico y sea E : C — C
un funtor. Diremos que E es un FElevador de Estructura si se satisfacen las

siguientes condiciones:
1. FoE=F.
2. X < E(X) para todo objeto X de C.

La condicién (1) implica que E es fiel y que E(X) € Fib(X) para todo objeto
X de C.

Anélogamente se dice que un funtor C' : C — C es un Coelevador de Estructura
si F o C = F y para todo objeto X de C se tiene que C(X) < X.

En adelante, nos referiremos a los funtores Elevadores (Coelevadores) de Es-
tructura simplemente como elevadores (coelevadores).

Nota: Es de anotar que a pesar de la sencillez de la nocién de Elevador de
Estructura, no la hemos encontrado referenciada de manera explicita en la
literatura. Hemos tratado de relacionarla con otras nociones, entre otras, con
la nocién de operador de clausura [4] y al respecto hemos encontrado que son

independientes una de la otra.

2.2. Elevadores idempotentes en la categoria de los espacios to-
polégicos y subcategorias generadas. Un funtor F definido en Top se dice
idempotente si para toda funcién continua f, E%(f) = E(f). Nétese que en este
caso para todo espacio topolégico X E?(X) = E(X). Ademés los puntos fijos
de F coinciden con la imagen de FE. La subcategoria plena de T'op formada por
los puntos fijos de E se notard E(Top).

Como se vera mas adelante los puntos fijos de elevadores y coelevadores idem-
potentes generan categorias topoldgicas. Sin embargo el siguiente teorema que
se constituye en uno de los resultados centrales usa funtores con menos propie-
dades.

Teorema 2.2.1. Sea E : Top — Top un funtor idempotente tal que O, o E =

O.. Entonces, la categoria E(Top) es una categoria topoldgica.

Demostracion. Consideremos el funtor O, : E(Top) — Conj, restriccién del

funtor O, : Top — Top.

1) Estructuras iniciales de fuentes unitarias en E(Top). Sea Y un objeto en

E(Top) y sea f : X — Y una funcién. Entonces, en la categoria Top
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existen un espacio topoldgico X y una funcién f : X — Y tal que X es
la estructura inicial para la fuente {f : X — Y}. Entonces, se determina
la funcién continua E(f) : E(X) — Y y O.(E(f)) = O.(f) = f. Veamos
que E(X) es la estructura inicial para {f : X — Y} en E(Top). Sea Z un
objeto en E(Top) ysea g : Z — X una funcién. Sea h = fogy supongamos
que h : Z — Y es una funcién continua en E(Top) tal que O.(h) = h.
Entonces h es una funcién continua en T'op y puesto que X es la estructura
inicial para {f : X — Y} en Top, existe una funcién continua g : Z — X
en Top tal que O.(g) = g, de lo cual se sigue que E(g) : Z — E(X) es
una funcién continua en E(Top) tal que O.(E(g)) = g.

Estructuras finales de sumideros unitarios en E(Top). Sea X un objeto
en E(Top) y sea f : X — Y una funcién. Entonces, en la categoria Top
existen un espacio topolégico Y y una funcién continua f : X — Y tal
que Y es la estructura final para el sumidero {f : X — Y}. Entonces, se
determina la funcién continua E(f) : X — E(Y) y O.(E(f)) = O.(f) = f.
Veamos que E(Y) es la estructura final para {f : X — Y} en E(Top).
Sea Z un objeto en E(Top) y sea g : Y — Z una funcién. Sea h = go f,
supongamos que h : X — Z es una funcién continua en E(Top) tal que
O.(h) = h. Entonces, h es una funcién continua en Top y puesto que Y es
la estructura final para {f : X — Y} en Top, existe una funcién continua
g:Y — Zen Top tal que O.(g) = g, de lo cual se sigue que E(g) :
E(Y) — Z es una funcién continua en E(Top) tal que O.(E(g)) = g.
Las fibras en E(Top) tienen estructura de reticulo completo. En efecto,
sea I un conjunto no vacio, sea X un conjunto y sea (X;);cs una familia de
objetos en la fibra de X en E(Top). Sea X el supremo de la familia (X;);er
en Top. Veamos que E(X) es el supremo de dicha familia en E(Top). En
la categoria Top, X; < X para todo ¢ € I, lo cual implica que existe una
familia de funciones continuas, en este caso identidades, {f; : X — X, }ies
tal que para cada i € I O.(f;) = 1x, siendo 1x la identidad de X. Entonces
en E(Top) se determina la familia de identidades {E(f;) : E(X) — X;}ier
tal que para cada i € I O.(E(f;)) = 1x y por lo tanto X; < E(X) para
todo ¢ € I. Ahora, supongamos que en E(Top), en la fibra de X, existe un
objeto X’ tal que X; < X’ para todo 7 € I. Entonces en la categoria Top,

por definicién de supremo X < X', lo cual significa que existe una funcién
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continua, nuevamente una identidad, f : X’ — X tal que O.(f) = 1x. Por
lo tanto E(f) : X' — E(X) verifica O.(E(f)) = 1x, de donde E(X) < X'.
Por lo tanto E(X) es el supremo de la familia (X;);c; en E(Top).

Andlogamente se construyen los infimos en E(Top). O

Corolario 2.2.1. Sea E un elevador idempotente en Top. Entonces:

1) E(Top) es una categoria topoldgica.

2) E(Top) es completa y cocompleta.

3) E(Top) es una subcategoria correflexiva de Top.

4) SiX € E(Top) y Y € Top, entonces [X,Y|rop = [X, E(Y)]|5(rop)

5) E:Top — E(Top) preserva limites.

6) Si A es un subespacio de X en Top, entonces E(A) es un subespacio de
E(X) en E(Top).

7) Si B es un espacio cociente de X en Top y X € E(Top), entonces B €
E(Top)

Proposicién 2.2.1. Si Fy y Fy son elevadores idempotentes en Top que ge-

neran la misma categoria topoldgica, entonces F1 = Es.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico, entonces la funcién identidad ix :
E1(X) — X es continua. Puesto que Ey(X) € Ey(Top), al aplicar E a esta
funcién se obtiene la funcién continua ix : E1(X) — E2(X). En forma similar
se demuestra que la identidad ix : F2(X) — E1(X) es continua. Por lo tanto
E1(X) = E5(X). Ademsds, para toda funcién continua f, se tiene que F1(f) =
Es(f) = f. U
Corolario 2.2.2.

1) Si E es un elevador idempotente en Top diferente de la identidad, entonces

E(Top) # Top.

11) El dnico elevador idempotente y sobreyectivo en Top es la identidad.
De manera dual se obtienen los resultados para coelevadores definidos en Top.

2.3. Elevadores generados por espacios topolégicos. Haciendo uso de
estructuras finales los espacios topoldgicos definen elevadores, como se ilustra
a continuacion.

Sean W y X espacios topoldgicos. En la coleccién de funciones continuas de

W en X al olvidar la topologia de X se obtiene el sumidero que notamos



120 CARLOS JAVIER RUIZ S. Y JOSE REINALDO MONTANEZ P.

Sw,x) ={f: W —= X | f € [W,X]r,}. La estructura final para Sw,x) la

notaremos Fs(w X)"

Lema 2.3.1. Sean W y X espacios topologicos. Entonces
[W, X]Top . [W7 FS(Wyx)]Top

Teorema 2.3.1. Sea W un espacio topoldgico. La aplicacion
Ew : Top — Top definida por By (X) := FS(W x) Y Ew(f) :=f define a Ew

como un elevador idempotente en Top.

Demostracion. Por el lema anterior, para cada espacio topoldgico X la funcién
identidad ix : Ew(X) — X es continua, de donde X < Ew (X).

Sea f : X — Y una funcién continua. Sea g : W — Ew(X) una funcién
continua. Entonces g : W — X es continua, de donde fog : W — Y es
continua. Sea h = f o g. Por el lema anterior h : W — Ew(Y) es continua.
Por lo tanto f : Ew(X) — Ew(Y) es continua.

Como consecuencia del lema anterior, para cada espacio topolégico X,

W, Ew (X)]70p = [W, X]10p. Entonces, al aplicar Ew a Ew (X) se consideran
las funciones continuas de W en X. Las topologias finales para Fw(X) y X,
con los sumideros asf determinados, coinciden. Por lo tanto Eg,(X) = Ew (X).
De este hecho, por la definicién de la aplicacion Ew en las funciones continuas
se sigue que E%y (f) =f£.

Finalmente O, o Exyy = O, lo cual completa la demostracién. O

Corolario 2.3.1. Sea W un espacio topoldgico, entonces:

1) Ew(Top) es una categoria topoldgica.

2) Ew (Top) es completa y cocompleta.

3) Ew(Top) es una subcategoria correflexiva de Top.

4) Si X € Ew(Top) yY € Top, entonces [X,Y]rqp = [X, Ew(Y)] By (Top)

5) Ew : Top — Ew (Top) preserva limites.

6) W pertenece a la categoria Ew (Top).

7) Si A es un subespacio de X en Top, entonces Exy(A) es un subespacio de
Ew(X) en Ew(Top).

8) Si B es un espacio cociente de X en Top y X € Ew(Top), entonces B €
Ew (Top) .
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Definicién 2.3.1. Se dice que un elevador E es representable si es isomorfo

a un elevador de la forma Evy para algin espacio topolégico W .

Observacién 2.3.1. En general si {W;}icr es una familia de espacios to-
poldgicos, se determina un elevador idempotente Ew,), el cual se define aso-
ciando a cada espacio topoldgico X la estructura final para el sumidero {f :
W, — X | f € [W;,X]ropticr; en funciones continuas el funtor se define por

La siguiente proposicién se sigue de la definiciéon de elevador y de coproducto.

Proposicién 2.3.1. Si {W,}.c; es una familia de espacios topoldgicos y ITW;

es su coproducto, entonces Ew,),.; = Eqw,)-

Observacion 2.3.2. De manera dual, haciendo uso de estructuras iniciales, un
espacio topolégico W determina un coelevador idempotente, que notamos Cwy ;
obteniéndose resultados duales a los expuestos en la teoria de los elevadores

representables.

La prueba de la siguiente proposicion se sigue directamente de la definicién de

elevador y coelevador.

Proposicion 2.3.2. Sea W un espacio topoldgico. Existe una adjuncion entre

las categorias Cw(Top) y Ew (Top), mds exactamente
Cw : Ew(Top) — Cw(T'op)
es adjunto a izquierda de

Ew : Cw(Top) — Ew(Top)

Ejemplos 2.3.1.

1) Se dice que un espacio X es secuencial, si cada subconjunto secuencialmente
abierto de X es abierto. Un subconjunto A C X es secuencialmente abierto
si cada sucesion en X que converge a un punto de A estd eventualmente en
A, en otras palabras, por fuera de A sélo hay un nimero finito de términos
de la sucesién.

Consideremos Ny, = {0,1,1/2,...,1/n,...} como subespacio del conjun-
to de los niimeros reales R con su topologia usual.

La categoria En__(Top) corresponde a los espacios secuenciales.
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2) Un espacio topoldgico es un k-espacio si tiene la topologfa final generada por
el sumidero que determinan las inclusiones de sus subespacios compactos.

Sea € la clase de los espacios compactos. En forma similar a la construc-
cién sugerida en la Observacion 2.3.1, € determina un elevador. La categoria
de los k-espacios corresponde a los puntos fijos del elevador determinado por
C.

Esta construcciéon muestra que es posible generar un elevador haciendo
uso de una clase de espacios topoldgicos, evitando la limitante de la car-
dinalidad impuesta en la Observacién 2.3.1. Nétese que en este caso no es
aplicable la Proposicién 2.3.1 a la clase C.

3) Sea I = [0,1] con su topologia usual. Se dice que un espacio topoldgico X
es completamente regular, si y sélo si, para todo A subconjunto cerrado de
X y paratodo z € X con z ¢ A, existe una funcién continua f : X — I tal
que f(z)=0yf(A)=1.

Se sabe que un espacio topolégico X es completamente regular, si y sélo
si, tiene la topologia inicial inducida por la familia de funciones continuas y
acotadas de valor real, ver por ejemplo [22].

La categoria Cy(Top) corresponde a los espacios completamente regula-
res.

4) Consideremos el espacio de Sierpinski S = ({0,1}, 7) donde 7 = {0, {0, 1}, {0}}.
La categoria Cs(Top) es isomorfa a Top. Por lo tanto el funtor identidad de
Top es representable.

5) Sea D : Top — Top el elevador que asigna a cada espacio topoldgico X el
espacio discreto sobre el conjunto X. D es representable por todo espacio
discreto. Los puntos fijos de D son los espacios discretos. Al considerar
el conjunto {0,1} con la topologia discreta, el producto II{0,1},en en la
categoria Top es el espacio de Cantor que no es discreto y al aplicar D al
espacio de Cantor se obtiene un espacio discreto. Este ejemplo hace ver que
los productos en D(Top) no coinciden con los de Top, de lo cual se sigue
que en general un elevador no preserva productos.

6) El funtor que asigna a cada espacio topoldgico el espacio con topologia
grosera en su fibra es un coelevador con infinitos representantes.

7) Sea R el conjunto de los nimeros reales con su topologia usual. En el sub-

espacio Q de los nimeros racionales de R, los conexos corresponden a los
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conjuntos unitarios. Puesto que R es conexo, las tnicas funciones continuas
de R en Q son las constantes, lo cual implica que Eg(Q) es un espacio
discreto. Entonces, ndtese que R € Er(Top) vy Q ¢ Egr(Top). Este es un
ejemplo de una categoria topoldgica generada por un elevador que no es

cerrada para la formacién de subespacios.

2.4. La categoria de los elevadores idempotentes de Top. En este
apartado se define la categoria de los elevadores idempotentes de Top y se
muestra que ésta se comporta como una categoria topoldgica.

Un endomorfismo del funtor olvido O, : Top — Conj es un funtor
F :Top — Top tal que O, o F = O,

Conj

La categoria de los elevadores idempotentes de Top que notaremos EL(Top),
tiene por objetos a las parejas (T'op, E), donde E es un elevador idempotente. A
la pareja (T'op, E) la llamaremos un €L —espacio. Un morfismo F : (Top, E1) —
(T'op, E3) es un endomorfismo de O, que verifica F(E1(X)) < Ey(F(X)), en
otras palabras, la funcién identidad ix : Eo(F (X)) — F(E1(X)) es continua.
En tal caso a F lo llamaremos un funtor continuo. Para cada £L£ — espacio
(Top, E) la identidad es un funtor continuo y la composicién de funtores con-
tinuos es un funtor continuo.

Nota: La nocién de funtor continuo es motivada por la caracterizacion de una

funcién continua a través de la adherencia, esto es f : X — Y es continua, si y

sélo si, para todo subconjunto A de X, f(A4) C £(A).
El siguiente lema permite demostrar que la coleccién de los elevadores idempo-

tentes tiene una estructura natural de reticulo completo.

Lema 2.4.1. Sea E : Top — Top un elevador idempotente. Entonces para todo
par de espacios topoldgicos X y X' tales que X < X' < FE(X), se tiene que
E(X') = E(X).
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La coleccién € de elevadores de estructura idempotentes es una clase ordenada

por la relacién:
E, < Es, siy solo si, para todo espacio topoldgico X, E;(X) < FEy(X)

Los elevadores minimo y méaximo corresponden respectivamente a los funtores
identidad I y discreto D.

Dada una coleccién de elevadores idempotentes (E;)icr, €l infimo corresponde
al elevador E, definido por E(X) = A FE;(X) y E(f) = f, donde A E;(X)
designa al infimo de la familia (E;(X));c; en Fib(X). En efecto, puesto que
X < FE;(X) para todo ¢ € I, se tiene que X < A E;(X); de donde X < E(X).
Para probar que F es idempotente obsérvese que A\ E;(X) < F;(X) para todo
i € 1, por lo tanto X < A F;(X). Entonces, puesto que para todo i € I, E; es
idempotente, haciendo uso del lema anterior se tiene que F;(X) = E; (A E;(X))
de lo cual se sigue que E es idempotente y E < F; para todo ¢ € I. Por lo
tanto E es el infimo de la familia dada.

De la existencia de minimo, maximo y extremos inferiores en (&, <) se sigue la
existencia de extremos superiores. Por lo tanto (&, <) es un reticulo completo.
Si F:Top — (Top, E) es un endofuntor de O, el funtor identidad Ir,, hace
de F: (Top, Irep) — (Top, E) un funtor continuo. Por lo tanto la coleccién de
los elevadores £ que hacen de F un funtor continuo es no vacfa. Si E’ es el
infimo de &g, entonces F : (T'op, E') — (Top, E) es continuo.

De forma dual, si F : (Top, E) — Top es un endofuntor de O, el funtor
discreto D hace de F : (Top,E) — (Top, D) un funtor continuo. Por lo tanto
la coleccion de los elevadores € g que hacen de F un funtor continuo es no vacia.

Sea E’ el supremo de Eg. Entonces F : (Top, E) — (Top, E') es continuo.

3. TOPOS TOPOLOGICOS

Usando elementos de la topologia categérica desarrollaremos una teoria que
permite construir topos que extienden categorias topoldgicas generadas por
elevadores representables. El estudio de estos topos motiva la nocién de Topos-
Topoldgico.

La teoria desarrollada ha permitido, a través de colimites de cierto tipo de

funtores, una descripcion de los objetos de las categorias topoldgicas generadas
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por elevadores representables, lo que revela el cardcter algebraico de estas ca-
tegorias. Ademds, hemos demostrado que estas categorias corresponden a las
codalgebras de co-teorias algebraicas.

3.1. Topos de M-Conjuntos. Dado un monoide (M, o, e) llamaremos m—
conjunto a un conjunto X dotado con una accién a derecha de M notada z o f

que verifica las siguientes condiciones:

i)roe=ux, i) zo(fog)=(vof)oyg

paratodosx € X y f,g € M.
Una m—aplicacion' entre m—conjuntos X y Y es una funcién H : X — Y que

conserva la accion, lo cual significa que verifica
H(zo f) = H(x)o f

La categoria determinada de esta manera, notada M — Sets, es equivalente al
topos de prehaces Sets™, por lo tanto M — Sets es un topos de Grothendieck, lo
cual implica que es un modelo de la teoria de conjuntos en el cual se interpreta

la 16gica intuicionista [8].
3.2. Categorias topolégicas y topos.

3.2.1.  El topos Ew (Top) asociado a un espacio topoldgico W. Sea W un es-
pacio topoldgico y My, el monoide de los endomorfismos de W con la operacién
de composicién, My = ([W, W]rep, 0).

El topos de m-conjuntos asociado a My, lo notaremos Eyw (Top).

Veamos una conexién entre la categoria de los espacios topolégicos Top y el
topos Ew (T'op).

Cada espacio topoldgico X se interpreta en &y (Top) como el m-conjunto

[W, X]1op con la accién definida por composicién:

[W7X]Top X MW — [WX}Top
(f,9)— foy

IEn la literatura es conocido como aplicacién equivariante, este término que consideramos

apropiado lo hemos tomado de [7].
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A su vez, cada funcién continua f : X — Y, da lugar, por composicién a la
m-aplicacion:
f_: [VVaX]Top — [I/Vv Y]Top
Fh) = foh
Para cada espacio topoldgico X, dada la identidad i x, se verificaix = LW, X]10p s
siendo esta tltima la m-aplicacién identidad de [W, X|rop en Ew (Top). Para
todo par de funciones continuas f: X - Y y¢g:Y — Z se tiene que go f =

go f. Por lo tanto se ha determinado un funtor
Yw:Top — Ew (Top)

definido por
EW(X) = [W> X]TO,IN ZW(f) = f

3.2.2.  Una adjuncidn entre la categoria topoldgica Exy (Top) y el topos Ew (Top).

Teorema 3.2.1. Sea W un espacio topologico. Consideremos el funtor
Sw: Ew(Top) — Ew (Top)

restriccion del anterior. Entonces:

1) Zw es fiel y pleno.

11) Yy tiene adjunto a izquierda, el que notaremos:
lw : Ew(Top) — Ew (Top)

Demostracion.

1) Veamos que Yy es fiel. Sean f,g: X — Y funciones continuas. Si f = g,
entonces para cada x € X, la funcién constante h, : W — X de valor =z,
verifica la igualdad f(h.) = g(hs), de donde f(z) = g(x). Por lo tanto
f=y

Ahora veamos que Xy es pleno. Sean X y Y espacios topoldgicos y
a : (W, X]rop — [W,Y]rop una m-aplicacién. El objetivo es demostrar
que @ es la imagen por Yy de una funcién continua de X en Y.

Para cada elemento w € W notemos con ¢, : W — W la funcién
constante de valor w y para cada x € X notemos con f, : W — X la

funcion constante de valor x.
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Los elementos constantes del m-conjunto [W, X|r,, corresponden a las
funciones constantes. Puesto que @& es una m-aplicaciéon & preserva ele-

mentos constantes. Entonces se determina la funcién
o X —Y

definida por
a(z) = (a(fz))(w)
Veamos que a@(h) = aoh.

Sea w € W. Entonces:

(o h)(w) =«

Il
Qi

Il
—
Qi
—
=
o
Y
S
g
S~—

— a(h)(w)

Ahora, puesto que X € Ew(Top) y para toda f € [W,X]|rop,
a(f) € [W,Y]rop por definicién de estructura final, se tiene que « es
continua. Por lo tanto Xy (o)) = @&; de donde Xy es pleno.

11) Es consecuencia del teorema 2 pag 41 dado en [14]. O

El teorema anterior permite identificar a Fy (Top) como una subcategoria re-

flexiva de Ew (Top), hecho que se enuncia formalmente a continuacién.

Teorema 3.2.2. Sea W un espacio topoldgico, Ew (Top) es una subcategoria

refleziva de Ew (Top).

Definicién 3.2.1. Sea W un espacio topologico. Un W — funtor es un funtor

de una categoria pequena en la categoria Top y de valor constante W.

De los teoremas anteriores se deduce que para todo espacio topolégico
X € Ew(Top), lw([W, X]rop) = X y puesto que [W, X]r,p, es colimite de
prehaces representables se sigue que X es colimite de W-funtores. Mas aun, de

este hecho se deriva el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3. Sea W un espacio topoldgico. La categoria Evw (Top) corres-

ponde a los colimites de W — funtores definidos en Top.
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De manera dual, dado un espacio topoldgico T, la categorfa Cr(Top) corres-

ponde a los limites de T-funtores definidos en Top.

Observacion 3.2.1. La caracterizacion anterior sugiere un cardcter algebraico
de una subcategoria de Top generada por un elevador representable y ademds
establece un resultado andlogo al de la teoria de los topos de Grothendieck, en

donde los objetos son colimites de prehaces representables.

El siguiente resultado establece condiciones necesarias y suficientes para que

dos categorias determinadas por elevadores representables sean iguales.

Teorema 3.2.4. Sean W y Z espacios topoldgicos. Entonces Ew (Top)
Ez(Top), siy solamente si, Z € Ew (Top) y W € Ez(Top).

Demostracion. Si Ew (Top) = Ez(Top) es claro que Z € Ew(Top) y W €
Ez(Top).

Ahora supongamos que Z € Ew (Top) y W € Ez(Top). Entonces, por el
Teorema 3.2.3, puesto que Ez(Top) es cerrada para colimites Ez(Top) C
Ew (Top). De la misma forma Eyw (Top) C Ez(Top). Por lo tanto Ez(Top) =
Ew (Top). O

Ejemplos 3.2.1.

1) Recordemos que En__(Top) es la categoria de los espacios secuenciales. No-
temos con C el espacio de Cantor. Veamos que Ec(Top) = En__ (Top).
Notemos con MetK a la subcategoria plena de Top formada por los espa-
cios métricos compactos. Puesto que Fc(Top) es cerrada para la formacién
de cocientes y todo espacio métrico compacto es un cociente del espacio de
Cantor, se tiene que MetK es una subcategoria de Fc(Top). En particular
Noo € Ec(Top). Ahora, puesto que el espacio de Cantor es métrico, es se-
cuencial, por lo tanto C € Ey__ (Top). Entonces, haciendo uso del Teorema
3.2.4 se tiene que Ec(Top) = En_ (Top)
El conjunto de los nimeros reales R es secuencial, luego R € Ec(Top),
de donde R es un colimite de C-funtores, esto es R se recupera a través del
espacio de Cantor. Mas atin, todo espacio métrico es colimite de N,-funtores

y también colimite de C-funtores.
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Entonces, la igualdad Fc(Top) = En_ (Top) insinda a C y a N, como
espacios generadores de la mayoria de los espacios topoldgicos tutiles para el
trabajo de la topologia y el andlisis.

2) Sea X un conjunto de cardinal mayor que 1. El monoide de endomorfismos
M(x,py del espacio discreto (X, D) es isomorfo al monoide de endomorfismos
Mx ) del espacio grosero (X, G). Por lo tanto estos monoides generan to-
pos isomorfos, asi que, £ x py(Top) = £ x,a)(Top). Nétese que (X, D) no es
isomorfo a (X, G), (X, D) € Ex,g)(Top) y (X,G) & E(x,p)(Top), de don-
de E(x py(Top) # E(x,c)(Top). Este ejemplo muestra espacios topolégicos
distintos que producen el mismo topos y categorias topoldgicas distintas.

3) En la categoria C;(Top), cada espacio completamente regular resulta como

limite de I — funtores.
El estudio de los topos hasta ahora construidos motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.2.2. Sea C una categoria topoldgica. Se dice que £ es un topos
C-topologico si € contiene una subcategoria reflexiva equivalente a C. En tal

caso al par (C, &) lo llamaremos un Tandem Topoldgico.

Ejemplos 3.2.2.

1) Todo topos & es € — topoldgico. Para esto, basta considerar en la definicién,
C como & y C como categoria topoldgica fibrada sobre C a través del funtor
identidad.

2) Sea W un espacio topoldégico y M un submonoide de My,. Si M contiene
las funciones constantes entonces (Ew (Top), M —Sets) es un tandem. La

prueba de este hecho es andloga a la dada en el Teorema 3.2.1.

3.3. El caracter algebraico de las subcategorias de Top generadas
por elevadores idempotentes. En una categoria, una teoria algebraica 7
en forma monoide refleja la nocién de monoide. Por su parte, la nociéon de
algebra asociada a 7 captura los conceptos cldsicos de algebra considerados en
algebra universal. Como veremos enseguida, la categoria topoldgica asociada a
un coelevador (elevador) corresponde a las dlgebras (codlgebras) de una teoria
(co-teoria) algebraica.

Las definiciones 3.3.1 y 3.3.2 son tomadas de [16].
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Definicién 3.3.1. Una teoria algebraica T en forma monoide en una categoria
C es un tripla (T,n, u) donde T es un endofuntor de C, 1 es una transformacion
natural del funtor identidad de C en T y p es una transformacion natural
de T oT en T, tales que para cada objeto X de C se verifican las siguientes

condiciones:

1) px o Nrx) = tdr(x)-
1) px o T(px) = idrix)-
1) fix o prix) = px © T(px)-
idp(x) corresponde a la identidad de T(X).

Definicién 3.3.2. Sea T = (T, n, u) una teoria algebraica en una categoria C.
Una T — dlgebra es una pareja (X, 0) donde X es un objeto deC yd§ : T(X) — X
es un morfismo en C llamado la funcion estructural de (X,0) que verifica los
stguientes axiomas:

1) donx =idx.

1) 6oT(§) =dopux.

Si (X,6) v (Y,0) son T-dlgebras, un 7-homomorfismo de (X,0) a (Y,0) es un
morfismo f: X — Y tal que o T'(f) = f 0.

Puesto que T es un funtor, idx : (X,0) — (X,0) es un 7-homomorfismo
y la composicién de 7-homomorfismos es 7-homomorfismo. Por lo tanto se
determina la categoria de las 7-algebras y 7-homomorfismos notada C7 .

De manera dual se define la categoria de las codlgebras C7 a partir de la nocién

dual de teoria algebraica.

Proposicion 3.3.1. Sea C : Top — Top un coelevador idempotente. La cate-

goria C(Top) corresponde a las dlgebras de una teoria algebraica.

Demostracion. La familia de identidades {ix : X — C(X)}xerop define una
transformacién natural 1 del funtor identidad de Top en el funtor C, siendo
nx = ix. Puesto que C es idempotente, la familia de identidades {ix : (C o
C)(X) — C(X)}xerop define una transformacién natural g de C o C en C
donde pux =ix.

Es fécil ver que la tripla (Top,n, ) define una teoria algebraica en Top y
que la categoria de las dlgebras asociada corresponde a la categoria topoldgica
C(Top). O
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De manera dual la categoria topoldgica determinada por un elevador corres-

ponde a la categoria de las codlgebras de una co-teoria algebraica.

Observacién 3.3.1. El Teorema 3.2.3, la Observacion 3.2.1 y la Proposicion
3.3.1 evidencian el cardcter algebraico de las subcategorias de Top generadas

por elevadores y coelevadores representables.

3.4. El topos &x(Top) asociado al espacio usual de los niimeros rea-
les. El topos Er(Top) contiene como subcategoria reflexiva a la categoria to-
poldgica Eg(Top). El objeto de los nimeros reales en Eg(Top) que notaremos
R¢ corresponde al anillo usual de los nimeros reales con la accién trivial.

Con el trabajo desarrollado en el topos Eg(Top) deseamos ilustrar c6mo cons-
trucciones de caracter algebraico en un topos topolédgico, extienden construc-

ciones del mismo tipo en categorias topoldgicas.

Inclusién de los espacios vectoriales topolégicos sobre R en el topos
Er(Top). En esta secciéon EVT es la categoria de los espacios vectoriales to-
poldgicos y transformaciones lineales continuas sobre el campo de los nimeros
reales R.

Las siguientes definiciones toman como base [9] en donde se desarrolla una
teoria completa de estructuras algebraicas en un topos.

Un Re—mddulo V en Ex(Top) es un R — mddulo en el sentido habitual de
tal manera que las operaciones de adicién (+) y multiplicacién por escalar (-)
son m — aplicaciones, esto es, para todos v,w € V, y para todos r,r; € R
(v+w)or=vor+wory(v-rjory=(vory)-r.

Un Rg— homomorfismo entre dos Re—mddulos V' 'y W es una m — aplicacion
f:V — W que es R—homomorfismo de R—mddulos.

La categoria de los Rg—mddulos la notaremos Modg, (Er(Top)).

Veamos la manera de interpretar los espacios vectoriales topoldgicos como
Rg —mddulos en el topos Eg(Top).

El funtor

Yg : Top — Er(Top)
Vi— R, Vlrop
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permite interpretar un espacio vectorial topolégico como un Rg —mddulo en

Er(Top) de la siguiente manera:

Yr: EVT — Er(Top)
V— R, V]rep

En efecto, en el conjunto [R, V]r,, se define la operacién de adicién:

(f +9)(v) == f(v) +g(v).

Debido a la propiedad universal del producto en Top y a que (V, +) es un grupo
topoldgico, la operacion anterior resulta bien definida, esto es f + g es continua
por ser la compuesta de funciones continuas, f + g = (+) o (f, g). Ahora como
V es un grupo abeliano se sigue que ([R, V], +) es un grupo abeliano en Sets.
La accién por composicién del monoide Mg sobre [R, V1o, hace de (R, Vrop, +)
un grupo abeliano en Eg(Top), para lo cual basta demostrar que la operacién de
adicién es una m-aplicacién. En efecto, para todas f,g € [R, V]rop ¥ h € [R,R]
se tiene que (f +g)oh = foh+goh.

Finalmente [R, V]rop se convierte en Rg-médulo en Er(Top) definiendo para

cada f € [R, V]r,p v cada r € R la multiplicacién asi:

(f -r)(@) = f(2)r,

funcién que resulta m-aplicacién. En efecto, teniendo en cuenta que Rg¢ tiene
la accién trivial sélo se debe verificar que para todos f € [R,V]pop, 7 € Ry
g € [R,V]rop, se tiene que (foh)-r = (f-r)oh, hecho que resulta evidente.
Ahora, si « : V — W es una transformacién lineal y continua, entonces la
funcién
a [R, V]Top — [R, W]Top
definida por
a(f)=aof

es una m-aplicacion y ademds un Rg-homomorfismo en la categoria
Modg, (Er(Top)). En efecto, a(f -r) = ao(f-r) = (o f)-r = a(f) r

y a(f +g) = a(f) + a(g) como consecuencia de la linealidad de a.

Definicién 3.4.1. Un espacio vectorial topoldgico V' se dice R— final si V es

un objeto de la categoria Eg(Top).
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La subcategoria plena de EV'T formada por los espacios R—finales la notaremos
EVT(R).

Puesto que (Er(Top), Er(Top)) es un tandem, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4.1. El funtor

Yk : EVT(R) — Modg, (Er(Top))

es fiel y pleno.

Demostracion.

1)

1)

Veamos que Y es fiel. Sean o, 3 : V — W transformaciones lineales
continuas. Supongamos que Yg(a) = Xg(4). Entonces para toda f €
R, Vi]rep a(f) = B(f), lo cual implica que ao f = Bo f. Seav € V ,
entonces v determina una funcién constante de R en V' de valor v, por lo
tanto a(v) = B(v), de donde a = 3.

Veamos ahora que X es pleno. Sea V' y W espacios vectoriales R-finales
ysea @: [R,V]rep — [R, Wlre, un Re-homomorfismo. Entonces @ es una
m-aplicacién en Egr(Top), luego existe una funcién continua « : V.— W
tal que a(f) = ao f para toda f € [R,V]pep. Veamos que « es lineal.
Sean u,v € V, entonces se determinan funciones continuas f,, f, : R — V

de valores constantes u y v respectivamente. Por lo tanto,

d(fu + fv) = d(fu) + @(fv),
de donde
ao(fqufv) =ao f,+aof,.

En particular para un valor arbitrario x de R, se tiene que:

ao (fu+t fo)(x) = (ao fu)(@) + (o f)(x).
Por lo tanto
a(u+v) = alu) + a(v).

Para completar la prueba de la linealidad de «, sean v € V y r € R.
Entonces, se determina una funcién constante de valor v, f, : R — V' y

puesto que @& es Rg-homomorfismo,

d(fv ) T) = @(fv) T
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luego
ao(fo-r)=al(fs) T

En particular para un elemento x de R se tiene que:

(ao(fo-r)(x) = ((aofo) r)(z)
a(fo(x) - 7)
(ao fo)(z)-r
= a(vr)

= a(v)r. O

La proposicién anterior determina a EVT(R) como una categoria isomorfa a
una subcategoria plena de Modpg, (Er(Top)). De este modo, consideramos que
la categoria de los Rg—mddulos en el topos Er(Top) es una buena extension de
la categoria de los espacios vectoriales reales cuya topologia esta en la categoria
topoldgica Er(Top).

Considerando el isomorfismo de arriba, anotamos formalmente la siguiente pro-

posicién.
Proposicién 3.4.2. EVT(R) es una subcategoria plena de Modg, (Er(Top)).
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