Boletin de Matemdticas
Nueva Serie, Volumen XIII No. 2 (2006), pp. 79-99

OPERACIONES IMPLICITAS EN CUASIVARIEDADES

ARNOLD OOSTRA (*)

RESUMEN. Este articulo expositivo es un compendio de los principales
resultados obtenidos en la tesis doctoral Operaciones implicitas en varie-
dades ecuacionales [16] elaborada por el autor con la orientacién del pro-
fesor Xavier Caicedo. En ella se plantea el problema de las operaciones
implicitas en el contexto del dlgebra universal, se desarrolla la teoria

bésica y se realizan estudios de caso en diversas clases de dlgebras.
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ABSTRACT. This expositive paper is a summary of the doctoral disser-
tation Implicit Operations in Equational Varieties [16] prepared by the
author and advised by professor Xavier Caicedo. There the problem
about implicit operations is stated in a universal algebraic context, some

basic theory is developed and different case studies are worked out.

KEY WORDS AND PHRASES. Universal algebra, quasivarieties, implicit and

explicit definability, implicit operations, Beth’s theorem.

2000 MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION: 03C05, 08C15

1. EL PROBLEMA

1.1. Contextos. La dualidad entre lo implicito y lo explicito estda presente
en la cultura y el pensamiento de los seres humanos donde se manifiesta, por
ejemplo, en los acertijos o adivinanzas que han aparecido en la mitologia, la

historia y la literatura desde la antigiiedad. Un acertijo consiste en describir
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algo de manera tnica sin mencionarlo y entrana el problema de expresarlo en
palabras, es decir, de pasar de una definicién implicita a una explicita.

En la matematica, que de ninguna manera puede separarse de la cultura hu-
mana, también aflora el contraste entre lo implicito y lo explicito. Por ejemplo
hay definiciones implicitas, hay definiciones explicitas y también hay objetos
matematicos que pueden definirse de ambas maneras. Otro ejemplo, quizéas
mas claro, lo constituyen las ecuaciones y en especial las diferenciales. En los
mejores casos estd garantizado que un sistema de ecuaciones diferenciales con
sus condiciones iniciales determina implicitamente una tnica funcién, lo cual
entrana el reto de encontrar para ella una expresion explicita.

A su vez muchos problemas conceptuales de la matemédtica han sido ana-
lizados y modelados de una u otra manera por la légica. Ya en los albores de
la l6gica moderna, al principio del siglo XX, el matematico italiano Alessan-
dro Padoa propuso un método para asegurar que una férmula logica no es
equivalente a ninguna expresion del lenguaje: basta exhibir en algin contexto
interpretaciones diferentes de la férmula. En otras palabras, una definicién
explicita implica una implicita. Una vez cristalizada la légica de primer orden,
en 1953 el logico y filésofo holandés Evert Beth probé el reciproco del método
de Padoa, resultado conocido hasta hoy como el teorema de Beth [2]. Aunque
en la literatura este resultado se enuncia para un solo predicado, es valido para
familias de relaciones como se detalla a continuacién.

Sea 3(R;) un conjunto de sentencias que contienen la familia {R;},cr de
simbolos de relacién y sea L el lenguaje de primer orden cuyos simbolos son
precisamente los que aparecen en X(R;). Si {R}};cs es una familia de simbolos
de relacién que no aparecen en £, cada R} con las mismas variables libres que
R;, entonces X(R}) es el conjunto de sentencias obtenidas al sustituir en X(R;)
todas las apariciones de R; por Rj. Ahora X(R;) define implicitamente la
familia de relaciones {R;};c; si se tienen las siguientes consecuencias formales.

S(R) US(R)) b {YT(Ri(T) & Ri(T)) },,
Por otro lado, sea {¢; }ier una familia de férmulas de £, cada ¢; con todas sus
variables libres entre las de R; y que no contiene ninguno de los simbolos R;.
El conjunto de sentencias X (R;) define explicitamente la familia de relaciones

{Ri}icr mediante la familia de férmulas {p;};cr si se tienen las siguientes
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consecuencias formales.
Es claro que si un conjunto de sentencias define explicitamente una familia
de relaciones entonces también lo hace implicitamente. Una prueba del hecho

siguiente se logra a partir del lema de interpolaciéon de Craig, de la misma

manera que se prueba el caso correspondiente a una sola relacién [1].

Teorema 1 (Beth). Si un conjunto de sentencias define implicitamente una

familia de relaciones entonces también la define explicitamente.

La matemaética contemporédnea se caracteriza por una gran riqueza transpo-
sitiva consistente en la transferencia de conceptos y problemas entre diferentes
areas aparentemente desconectadas en el pasado. Uno de los puentes entre
el algebra y la légica, nacido en los anos 30 del siglo XX pero desarrollado e
impulsado en las iltimas décadas del mismo, es el dlgebra universal o la ciencia
general de las estructuras algebraicas [5].

Los objetos de estudio del &lgebra universal son las clases de algebras. Un
algebra consiste en un conjunto dotado de ciertas operaciones finitarias bésicas,
dadas por el tipo de algebras. Un término es una combinacién de las opera-
ciones bésicas con proyecciones, una identidad es una igualdad de términos y
una cuasi-identidad es una implicacién de identidades. Estos son los elementos
minimos con los que se cuenta en el contexto mas general de las estructuras al-
gebraicas. Una variedad es una clase de algebras axiomatizada por identidades

y una cuasivariedad es una axiomatizada por cuasi-identidades.

1.2. Definiciones implicitas. Las consideraciones generales sobre la defini-
bilidad implicita pueden localizarse en el contexto del dlgebra universal. Los
objetos a definir son, por supuesto, operaciones y los medios para definirlos son
las identidades y cuasi-identidades. Asi resulta la convencién siguiente, en la
cual K es una clase de dlgebras de tipo 7 mientras v es un conjunto de simbolos

de operacién disyunto con 7.

Definicién 1. Un conjunto de cuasi-identidades C(v) en el vocabulario 7 U v
define implicitamente la familia de operaciones N en K si en cada &lgebra
A € K donde existe un conjunto de operaciones N4 = { V4 } V € v} que

satisface las cuasi-identidades de C(v), éste es tnico.
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Obsérvese que no se exige que en todas las dlgebras de la clase exista alguna

familia de operaciones que satisfaga las identidades.

Ejemplo 1. Las identidades siguientes definen implicitamente una operacién

unaria I en la clase de los monoides (M;x, 1).

xxI(zx)~1
I(z)xz~1

Pues si I’ también satisface estas identidades en un monoide M entonces para

cada m € M se tiene lo siguiente.

I'(m)=TI'(m)x1=1I(m)* (mx*I(m)) =
(I'(m) xm) x I(m) = 1% I(m) = I(m)

Es claro que esta operacién existe en un monoide si y solo si éste es un grupo.

Ejemplo 2. Un reticulo acotado es un conjunto ordenado R con méximo 1
y minimo 0 en el cual cada par de elementos a, b posee extremo superior
a V by extremo inferior a A b. Esta estructura puede verse como un &lgebra
(R; A, V,0,1) que valida ciertas identidades. En esta clase de dlgebras puede
definirse implicitamente una operacién unaria N mediante las identidades si-

guientes.

Se verifica que en un reticulo R donde existe esta operacién, para cada z € R

se tiene la igualdad siguiente.
NB(z) = maz{r € R |rAz=0}

Puesto que el méximo de un subconjunto ordenado (cuando existe) es tnico, la
operacion N que satisface las identidades (cuando existe) es tinica. De hecho,
esta operacién generaliza el seudocomplemento [3].

La operacién N no existe en todos los reticulos acotados. Se considera, por

ejemplo, el reticulo con cinco elementos M 5 representado en el diagrama. Para



OPERACIONES IMPLICITAS EN CUASIVARIEDADES 83

el elemento a se tiene {r € M5 | r Aa =0} ={0,b,c} y este subconjunto no

tiene maximo, luego no puede definirse NMs(a).

0 M-

En cambio, la operaciéon N si existe en los conjuntos ordenados acotados linea-

les, donde toma la forma siguiente.

1 siz=0

0 siz#0

NE(z) =

Ejemplo 3. Las identidades siguientes corresponden a los axiomas del calculo

proposicional modal S5 sin regla de necesitacién.

Oz —y) — (Or —Oy) = 1
Ur—z~x1
00z ~ Oz
Oz ~ O-0O-z

Estas identidades no definen implicitamente una operacién en ninguna clase
de algebras de Heyting que contenga &dlgebras con més de dos elementos. La
funcién idéntica satisface todas estas identidades y la operacién § definida como
sigue también las valida en cualquier dlgebra de Heyting.

1 siz=1

o(x) =

0 en caso contrario
En un dlgebra de Heyting con més de dos elementos § es diferente a la funcién
idéntica, luego alli se tienen por lo menos dos operaciones distintas que satis-

facen estas identidades.
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1.3. Definiciones explicitas. En el contexto de las algebras con cierto tipo,
las ‘palabras’ pueden identificarse con los términos. Esto justifica la convencién

siguiente.

Definicién 2. Una familia de términos {tv}ve, en el vocabulario 7 define
explicitamente la familia de operaciones N si en cada algebra A € K donde
existe un conjunto de operaciones N4 = { VA | V € v}, para cada V € v se
tiene VA = té.

Aqui cabe destacar que cualquier familia explicita de operaciones es com-
patible con todas las congruencias, que son relaciones de equivalencia a su vez
compatibles con las operaciones basicas del algebra. También es claro que el
universo de cualquier subdlgebra es un subconjunto cerrado bajo toda familia

explicita de operaciones.

Ejemplo 4. La operaciéon implicita I definida en la clase de los monoides
(Ejemplo 1) no es explicita. Si bien puede verificarse que si es compatible, la
operacion I existe en el monoide aditivo de los enteros donde el subconjunto

de los enteros no negativos es una subalgebra que no es cerrada bajo I.

Ejemplo 5. La operacién N definida en la clase de los reticulos (Ejemplo 2)
no es explicita pues no es compatible. En el reticulo acotado con tres elementos
(0 < a < 1), larelacién de equivalencia 8 que identifica solamente los elementos
0 y a es una congruencia y 06 a pero no se tiene N(0) 8 N(a).

Si esta operacién NN se considera en la subclase de las dlgebras de Heyting
entonces si resulta explicita. Con precisién, en cualquier algebra de Heyting H

donde existe N se tiene lo siguiente para cada z € H.
NH(z)=2—-0

En efecto, para cada a,b € H es a < N(b) si y solo si a Ab = 0. Pero esto se
tiene si y solo si a A b < 0 y, tratdndose de un algebra de Heyting, esto sucede
siy solosi a < b— 0. Ademads la operacién N existe en todas las dlgebras de

Heyting.

Los ejemplos muestran que en algunas clases de dlgebras existen operaciones
implicitas que no son explicitas, en otras palabras, es posible definir algebraica-

mente operaciones nuevas. Esto ilustra el interrogante central planteado en este
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trabajo en el contexto de las cuasivariedades, si bien la mayoria de los casos

particulares estudiados son variedades.

Pregunta 1. ;En qué cuasivariedades toda familia compatible de operaciones
definida implicitamente por cuasi-identidades estd definida explicitamente por

términos?
Por supuesto, se pueden formular diversas variantes de este problema.

Pregunta 2. ;FEn qué cuasivariedades toda familia implicita de operaciones
es compatible? ;En qué cuasivariedades toda familia implicita de operaciones

es un término?

En la investigacion presente se da una respuesta a la siguiente pregunta

subalterna.

Pregunta 3. ;Bajo qué condiciones sobre la cuasivariedad y sobre las opera-
ciones, una familia compatible implicita de operaciones estd definida explici-

tamente por términos?

2. ANTECEDENTES

2.1. El problema de los conectivos nuevos. Cuando se establece que cierta
operacion implicita no es explicita, se estd en presencia de una auténtica ope-
racion nueva. Esta observacién ubica el problema planteado aqui en la linea de
las investigaciones alrededor de los conectivos nuevos [15]. Una primera versién

de este problema se presenta como sigue [7].

En contraste con el caso de la logica clasica, cuyos conec-
tivos proposicionales fundamentales -, A, V, —, < forman
un sistema funcionalmente completo, en la logica intuicionista

pueden darse nuevos conectivos no reducibles a los tradicionales.

El problema més general es el siguiente. ;Existen en una légica dada conectivos
nuevos, esto es, conectivos que no son combinacién de los fundamentales?
Una primera linea de trabajo sobre este problema la inicié Caicedo buscando
conjuntos completos de conectivos para la légica proposicional intuicionista
[7, 8]. Una segunda linea de investigacién estd més dirigida al dlgebra universal
y parte de la observacion siguiente. En la légica de los haces sobre un espacio

topoldgico, que es una seméantica para la légica intuicionista, un conectivo puede
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verse como una operacién en el conjunto de los abiertos del espacio. Resulta
bastante natural generalizar esta idea y considerar, desde un punto de vista
algebraico, operaciones nuevas en algebras de Heyting.

Esta segunda linea se inicia con un articulo de Caicedo y Cignoli [9], limitado
al contexto de las algebras de Heyting. Los autores dan una caracterizaciéon
algebraica de las operaciones compatibles en dlgebras de Heyting y a continua-
cién definen que un conjunto de identidades en el lenguaje de las algebras de
Heyting enriquecido con un simbolo f define implicitamente una operacion f si
en cada slgebra de Heyting H existe a lo més una funcién fH que satisface las
identidades. Por el teorema de Beth tal funcién es una férmula de primer orden
con términos en el lenguaje de las algebras de Heyting, pero no necesariamente
es un término como se ilustra con varios ejemplos. El siguiente es un resultado

central del articulo mencionado.

Teorema 2. [9, Corollary 3.2] Una operacion compatible definida implici-
tamente por identidades en las dlgebras de Heyting es definible explicitamente
mediante un término de las dlgebras de Heyting si y solo si la clase de todas

las dlgebras donde ella existe es cerrada bajo subdlgebras.

Este trabajo a su vez se generaliza con bastante naturalidad de las algebras
de Heyting al contexto més general de las logicas algebrizables. La teoria de las
légicas algebrizables, que ocupa un lugar importante en el dlgebra universal, es
un nitido puente entre la 16gica y el dlgebra. Su objetivo consiste en establecer
una correspondencia precisa entre logicas a un lado y estructuras algebraicas al
otro, generalizando la conocida correspondencia entre el cdlculo proposicional
clasico y las dlgebras booleanas. Esta relacion fue estudiada inicialmente por
Lindenbaum y Tarski y luego fue sistematizada por Blok y Pigozzi [4].

En el trabajo [10], Caicedo realiza la generalizacién mencionada. Dada una
légica algebrizable £, una extensién £(C) de £ mediante axiomas y reglas define
implicitamente la familia C de conectivos nuevos si para cada V € C se tiene lo
siguiente, donde C’ es una copia disyunta de C.

= -V
ceheen V(p) < V'(p)

En primer lugar se tiene el siguiente hecho.
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Teorema 3. [10, Theorem 1] Una extension L(C) de una légica algebrizable L
que define implicitamente la familia de conectivos C es algebrizable mediante

los mismos sistemas que L.

La cuasivariedad correspondiente al sistema deductivo extendido consiste
en las algebras con operaciones anadidas que satisfacen las cuasi-identidades
correspondientes a las reglas adicionales. Estas operaciones no necesariamente
existen en todas las algebras pero estdan determinadas de manera tnica donde
existen. Un conectivo V definido implicitamente por una extensién £(V) de £
estd definido explicitamente por un término 6 de L si se satisfacen las siguientes

condiciones equivalentes.

= 0(p)=V(p) ~ 0(p) < V(p)
Q(L(V)) L(V)
Claramente esto implica que el conectivo V es compatible. Més atin, Caicedo

generaliza el teorema citado arriba.

Teorema 4. [10, Theorem 6] Sea L(C) una extensidn esencialmente aziomdtica
de una logica algebrizable L que define implicitamente la familia de conectivos
C. Todos los conectivos V € C estdn definidos explicitamente por términos de
L siy solo si la clase de todas las dlgebras de Q donde existen es cerrada bajo

subdlgebras.

Resulta evidente que el problema planteado en las secciones precedentes de
este articulo encuentra una motivacién fuerte en estas investigaciones, de hecho
varios conceptos y resultados son generalizacién directa de los presentados en

esos dos articulos.

2.2. La propuesta de Németi. Si se hace una lectura del teorema de Beth
proposicional en las dlgebras booleanas, vistas como seméntica algebraica del
célculo proposicional clédsico, se obtiene la siguiente propuesta de investigaciéon
inspirada en una observacién de Németi [12].

Sea L una ldgica algebrizable por una cuasivariedad de dlgebras Q. Un
conjunto ¥ de términos en el conjunto de variables proposicionales PUR define
implicitamente el conjunto R si para cada copia ¥’ obtenida de ¥ cambiando

R por el conjunto R" = {r’ | r € R} disyunto con Py R, para cada r € R
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valen las siguientes condiciones equivalentes.
{5(0) ~ (o) Jyemuw Erar’ SUS Erer
Q

Por otro lado, ¥ define explicitamente a R si para cada r € R existe ¢, que

valida las siguientes condiciones equivalentes.
{0(0) = €(0) toes Eor =T E'Z‘Pr‘_)r
Q

Finalmente, la légica algebrizable L tiene la propiedad de la definibilidad de
Beth si para cada 3, Py R, si ¥ define implicitamente a R entonces lo define
explicitamente.

El contraste del enfoque de Németi con la perspectiva de Caicedo [10] es
sutil y reside en que en esta ultima se anaden axiomas a la légica que, como
es bien sabido, no son solo ciertas férmulas sino esquemas cuyas letras pueden
sustituirse por formulas arbitrarias. En la versién algebraica de esa perspectiva,
adoptada en [16], también se refleja esa diferencia con el enfoque de Németi
pues en vez de tomar como premisas ciertos términos, se escogen identidades
que son la clausura universal de la igualdad de dos términos. Por supuesto,

esta diferencia se refleja en los resultados.

2.3. Completitud funcional en algebra universal. El planteamiento pu-
ramente algebraico del problema de la definibilidad implicita establece una
conexién evidente con las investigaciones alrededor de la completez funcional,
que también constituyen un capitulo bastante desarrollado del dlgebra universal
[13].

En esta teoria, por ejemplo, un algebra es primal si toda operaciéon con
al menos un argumento es un término y es primal en congruencias si toda
operacion compatible es un término. Como caso particular importante puede
citarse que el dlgebra booleana con dos elementos es primal. Estas definiciones
se extienden de manera natural a las clases de algebras.

Es bien claro que en una clase de algebras primal toda familia implicita
de operaciones es explicita, y que en una clase primal en congruencias toda
familia implicita compatible de operaciones es explicita. No puede pensarse en
las implicaciones reciprocas porque para la primalidad se requieren todas las

operaciones, no solo las definibles implicitamente por cuasi-identidades. Esta
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diferencia también se refleja con claridad en los resultados obtenidos con los

dos enfoques.

3. RESULTADOS

3.1. Teoria. Uno de los primeros resultados fuertes del dlgebra universal es-
tablece que una clase de algebras esta axiomatizada por identidades si y solo si
es cerrada bajo isomorfismos, imagenes homomorfas o cocientes, productos y
subdlgebras [5]. Ese hecho fundamental marca la importancia de estas cuatro
construcciones.

Respecto a las familias de operaciones definidas implicitamente por cuasi-

identidades, se tiene lo siguiente.

e Conmutan con isomorfismos
e Son estables bajo productos reducidos (y, por tanto, bajo productos y

bajo ultraproductos)
Acerca de los cocientes, puede decirse algo pero con fuertes restricciones.

e Una familia definida implicitamente por identidades conmuta con co-

cientes si y solo si es compatible

Finalmente, como se observé en los ejemplos, las subalgebras en general no son
cerradas bajo operaciones implicitas.
En cuanto a las familias de operaciones implicitas que estan definidas expli-

citamente por términos, los resultados son mucho mejores.

e Conmutan con isomorfismos

Son estables bajo productos reducidos
e Conmutan con cocientes (si estdn definidas por identidades)

e Toda subalgebra es cerrada

Estos hechos tienen la siguiente consecuencia inmediata.

Teorema 5. En una cuasivariedad Q, sea N una familia de operaciones de-
finida implicitamente por un conjunto de cuasi-identidades C(v) y sea G C Q
alguna clase de dlgebras tales que Q = ISPg(G). Si la familia N existe en
todas las algebras de G y estd definida explicitamente en ellas por una misma
familia de términos {tv }ve,, entonces N existe en todas las dlgebras de Q y

estd definida explicitamente por la familia {tv}vey.
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Con algo més de trabajo puede probarse una generalizaciéon de los resulta-
dos obtenidos en algebras de Heyting y en algebras correspondientes a logicas
algebrizables. En el enunciado siguiente, para mostrar que (c¢) implica (a) se
sigue el mismo argumento que en [10, Theorem 6] empleando las dlgebras libres

y el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski [1].

Teorema 6. En una cuasivariedad Q, para una familia de operaciones N
definida implicitamente por identidades las siguientes condiciones son equi-

valentes.

a) N estd definida ezplicitamente por términos
b) N es Q-compatible y la clase de dlgebras de Q donde existe es cerrada
bajo subdlgebras

c) N es Q-compatible y la clase de dlgebras donde existe es una subcuasi-
variedad de Q

Este resultado inspira la bisqueda de subdlgebras cerradas bajo las ope-
raciones implicitas. Entre los hallazgos hechos al respecto pueden destacarse
los siguientes.

e Los puntos fijos de un automorfismo constituyen una subélgebra cerra-
da bajo cualquier familia de operaciones definida implicitamente por
cuasi-identidades

e Los puntos fijos de un endomorfismo sobreyectivo constituyen una sub-
algebra cerrada bajo cualquier familia compatible de operaciones defini-

da implicitamente por identidades
3.2. Estudios de caso.

3.2.1. Algebms booleanas y dlgebras de Heyting. En la variedad de las dlgebras
de Heyting existe una multitud de operaciones implicitas que no son explicitas
y, en contraste, en la subvariedad de las algebras booleanas no puede definirse
ninguna. La prueba del siguiente resultado emplea la teoria de las algebras
booleanas sin atomos, que es completa y tiene eliminacién total de cuantifi-

cadores.

Teorema 7. En la variedad de las dlgebras booleanas, toda familia de ope-
raciones definida implicitamente por cuasi-identidades estd definida explici-

tamente por términos.
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En el contexto més amplio de las dlgebras de Heyting, si una familia implicita
de operaciones es compatible y existe en un algebra no trivial entonces también
existe en la de dos elementos. Pero esta es un dlgebra booleana que ademas
genera toda la subvariedad de estas algebras, lo cual permite concluir los hechos

siguientes.

Teorema 8. En la variedad de las dlgebras de Heyting, sea N una familia
compatible de operaciones definidas implicitamente por identidades y supdngase

que N existe en algin dlgebra no trivial.

(1) La familia N exziste en todas las dlgebras booleanas y estd definida
explicitamente por términos en esa subvariedad
(2) La familia =——N = { ==V }ye, estd definida explicitamente por térmi-

nos en la variedad de las dlgebras de Heyting

Lo que sigue es el estudio algebraico de algunos ejemplos de operaciones
implicitas en algebras de Heyting, consideradas antes por otros autores en
contextos diferentes [7, 9, 10].

En un algebra de Heyting, un elemento es denso si tiene la forma a V —a
y, en general, es x-denso si tiene la forma a V (¢ — ). El minimo elemento
z-denso, denotado (si existe) como S(x), puede caracterizarse mediante las
identidades siguientes. Como el minimo de un subconjunto (cuando existe) es
Unico, estas identidades definen una operacién implicita unaria S en la variedad

de las algebras de Heyting.
(S(z) —»x)— S(z)=1
SE)—(yvy—z)~1
La operacion S es compatible y no estd definida por ningin término en dlgebras
de Heyting.
Las siguientes familias de operaciones, que en las algebras adecuadas se

derivan de la operacién S, son todas ejemplos de familias implicitas compa-

tibles que no son explicitas.
e La operacién constante dy
ﬁdl ~0

dy — (xV-z)~1
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En las 4lgebras donde existe S es d; = S(0)
e La familia de constantes {d;,ds}
jd1 ~0
(d2—>d1)—>d2%1
dy — (zV-z)=1
do — (zV(x—dy)) =1
En las élgebras donde existe S es d; = S(0), da = SS5(0)
e La operacién v con un argumento
—(0) =0
7(0) = (zV-2) ~ 1
V(@) = 2 V()
En las dlgebras donde existe S es y(z) = z V S(0)
e La operacién G con un argumento
x— Gx)~1
G(z) » —ax=~1
G@)— (yVy—ua)~1
(G(z) = &) = (~~a > 7) ~ 1
En las dlgebras donde existe S es G(x) = S(x) A =~z y en las dlgebras

donde existen G y dy es S(z) = d; V G(x)

3.2.2. Mdédulos. En la variedad completa de los médulos el resultado sobre la
definibilidad explicita de operaciones implicitas es positivo, pero estd sujeto a
condiciones que se pueden eliminar en subvariedades adecuadas.

Salvo que se indique lo contrario, R es un anillo arbitrario. Para cualquier
R-médulo M la funcién (z,y) — (z + y,y) es un automorfismo de M x M,

hecho que arroja el siguiente resultado.

Teorema 9. En la variedad de los R-mddulos, sea N una familia de opera-
ciones definida implicitamente por un conjunto de cuasi-identidades C(v). Para
cualquier R-médulo M donde existe N todas las funciones VM con V € v son

homomorfismos de grupos abelianos.
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Este resultado puede mejorarse cuando el anillo R es conmutativo, caso en
el cual cada VM resulta lineal.

Aun en el caso de un anillo arbitrario R, el Teorema 9 entrana la clausura
de cualquier submédulo bajo una familia implicita compatible. Porque si
r1,...,2T, son elementos de un submédulo S de un mdédulo donde existe la
familia entonces x; 0 para la congruencia 6 asociada a S, de donde resulta
V(z1,...,2,)0V(0,...,0) para cada integrante V de la familia por ser esta
compatible. Ahora por el Teorema 9 se sigue V(0,...,0) = 0, asi que
V(xi,...,2n)00, es decir, V(zy,...,x,) € S.

Afirmacién 1. En la variedad de los R-mddulos, sea N una familia de ope-
raciones definida implicitamente por un conjunto de cuasi-identidades. Si
la familia es compatible entonces en cada R-mddulo donde existe, todos los

submddulos son cerrados bajo N .

De esta Afirmacién 1 junto con los resultados enunciados en 3.1 se obtiene

de inmediato lo siguiente.

Teorema 10. En la variedad de los R-maodulos, toda familia compatible de ope-
raciones definida implicitamente por identidades estd definida explicitamente

por términos.

En particular este resultado vale para:

e Grupos abelianos
e Grupos booleanos

e Espacios vectoriales sobre un campo

En el ultimo caso, el resultado puede mejorarse pues también vale para
operaciones definidas por cuasi-identidades. En efecto, una familia compati-
ble de operaciones existente en un espacio vectorial no trivial se restringe a
cualquier subespacio de dimensién 1, que es isomorfo al campo. Siendo lineal,
la familia se expresa mediante términos en el campo y esta definicién explicita

se extiende a todos los espacios vectoriales sobre el campo.

Teorema 11. En la variedad de los espacios vectoriales sobre un campo, toda
familia compatible de operaciones definida implicitamente por cuasi-identidades

estd definida explicitamente por términos.
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En lo que resta de este apartado 3.2.2, el anillo considerado es un dominio
de integridad y se denota D.
Dado p € D — {0}, las identidades siguientes definen implicitamente una

operacién unaria D, en la variedad de los D-médulos.
p-Dp(zx) ~x
D,lp-z)~x

Pues si en un D-médulo también existe una operacién E que valida estas

identidades entonces se tiene lo siguiente para cada vector a.
E(a) = E(p- Dp(a)) = Dy(a)

Esta familia de operaciones no es compatible, como se observa de inmediato en
el Z-mé6dulo Q.

Los D-médulos con operadores de division son aquellos en los cuales existe
la familia implicita {D,}. La clase de todos los médulos con operadores de
division es exactamente la variedad de los espacios vectoriales sobre el campo
de cocientes de D.

Para cualquier D-médulo M el médulo de fracciones respecto al conjunto
multiplicativo D — {0}, denotado My, es el ‘reflejo divisible’ de M en el si-
guiente sentido.

e Mg es un D-moddulo con operadores de divisiéon

e Existe un homomorfismo ¢ : M — M|,

e Para cualquier homomorfismo 1 : M — N en un D-méddulo con ope-
radores de divisién IN existe un tinico homomorfismo 1 : My — N tal
que Yo = 1p.

Por tanto, para cada operacién lineal f en M existe una tnica operacion

lineal fy en M que satisface la igualdad siguiente para todo z; € M.

fO (<p(x1),g0(x2), .. '730(xn)) = @(f(xlvx% cee axn))

Ahora una verificacién técnica directa prueba el resultado siguiente.

Afirmacién 2. Sean v un conjunto de simbolos funcionales y F = {fv}ves
una familia de operaciones lineales en el D-mddulo sin torsion M, cada fv
con el mismo nimero de arqgumentos que V. La familia de operaciones Fy =

{(fv)o }ver satisface en el mddulo de fracciones Mg todas las identidades y
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las cuasi-identidades en el vocabulario v U {+, —,0, o }acp satisfechas por F
en M.

La siguiente es una consecuencia inmediata de este hecho.

Afirmacién 3. Sea N una familia de operaciones definida implicitamente en
la variedad de los mddulos sobre D. Si N existe en un D-mddulo sin torsién

M entonces también existe en el mddulo de fracciones M.

Como el médulo M no es de torsién, el mdédulo de fracciones Mg no es
trivial. Si ademas el dominio D es infinito entonces su campo de cocientes
también lo es y M resulta ser un espacio vectorial infinito. Puesto que la
teoria de tales espacios es completa, la existencia de una familia implicita A/ en
el médulo My implica su existencia en todos los espacios no triviales. Mas aun,
como en ese caso la familia existe y es lineal en el campo, su expresién mediante

términos alli se extiende a todos los médulos con operadores de division.

Teorema 12. En la variedad de los D-mddulos sobre un dominio de integridad
infinito D, sea N una familia de operaciones definida implicitamente por cuasi-

identidades y supdngase que N existe en algin D-mddulo sin torsion.

(1) La familia N existe en todos los D-mddulos con operadores de division.
(2) Si en la subvariedad de los D-mddulos con operadores de division se
incluyen estos operadores en el tipo de las dlgebras entonces alli la

familia N estd definida explicitamente por términos.

Como un campo infinito puede verse como el campo de cocientes de un

dominio infinito, el resultado anterior se especializa en el siguiente.

Teorema 13. En la variedad de los espacios vectoriales sobre un campo in-
finito, toda familia de operaciones definida implicitamente por cuasi-identidades

estd definida explicitamente por términos.

En particular, en la variedad de los grupos abelianos divisibles sin torsiéon

toda familia de operaciones definida implicitamente es explicita.

3.2.3. Grupos. De la variedad de los grupos abelianos es natural pasar a la de
los grupos arbitrarios, pero alli la no-conmutatividad resulta ser un obstaculo

formidable para garantizar la definibilidad explicita de las operaciones implicitas.
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En la busqueda de subgrupos cerrados bajo familias de operaciones implicitas
primero se encuentran los puntos fijos de los automorfismos internos x +— g:rgfl

y sus intersecciones.

Afirmacién 4. En la variedad de los grupos, sea N una familia de opera-
ciones definida implicitamente por cuasi-identidades y sea G un grupo donde

ella existe.

(1) Para cada elemento g € G el centralizador de g, definido como C, =
{zeG ’ gr =g}, es un subgrupo de G cerrado bajo NG

(2) Para cada subconjunto A C G el centralizador de A, definido como
Ca={z€edqd ‘ ax = za para cada a € A}, es un subgrupo de G
cerrado bajo NG

(3) El centro Z(Q) del grupo G es un subgrupo cerrado bajo N'&

La funcién biyectiva definida en el grupo producto G x G como (z,y) —
(zy,y) no es, en general, un automorfismo (a menos que el grupo G sea
abeliano) pero si lo es siempre en el producto G x Z(G). Dada una familia
implicita que existe en G, por la Afirmacién 4 también existe en G x Z(G)

luego alli conmuta con este automorfismo. Lo cual arroja el hecho siguiente.

Afirmacién 5. En la variedad de los grupos, sea N una familia de operaciones
definida implicitamente por un conjunto de cuasi-identidades C(v) y sea G un

grupo donde ella existe. Para cada V € v se tiene lo siguiente.
VC(ee,....e)=¢

Ahora siguiendo el mismo argumento que en la variedad de los médulos se

obtiene el resultado siguiente.

Teorema 14. En la variedad de los grupos, sea N una familia compatible de
operaciones definida implicitamente por cuasi-identidades y sea G un grupo
donde ella existe. Todo subgrupo normal de G es cerrado bajo N, mds ain, la

familia de subgrupos de G cerrados bajo N es cerrada bajo subgrupos normales.

Se observa que un subgrupo A de un grupo cualquiera es abeliano si y solo si
estd contenido en su centralizador, esto es A C Cy4, y en este caso ademas A es
un subgrupo normal de C4. Como Cy es cerrado bajo toda familia compatible,

el Teorema 14 entrana la clausura de otra familia importante de subgrupos.
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Afirmacién 6. En la variedad de los grupos, sea N una familia compatible
de operaciones definida implicitamente por cuasi-identidades y sea G un grupo
donde ella existe. Todo subgrupo abeliano de G es cerrado bajo NG, en par-

ticular todo subgrupo ciclico de G es cerrado bajo N'C.

Si V es una operacién implicita con un solo argumento y S es cualquier
subgrupo de un grupo donde ella existe, para cada g € S por la Afirmacién 6

se tiene V(g) € (g). Pero (g) C S luego este subgrupo es cerrado bajo V.

Teorema 15. En la variedad de los grupos, toda familia compatible de ope-
raciones con un solo argumento definida implicitamente por identidades estd

definida explicitamente por términos.

Sintesis. Los resultados obtenidos en esta seccion pueden resumirse como sigue.

e Variedades en las cuales toda familia implicita definida por cuasi-iden-
tidades es explicita: algebras booleanas, espacios vectoriales so-
bre un campo infinito

e Variedades en las cuales toda familia implicita compatible definida por
cuasi-identidades es explicita: espacios vectoriales sobre un campo
arbitrario, grupos booleanos

e Variedades en las cuales toda familia implicita compatible definida por
identidades es explicita: médulos sobre un anillo arbitrario, gru-
pos abelianos

e Variedades en las cuales toda familia implicita compatible con un solo
argumento definida por identidades es explicita: grupos

e Variedades en las cuales existen operaciones implicitas compatibles

definidas por identidades que no son explicitas: algebras de Heyting

3.3. Problemas abiertos. En una perspectiva puramente algebraica, queda
el problema de estudiar las operaciones implicitas en muchos otros contextos
particulares como, por ejemplo, los I-grupos y las MV-élgebras. En el largo
plazo estos estudios de caso deberian conducir a establecer condiciones sufi-
cientes y necesarias sobre una cuasivariedad para que en ella todas las opera-
ciones implicitas sean explicitas.

En la perspectiva logica de esta investigacién también se sugieren problemas

interesantes. Fn la logica de los mddulos, por ejemplo, al anadir la familia de los
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operadores de divisién resulta una légica que carece de extensiones axiomaticas

implicitas. jHay extensiones diferentes de la légica de los médulos con esta

misma propiedad, o esa es la maxima? En general, ; para cualquier logica existe

una extension méaxima o clausura para la definibilidad axioméatica implicita?

Finalmente, se espera que un transvase del problema al contexto de la teoria

de categorias arroje nuevas luces sobre el mismo.
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