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RESUMEN. Una matriz A, se denomina normal si AA* = A*A, donde
A* se obtiene trasponiendo y conjugando A. En este trabajo presentamos
nuevas pruebas para algunas caracterizaciones de las matrices normales,

en términos de sus valores propios.
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1. INTRODUCCION

Desde que la definicién formal de matriz normal fue dada por O. Toeplitz en
[1], se han descubierto cerca de noventa caracterizaciones de este tipo de matri-
ces (ver [3] v [4]). Entre las caracterizaciones més interesantes, estan aquellas
que hacen referencia a los valores propios. Por ejemplo, el llamado Teorema
Espectral, afirma que una matriz A es normal, si y sélo si,

Al =

" 1/2
Z )‘i|2‘| )
=1

donde ||A]|r denota la norma euclidiana o de Frobenius de Ay {A\1,..., A} es
el conjunto de sus valores propios. Existen otras caracterizaciones interesantes
que permiten relacionar los valores propios de la matriz, con los valores pro-
pios de sus partes hermitiana y antihermitiana, o con los valores propios de
su descomposicién polar. Estas y algunas otras caracterizaciones mas, seran
planteadas posteriormente en este articulo.

A continuacién se presenta la notacion que se usara a través de este trabajo.
Se denota mediante M,,(C), el conjunto de las matrices cuadradas de tamano
n con entradas en el campo de los complejos C. Sea A = [a;;], se define la
conjugada de A como la matriz A := [@;;] v la traspuesta como la matriz

At :=[a;;]. La adjunta hermitiana de A es la matriz A* := 4’

Se dice que A es hermitiana si A* = A y antihermitiana si A* = —A.
Una matriz hermitiana es semidefinida positiva, si todos sus valores pro-
pios son no negativos. Ademads, se dice que una matriz U es unitaria si
UU* = U*U = I, siendo [ la matriz idéntica. Una matriz unitaria () con en-
tradas reales se denomina ortogonal. De las anteriores definiciones se puede
observar que las matrices hermitianas, antihermitianas y unitarias son tipos
especiales de matrices normales.

A es unitariamente diagonalizable, si existe una matriz unitaria U y una
matriz diagonal D en M,,(C), tales que D = UAU*. Una coleccién no vacia
F C M,(C) es una familia conmutante de matrices, si para todo par de
matrices A, B € F, AB = BA. La traza de una matriz A = [a;;] es el valor

TT(A) = i Q-
i=1

Para cualquier par de matrices A, B, el producto interior de Frébenius,
estd definido por la igualdad

(A, B)p = Tr(B*A).
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La norma de Frobenius o norma euclidiana de una matriz A, estd dada

por
1

n 2
1
1Al == (A, A)f = | > Jayl
i,j=1

El conjunto de los valores propios de una matriz A, se denota mediante §(A)
y se denomina el espectro de A. Si 7 C C, Re(7), Im(7) y |T|, denotan
los conjuntos conformados por las partes real, imaginaria, y los médulos de los
elementos de 7, respectivamente. S,, denota el conjunto de las permutaciones
sobre {1,2,...,n}.

El lector debera tener en la cuenta, que en adelante todas las matrices refe-
renciadas son tomadas del conjunto M, (C).

2. RESULTADOS PREVIOS

Para mayor comodidad, se enunciaran algunos de los resultados de la Teoria
de Matrices que se usaran como referencia en las pruebas que se presentaran
posteriormente. El lector interesado en informacién méas amplia puede consultar

[5], [6] v [7].
Teorema 1 (Teorema de Schur). Para toda matriz A con wvalores propios
ALy -y An, existe una matriz unitaria U y una matriz triangular superior Ty,
tales que

U*AU =Ty = [tsj],
donde ty; = Ngy, 1=1,...,n.
Teorema 2 (Teorema de triangularizacién unitaria). Si F C M,,(C) es una

familia conmutante, existe una matriz unitaria U tal que U* AU es triangular

superior para toda A € F.
Teorema 3 (Teorema de la descomposicién polar). Para toda matriz A, existe
una matriz semidefinida positiva P y una matriz unitaria V , tales que A = PV.

Toda matriz A puede descomponerse de manera inica, como la suma de una
matriz hermitiana H y una antihermitiana K, en donde

H:%(A-i-A*)y K:%(A—A*).

En el siguiente teorema se enuncian algunas caracterizaciones, que muestran la
relacién existente entre A, H, K, P y V cuando A es normal.

Teorema 4. Sea A una matriz, entonces las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
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(a) A es normal.
(b) A es unitariamente diagonalizable.

(c) 1A% = 3232 [Nl donde 6(A) = {A1,..., An}.

(d) AV =V A.
(e) AP = PA.
(f) VP =PV.
(g) AH =HA.
(h) AK = KA.
(i) HK = KH.

Existe una relacién “pitagoérica” entre una matriz y sus partes hermitiana y
antihermitiana que se presenta a continuacién.

Proposicion 1. Para toda matriz A,
A NE=IH |5 + || K |7 -

Demostracion.

IAIF = (H + K, H + K)r
H H)p+(H,K)p +(K,H)r + (K, K)p
HHp+Tr(K*H)+Tr(H'K)+ (K, K)p
HH)p —Tr(KH)+Tr(HK)+ (K,K)r
H)p+ (K,K)F.
= H %+ K% -

=
=
=
= (H,

O

Como una consecuencia directa del Teorema Espectral y la proposicion 1, se
tiene la siguiente afirmacién:

Corolario 1.
n n
2 2
JAIE = lal* + > 18:f°,
i=1 i=1

donde §(H) = {a1,...,an} y 6(K) = {iB;,...,i0Bn} con a;, 3; ER e i? = —1,
para cada i =1,...,n.

3. RESULTADOS PRINCIPALES

Teorema 5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(a) A es normal.

(b) Re(6(A)) =6(H).

(c) Tm(5(A)) = ().

(d) 6(A) ={a; +iB,y | i=1,...,n}, para alguna permutacion o de S,.

Demostracidn. Se probard inicialmente (a) <= (b). Las equivalencias restan-
tes resultan de ésta.

(a) = (b). Como A es normal, por el teorema 4, {A, H, K} es una familia
conmutante y del teorema 2, A, H y K son simultdneamente triangularizables,

esto es, existe U unitaria tal que
A=U"T,U, H=U*TygU, K=U*TgU.

Asi, Ty = Tg + Tk, con lo cual, \; = a; +i3,(;) para alguna permutacién o
en S,.
(b) = (a). Por el Teorema de Schur, existe una matriz unitaria U tal que

Ty = U*AU = [t;;] es una matriz triangular superior. Entonces,
TAo=U"HU +U*KU
=H+K,

en donde, H=U*HU =: [flij] y K=U*KU = []%ij]-
Dado que

ITallz = 1 HI% + 1K %, (1)
por el Teorema FEspectral
SINP+ DD sl =D el + 1K
i=1 1<i<j<n i=1

Esta igualdad junto con la hipétesis conducen a

n n n

> R+ MmO)PP+ Y til* =Y [Re(A)* + |IK1F,

i=1 i=1 1<i<j<n i=1
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asi
n

DMm)P+ Y0 gl = IKIE

i=1 1<i<j<n
n
= kil ) Ik (2)
i=1 i#j
Por otro lado, hj; es real y Ki; es imaginario puro, entonces |t;;|? = |izii|2—|— |]A€“‘2

De lo anterior se obtiene

S0 It =) NP Y 1k

1<i<j<n i#] i#£j
De aqui y (2)
T (A)J? A+ Y i P+ ) ki =D [kial® + > [k
i1 it i#j i—1 i#j
Con lo cual,
D )+ 1> = [kl (3)
i1 itj i1

Como

Z |hij* = 0,
i#]
luego necesariamente h;; = 0 para cada ¢ # j. Por otro lado, T4 es triangular

de (3) se sigue que

superior, en consecuencia ﬁij = —I%ij para todo ¢ > j y de aqui /%ij = 0 para
cada i # j. Se concluye que T4 es una matriz diagonal y por el teorema 4 parte
(b), A es normal. O

La equivalencia (a) <= (c), resulta de observar que A es normal, si y sélo
si, A es normal, para luego aplicar la equivalencia (a) <= (b). La equivalencia

(a) < (d), es inmediata de cualquiera de las equivalencias anteriormente
probadas.

En lo que sigue, 6(P) = {p1,...,pn} y 0(V) = {u1, ..., un}.
Teorema 6. Si A es una matriz, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) 6(A) = {ujpsjyli = 1,...,n}, para alguna permutacion o de Sy,.
(b) 10(A)] =A{p1,- - pn}-

(c) A es normal.
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Demostracion. Dado que los valores propios de una matriz unitaria tienen
médulo 1 y P es semidefinida positiva, se sigue que (a) = (b).

Para probar (b) = (c), inicialmente obsérvese que

1AIE = IV Pl

Por la hipétesis, p? = |)\J(i)|2 para alguna permutacién o, entonces

n

1AL =D Ixl

i=1
y por el Teorema Espectral, A es normal.
(¢) = (a). Si A es normal, por el teorema 4, {A,V, P} es una familia conmutan-
te, y como, A,V y P son matrices normales, entonces {A,V, P} es una familia

simultdneamente diagonalizable via una matriz unitaria U, asi
U*AU = U*VUU*PU
con U*AU = diag(A1, Aa, ..., \n), U*VU = diag(uy,ug,...,uy) y
U*PU = diag(po (1), Po(2)> - - - s Po(n)) Para alguna permutacion o, por tanto
Ai = Uipgy, 1=1,...,n
O

Teorema 7. Una matriz A es normal, si y sélo si, existe una permutacion o

de S, tal que
5(A*A) = {/\j/\a(j) |] = 1, o ,’I’L}

Demostracion.

= Si A es normal, entonces existe una matriz unitaria U tal que A = U*DU
donde D = diag{A1,..., A}, luego A*A =U*D*DU.

Ahora, D*D = diag{\; A1, ..., A\n A, }, se sigue que

S(A*A) ={\ N\ |i=1,...,n}.

< Por el Teorema de Schur, para alguna matriz unitaria U, A = U*TU
con T triangular superior, asi A*A = U*T*TU. Haciendo T' = T*T =: 5], se
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. - A 2 ~ i—1
tiene que tj; = t35, © < Jy tyy = MM + o, donde o = 22:1 triti:-
tii

Notese que «;,t; > 0 parai=1,...,n. Ahora bien,

IT05 =D ads +aal® + D 211
i=1

i<j

Por otra parte, como T es normal y §(A*A) = 6(T), entonces
n
172 = Aol
i=1

Ademis,

Z Aido (i) = Z(/\i/\j + i), (4)
i=1

en consecuencia

D A = Y Ak (5)
i=1 i=1
Haciendo \; = a; + 2b;, con a; y b; reales, entonces
n
Z[(ai — agi))® + (bi — byi))?] = 0,
i=1
reescribiendo
> (@F 4 a2y A7 +020) =D 2(aito() + biba())- (6)
i=1 i=1

Como A*A es hermitiana, A\;\,(;) es un niimero real, entonces
Aido(i) = Qilo (i) + bibs (i)

Sustituyendo en (6)

n

2, 2 2 12
E (a7 + gy + 05 + bzr(i)) > E 2Xi Ao (i)
i=1 i=1

n

Z(/\ix + Ao(i) Aoi)) = Z 22 Ao (i)
=1

i=1

Asi,
Z Aii > Z Aido (i) (7)
i=1 i=1

De (4), (5) y (7) tenemos que «; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Se concluye que

ty; = 0, para todo ¢ y todo k = 1,--- ,i — 1. Por lo tanto, T' es una matriz

diagonal y asi A es necesariamente normal. (|
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