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RESUMEN

Siguiendo la linea sobre cualquier tratado de topologia, en cuanto al trata-
miento de los axiomas de Kuratowski, no puede sernos ajena, la permanente di-
ficultad para su desarrollo, surgida en primer lugar, por la utilizacién de con-
Juntos dirigidos con posibles elementos maximales; en segundo lugar, y en parte
por la primera causa apuntada, lo complicado que resulta el tratamiento del
axioma IV (Teorema del Limite Iterado), pues, siempre se observa como la
existencia de la red que el Teorema asegura, se logra mediante la obtencion de
la misma, cuestion nada elemental.

Nosotros probaremos, mediante la utilizacién de esta subclase de conjuntos,
como es posible demostrar su existencia sin tener por qué construirla, ademas
de comprobar, como es posible la extension del Teorema del Limite Iterado a
cualquier espacio topologico, sin previamente nombrar siquiera la verificacion
de los tres restantes, cuestion que parece antinatural, pues simplemente parece-
ria logico, el cumplimiento estratificado de los mismos enumerados en su orden
natural.

SUMMARY

When Kuratowski’s axioms are sstudied, a great difficulty in its develop-
ment appears, due to the utilization of gioded sets with posible maximum ele-
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ments and the obtaining of a mesh in the Repeated Limit Theorem is very com-
plicated.

It will be shown, using guided sets without maximum elements, how it's po-
sible to prove the existence of such mesh without having to construct it. Moreo-
ver, it will be shown that The Repeated Limit Theroem can be spread out any
topologic space without testing the other three ones, in spite of looking unnatu-
ral.

1. INTRODUCCION

Aparte de admitir el conocimiento conceptual de conjunto di-
rigido, red y convergencia de la misma, nos sera Gtil recabar
algunos conceptos para su posterior utilizacion.

Definicion 1

Diremos que la red (x;);, definida en un espacio topologico X,
esta contenida frecuentemente en un entorno U de X, si para to-
do indice «i», existe otro «i’» que lo supera en el orden (i < i’),
y el correspondiente término de la red estd en el entorno

(x;' € U)

Definicion 2

Se dird que una red (x;);, definida sobre un espacio topologico
X, esta contenida eventualmente en un entorno U de x., si existe
un indice «», tal que para cualquier otro que lo supere en el or-
den «i'» (i < i"), su término correspondiente esta contenido en el
entorno U. (x; € U).

Otras consideraciones

Siempre es factible, sin pérdida de generalidad, en cuanto al
comportamiento de redes se refiere, la consideracion de conjun-
tos dirigidos sin elementos maximales (propiedad de prolonga-
cién), ya que, por una parte, la extension de un conjunto dirigi-
do con elementos maximales, a otro que no los posea no es
dificil, y se logra como sigue:

Sea (I, <) dirigido superiormente, con un elemento maximal
i*, por tanto el maximo de /. Podemos extender /, a I'=1TU IN
definiendo el nuevo orden (<') como sigue:



h<ih st oi,hLel
Vf[,l‘ZEI, ilslig@ f1€IAi2€IN
lll < iz, Si i}, igﬁm (Cn]N)

Es facil ver que (I', <) carece de maximales. De otra parte,
en cuanto a la convergencia de redes concierne, inclusive se enri-
quece, pues si tenemos una red @: I — X., X espacio topologico;
#* maximal de I, ésta convergera trivialmente hacia
® (i*) = xo € X. Si extendemos ¢: I" — X, haciendo ¢ (n) = @ (i),
¥ n € IN, tenemos la misma red definida sobre un conjunto /' sin
elementos maximales. Y, teniendo ademas en cuenta, que la con-
dicion clasica de eventualidad:

YUeN(x), dicli <i= p(HelU
se reemplazaria por la siguiente:
YUEN (x), diel/i,<i=@@elU

podriamos verificar (como se expuso en el articulo: «INDUC-
CION DE TOPOLOGIAS SOBRE CONJUNTOS DIRIGIDOS
Y SU REPERCUSION EN LA CONVERGENCIA DE UNA
RED», publicado en el namero 6 de «ENSAYOS»), que conside-
rada la misma red sobre un conjunto dirigido sin elementos
maximales, la convergencia de la misma se traduciria en una
cuestion de continuidad entre espacios topologicos, de forma si-
milar a la convergencia de sucesiones, donde el conjunto dirigido
era IN.

Veamos ahora como construir el conjunto dirigido adecuado
para la definicion de la red cuya existencia se trata de probar:

Sea I dirigido sin elementos maximales y supongamos que pa-
ra cada i€ I, se define un conjunto Ji dirigido y sin elementos
maximales. Consideremos ahora, el conjunto B definido por:

B={B=(,j)/ieLjeJi}
el cual puede ordenarse lexicograficamente como sigue:
G)<@,jrei<iyv(i<sj sioi=i)
Sin dificultad se prueba que B es un conjunto dirigido sin ele-

mentos maximales; y asi puede definirse una red (xp)p con valo-
res en X, siendo x; = x| y asi, enunciamos:
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2. TEOREMA DEL LIMITE ITERADO

Sea I dirigido, Ji un conjunto dirigido para cada i€ I, y consi-
deremos la aplicacion en que al par (i, ), con i€ I, j€ Ji, se le
asigna el elemento xi€ X. Supongamos ademis que las redes
(x})si, con i fijo converjan hacia un limite x;€ X, (X — xi
Vi€ Ty que la red de limites (x;); sea convergente hacia un punto
x € X, (x); — x. En estas condiciones, existe una red cofinal de
la (xp)s, convergente hacia x. Para demostrarlos basta ver que la
red (xp)p esta frecuentemente en cada entorno G € B (x). Se trata
pues de ver, que dado un Ge€ B, y para cualquier (i, /)€ B,
q(',7"): (i,j) < (i',j") A xi-€ G. Ahora bien, como (x;); converge
hacia x, existe un ig€ I ig < i=> x;€ G. Por otro lado, la red
()i converge a x; en X. Dado que G es abierto, sera entorno de
X;, y en consecuencia, puede determinarse un j' € Ji". xi € G. Mas
entonces, como i < i’, se verifica (i, j) < (i’, ). Esto completa la
demostracion. Como puede apreciarse, el teorema del limite ite-
rado se prueba, de este modo, de una forma mas elegante y con-
cisa que la que figura en J. Kelley (Topologia General). No obs-
tante, no se da informacion relativa a la forma de construir la
subred cofinal.
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