INDUCCION DE TOPOLOGIAS SOBRE CONJUNTOS DIRIGIDOS
Y SUREPERCUSION EN LA CONVERGENCIA DE UNA RED
Joaquin Santsteban Marinez
-

D en . Matomticas.
Foculadde Ciecias Feondmicas  Enpresariies Albacete)

0. RESUMEN

EDE apreciarse la existencia de un notorio vacio en gencral,
entre los ratamicntos topoldgicos de sucesiones y redes, en base a que,
‘omo se sabe, una red representa la generalizacion de sucesiones sobre

pologi

el orden lineal sobre [N compactificadol con Ia adjuncién del infinito
(Alexandroff), no ocurriendo lo mismo con las redes debido en princi-
o, e peculiaridad de sus cominios, Nosotosveifcarenos que, o8
posible topologizar cualquier conjunto destruyendo en cierto
ol s e o de e con sl que se ha venido
contemplando a este tipo de conjuntos, circunstancia que ha derivado

en un paralelismo de trato cn cuanto a redes y sucesiones concierne.
Llegamos asi a identificar la converge una red con la continui-
dad de la
denominamos de Alexandroff).

1. INTRODUCCION

Antes de corde
nos conceptos que serdn uiiliza

Def. 1. Diremos que un muumo Ies DIRIGIDO, si esté dotado de
un orden (<) parcial y filtrante (superiormente).

Def. 2. Liamaremos RED a toda a n: : 1 - M, en donde M

presenta un conjunto cualquiera. El caso que realmente nos interesa
s aqul cn que l conjnto d legda e un spacio toldgico X,

X topoldgico.

cxm s imigenes (i) i € I, sc encuentran eventualmente en cada
entomo de

Sii* € Les un clemento maximal, s ficil ver que la condicién de
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(%), a topologia de X. Por otro
lado, resulta también mis sencllo demostrar que la condici6n necesa-
ria y suficiente para que | carczca de clementos maximales, ¢s que s
verifique Ia siguiente propiedad de infinitud:

VieL3ieliici

la cual, a su vez, permite reemplazar la condicién clésica de eventuali-
dad:

¥ ue N, 3i el i = gieu
por la siguiente:
¥ ue N, 3i el i, <i = gi)eu

Veamos, en el siguiente apartado, como es factible la construccién
de conjunos disgdo i lemenios mimles  parir e wo e o8
pose:

2. PROPIEDAD DE PROLONGACION

Seal
laeunin =T N donde [N = 1,2 3.. Bl uevo conjunto pede scr
ordenado del modo que sigue: si o oo o s T s
purbles e arenaci (€ d  ampeo o wrin cn I ordenacion
5 e lconiis Sin.me Nysi
nes mcmolg e ., pwndm s . o i, i1 € 13 5
n€ [N, haremos: i <. (Ello entraia que no puede darse nunca ¢l caso
n oren e cn I, Abor i, 1 defa
aci6n ('); y por otra parte, si n € [N
B an L g 1 T ouslquie 2 N, S propietad: 1<
Consecucatemente I" carece de elementos masinale,

Obsérve: ion de 1 I cabe hacerla incluso, cuando 1
o posea clementos maximales; si bien este caso, no tiene inferés
alguno, ya que Io que se pretende es pasar de un conjunto I que no
posea la propiedad de infnitud a uno 1" que sf la posea.

Veamos a continuacion, la posibilidad de considerar conjuntos de
este tipo pura tratar la convergencia de una re

Proposicidn 1. Cuando 1 tiene clemento méximo, dada la red

- X, puede extenderse a una mueva red 9':I' - X, convergente
baci e mismo Ik o(° de s rmer. En clcto, b poner:
()= () cuandoi € Iy hacer ¢'(1)=9'(2) =... =@(i*).cnlosn & [N.




Finalmente, si i* es elemento maximal de I, ya se ha visto que la red
150X comrgebuca 1) & X. Etoncs o 1 X e oo I
it de <l punio ) estai n todoenoro de 3, y 1 X e de
Hausdorf, resulta necesariamente que

Veamos por dltimo, uilzando lode 1o elerio, como consegair
e S,

3. IDENTIFICACION DEL CONCEPTO DE RED CONVER-
GENTE CON EL DE CONTINUIDAD, EN EL SENTIDO
TOPOLOGICA

Sea l un conjunto dirigido sin elementos maximales. Consideremos
V=(i'eli < i'). En

e ningn i* € 1
que esté a la vez en todos los Vi. Sin embargo, dado un elemento «a»
o pertencciente a 1, podemos construir ¢l conjunto: I* = 1 U fal.

Atora bien o Vi s et i c . Adende, I famlis
= [Vi: (a}) i € [ constituyen una base de abierlos de una topologi
iy que designaremos por T*, y una familia fundamental de
entomos abiertos del punto a € 1* para dicha topologia T*, esté for-
‘mada por los conjuntos: (Vi (a} ]
El punio a € I* pertenece a todos los Vi U (a)
Sentado esto, sca ¢ - >X una red con valores en un espacio Xt

3, € X Podemos extender @1 Xta ¢:1* -» X, haciendo: 6(u) = ..
ys6lo
i fancin i1 s Xt e conioim ol purto € I cuto 5 dot

Iatopologa t*. Es decir, red

Por otraparte, el hecho de que los (Vi) I consituyan entomos redu-
cidos de a € I para I topologia ¥, da sentido a l expresidn i € |
tiende hacia a» (i — a), del mismo modo que tratdndose de [N pone-
mos (1 =),
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