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Os pensadores medievais estaban atascados nun mundo
no que todo se supoiiia que servia a un propdosito divino, onde
todo se unia nunha realidade estdtica. En cambio, os pensa-
dores renacentistas querian ser libres para seguir os seus pro-
pios pensamentos. Este foi o Zeitgeist, o espirito do tempo,
que Newton expresou.

Robin Robertson (Arquetipos junguianos)

RESUMO

A investigacion realizada arredor da comprensioén do Célculo Integral por
alumnos de secundaria, mostra que a maioria carecen dun soporte xeométrico que
lles axude a comprender a natureza dos diferentes problemas que se lles presen-
tan, e non posuen criterios relevantes para recofiecer cando un problema pode ser
modelado por integracion. Planificamos daquela un programa de ensinanza con
actividades contextualizadas que promovan a realizacién de conxecturas, a anéli-
se critica das mesmas e a conseguinte fundamentacion.

PALABRAS CLAVE

Educacién matemdtica, célculo integral.

1. PRESENTACION

No periodo 96-00 realizamos un estudo sistemadtico e cualitativo da com-
prensién do Célculo Integral Elemental por alumnos de COU e 2° de Bacharelato
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do ambito xeografico galego, en funcién das dificultades que manifestaban para
abordar situaciéns problematicas e dos erros e obstaculos de aprendizaxe que mos-
traban despois do proceso de instrucién estdndar. O marco conceptual no cal se
desenvolveu, circunscribiuse ao programa de investigacion Pensamento
Matemdtico Avanzado (PMA), con contribucions da Teoria das Situacions
Didacticas (TSD, Brousseau, 1997), Teoria Antropoléxica do Diddctico (TAD,
Chevallard, 1997, 1999) e Perspectiva Semiotico-Antropoldxica (TSA, Godino,
1999), situadas na perspectiva epistemoloxica da Diddctica Fundamental da
Matematica, que, a diferenza do paradigma psicoloxista, postula a natureza singu-
lar do cofiecemento matemdtico como elemento esencial que compre ter en conta
para comprender a problemadtica da aprendizaxe da Matematica e, como conse-
cuencia, do seu ensino.

Neste marco 1évanse a cabo: a) unha revision histérica e epistemoléxica do
Cdlculo Integral: problemas que se pretendian resolver, dificultades que se atopa-
ron, soluciéns que se deron, criticas de que foron obxecto e novas alternativas que
xurdiron; b) unha andlise do tratamento do tema nos libros de texto de Matemdticas
e Fisica, correspondentes aos niveis académicos analizados, observdndose profun-
das discrepancias en canto ao campo fenomenoldxico tratado, aos procesos de iden-
tificacién analitica de elementos diferenciais e de construcioén de sintese por medio
da integral, e aos requirimentos de cdlculos de primitivas; ¢) unha revision de ante-
riores investigacions, analizando as propostas, resultados e conclusiéns obtidos por
Artigue (1995), Azcarate e outros (1996), Hegedus (1998), Orton (1980, 1983),
Schneider (1988), Sierpinska (1985), Tall (1986, 1995), Thompson (1994) e
Turégano (1997).

Do estudo que realizamos obtéfiense como conclusiéns mdis relevantes que:

a) Moitos estudantes, nos problemas de medida que se asocian coa integral,
non conciben esta como un instrumento matematico que serve de modelo para
resolver este tipo de problemas, sendn que a converten no propio obxecto que hai
que calcular.

b) Unha gran parte dos estudantes asumen os métodos de obtencién de pri-
mitivas como meros automatismos: afrontanos cunha actitude mecanicista, tratan-
do de memorizar modelos de cdlculo de primitivas 4 marxe dos correspondentes
modelos de cdlculo de derivadas e tefien dificultades para relacionar os ditos méto-
dos cos problemas de areas, a pesar de ser estes o contexto habitual onde aplican
as integrais.

c¢) Son poucos os estudantes que constrien un concepto da integral como
unha ferramenta que permite tratar os problemas de variacion, a pesar de que estes
problemas constitden un aspecto fenomenol6xico fundamental no estudo do con-
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cepto de derivada e nas suas aplicacions, aspecto que se recolle explicitamente na
instrucién estdndar, na cal se presenta a integracién como a “operacién inversa da
derivacion”. Ainda mencionando explicitamente as primitivas, son moitos os que
recorren a estratexias que corresponden a estadios cognitivos de precalculo.

d) A identificacién implicita da familia das funciéns integrables a aquelas que
tefien primitiva, e destas ds que son continuas e derivables, constitie un obstaculo
didactico que produce erros moi frecuentes, manifestindose na ausencia dun sopor-
te xeométrico que lles permita controlar as situaciéns con algunha singularidade
(punto anguloso, descontinuidade).

e) A maioria dos estudantes carecen de criterios para recofiecer cando un
problema pode ser modelado por integracién. Incluso son moi poucos os que reco-
fiecen a “presenza’” da integral cando se enfrontan, dende as matematicas, a pro-
blemas que xiran arredor do célculo de magnitudes fisicas que estudaron previa-
mente na materia de Fisica, na que se utiliza explicitamente a integral nas sdas
definicions e situacions-problema. Tamén aqui se manifesta a carencia dun sopor-
te xeométrico que facilite a comprensién da natureza do problema que se lles pre-
senta.

En coherencia co marco conceptual que promovemos e cos resultados ante-
riores, realizamos un esforzo por contribuir a construcién dunha alternativa didac-
tica ao cdlculo integral en secundaria, tentando conservar a maxima xeneralidade
dos conceptos, técnicas e procedementos.

2. NOTAS SOBRE METODOLOXIA DIDACTICA

As consecuencias que poderian derivarse dunha planificacién educativa que
non acomete expresamente a busca dos principios organizativos xerais, senon que
se centra en proporcionar e practicar colecciéns mdis ou menos extensas de técni-
cas que permiten realizar correctamente calculos, centraron os debates das confe-
rencias de Massachusetts dos anos 60 (Woods Hole, 1959; Cambridge, 1963), nas
que psicologos, pedagogos e matemadticos propofiian a necesidade dun cambio
curricular nas matemadticas.

Entre as influencias negativas sinaldronse as dificultades de transferencia
das aprendizaxes a novos contextos, a escasa satisfaccion intelectual que lle repor-
tan 4 maioria dos estudantes —que perciben a matemdtica como un conxunto de
datos e técnicas independentes e non como un conxunto de estruturas de coiiece-
mento interrelacionadas—, a facilidade coa que se esquecen e o dificil que resultan
de reconstruir cando se precisan 4 volta dun tempo.

Algunhas das estruturas que deben ser comprendidas en mateméticas son de
tipo algoritmico (técnico); particularmente no calculo integral aquelas que se refi-
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ren 4 determinacion das integrais indefinidas. Os algoritmos son, certamente, sim-
plificadores, e para seren aplicados con correccién non necesitan ser comprendi-
dos mais alé do seu expreso funcionamento. Pero a stia aplicacién vai, de xeito
natural, precedida dunha resposta individual & pregunta: ;cando debo utilizalo?, o
que implica un nivel de cofiecemento mdis profundo, no que se ven implicadas
decisions practico-técnicas que deben ser xustificadas por un discurso “tecnoldxi-
co-tedrico” (nomenclatura da TAD).

Habitualmente, de maneira implicita, o alumno asocia cada enunciado a un
prototipo de tarefa, de sorte que o “ensino algoritmico” non parece resentirse. Pero
se € o estudante quen debe asumir esta responsabilidade, terd que establecer que
relacions entre os elementos do problema son pertinentes para a sda solucién, ou
sexa, que ecuacions convén planear e resolver, que calculos hai que realizar. A
representacion fisica, grafica ou mediante imaxes mentais pode resultar de grande
utilidade para o establecemento, seleccidon e secuenciaciéon de relacions entre os
datos, e entre estes e as incognitas, e para a recuperacion doutros datos e estrate-
xias da memoria, o que se veria facilitado por un “cofiecemento” ben estruturado.

Se as actividades se ocupasen inicialmente do “que”, e non tanto do “como”,
este cobrarfa sentido a continuacién, xustificando na sta precisién e eficacia o
desenvolvemento progresivo do xogo simbdlico, que non perderia asi a sda forza
comunicativa, de maneira que seria posible xerar expectacion, construir significados
e desenvolver o sentido critico.

Un exemplo diso, precisamente relativo ao Calculo, méstranolo Apdstol
(1984) dende unha perspectiva histdrica: os matematicos dos séculos XVI, XVII e
XVIII recorrian a unha mestura de razoamento dedutivo e intuicién, impulsados por
conxecturas, ¢ ainda que algins dos seus resultados serian posteriormente vistos
como de dubidosa consistencia l6xica, o certo é que constituiu un periodo sorpren-
dente de grandes descubrimentos. Cando o caudal de novos descubrimentos dimi-
nde, segue un periodo de andlise critica e de fundamentacion.

En certa forma, poderiamos dicir que planificamos este programa de ensi-
no reproducindo o devandito ciclo histérico:

a- Razoamento dedutivo e indutivo combinados coa intuicion.
b- Conxecturas sobre as relacions e propiedades descubertas.
c- Analise critica destas.

d- Fundamentacion.

Inicialmente, os alumnos traballan sobre problemas novos para eles, nos que
subxacen os contidos propios do nivel e tema, secuenciados e contextualizados de
xeito que promovan aprendizaxes significativas. Ao traballo individual ou en peque-
no grupo seguen as postas en comun, nas que se confirman acertos, se corrixen erros,
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se clarifican significados, se avanza en precision, se unifica terminoloxia e simbo-
lismo, e se afonda no rigor e na fundamentacion, reconstruindo os argumentos.

2.1. Antiderivacion

Dous aspectos son os que conforman tradicionalmente os contidos escola-
res da integracion:

- A construcién do concepto de integral, coas propiedades e teoremas basicos.

- O célculo de primitivas,

que se refunden nas aplicacidns, versando maioritariamente (en non poucas
ocasions, exclusivamente) sobre o cdlculo de dreas de trapecios mixtilineos ou de
recintos planos limitados polas gréficas de funcidns continuas.

Dado que tradicionalmente a integracion se estuda inmediatamente despois
da derivacién, propofiemos incluir no tema de “derivadas” algiins exercicios espe-
cificos de ‘“‘antiderivaciéon”, proporcionando a funcién derivada e preguntando
pola/s funcién/s orixinal/is da/s que provén. Deseguido deberase construir unha
tdboa completa de “antiderivadas”. Deste xeito, cando logo se constriia a integral
definida como un novo concepto e se chegue a establecer o teorema fundamental,
aquel reforzarase coas ideas anteriores —calculo de antiderivadas ou primitivas—,
debendo asf clarificarse o rol que desenvolven no tratamento do novo campo de
problemas que emerxe coa integracion.

2.2. Tipoloxia dos problemas de integracion

Ainda que o problema da determinacién dunha drea impulsou decisivamen-
te a construcion tedrica do célculo integral, a riqueza de situaciéns que poden ilus-
trarse para ser mellor comprendidas a través dunha expresion xeométrica do pro-
blema, e concretamente mediante unha drea, ¢ extensa (a pesar de que en certos
casos, tan clasicos coma os volumes de revolucion ou a lonxitude dun arco de
curva, a representacion xeométrica da situacion non a facemos por medio de dreas).

Unha caracteristica das teorias matemadticas é o seu poder unificador: a
posibilidade de tratar un extenso campo de problemas, de procedencias do mais
diverso. A fenomenoloxia de situaciéns susceptibles de seren tratadas a través da
integracion moderna responde ao estereotipo AM(x)=f(x)-Ax (méis formalmen-
te: dM (x)=f (x)-dx): queremos avaliar unha magnitude que depende dunha
variable x; un elemento (diferencial) do que pretendemos calcular obtense como
produto do valor dunha funcién desa variable por un elemento (diferencial) da
variable mesma.
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As “situacions de integracion” poderianse clasificar segundo dous tipos de
percepcion:

- Estdtico, que corresponde ao produto de dias magnitudes: drea (altura
por base), ingresos (prezo por n° de artigos vendidos), masa (volume por densi-
dade), cantidade de fluxo de campo (intensidade por superficie),..., 0 que conec-
ta coa idea de “suma” de todas as pequenas cantidades f{x)dx, que forman a inte-
gral definida.

- Dinamico, que corresponde coa taxa de variacion instantdnea: variacion
de espazo/tempo (velocidade), aumento da poboacion/tempo (taxa de crecemen-
to), ingreso/producion (ingreso marxinal), ... que permite conectar coa idea de
antiderivacion (M (x)=f{x)), na medida en que se tefa asimilada a derivada como
a taxa de variacién instantdnea.

A integral retine as ddas perpectivas baixo un mesmo concepto:

- Se contemplamos dinamicamente a masa dun corpo (estitico) que imaxi-
nariamente imos percorrendo, a densidade indicaria precisamente o aumento de
masa que vai corresponder nun novo elemento de volume.

- Reciprocamente, se contemplamos estaticamente un movemento (dinami-
c0), como se xa acontecese e o percibisemos globalmente, a cantidade de espazo
“obtida” nun elemento de tempo determinado viria indicada pola velocidade nese
momento.

En canto método, a integracion conxuga dous procesos xerais:

- Un analitico: estratexia ou procedemento xeral de descomposicion dun
todo en partes o suficientemente sinxelas, que poidan ser tratadas dende a pers-
pectiva do problema que se nos presenta (tramos de forza supostamente constan-
te, figuras simples: rectangulos...). Isto daria lugar 4 obtencién de aproximacidns,
sendo teoricamente posible diminuir tanto como se desexe o erro cometido.
Levado 4s dltimas consecuencias, chegariase 4 parcelacion en elementos diferen-
ciais nos que se poidan aplicar relaciéns xa cofiecidas.

- Outro inverso, de sintese: tamén de cardcter xeral, globalizando as partes
nun todo unico con identidade propia e que na tesitura creada polo proceso anali-
tico anterior incorpora, especificamente, os infinitos elementos nun tnico obxec-
to: a integral definida, pola que se obteria o valor exacto (integro) da magnitude
en cuestion.

A investigacién revela que, malia que a practica totalidade dos estudantes
recorda que tivo un contacto con estas ideas ao serlles presentado “o problema
da area”, para a maioria careceron da intensidade e explicitacion suficientes
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como para producir unha toma de conciencia delas, o que vai supofier un lastre
na sta comprensiéon do calculo integral, ademais de perder a oportunidade for-
mativa de desenvolver estes procedementos esenciais na matematica e, en xeral,
no pensamento.

Dende unha perspectiva metacognitiva, intentaremos que os estudantes se
pregunten (1):

a. Se un determinado problema pode fragmentarse en pequenas partes de
inferior dificultade, de maneira que a reunién das correspondentes solu-
ciéns parciais proporcione unha aproximacién 4 solucién global que
estan buscando.

b. Se a dita aproximacién melloraria ao seren as partes mais pequenas.

c. Se poden expresar analiticamente un elemento diferencial.

d. Se a dita expresion responde ao modelo .

2.3. Actividades introdutorias: a potencia do método

En coherencia co anterior, propofiemos unhas actividades introdutorias que,
nun estado ainda preformal, recreen o dobre proceso analitico-sintético e mostren
a potencia do método, ao tempo que imos adoptando a notacién especifica.

Moi interesante resulta o célculo atribuido a Keppler do volume dunha esfe-
ra, coflecida a sua superficie:

- O proceso analitico que se segue é o de descompoiier a esfera en minus-
culas pirdmides, das que debera recordarse oportunamente o volume.

- O proceso de sintese conséguese ao integrar as bases desas pirdmides nun
unico obxecto: a superficie da esfera, magnitude previamente cofiecida.

Esquematicamente, responderia ao seguinte:

dV =LdB-r Vs = SunadV

esfera — “uma

V=S8,.3dB-r=%1r-S, dB=1r-S

uma 3 uma 3 uperficie da esfera

=14, . — 4.
=sr-dn-r I T

Como actividade tipicamente de reforzo e consolidacion, na cal emula a
anterior a un nivel mdis alcanzable, proponse o cdlculo da area dun circulo, cofie-
cido o seu perimetro.

Esquematicamente, responderia ao seguinte:
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dA="1db-r

7 5 db ACiVCll[O = SumadA = Suma db2' : = %r ! Sumadb = %r ' 2Tcr = Tcrz

2.4. Aproximacions sucesivas

Outro feito que constatamos € que moi poucos viviron un proceso de
aproximaciéns sucesivas a unha medida buscada, mdis ald da explicacién que
se lles proporciona cando se introduce o concepto de integral definida, pero
sen que eles se involucren nos cdlculos parciais que conducen 4 avaliacién da
magnitude.

Propofiemos un proceso de aproximaciéns sucesivas a unha magnitude
que responda 4 tipoloxia referida (sinxela de avaliar e suficientemente cofieci-
da dos estudantes); proceso que imite os antecedentes histéricos do célculo
integral, baseados en métodos numéricos ideados a través de representacions
xeométricas:

- Presentacion da situacion.

- Célculo individual dunha aproximacién.

- Comparacion das aproximacions.

- Valoracion delas mediante o paso ao cadro xeométrico.

- Mellora das aproximaciéns, con representacion grafica.

- Intuicién da existencia dun limite e busca del mediante o cadro analitico.
Introducidn significativa do elemento diferencial dx.

- Identificacién dos procedementos analitico e xeométrico: limite e 4rea.

Ainda que os antecedentes histéricos aos que nos referiamos trataban de
calculos de dreas, o contexto sociocultural e académico dos nosos alumnos per-
mite tratar problemas diversos, como, por exemplo, sobre a competencia dos pre-
zos na telefonia mobil —afrontandoo dende o cadro xeométrico—, ou sobre o resor-
te elastico (lei de Hooke, acudindo ao cadro xeométrico como recurso.

Esquematicamente, responderian ao seguinte:
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a) Competencia dos prezos

Unha compafifa saca 4 venda 5.000 teléfonos mébiles de 3* xeracion,
nunha operacién comercial pioneira en Espafia. Inicialmente estipula un
prezo de venda de 900 /unidade, pero, cando leva vendidos 3.000 apare-
llos, unha segunda compaiiia irrompe no mercado e entran ambas as ddas
nunha competencia que os obriga a baixar continuamente os prezos.

Na seguinte grafica recollemos o sucedido:

prezo en €
900
AN
N
L
——

miles de unidades vendidas

Saberiamos como calcular canto ingresou nos primeiros 3.000 telé-
fonos vendidos, pois o prezo mantivose constante: /=p-n.

Apartir de ai, se non

podemos dar a resposta exacta, \\
intentemos unha aproximacion. N
A aproximacién podemos \\r

mellorala facendo os tramos
cada vez madis pequenos.
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b) Resorte eldstico

“A forza f que exerce un resorte eldstico varia proporcionalmente a esti-
rada. ;Como calcular o traballo fisico realizado entre dous puntos dados?”

- 00000 ~

o A B
o o o o o —

Saberiamos como calcular o traballo se a forza fose constante: T = f-e
(conecida dende cursos anteriores).

Se considerdsemos tramos moi pequenos, a forza apenas teria marxe
para variar, polo que, ainda non sendo exacto de todo, poderiamos calcular con
aproximacion o traballo en cada anaco empregando a férmula T = f-e; despois
sumédmolo todo e teremos unha aproximacién ao total entre os puntos A e B
do problema.

A funcién (forza) que se aplica é moi sinxela (por exemplo, f (x) =X,
onde a constante 1 € unha caracteristica do resorte) e ao trasladar ao gréfico a
magnitude calculada (traballo), obtemos sumas de rectangulos que converxen
a un trapecio:

| forza |

a b

€5pazo

2.5. Estudo ampliado por ordenador

A identificacién do punto medio dun intervalo é especialmente sinxela, o
que nos ofrece a posibilidade de sistematizar o calculo realizando o que se cofie-
ce como regra do punto medio:

— X, tX

J = 3 Gy -, % =T

=

2

Funcidns tan sinxelas como f(x)=1x? +1, xa esixen un nivel de cdlcu-
los importante nas aproximacions.
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Esquematicamente, responderia ao seguinte:

1,125
1,375
1,625
1,875
2,125
2,375
2,625
2,875

1,05
1,15
1,25
1,35
2,75
2,85
2,95

f(x)

1,316
1,472
1,660
1,878
2,128
2,410
2,722
3,066
Suma

£(x)-0725
0,329
0,368
0,415
0,469
0,532
0,602
0,680
0,7666
= 4,1640

f(x).0705
0,063
0,064
0,065
0,067

Tomando intervalos de 0725 de longo

05

0
0,125 0375 0,625 0.875 1125 1375 1,625 1.875 2,125 2375 2,625 2875

Tomando intervalos de 0“1 de longo

Tomando intervalos de 0°05 de longo
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2.6. Teoremas de integracion

As demostracions da relacion fundamental que detectamos nos textos fan
uso da continuidade da funcién base (que se establece como requisito no enuncia-
do) e da aditividade da integral definida sobre o intervalo (que, loxicamente, se
proba antes), e dos teoremas de Weierstrass ou Bolzano, respectivamente. Se tal
grao de rigor se considera necesario neste nivel educativo, iso deberd ser a parte
culminante dos procesos demostrativos, pero non a parte inicial e tnica, pois nin
os estudantes conseguen comprender a sta pertinencia (Azcérate, 1996), nin des-
vela a natureza da integracion, as caracteristicas subxacentes da fenomenoloxia &
que se enfrontan a través deste novo concepto.

Pero, en calquera caso, unha argumentaciéon non pode consistir nun cimulo
organizado de felices coincidencias; esixe unha reflexion sobre os significados e unha
busca intencionada das suas relacions: ;por que queremos probar precisamente isto?
e (que conexidns podemos establecer entre as ideas de partida e as de chegada?

Por exemplo, a regra de Barrow preséntase como un corolario do teorema
fundamental, pero o certo € que aquela foi anterior a este, ainda que nunha recons-
trucién formal se prefira inverter a orde para gafar coherencia l6xica na exposi-
cién e xeneralidade nos resultados.

Exemplos sinxelos, como o do resorte eldstico ou o da telefonia facendo
rectilinea a grafica, facilitarian unha aproximacion significativa a estas ideas.

Esquematicamente responde ao seguinte:

Traballo dende a ata b = Traballo total ata b - Traballo feito ata a

Area do trapecio =

2 2
= tridngulo en b - tridngulo en a = o 4

6

Poiiendo a énfase nestas ideas, estableceremos un didlogo co alumno en ter-
mos que lle desvelen as nosas exploraciéns, para formalizalas posteriormente. A
pregunta que non deberamos deixar pasar dentro dun comportamento cientifico
serd: ;que relacion ten a funcién “ingresos” coa funcién “prezo”, e cal a funcién
“traballo” coa funcién “forza”?. Responderemos dende dous puntos de vista, con-
ceptual e algoritmico:
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- Relacionando a derivada co crecemento/decrecemento, xa que € esta unha
das aplicacidns, cldsicas, comuns, ordinarias e inescusables da derivacién, o valor
do prezo nun punto concreto das vendas, permitenos prever se os ingresos aumen-
tardn “moito ou pouco”; analogamente, a forza nun punto concreto, verbo do traba-
llo, dinos canto este tende a aumentar; inférmanos do seu estado de cambio. Logo o
prezo, garda relacion coa derivada dos ingresos e a forza, coa derivada do traballo.

- Estando recente o estudo das derivadas, e concretamente os exercicios de

antiderivacion, intentaremos ver a relacion entre as correspondentes expresions
2

(funcién f(x) = % base) e T(x) = % (funcién traballo, dende a orixe ata o punto x).

Atopdmonos a continuacién con outra cuestién actitudinal: unha vez com-
probado que efectivamente 7~ = f, debemos ainda xustificalo: analizaremos se a rela-
cién entre as funciéns “traballo” e “forza”, T’= f, ten fundamentacién 16xica ou se,
pola contra, € un resultado casual debido as férmulas concretas que estamos estu-
dando. Para iso, situdmonos no caso xeral dunha funcién forza calquera f{x) e desen-
volvemos a derivada da funcidn traballo.

Esquematicamente, responde ao seguinte:

-
T(x+h)-T(x) X xeh
h

T'(x) =lim,_,,
O numerador expresa o traballo realizado ao desprazarnos do punto x ao
x+h:
Traballo total ata x+#A - Traballo xa feito ata x

Cando h—0, por tratarse dun elemento infinitesimal de espazo, a forza f
apenas ten marxe para variar, xa que varia precisamente co espazo, logo pode-
mos suporfier que o seu valor f{x) permanece constante nese tramo.

Se a forza fose constante:

Traballo entre o punto x e o punto x+/h = forza - espazo = f(x)-h
T(x+h)-T . h .
Logo T7(x) = fim, o DT i, SO _pim, )= f2),

O erro cometido nesta suposicion pédese facer tan pequeno como se
desexe; abonda con tomar /4 o suficientemente proximo a 0.
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2.7. Modelos de integracion
Agora, nétese que a validez desa ultima suposicién implica:

a) Que a “oscilacion” da funcién f sexa moi pequena en pequenos subin-
tervalos [x,x+h], o que se garante se f & continua, para un h suficientemente
pequeno.

Antes xa aceptaramos:

b) Que a magnitude a calcular (traballo) era aditiva no intervalo:
traballo entre O e x+h =
= traballo entre 0 e x + traballo entre x e x+A
¢) Que no caso de ser constante a funcién nun intervalo de amplitude 4, a
magnitude buscada obtense polo produto f-A.

E madis oculta estaba estoutra aceptacion:

d) Que ainda non sendo constante, unha funcién g moi préxima a f pro-
porciona un valor moi préximo para a magnitude calculada.

Efectivamente, no intervalo [x,x+/] a forza non € constante, pero substitui-
mola por unha forza constante f{x); pero, en xeral, non é o mesmo a similitude
entre forzas que a similitude entre os traballos que proporcionan: soamente sabia-
mos iso se ambas as ddas forzas son constantes. Isto vén garantido pola propieda-
de de monotonia: a maior forza, maior traballo, e viceversa.

Pero na xustificacion da relacién fundamental 7= f non se empregou nin-
gunha propiedade concreta das magnitudes fisicas en cuestién, nin sequera for-
mulas matematicas especificas! En realidade, o que fixemos foi estudar como cal-
cular o valor, dende unha orixe preestablecida ata un punto determinado, de cal-
quera magnitude F aditiva no intervalo, se no caso de que certa funcién f, conti-
nua nese intervalo e coa cal se relaciona, se mantivese constante nun subintervalo
de lonxitude 4 ao cal pertenza o punto, sucedese que F = f - h, e se a maior f
correspondese maior F.

2.8. Campo fenomenoloéxico

A investigacion revela que a maioria dos estudantes sé citan os problemas de
areas entre as aplicacions do célculo integral ou engddenlles os problemas de velo-
cidade/espazo/tempo. Son esporddicas as alusiéns a outros fenémenos, feito moi
sorprendente entre o colectivo de estudantes “de ciencias” porque cursan unha dis-
ciplina de fisica onde multiples conceptos lles son presentados mediante integrais.

Propoiiemos levar a cabo unha exploracion guiada de situaciéns dentro do
campo de problemas da integracién, que 4 sta vez, poida ir acompafiada cunha
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variedade ampla de funciéns a integrar, constituindo a un tempo tarefas para
desenvolver técnicas de calculo de primitivas.

a) Os problemas de espazo/velocidade sonlles moi familiares a estes estu-
dantes. Con eles pretendemos inicialmente estenderlles o campo fenomenoléxico
e, aproveitando que € cofiecido por eles que “a velocidade € a derivada do espazo
respecto do tempo”, reafirmar a relacion fundamental entre os dous grandes con-
ceptos, derivada e integral, que xa procuramos no apartado anterior. Neste con-
texto intentariase un primeiro achegamento ao “teorema do valor medio”, concre-
tamente tocante a tal valor medio, dado que a velocidade media é un excelente
representante desta idea.

b) Os volumes de revolucién porque nos conducen 4 tesitura mais xeral, que
nés coidariamos de facer explicita para potenciar os aspectos metacognitivos. Os
volumes, e non unicamente os de revolucion, facilitan a descomposicion analitica
do problema ao ser doada a identificacién do elemento diferencial dV. Pero como
con calquera outro método de traballo, podemos polo menos intentar reformular
determinadas problematicas novas para ver se € posible que encaixen no modelo
anterior (expresar o elemento diferencial como), loxicamente cando tefiamos
algin estimulo para facelo. Resulta tamén interesante dende o punto de vista de
xogo de marcos de representacion (Douady, 1986), pois ao ser un exercicio xenui-
namente xeométrico supdn unha recreacién visual novidosa, que desborda o
esquema da area do recinto plano e segue a ser moi sinxela de imaxinar.

¢) O problema da area abordariase agora explicitamente, dando significado
4 problematica que leva asociada: a investigacion puxo de manifesto que estd moi
estendida a confusién arredor do signo da drea e da sua relacion coa integral; par-
ticularmente preocupante maniféstase a confusién cando asignan o valor 0 4 area
dunha rexion plana da que se visualiza claramente a zona que ocupa.

Serfa pertinente introducir a cuestion do signo da integral/area cunha funcién
impar, provocando como resultado 0, requirindo que se tome unha decision ao res-
pecto, a cal debera ser consensuada, fortalecendo asi as compoientes metacogniti-
vas da aprendizaxe, ao tempo que constituiria unha achega emocional de interese.

Esquematicamente, responde ao seguinte:

Calcula a drea do recinto limitado pola grafica }
da funcién f(x)=41x- " e o eixe horizontal entre os /
puntos de abscisas -1725 e 125 (Sombréaa).

Se obtés 0, toma unha decisién que che permi- /
ta dar un valor coherente para esa area. /
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d) Os exercicios de aplicacién 4 Economia, por tres razons:

- Ser un dos dmbitos de aplicacién emerxentes, que gafiou presenza nos tra-
tados de divulgacién, e tamén nas aulas.

- Tratarse dunha modelizaciéon dun proceso discreto por medio dunha fun-
cién continua, o que estende significativamente o dominio da problemati-
ca susceptible de ser tratada por integracién. Psicoloxicamente é moi
suxestiva esta situacion, pois inverte a lifla de desenvolvemento anterior.

- Coincide cos avances preliminares de Leibniz na construcién do Célculo,
proporcionando unha excelente exemplificacion.

Tomando intervalos de 1 unidade, P
Leibniz aproximaba a drea baixo a curva
pola suma das ordenadas. Esta aproxima-
cién serfa cada vez mellor canto madis
pequena fose a unidade elixida. | 1

Esquematicamente, responde ao seguinte:

O custo de fabricar 10 artigos:  f{1)+f(2)+f(3)+ ..... + f(10), trata-
riamos de expresalo como unha suma de produtos:

fl)1 + f(2)-1 +f(3)1 + ... + f(10)-1

miles I
de EU

ol 10
unidades producidas

Se o facemos graficamente, resulta obvio que estamos obtendo unha
aproximacién por defecto da area baixo a curva, o que nos sitiia no contex-
to da integracion.

e) Rematariamos esta epigrafe cun exercicio recreativo que nos permite
“revivir” as orixes de todo o proceso analitico-sintético obtendo, por outra via
integral, a drea do circulo. A un tempo, a “escenificacién” do proceso resulta moi
suxestiva para ampliar as expectativas de aplicacion do Calculo. Asi mesmo, dado
que anteriormente xa teriamos resolto o problema por “integracion cldsica” (trian-
gulacién), volveremos sobre aquela solucidn para presentala nos termos da “inte-
gracién moderna”: identificando a funcién pertinente. Isto proporciénanos, ade-
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mais, a posibilidade de realizar un cambio de variable significativo, tendo que
axustar os extremos de integracion.
Esquematicamente, responde ao seguinte:

Descompoiiemos o circulo en figuras das que podemos calcular facil-
mente a drea: coroas circulares, porque son como rectangulos enrolados.

27X

j 27xdx
0

2.9. Expresion dunha funcion como combinacion doutras mais
simples

Esencialmente, propofi€émonos traballar nesta epigrafe o procedemento ana-
litico de descomposicién dunha situacion en situaciéns mdis sinxelas, agora cunha
perspectiva mais abstracta e xeral, sen recorrer a ningunha técnica especifica de
integracion: se non recoilecemos a funcién a integrar como correspondente a nin-
gunha clase da tdboa de antiderivadas (esta retine os seus cofiecementos ao res-
pecto), tentaremos transformala.

Certamente, este tipo de instrucidn require procesos de indagacién e elabo-
racion, que indubidablemente esixen un tempo de reflexiéon que queda obviado se
o profesor/a proporciona a priori esquemas para que os estudantes os apliquen
directamente. Pero isto udltimo, como pon de manifesto a nosa investigacion,
implica deficiencias formativas importantes, en varios aspectos:

- Nos metacognitivos, por carecer da consciencia das posibilidades da
transformacion, crendo que se trata de técnicas novas de integracion.

- Nos creativos, en canto que reduce a tarefa do alumno a unha aplicaciéon
mecdnica do método correspondente que, como moitos declaran, “é a
maneira (Gnica) de facelo”, cando en realidade se abria diante deles un inte-
resante abano de posibilidades.

- Nos actitudinais, en canto que se afdn a satisfacer as novas demandas con
nova informacién que puntualmente lles debe ser proporcionada, e non
adquiren hébitos nin actitudes proclives a “moldear” a informacién xa
dispoiiible.
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2.10. Formalizacion dos conceptos e propiedades

Ainda que as presentaciéns habituais dos contidos matemadticos estan
inmersas nos aspectos formais, mdis ou menos profundos e rigorosos segundo o
nivel ao que se traballe, aqueles formilanse aprioristicamente e non como conse-
cuencia dun proceso intencionado de dotar de rigor o contido e de fornecernos dun
método estrito e eficaz de analizar criticamente conxecturas e deducir resultados.

Consideramos que unha verdadeira formaciéon matemdtica debera facer
explicita a dita “intencién”, debera facerlles sentir aos estudantes a necesidade de
organizar, explicar e xustificar o cofiecemento, sexa cal sexa o grao de rigor que
se considere pertinente en funcién do seu nivel académico.

A maioria dos textos que revisamos decdntanse polo emprego das sumas
superiores e inferiores. Pero non parece didacticamente coherente establecer a
existencia e a definicion da integral na igualdade dos limites de sucesiéns decre-
centes e crecentes, respectivamente, construidas con elas facendo cada vez mais
finas as particidns do intervalo, ou na igualdade do infimo daquelas co supremo
destas, ou outras condiciéns desa natureza, cando unicamente se manexan fun-
ciéns continuas, nas que as ditas condiciéns se cumpren trivialmente.

A nosa proposta consiste, apoidndonos no marco xeométrico, en someter a
estudo funciéns con ““irregularidades” que susciten precisamente esa convenien-
cia. Con isto, ainda non esgotando a casuistica, permitiremos unha visién do tema
moito mdis xeral e interesante que a que habitualmente se proporciona:

a) b) c) d)
f f
P 7 -
7 —
| ¢ | c | c |

- Os exemplos @) e ¢) permiten imaxinar particiéons nas que o punto ¢ sexa
extremo (superior ou inferior, segundo convefia) dun subintervalo e sim-
plemente a propiedade asociativa dos nlimeros reais soluciona todo o pro-
blema que o dito punto poderia causarnos. (Nétese que esta mesma idea
xustifica a aditividade sobre o intervalo).

- Pero o caso b) non permite ese tipo de saida, pois o punto ¢ non pode por
si s6 constituir un intervalo. Lonxe do que poida parecer, esta situacién é a
verdadeiramente interesante, pois obriga a pensar, polo menos intuitiva-
mente, en termos de medida do intervalo que contén a descontinuidade:
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« E precisamente no cdlculo do limite cando conseguimos solucionar
a perturbacion: f(c)(x,,, —x,) > f(c)0=0.
» Na diferenza entre as sumas superior e inferior correspondentes,
teriamos tamén un tnico elemento “estrafio”:
(@ =m )5 =x) = (f(©)=m, )0 =0
- Continuando con esta ultima idea, o exemplo d) introddcenos en funciéns
con infinitas descontinuidades pero, agds un nimero finito delas, pédense
pechar nun intervalo tan pequeno como se desexe (hai un punto de acu-
mulacién). Combina, pois, as ddas casuisticas anteriores, € supén un avan-
ce cualitativo na comprension tedrica da integrabilidade; propiedade que
se perderia se as descontinuidades non puidesen illarse ou pecharse nun
contorno de “amplitude” desprezable.

2.11. Ecuacions diferenciais

Son moi escasas as actividades explicitas sobre ecuacidns diferenciais nos
textos de secundaria, ainda que algtns problemas de aplicacién ao crecemento de
poboaciéns ou desintegracion radioactiva, por exemplo, respondian implicitamen-
te a elas. Sendo a resolucion de ecuaciéns diferenciais o gran campo de aplicacion
das técnicas de integracidn, seria unha pena non poder deixar constancia diso,
mesmo que se faga por medio de selectos exemplos de dificultade menor. De feito,
¢ posible atopar situaciéns de contexto suxerente, como os crecementos de pobo-
acions ou a desintegracion radioactiva que xa citamos, pero que ademais poden
tratarse cunha metodoloxia construtiva, o que favorece a consolidaciéon do Cdlculo
ao considerar explicitamente xuntos os problemas de diferenciacién e integracion,
ao tempo que se afonda nos procedementos xerais do cofiecemento.

Os casos mdis sinxelos que atopamos pertencen ao modelo y'=a'y (ou

d_y =a'y ), que indica que a derivada é proporcional ao valor da funcién en cada
x

punto. Correspondenlle a el os procesos de crecemento e de desintegracion desin-
hibidos, nos que € razoable supofier que a taxa de variacidon € proporcional 4

“cantidade” dos elementos presentes:

- Resolver a ecuacion diferencial equivale a responder a pregunta: ;coiie-
ces algunha funcién que sexa igual, salvo quizais un coeficiente, 4 sia
derivada? E claro que a cofiecen, ja funcién expofiencial!

- Outra estratexia exitosa € a manipulacién da expresion seguindo o méto-
do ordinario de reunir as variables homélogas, inmediata neste caso, para

transformala en l-a’y = a-dx.
y
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« [sto tan maior interese, Xxa que nos abre unha via que resultara fruti-
fera: a separacion de variables.

) ~ N, 1
* Agora a pregunta €: ;cofieces algunha situacién que dea lugar a —dy?
E claro que a cofiecen, ja derivada da logaritmica!
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4. NOTAS

1. Os dous primeiros puntos retinen a esencia do que poderiamos chamar “integra-
cion clésica”, e os dous seguintes a da “integraciéon moderna” que nos conduce ao cdlculo
de primitivas.

Data de aceptacion definitiva: 01/03/04

Revistn Galege do Ensins — Ano 13 — Num. 45 — Marzo 2005








