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INTRODUCTION

Il est connu, sous le nom du théoréme de Cohen-Hewitt, que si A est
une algebre de Fréchet (associative) ayant une unité approchée uniformément
bornée alors tout élément z se factorise sous la forme z = ay (voir [2], p. 174).
Dans [1] on montre que si A est une algebre de Jordan-Banach ayant une unité
approchée bornée alors tout élément z de A peut s’écrire

(1) z = U,(y) := 2a(ay) — o’y

Dans ce qui suit on se propose de généraliser le théoréeme de Chen-Hewitt
aux algebres de Jordan-Fréchet. Pour cela on intriduit la notion d’unité appro-
chée dans une algebre de Jordan A munie d’une topologie de Fréchet, appelée
algebre de Jordan-Fréchet, et on montre qu’'une telle algébre vérifie encore la
factorisation (1). Dans le cas o A est associative (1) se réduit & z = aya.

1. PRELIMINAIRES

DEFINITION 1.1. Soit A une algebre sur le corps de nombres complexes.
On dit que A est de Jordan si le produit vérifie les deux identités suivantes:

(C) zy = yz.
(J) (e%y)z = z°(y=).

EXEMPLE 1.2. Soit A une C-algebre associative. On note A* le C-espace
vectoriel A muni du produit de Jordan symétrique z oy = (zy + yz). On
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vérifie que A* est une algebre de Jordan. Toute algébre de Jordan isomorphe
a4 une sous algebre de AT est appelée algeébre de Jordan spéciale. Une algebre
de Jordan non spéciale est dite exceptionnelle (voir [3]).

Dans toute la suite, A désigne une algebre de Jordan sur le corp des
nombres complexes. A’ est l'algébre obtenue a partir de A par adjonction
d’une unité: A'= A C.

DEFINITION 1.3. On appelle semi-norme sur A une application p de A
dans Rt telle que:

(i) p(Az) = [Alp(z).
(ii) p(z +y) < p(z) +p(y)-
Si de plus p(zy) < p(z)p(y) on dit que p est sous-multiplicative.

Soient p une semi-norme sous-multiplicative de A et ker(p) le noyau de p:
ker(p) = {z € A: p(z) = 0}. Alors ker(p) est un idéal de A et A, = A/ker(p)
est une algebre normée pour la topologie quotient définie par la norme:

P(z + ker(p)) := inf{p(z + u): u € ker(p)} = p(z).

Notons par A, l'algébre de Jordan-Banach obtenue & partir de A, par com-
plétion. Soit 7, la composée de la surjection canonique de A sur A, et de
I'injection canonique de A, dans A,.

Toute semi-norme p de A détermine une semi-norme p’ sur A’ par p'(z +
a) = p(z) + |a|. p et p' ont le méme noyau.

DEFINITION 1.4. On dit que A est une algébre de Jordan-Fréchet si A est
munie d’une topologie compléte définie par une suite de semi-normes (|| ||,,)n>1
sous-multiplicatives telles que:

(@) llzlln < llzllat, Vo € A, ¥n €N,

(i) Nnx1 ker(] - [ln) = {0}

A’ est munie de la topologie de Jordan-Fréchet engendrée par la suite de semi-
normes déterminées par: |z + all, = ||z||, + |a| pour tout n > 1, z € A,
acC.

Les spaces de Fréchet vérifient plusieurs théoreémes fleurissants de ’analyse
fonctionnelle tels que par example les théoremes du graphe fermé et de I'image
ouverte (voir [4] et [5]). Dans la suite on utilisera la proposition suivante:
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PRrROPOSITION 1.5. Soit A une algébre de Jordan-Fréchet munie d’une to-
pologie définie par une suite de semi-normes (|| - ||n)n>1. Alors, un élément
z est inversible dans A’ si et seulement si, Yn > 1, w,(z) est inversible dans

A',,. Une condition sufficient pour que z soit inversible est que |1 — z||, < 1,
Vn > 1.

Preuve. Si on note Inv (A') 'ensemble des éléments inversibles de A’ alors
z € Inv (A') si et seulement si 7,(z) € Inv(A',), Vn > 1 (voir [4]). Or pour
tout n > 1, A’, est une algebre de Jordan-Banach, donc si ||l —z||,, < 1 alors la
série ", 5o(1 —m,(x))* est convergente et on montre que sa limite est I'inverse
de m,(z). 1

Soit B une partie de A. B est bornée si Vp > 1, sup,cp ||b]|, est fini. B est

. . o] .
uniformément bornée s’il existe une constante réelle R telle que sup,s; ycp [|0ll,
<R.

DEFINITION 1.6. Soient A une algebre de Jordan-Fréchet munie d’une to-
pologie définie par une suite de semi-normes (|| - ||,)n>1 €t F = {€;: 4 € I} une
partie bornée de A. On dit que F' est une unité approchée bornée de A si les
conditions suivantes sont satisfaites:

1) I est filtrant & droite (c’est-a-dire, I est munie d’un préordre tel que
Va,B€1,30 €I avec a < § et §<9).

2) Vp>1,Vz € A, lim,; |le;z — z||, = 0.
3) Vp> 1, Vz € A, lim, U, (z) — all, = 0.

Si A est une algébre de Fréchet associative ayant une unité approchée
bornée & gauche et & droite F' = {e;: 1 € I'}. Alors F est une unité approchée
bornée de I'algébre de Jordan-Fréchet A™. :

2. THEOREME DE FACTORISATION

En utilisant la définition 1.6 et des propriétés de 'opérateur U,, on montre
le lemme suivant:

LEMME 2.1. Soient A une algebre de Jordan-Fréchet munie d’une topolo-
gie définie par une suite de semi-normes (|| - ||,)p>1, F' = {e;: ¢ € I} une unité
approchée uniformément bornée par K de A, e un élément de F et ¢ un réel

positif tel que ¢ < —1=. Alors les propriétés suivantes sont satisfaites:
q K+1 p
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1) Ui—ciee(z) =2+ A (Ue(z) — ) +2¢(1 — c)(e — 1)z; V€ A'.

N

)

) Ui_cice €st un opérateur inversible de A'.

3) Ve € A, Vp > 1, limy; ||U1—yce; () — 2|, = 0.
4)

5) Vz € A, Vp > 1, lim; ||U; (., (z) — iE”p =0.

{Ui2 cc,: @ € I} est uniformément bornée par un nombre réel positif R.

Preuve. 1)
Ui—ctee:(2) = Ui(z) + Uocpee, (z) +2¢(e — 1)z

=1+ AU;_.(z) + 2c(e — 1)z
=z+c2(1—c)(1—e)z— (1 —e)’z] +2c(e — 1)z
=z + A (U,(z) — ) + 2c(c — 1)(1 — e)z.

2) Puisque A est une algebre de Jordan unitaire, on a

Ui—cree €EInv(L(A")) <= 1—c+cecInv(4’)
ou L(A") est lalgébre des opérateurs de A’. Ce qui est équivalent a:
Vn>1, 7,(1 —c+ce) € Inv(A/ ker|| - ||)-

Or, pour tout n > 1, A’,, est une algébre de Jordan-Banach, donc une condition
suffisante pour que 1 — ¢+ ce soit inversible est que ||7,(1 —c+ce) — 1|, < 1.
Ce qui est vraie si ¢ < car ||[m,(1 —c+ce) — 1|, = ||l —c+ce— 1|, <
c(1+K)<1.

3) Soient z € A, p > 1. On a:

1
1+K?

U1 ctce; — x“p = ||c2(Uei (z) — z) + 2c(c — 1)(1 - ei)a"”p
< AU (2) — zllp + 2¢(1 = ¢)|leiz — zll, —1 0.

A Vp>1,Viel,

10 cee: o = UG —ctee-1 o
= “Uwp(l—c+cee)‘1”p
<3| mp(1 —c+ce)ll?

Dans l'algebre de Jordan-Banach A’, on a:

(1= ctem(e))™ =3 (1L — mylen))’,
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donc:

2

(1o

c+ce; ”P

<3

+o00
Z ck(l - 71'p(ei))k

P

+o0 2
=3 [ch(1+K)k =RER,
k=0
puisque ¢(1 + K) < 1.
5)Vp > 1, Vz € A,
”Ul——lc—l—ce,( ) x“P - ”Ul_ c+ce,( ) 1——1c+ceiU1—C+C€i$HP

S R”{L‘ —_ Ul_c+ce,- (w)”p _>I 07
d’apres 3). 1

THEOREME 2.2. Soit A une algébre de Jordan-Fréchet ayant une unité
approchée uniformément bornée (i.e., sup;c; >, lleill, < K, K € R). Alors,
pour tout z dans A, pour tout jo = 1,2,3,... et pour tout voisinage V' de zéro
dans A, il existe une constante réelle M (K) et deux élements a et y de A qui
vérifient les conditions suivantes:

1 Uda(y)-
2 —zeV.

) z

)y
3) y € Un(2).
4) sup,;, llall, < M(K).

Preuve. Fixons z € A, jo > 1 et ¢ un réel strictement positif tel que
c < 1+K Puisque V; = {z € A: ||z]|, < i"'}, 4 = 1,2,..., est un systéme
fondamentale de voisinages de zero il existe iy > jo tel que V;, C V. Soit § € R
tel que 0 < & < ig'.

On pose ay = 1. Soient e; € F et a; = Ui_cqce,(ap). Par induction on
construit une suite (e,)n>1 d’éléments de F'. On suppose que ey, ..., e, sont
choisis et on considére e,,; € F tel que les conditions (C)), (Cy) et (Cs)
suivantes soient satisfaites:

Par récurrence on construit une suite (a,),>o C A’ telle que any =
Ui_ctceny, (@n). Montrons que Vn >0, 3d, € A/a, = (1 —c)*" +a);:
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ap =1 = (1-¢)°+ 0. Supposons que la propriété est vraie pour n > 0;
alors

ni1 = Ui_cycen (1 =€) +ay) = (1 - )™ 4+ (1 - ¢)* e
+ Ul—c+cen+1 (a;) + 2C(1 - C)2n€n+1,

de sorte que any1 = (1 —¢)*™*) +a! | avec al,,; € A puisque A est un idéal
de A'. Par ailleurs

lanss = anlly = 1L = 02" [(1 = ) + 2¢(1 — QJenss + ey ]
+ Ul—cteensa (@) — (1 =€) —ap]l,
< (1= 0?™|(1 = 0)* + 2¢(1 — €)ens1 + Penia — 1,
+ ||U1—c+cen+1 (a’;u) - a’:z“p
<(T-e™(1+(1+e)?+2c(l +c)K + PK?)
+ ”Ul—c+cen+1 (a;z) - a;z”p;
on impose & e, la premiére condition suivante:

1
(Cl) HU1~c+ce,.+1(a;z) - alnnio+n S W

- Puisque ¢ €]0, 1], si e, vérifie (C)), la série Y, <¢ ||@nt1 —anll, est conver-
gente et la suite (a,), est de Cauchy dans I'algébre de Jordan-Fréchet A'.
Soit a sa limite dans A'. Puisque A est une sous-algebre fermée de A’ et
que a, = (1—¢)**+a!, avec a,, € A’ pour tout n > 1, on a a = lim,_,, a,, € A.
Pour tout n > 1, y, = U;'(z) € A. On choisit e, tel que la suite (yn)n>1
soit de Cauchy dans A par les conditions suivantes:

[Yn+1 = Ynlly = 1041, (2) = U (D)l
= ”Ul_—lc—i-cen_,_l(an)(z) - [Ja—n1 (z)”p
=||UZ Ulu (2) = U )y

—ct+cent1 “an T 1—ctcenya an

<|u U U () = U U ()

—c+cen41 ~ Qn l—ct+cent1 1—c+ceny1“an

+ U U z) = U2,

—c+cen41 ” An

S ”Ul_—1c+ce"+1 “P”Ua_nl |IP|IU1_—IC+C(:’,,+1 (z) - z”l’

+1U (Z) = Zllp,

—ct+cent1
ou Z =U;'(z) € A et Z ne dépend pas de e,;;. On choisit e, dans F de
sorte que les conditions suivantes soient accomplies:

i o-(n2)g
(Cy) “Ul—lc+cen+1(z) — Z|lig4n < W—————

a_,,1 “io+n,
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ou R est donné par 4) du lemme 2.1,

B )
(Cs) ”U1—1c+cen+1 (2) = 2llig4n < ontz’

Pour tout p > 1 on a:

Z IYn+1 = Ynllp < Z 1Ynt1 — Ynllig+n

n>0,n>p—ip n>0,n>p—io

0
< Z ont1

n>0,n>p—ig

]

< Z on+1 =4

n>0

Donc la série Y, 5 |¥nt+1 — Ynllp, est convergente. D’ott (y,)n>0 est de Cauchy
pour la semi-norme || - ||, et ce-ci pour tout p > 1. Soit alors y € A tel que
y = lim, 00 Yn-

Du faite que z = U, (y,), pour tout n > 0, et que Papplication (u,v) —

U.(v) est continue, on déduit que y = Uga: ().

y = liana"nl(z) = yeUa(2).
Puisque yg = 2,

“y - z“io = h’?l ”yn - ZHio
< li7{rl(”yn - yn—l”io + ”Z/n—1 - yn—2”io +-+ ||y1 - :l/o||io)
< Z Yns1 = Yalliotn

n>0

0

S Z 2n+1

n>0

<46 <igh.
Doncy—-z€eV,, CV.

lalli; = lUm [[(@nt1 = an) + (an = @n-1) + - + (a1 = ao) + aolli,

< 1+ Z ”a'n+1 - an”io+n

n>0
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<1+Y [1—0™(1+ (1 +c)*+2c(1+c)K +K?)

n>0

+ ||U1—c+cen+1 (a;) - a’;z“ioﬁ-"]

1
<1+ go [(1 ~ (1 (1+0)? + 261+ K + K + oo
< M(K).

Dans la preuve précédente, toutes les convergences ponctuelles utilisées
pour un élément 2z seront uniformes sur toute partie compacte Z de A, donc
on peut démontrer aisément le théroréme de la factorisation multiple suivant:

THEOREME 2.3. Sous les hypothéses du théoréme2.2, pour tout compact
Z de A, il existe une constante réelle M (K) et is existe a € A et Y C A tels
que:

1) Vze Z, 3y, €Y [ z=U,(y).
2)VzeZ, y,—z€V.

3) Y, € UA!(Z).
4) Sup,<j, “a”p < M(K).

Un cas particulier du théoréme 2.3 est obtenu en prenant pour le compact
Z lensemble Z = {z,: n > 1} U {z} ol (2,)n>1 est une suite qui converge
vers z dans A. Alors il existe a,y € A et (y,)n>1 C A tels que y = lim,, y,, et
2, = U,(y,) pour tout n > 1.

Cette situation se présente lorsque par example ’algébre A admet une unité
approchée uniformément bornée qui est dénombrable F' = {e,: n > 1}. On
prendra z, = €, n > 1, qui converge dans A vers zéro. Donc il existe a € A
et (Yn)n>1 C A tels que = = U,(y,). Alors A = U,(A). En effet: U,(4) C A
et, pour tout z € A,

z= liin U, (2) = imU,, /,(n’2) = lim Uy, 4, )(n’2)

= 1i111n U, U, U, (n*z2) € U,(4).

Remarque 2.4. Soit A une algébre de Jordan-Banach (i.e., A est munie
d’une topologie d’algebre normée compléte) ayant une unité approchée bornée.
A est une algebre de Fréchet munie d’une seule semi-norme qui est dans ce
cas une norme. Alors A vérifie un théoreme de type 2.2.
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3. CAS ASSOCIATIF

Soit A une algébre de Fréchet (associative) ayant une unité approchée &
gauche et & droite F, uniformément bornée. Notons J := A* le C-espace
vectoriel A muni du produit symmétrique de Jordan zoy = %(zy +yz). Pour
les semi-normes définissant la toplogie de A, J est une algebre de Jordan-
Fréchet et F' est une unité approchée uniformément bornée pour J selon la
définition 1.6. Du théoreme 2.2 on déduit la factorisation suivante:

THEOREME 3.1. Soit A une algébre de Fréchet (associative) ayant une
unité approchée uniformément bornée & gauche et & droite. Soit z € A. Alors
pour tout jo = 1,2,... et pour tout voisinage V de zéro dans A on a:

1) z=

2) oy ll, < € ot 55 K = 1, supy el < 1.
3) ye AZzA", ott A'zA" = {azb: a,b € A'}.
4) y—z€V.

- Remarque 3.2. Dans la preuve du théoreme 2.2 I'hypothese que I'unité
approchée soit uniformément bornée est indispensable afin que les opérateurs
Ui—ctce;» © € I, solent inversibles. Ainsi une question naturelle se pose: Est-ce
que le théoréme de Cohem-Hewitt pour une algebre de Jordan-Fréchet reste
vraie si on suppose que 'unité approchée soit seulement bornée?
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