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On s’intéresse a 1’équation fonctionelle linéaire homogéne suivante:

(E) Ti<j<mPjf(zg;) =0 (z€R)

Ol P1y---sPm>» Q1,--- 8 SONt des réels non nuls et d1,---,gn deux & deux distincts.
On rencontre une telle équation lorsqu’on étudie ’orthogonalité de Carlsson dans
une espace normé (voir [1], [2], [3]). Pour la résoudre, S.O. Carlsson utilise la
technique des F—series (cf. [2]). Mais cette méthode suppose que la fonction f soit
de classe ¥! (ou tout au moins que f soit la primitive d’une fonction réglée, voir
[1)). .

Dans ce qui suit nous allons nous servir de la transformation de Fourier pour
résoudre (E). Cette méthode est particuliérement adaptée au cas ou f admet un
comportement asymptotique du genre de celui considéré dans [2], et n’exige
aucune condition de dérivabilité sur f. '

Le lemme suivant est essentiel pour la suite:

LEMME 1. Soit f une fonction measurable solution de I équation fonctionelle
non triviale suivante,

21<j<majF(z+bj)=0 (z €R, a_,-eIR, bjElR, j=1,.,m).

Si de plus f(z) = O(e?%) quand z— —oo et f(z) = O(eb*) quand z— +o00
0t b < a, alors f est presque partout nulle sur R.

Preuve. On choisit ¢ €R et d > 0 tels que e?'Zle=czf(z) soit sommable sur
R. (Pour cela il suffit de prendre b <c<a et 0<d <inf(a—c, c—b)). Soient
g(z) =ec=f(z) et G(z) = ]:: g(z)e"#2dz, ol z est un complexe appartenant 4 la
bande horizontale définie par |Imz| < d.

En utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit
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aisément que G est analytique dans la bande |Imz|< d (voir [4], théoréme
13.8.6—iii), p. 126).

Par ailleurs on @, Ty¢jqm0j9(z+0;) =0 (z€R, aj= ajed’f).

En multipliant cette derniére équation par e**? et intégrant par rapport a
sur R on obtient: [21<j<ma3e“"j]G(z) =0 pour |Imz| < d.

La fonction analytique Z; ¢j<m a;e‘"’f admet un ensemble de zéros, au plus
dénombrable et formé uniquement de points isolés, donc G est identiquement
nulle dans la bande |Imz| < d, en particular G est nulle sur R et par conséquent
g est presque partout nulle sur R, en vertu d’un résultat classique sur la
transformation de Fourier dans L! (cf. [5], p. 2064). Enfin de compte f=10
presque partout sur R.

COROLLAIRE 2. Si h est une fonction continue sur I’ensemble des réels
strictement positifs, vérifiant I’ équation fonctionnelle non triviale,
T1<j<mPjF(z¢j))=0 (2>0,¢;>0,j=1,.,m).
Si de plus h(z) = O(z%) quand z— 0* et h(z) = O(zb) quand z— +o0,
alors b est identiquement nulle. '

Ce résultat découle immédiatement du lemme 1, si on pose ¢; = ebi y Dj =@
et f(z) = h(e®).
L’equation (E) est dite paire s’elle peut se mettre sous la forme
Yi<j<rPj[F(2g;) - F(-2¢;)] =0 (g; >0,j=1,..,7).
Elle est dite impaire si on peut la mettre sous la forme
Y1<j<rPj[F(2g;)+ F(~2¢;)]=0 (¢; >0,j=1,.,r).
THEOREME 3. Si f est une solution continue de I’equation fonctionnelle non
triviale
(E) T1<j<mPjF(zgj)) =0 (z€R)

et si f(z) = O(|z|%) quand z— 0 et f(z) = O(|z|%) quand |z| — +o0 (b < a),
alors f est identiguement nulle sur R si (E) n’est ni paire ni impaire, f est paire
si (E) est paire et f est impaire si (E) est impaire.

Preuve. Soient  fi(z)=f(z)-f(-2z), fo(z)=f(z)+f-z), (z>0),
J={j/1<j<met ¢ >0}, K={j/ 1<j<met ¢; <0}. I est facile de voir
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que:

(E1) L,y 9ifi (24;) + Z;  pifi (—2g;) = 0.

(E2) L, Pif2(2;) — B g pifa(—25) = 0.

De plus f;(z) = O(|z|%) quand z— 0 et f:(z) = O(|z|?) quand |z| — +00
(i=1,2). Donc f; et f, vérifient des équations fonctionnelles du type de celle
considérée dans le corollaire 2. On en déduit le théoréme 3 en distinguant
respectivement le cas oit ni (E;) ni (E;) n’est triviale, le cas ou (E;) n’est pas
triviale et enfin le cas ou (E;) n’est pas triviale. 1

Nous terminons par un résultat qui regroupe et améliore les théorémes 6.3 et
6.4 de [2]:

COROLLAIRE 4. Si f est une solution continue de I’ equation fonctionnelle
El<j<mij(ij) =0 +'$202, (Z € |R)

ol El<j<mpj = Cl, 21<j<mquj2= Cz, El<j<mquj =1, pj et q; non nuls,
ji=1,.,m.

Si fy(z) =1+ 0(2?) quand z— 0 et fo(z) =22+ O(z) quand |z| — +o0,
alors f est paire.

Preuve. On applique le théoréme 3 i la fonction f(z)= fy(z) - fo(-2),
avec ¢ =2 et b=1; la condition I;j¢mp;j¢j =1 garantit la non imparité de
l’équation X ¢j<mpj F(2g;) = 0 vérifiée par f.
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