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Origin and development of the theory of core
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Origen y desarrollo de la teoŕıa de modelos núcleo II
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Resumen. For this second part, we continue with the proposed goals in the
first part. Now we deal with higher thanKDJ core models. That is, core models
that allow large cardinals like measurables or higher. We begin by studying
extender ultrapowers of the universe as a direct limit. The importance of this
study is to illustrate, with strong cardinals, the requirements to construct an
inner model with these cardinals. We discuss the covering property for higher-
order core models. Next, we assess the hardships of constructing core models
below a Woodin cardinal. We discuss the concept of iteration trees and the
Woodin cardinal influence for iteration trees. Finally, we examine the current
status of the subject and gather the core model notion.
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nals, Sequences of measures, Covering Theorem, Extenders, Sharps.

Abstract. En esta segunda parte continuamos con los objetivos propuestos en
la primera, pero esta vez nos encargamos de modelos núcleo superiores a KDJ ,
es decir, aquellos que pueden contener cardinales medibles o mayores. Se inicia
con un examen de la construcción de ultrapotencias del universo mediante un
extensor visto como un ĺımite directo. Parte importante de esta descripción es
ilustrar mediante cardinales fuertes los requerimientos para lograr un modelo
interno con un cardinal de este tipo. Se discute la propiedad de cubierta para
modelos núcleo de orden superior. A continuación se examinan las dificultades
para construir modelos núcleo debajo de un cardinal Woodin, la noción de
árbol de iteración, y la influencia de los cardinales Woodin en este concepto.
Finalmente se examina el estado actual de la teoŕıa y se resume la noción de
modelo núcleo.
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1. Introducción

En la primera parte de este trabajo estudiamos los modelos núcleo hasta el 
modelo KDJ en caso de no existir un cardinal medible, o hasta L[U ] cuando śı 
existe tal cardinal. Describimos también el modelo núcleo para sucesiones de 
medidas K[F ], aśı que examinamos modelos núcleo incluso cuando ∃ κ(o(κ) = 
κ++). Como se observa al final d e l a p rimera p arte, p ara d esarrollar modelos 
núcleo de orden superior requerimos idear algo más que ultrafiltros normales 
para conseguirlo. No se deja de lado la noción de ultrafiltro n ormal, s ino que 
se aprovechan todas las figuras q ue h emos o btenido p ero a  t ravés d e familias 
de medidas. Son muchas las virtudes de esta idea llamada extensor y en esta 
segunda parte nos ocuparemos de los modelos núcleo de la forma L[E ] donde 
E es una sucesión de extensores. Para introducir formalmente la noción de 
extensor, ilustramos la construcción de una ultrapotencia como ĺımite directo 
de ultrapotencias generadas mediante medidas dadas por un encaje elemental. 
Una vez que dispongamos de esta construcción, extraemos las propiedades que 
deben cumplir la familia de medias para generar una axiomatización de la 
noción de extensor.

Dado un cardinal fuerte κ, la definición d el m ismo propicia u n e ncaje ele-
mental del cual se puede derivar un extensor E, y pareceŕıa natural suponer 
que el modelo núcleo correspondiente para un cardinal fuerte tendŕıa la forma 
L[E], desafortunadamente en este modelo interno no existen cardinales fuertes; 
para salir de este atolladero, requerimos considerar sucesiones de extensores E , 
pero aparecen dificultades s imilares a  l as q ue d escribimos p ara L [U ], cuando 
tratamos de probar la HGC (y otros principios combinatorios), por lo que la 
sucesión de extensores no puede ser arbitraria, sino que debe cumplir ciertas 
propiedades de coherencia. Suponiendo que disponemos de tal sucesión E , se 
construye el modelo interno L[E ] y se demuestra la HGC, y no mucho más. 
Para lograr realmente el modelo núcleo correspondiente se requiere incorporar 
la teoŕıa de estructura fina y  construir la sucesión por recursión.

Como mencionamos en la primera parte, un concepto relevante en modelo 
núcleo es la propiedad de cubierta. Para los modelos ahora considerados reque-

rimos introducir el <<gato>> o <<sostenido>> (sharp) correspondiente a 0# o 0†. 
No obstante, en modelos núcleo superiores esta construcción no es tan simple 
como para L, y puede involucrar clases de grandes cardinales.

Debajo de un cardinal fuerte, las construcciones se asemejan mucho a las 
dadas para L[U ], pues las iteraciones son lineales, pero una vez que aparecen 
dos o más cardinales fuertes, o cardinales mayores, las iteraciones dejan de 
ser lineales. En el primer caso, tratamos con extensores que no se traslapan, 
mientras que en el segundo aparecen extensores que se pueden traslapar. La 
nociones centrales en este asunto son las de árbol de iteración y de cardinal 
Woodin. Una vez que se consiguió controlar todas estas dificultades, Jensen 
y Steel logran construir el modelo núcleo debajo de un cardinal Woodin. Es 
importante aclarar que ninguna de las dos partes de este trabajo están concebi-
das como una <<especie>> de relato histórico sobre los modelos núcleo. Es decir,
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no es nuestra intención describir con precisión cronológica cómo y cáundo se
logró un determinado avance. Tratamos de establecer los resultados en cierto
contexto histórico, pero teniendo en cuenta que la idea básica es que el lector
tenga una gúıa para incorporarse al estudio y/o trabajo en esta área.

2. Ultrapotencias por extensores

Demos una descripción sucinta de la construcción de una ultrapotencia de V
por un extensor vista como un ĺımite directo. Es bueno aclarar que es posible
construir tales ultrapotencia para clases propias N ̸= V o incluso conjuntos
N transitivos que sean modelos de un fragmento suficientemente poderoso de
ZFC.

Como recién se mencionó, un encaje elemental en una ultrapotencia por un
extensor se puede ver como un ĺımite directo de encajes dados por ultrafiltros
normales. Esta es la idea que a continuación desarrollamos. Haremos un relato
generoso de estas materias, sin formalizar nada. Es importante recordar que se
trata exclusivamente de una forma de incentivar la construcción y se estable-
cen condiciones, quizá, innecesariamente fuertes para que toda la disertación
transcurra sin dificultades adicionales.

Resumiendo todo lo anterior, dado un encaje elemental no trivial

j : V → M

entre modelos internos, queremos aproximarlo mediante una sucesión de medi-
das en forma conveniente; coherente sea tal vez la noción adecuada aqúı.

Si tenemos un encaje elemental no trivial

j : V → M

sabemos cómo definir un ultrafiltro normal en su punto cŕıtico; simplemente
hacemos

U = {X ⊆ κ : κ ∈ j(X)},

pero ya vimos que esto no representa a grandes cardinales mayores que medi-
bles y sobre todo, que los ordinales en el intervalo (κ, j(κ)) no son accesibles
mediante j; lo que haremos será considerar un λ ∈ (κ, j(κ)]. Es previsible que
la elección de este λ sea relevante.

Ahora cambiamos nuestra definición de ultrafiltro normal. Para explicar
nuestra elección, el lector debe recordar que al final representaremos al encaje j
como un ĺımite directo, de modo que requerimos coherencia entre los ultrafiltros
normales a definir, caracteŕıstica que posteriormente estableceremos con toda
formalidad.

Para cada a ∈ [λ]<ω definimos

X ∈ Ea ⇔ a ∈ j(X).
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Es claro que si Z ⊆ [κ]|a|, su imagen respecto a j está contenida en [j(κ)]|a|.
Note que los ultrafiltros Ea son ultrafiltros en [κ]|a| para cada a ∈ [λ]<ω, lo
que es una exigencia extra. Se pueden definir extensores variando la κ, esto
es, tomando los Ea sobre [µa]|a| para distintos ordinales µa (como se hace en
[36]), algo que aqúı no examinamos. El lector no debe tener dificultad alguna
al verificar que los Ea dados antes, son ultrafiltros κ-completos en [κ]|a| y que
Ea es principal exactamente cuando a ∈ [κ]<ω. Una posibilidad para evitar
usar conjuntos finitos de ordinales a es apelar a ordinales primitivo recursivo
cerrados y emplear la función pareja de Gödel. En lo inmediato seguimos [48].

Decimos que E = (Ea : a ∈ [λ]<ω) es el (κ, λ)-extensor derivado de j, y si
construimos las ultrapotencias de V por los Ea, obtenemos clases transitivas
Ma porque Ea es κ-completo; hacemos Ma = Ult(V,Ea), de suerte que, para
cada Ea, propiamente para cada a ∈ [λ]<ω, tenemos el siguiente diagrama

donde πa(x) = [constax]Ea
para cada x ∈ V , ka([f ]Ea

) = j(f)(a) para toda

f ∈ V [κ]|a|
y

constax : [κ]|a| → {x}
es la función constante con valor x. Dadas las definiciones d e E a y  M a, se 
demuestra un teorema de  Loś que establece la validez de fórmulas en la ultra-
potencia mediante la pertenencia de cierto conjunto al ultrafiltro correspon-
diente Ea, y se corrobora que ka está bien definido y es elemental. Más aún, el 
diagrama conmuta, pues para x ∈ V , ocurre que

j(constax) : [j(κ)]|a| → {j(x)}
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es una función constante, de modo que

ka ◦ πa(x) = ka([constax]Ea
)

= j(constax)(a)

= j(x).

Es claro que tenemos <<muchos>> ultrafiltros Ea, <<muchas>> ultrapotencias 
Ma y que deben existir relaciones entre ellos. Supongamos que a, b ∈ [λ]<ω y 
que a ⊆ b; debe subsistir un v́ınculo entre Ea y Eb. Definimos la aplicación πba 
mediante la siguiente prescripción: si b = {ξ1, . . . , ξn} (siempre supondremos 
ξ1 < · · · < ξn) y a = {ξi1 , . . . , ξim} (1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n, recuerde que 
a ⊆ b), definimos

πba : [κ]|b| → [κ]|a|

mediante

πba({α1, . . . , αn}) = {αi1 , . . . , αin }

esto es, de {α1, . . . , αn} tomamos las <<entradas>> que comprenden los ı́ndices 
de a. Estas aplicaciones πab (no necesariamente distintas cuando vaŕıan a y 
b) nos permiten establecer la coherencia que prevalece entre algunos Ea. Si 
a, b ∈ [λ]<ω y a ⊆ b, se cumple que

X ∈ Ea ⇔ {s ∈ [κ]|b| : πba(s) ∈ X} ∈ Eb

En el caso de los Ea derivados de j esta propiedad es inmediata porque

j(πba)(b) = a

Dados a, b como recién, podemos definir una aplicación iab : Ma → Mb 
mediante la receta

iab([f ]Ea ) = [f ◦ πba]Eb

para cualquier f : [κ]|a| → V , y lograr que el siguiente diagrama sea conmuta-
tivo,
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con las siguientes relaciones de conmutatividad,

ka ◦ πa = kb ◦ πb
= j

iab ◦ πa = πb

M̂

kb ◦ ia = ka.

La aplicación iab está bien definida. Con lo anterior es claro que

((Ma : a ∈ [λ]<ω), (iab : a ⊆ b ∈ [λ]<ω))

es un sistema dirigido, de modo que tiene su correspondiente ĺımite directo

E = (DE , ∈E).

Denotamos con [(a, [f ]Ea )]E la clase de equivalencia de (a, [f ]Ea ) y hacemos 
DE el conjunto de estas clases de equivalencia. Establecemos ∈E mediante

[(a, [f ]Ea )]E ∈E [(b, [g]Eb )]E ⇔ ∃ c ⊇ a ∪ b(iac([f ]Ea ) ∈ ibc([g]Eb ).

Se sigue que los elementos x ∈ M̂E tienen la forma x = [(a, [f ]Ea )]E para algún 
a ∈ [λ]<ω y cierta [f ]Ea ∈ Ma, f : [κ]|a| → V . Puesto que esto es un esbozo, 
es importante evitar complicaciones adicionales, especialmente con la notación, 
por lo que en la medida de lo posible, prescindiremos de sub́ındices como en 
Ea, Eb, etc. Aśı, si estamos en M̂E , [a, f ]E ∈ [b, g] significa

[(a, [f ]Ea )]E ∈E [(b, [g]Eb )]E .
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Debemos recordar que partimos de un encaje elemental de V en un modelo
interno (transitivo) y estamos construyendo una ultrapotencia módulo un ex-
tensor derivado de este encaje. Hasta este punto tenemos diversas estructuras
Ma, aplicaciones entre ellas y su ĺımite directo.

Resulta que este ĺımite directo denotado M̂E está bien fundado, y podemos
tomar el colapso transitivo ME de M̂E . Tenemos la siguiente situación.

Nos gustaŕıa obtener las aplicaciones πE , kaE y kE ; se definen como,

πE(x) = [a, constax] para cada x ∈ V , y algún (cualquier), a ∈ [λ]<ω

kaE([f ]) = [a, f ] para cada a ∈ [λ]<ω y f : [κ]|a| → V

kE([a, f ]) = j(f)(a) para a ∈ [λ]<ω y f : [κ]|a| → V .

Se verifica que la definición de πE no depende de la a ∈ [λ]<ω. De lo anterior
extraemos algunas propiedades relevantes de πE y ME .

(i) cri(kE) ≥ λ, cri(πE) = κ y πE(κ) ≥ λ. En particular, si λ = j(k),
cri(kE) > λ y πE(κ) = j(κ) = λ.

(ii)
ME = {πE(f)(a) : a ∈ [λ]<ω, f : [λ]|a| → κ, f ∈ V }

Como vimos,
[λ]<ω ⊆ ran(kE).
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De hecho kE ↾ λ = id, lo cual da lugar a que para toda a ∈ [λ]<ω, kE(a) = a.

(iii) Si para algún ordinal γ se cumple que

(|Vγ | ≤ λ)
M

entonces VM
γ = VME

γ ⊆ ran(kE) y kE ↾ VME
γ = id.

Antes vimos que para cualquier a ∈ [λ]<ω, kE(a) = a, de lo que se desprende
que para cualquier x ⊆ [κ]|a|,

a ∈ j(x) ⇔ a ∈ kE(πE(x))

⇔ kE(a) ∈ kE(πE(x))

⇔ a ∈ πE(x)

es decir, si tratamos de definir el nuevo (κ, λ)-extensor E′ derivado de πE ,
llegamos a E = E′.

No nos cansamos de repetir que todo lo anterior se efectúa a partir del
encaje elemental

j : V → M

donde M es una clase propia transitiva. Aunque no lo parezca, todo resulta
relativamente sencillo con la definición de E, por la presencia del encaje j y
la clase transitiva M . Algo que ocurre con los cardinales medibles κ es que si
tenemos el encaje j : V → M con punto cŕıtico κ, podemos definir un ultrafiltro
normal U en κ. Esto equivale a lo que hicimos arriba, que define el extensor
E. Pero con los cardinales medibles también podemos construir el encaje j a
partir de un ultrafiltro normal U en κ. Es pues natural preguntarse si lo mismo
es realizable con extensores. Es decir, dado un extensor E, construir la clase
transitiva ME y el encaje πE . Se requiere que examinemos cuidadosamente la
construcción arriba dada y deduzcamos con exactitud qué propiedades debemos
pedirle a E para obtener πE y ME . Aqúı es importante mencionar otra vez que
incluiremos algo en la definición de E que propicia que ME esté bien fundado.
Seguiremos con esta descripción informal, pero aparecerán muchas de las figuras
principales que después trataremos formalmente, pero que ahora mismo es más
fácil ilustrarlas y motivarlas.

Trataremos, pues, de describir las propiedades requeridas por un extensor.
Sea κ un cardinal regular y λ > κ, y proponemos que

E = (Ea : a ∈ [λ]<ω)

es un (κ, λ)-extensor cuando ocurre lo siguiente.

1. a) Para cada a ∈ [λ]<ω, Ea es un ultrafiltro κ-completo en [κ]|a|.

b) Existe a ∈ [λ]<ω tal que Ea no es κ+-completo.

c) Para cada γ < κ, existe a ∈ [λ]<ω con {s : γ ∈ s} ∈ Ea.
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2. (Coherencia) Para cualesquier a, b ∈ [λ]<ω con a ⊆ b,

X ∈ Ea ⇔ {s ∈ [κ]|b| : πba(s) ∈ x} ∈ Eb

(πba se definió antes).

3. (Normalidad) Si para algún a ∈ [λ]<ω y f : [κ]|a| → V , se cumple que

{s ∈ [κ]|a| : f(s) ∈ máx(s)} ∈ Ea,

entonces existe b ⊇ a tal que

{s ∈ [κ]|b| : f ◦ πba(s) ∈ s} ∈ Eb.

4. (Bien fundado) Si existen an ∈ [λ]<ω y Xn ⊆ [κ]|an| con Xn ∈ Ean

para toda n < ω, entonces existe una función que preserva el orden d :⋃
n<ω an → κ tal que d[an] ∈ Xn para toda n ∈ ω.

Con esto se logra aislar la noción de extensor E, se puede dar sin necesidad 
de un encaje elemental; se constuye la ultrapotencia M de V (o de M) con este 
extensor y se obtiene el encaje elemental πE : V →E M. Es tiempo de algunas 
referencias bibliográficas, pues los <<axiomas>> de extensor recién escritos, no 
corresponden a los que generalmente se postulan. Los extensores se pueden 
tratar como hipermedidas, que es como arriba se hizo, o como aplicaciones. 
Esta última presentación aparece en [50], [16] y [9]. Para la presentación como 
hipermedida se puede consultar [39], [21], [20], [3] y [9], donde en la última 
se describe como desarrollar la equivalencia entre ambas presentaciones de los 
extensores.

El material previo nos permite definir las clases de grandes cardinales antes 
mencionadas en ZFC. Por ejemplo, en el caso de los cardinales fuertes tenemos 
lo siguiente, que se puede probar que se formula en ZFC.

Teorema 2.1. Un cardinal κ es fuerte si y sólo si para todo conjunto z, z ⊆ Or 
existe un (κ, ν)-extensor E en V , ν ≥ sup(z) tal que V es extensible por E y 
si πE : V → M , entonces z ∈ M .

Demostracíon. [36, Teorema 8.1.7]

Aqúı extensible significa que la ultrapotencia está bien fundada. Este desa-
rrollo podŕıa hacernos pensar que hemos logrado nuestro propósito de crear un 
modelo núcleo para cardinales fuertes, pero no es aśı. Considere los siguientes 
resultados.

Lema 2.2. Suponga que existe un cardinal fuerte. Si A es un conjunto, enton-
ces V ̸= L[A].

Demostracíon. [36, Lema 8.1.14]

Proposición 2.3. Suponga que E es un (κ, ν)-extensor que se derivó de un 
encaje fuerte. No existen cardinales fuertes en L[E].
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Demostración. [36, Proposición 8.1.15]

La idea recurrente en la prueba de estos resultados es que si A es un conjun-
to, y V = L[A], A debe tener un rango asociado, digamos µ; en caso de existir
un cardinal fuerte podŕıamos encontrar un encaje fuerte, cuyo punto cŕıtico ex-
ceda a µ, a una ultrapotencia bien fundada M . Entonces, construimos L[A] en
M y obtenemos una contradicción. Incluso, si suponemos V = L[E ], donde E es
una sucesión de extensores, sucesión conjunto, obtenemos el mismo resultado.

Aśı que el modelo núcleo obvio para un cardinal fuerte debeŕıa ser de la
forma L[E], pero por lo previo, no funciona. La solución es considerar sucesio-
nes de extensores E , pero como veremos, para probar que L[E ] es modelo de
κ es fuerte, requerimos que la sucesión contenga extensores (λ, ν) para ν arbi-
trariamente grande. Anticipándonos a la definición de sucesiones (coherentes)
de extensores vale la pena recordar algunos fenómenos, y es importante señalar
que los extensores también han encontrado aplicaciones fuera de la teoŕıa de
modelos núcleo, véase por ejemplo [49].

Como se recordará, un hecho relevante para demostrar principios combi-
natorios y la HGC en L[U ] fue el proceso de comparación entre ratones. Para
lograrlo efectivamente, era indispensable que ciertos generadores de ultrafil-
tros quedaran fijos, donde, para un (κ, λ)-extensor E, todo ordinal en [κ, λ)
es un generador, aśı que el principio de no mover generadores requiere que si
se usa E en una iteración, el resto de la misma no puede involucrar ningún
(κ′, λ′)-extensor E′ con κ′ < λ. Esta dificultad aparece tan pronto como existe
un cardinal fuerte mayor que un medible. Esto es, un cardinal κ que tiene un
encaje i : V ↪→ M con punto cŕıtico κ y que para algún cardinal λ > κ existe
una medida U con U ∈M . El problema de mover generadores es más o menos
tratable en este nivel, pero una solución general es mucho más complicada.

Para trabajar este problema Baldwin ([2]) definió una enumeración más
cuidadosa de los extensores, de tal suerte que aunque la iteración moviera
generadores, se garantiza que los que se movieron, queden fijos en un club de
iteraciones posteriores. Esto permite la comparación, al menos para cardinales
β-hipermedibles.

Posteriormente Dodd [3] construye un modelo para una clase de cardinales
fuertes, más débiles que los tratados por Baldwin, pero que permiten considerar
el fenómeno de mover generadores. Este modelo usa una sucesión coherente de
extensores, que a continuación definimos.

Definición 2.4. Un predicado E es natural cuando ocurre lo siguiente.

(i) Cualquier z ∈ E tiene la forma z = (ν, κ, a,X), donde ν es un ordinal
ĺımite, κ < ν, a ∈ [ν]<ω y X ∈ Pot([κ]|a|).

(ii) Si (ν, κ, a,X), (ν, κ′, a′, X ′) ∈ E, entonces κ = κ′.

Precisamos las siguientes nociones.

κ(ν) = κE(ν) es el único κ tal que (ν, κ, a, x) ∈ E para ciertos a,X.
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Si ν es un ordinal,

Eν = {(a,X) : (ν, κ, a,X) ∈ E}.

Para a ∈ [ν]<ω,
Eνa = {X : (a,X) ∈ Eν}.

dom(E) = {ν : Eν ̸= ∅}

Si X ⊆ Or,
E|X = {(ν, κ, a,X) ∈ E : ν ∈ X}.

Definición 2.5. Un modelo

M = Jα[E] α es un ordinal ĺımite

donde E es natural, se conoce como una estructura con extensores (áspera,
tosca) cuando se cumple lo reseñado a continuación.

(i) Eν ⊆ Jν [E] cuando ν es un ordinal ĺımite < α.

(ii) Si Eν ≠ ∅, Eν es un extensor 0-plegado en JE
ν , κ(ν), ν .

(iii) Si Eν ̸= ∅ y π : JE
ν →Eν

(N,EN ), entonces EN = E|ν y

∀µ ∈ N(κE
N

(µ) = κ(ν) =⇒ µ < ν).

(iv) Si Eν ≠ ∅, para todo µ ĺımite, y(
κ(ν)+

)JE
ν ≤ µ ≤ ν

entonces Eµ ̸= ∅ y κ(µ) = κ(ν).

(v) Si Eν ≠ ∅, λ < κ(ν), entonces

sup{µ < κ(ν) : κE(µ) = λ} < κ(ν).

Los extensores 0-plegados no incorporan parámetros encima de ν, lo que si
hacen los plegados. Para nuestros fines es más que suficiente considerar exclu-
sivamente extensores 0-plegados, por lo que el lector puede prescindir de este
adjetivo por completo.

Nuestras estructuras, que son J-modelos, no requieren incorporar más no-
ciones de estructura fina, excepo quizá aceptablidad, en cuyo caso se llamarán
finas. El axioma (i) asegura que

Pot(JE
α ) ∩ JE

α+ω = Σω(JE
α )

lo que facilita mucho algunos argumentos de definabilidad. De acuerdo con (ii), 
los extensores en la sucesión se indizan de acuerdo a su altura. El conjunto Eν no
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es necesariamente un extensor en M, esto es, puede ser un extensor parcial. El
axioma (iii) es una condición de coherencia, en el sentido de que si extendemos
mediante Eν , los extensores con ı́ndice menor se preservan, mientras que Eν

desaparece de la escena.
Los axiomas (iv) y (v) indican como se colocan los extensores en la sucesión.

De acuerdo con (iv), se inicia poniendo un extensor en un lugar que puede ser
el sucesor de un cardinal medible. Entonces, seguimos con el mismo medible en
tanto sea parcial. Por (v), el medible κ = κ(ν) no se traslapa con extensores en
el medible λ. Al sumar aceptabilidad al contexto, algunas de estas condiciones
quedan mejor justificadas. Como ilustración de lo anterior, estudie el siguiente
desarrollo.

Sea M = L[E ] = J∞[E ] una estructura con extensores, κ un ordinal, y
suponga que existe una cantidad no acotada de ordinales ν tales que se cumple
lo siguiente.

(i) κE(ν) = κ.

(ii) M es extensible por Eν .

Entonces,
M |= κ es un cardinal fuerte.

Este relato breve e informal ilustra las dificultades para lograr nuestro objetivo,
quizá la principal sea la obtención de la sucesión E , pero al mismo tiempo nos
indica como construirla por recursión simultáneamente con el modelo interno.

Dodd ([3]) introduce dos técnicas nuevas en el proceso de comparación. El
lema de Dodd-Jensen que sirve como un complemento importante en el uso de
ratones en la verificación de que el criterio de comparación se satisface.

Teorema 2.6. Suponga que i : M → M ′ es una iteración del ratón M , y
σ : M → M ′ es un encaje Σ0-elemental. Entonces, ran(σ) es cofinal en M ′ y
σ(α) ≥ i(α) para todo ordinal α en M .

La otra técnica nueva de Dodd fue el uso de un modelo más grande para
conservar una iteración. Esta idea permite construir modelos núcleo para car-
dinales superfuertes, pero no mucho más. Antes de proseguir en esta dirección,
precisamos revisar la propiedad de cubierta.

3. Teoremas de cubierta para grandes cardinales
mayores

En la parte I revisamos los teoremas de cubierta para diversos modelos núcleo 
(L, KDJ ) o modelos internos (L[U ]), que pueden incluir hasta un cardinal 
medible. Ahora nos interesa la posible formulación de teoremas de cubierta 
para modelos internos con más medibles o grandes cardinales mayores. Para 
un estudio de estos problemas véase [24], [27] y [28]. Considere el siguiente 
enunciado para L[U ].
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(Véase [28]).

Para grandes cardinales mayores es dif́ıcil aspirar a que el correspondiente 
modelo núcleo satisfaga algún teorema de cubierta como los antes mencionados. 
Lo que se formula es el teorema de cubierta débil que se prueba de la misma 
forma que para cardinales κ debajo de un cardinal fuerte.

Un modelo clase transitivo M de ZFC satisface la propiedad de cubierta 
débil si (λ+)M = λ+ para todo cardinal singular λ en V . Esta es una de las 
consecuencias más importantes de los teoremas de cubierta arriba descritos. 
Por ejemplo, (con notación que después veremos), si existe 0¶ para un modelo 
con una clase de cardinales fuertes, entonces existe un modelo núcleo K de la 
forma L[E ] que satisface la propiedad de cubierta débil.

4. Sostenidos

Ya mencionamos que para diversos modelos núcleo aparecen expresiones corres-
pondientes a 0# para L. Este procedimiento puede referirse a la definición de 
sostenido para una propiedad de gran cardinal, o para definir el sostenido de 
un conjunto. Para el primer concepto, considere un modelo interno mı́nimo M 
de la propiedad dada; por ejemplo, para un cardinal medible, se puede tomar 
un modelo de la forma M = L[U ], donde U es un ultrafiltro normal según M y 
una clase cerrada y propia J de indiscernibles para M , y definir el conjunto de 
números de Gödel de fórmulas φ(x1, . . . , xn) tales que M |= φ[c1, . . . , cn] para 
cualquier (c1, . . . , cn) ∈ [J ]n. Esta idea se puede extender a modelos M = L[U ] 
con una clase propia de medibles y se obtiene el sostenido relativo a una clase 
propia de medibles. En el caso de L[U ] se obtiene 0†, o para un cardinal fuerte 
se denota 0¶, en cambio para un cardinal Woodin se denota usualmente como

M1
#, donde M1 es el modelo mı́nimo con un cardinal Woodin.

También se generaliza la construcción de 0# para obtener a# para cualquier 
conjunto a de ordinales. Sin duda, si a ⊆ γ y J es una clase propia cerrada de 
indiscernibles para L[a], a# es el conjunto de parejas (n, a⃗), donde n = ⌈φ⌉ es 
el número de Gödel de una fórmula φ(v⃗, z, ⃗u), a⃗ ∈ [γ]<ω, y L[a] |= φ(c⃗, a, a⃗) 
para cualesquier c⃗ ∈]J ]n, y si codificamos tomamos a a como subconjunto de γ. 
Esta construcción se usa para iterar la operación sostenido, en el sentido de que 
si empezamos con (0#)1 = 0#, se define (0#)α+1 = ((0#)α)#. Si α es ĺımite,
(0#)α se establece como el conjunto que codifica ((0#)γ : γ < α). Con hipótesis 
de gran cardinal (por ejemplo existe un cardinal Ramsey), es consistente que 
(0#)γ existe para todo ordinal γ, y el modelo L[(0#)γ : γ ∈ Or] conforma una 
jerarqúıa construible con condensación y es un segmento inicial de la jerarqúıa 
de modelos núcleo. Se continua este proceso, el modelo L[(0#)γ : γ ∈ Or] es 
mı́nimo para la propiedad de gran cardinal a# existe para todo conjunto a; 
si damos una clase de indiscernibles para esta propiedad, se puede definir el 
sostenido de esta propiedad.
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5. Los modelos L[E ]
Antes vimos cómo construir un modelo de la forma L[E ] donde E es una suce-
sión coherente de extensores. En [3] y [21] se construyen modelos de este tipo; 
en el primer trabajo se prueba la HGC, en el segundo la HC y un resultado muy 
interesante sobre cardinales Jónsson. Dodd prescinde mayormente de estructu-
ra fina, p ero presenta un teorema de condensación e  incorpora l o que después 
se conoceŕıan como los parámetros de Dodd ([51]). Koepke śı involucra un poco 
de estructura fina p ero no hasta e l punto de lograr construir la sucesión cohe-
rente E por recursión; establece la noción de modelo núcleo K[F ] en presencia 
de ¬L[E ], donde ¬L[E ] significa que no existe un modelo interno con un cardi-
nal fuerte. Trabajar con modelos núcleo a este nivel generalmente ocurre con la 
hipótesis ¬L[E ], pues se pueden definir modelos núcleo máximos. Por supuesto, 
si con ciertas hipótesis se pretende construir un modelo interno con un cardinal 
fuerte, se supone ¬L[E ] para llegar a una contradicción. Aśı, si ¬L[E ] y K[F ]
es el modelo núcleo, en él se cumple la HGC, ♢, 2 y otros principios combi-
natorios. Si los extensores en E se construyen recursivamente (por supuesto, 
usando estructura fina) escogiendo los puntos c ŕıticos menores posibles, se ob-
tiene un modelo núcleo canónico K[FC ]. Por ejemplo, si π : K[FC ] ↪→ W es 
un encaje elemental con W transitivo, entonces π es la aplicación iteración de 
algún iterado de K[FC ]. Además, K[FC ] es ŕıgido, en el sentido de que no existe 
un encaje elemental no trivial de él en śı mismo. Más aún, K[FC ] satisface la 
propiedad de cubierta débil. El teorema recién mencionado de Koepke sobre 
cardinales Jónsson es la siguiente afirmación.

Teorema 5.1.

Con(ZF C + ∃ κ∃ µ(κ = µ+ ∧ κ es Jónsson) ⇒ Con(ZF C + ∃ κ(κ es fuerte)).

En cuanto al trabajo de Dodd, para lograr probar la HGC en L[E ] desarrolla 
un importante teorema de consdensación cuya figura r esulta r elevante e n la 
literatura posterior. Después corrobora que si oE (κ) = ∞, entonces en L[E ] κ 
es fuerte. Aqúı y en la prueba de la HGC es indispensable que la sucesión E 
sea una clase propia. Al final c aracteriza l os e xtensores e n L[E ] ; n o s e puede 
probar que todo extensor en L[E ] sea miembro de E , pero si, por ejemplo, que 
las medidas normales en L[E ] aparecen, en cierto sentido, en la sucesión E . 
Un esbozo de la construcción de una sucesión coherente E de extensores, en 
presencia de un cardinal fuerte, se puede leer en [4].

Llegamos al punto en que se tiene la teoŕıa y técnicas para considerar el 
modelo núcleo para un cardinal fuerte. La referencia más adecuada en este 
sentido, el primer intento exitoso, es [12]. La obra inicia generalizando los re-
sultados de [17] para incorporar situaciones debajo de un cardinal fuerte, donde 
se explica por qué plantear la teoŕıa de estructura fina en foma más general de 
lo necesario en [17]; se debe señalar que seguir el manuscrito requiere un buen 
manejo de la teoŕıa desarrollada para medidas de orden cero, pues muchas de 
las pruebas se omiten o sólo se demuestran algunos puntos que requieren aten-
ción. Es importante tener claro la definición dada de ratón, en esta obra, y sus
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diversas variantes ah́ı señaladas. Se prueba la propiedad de cubierta débil con
la hipótesis y modelo correspondiente. Ahora vienen las lecturas alternativas,
pero recomendamos fuertemente considerar a [12] como la fuente principal de
las ideas y construcciones requeridas. La primera es [50] que como ya dijimos,
en buena medida está concebida para presentar los modelos para medidas de
orden cero, pero en su caṕıtulo ocho se trata el modelo núcleo hasta un cardinal
fuerte. Como en el trabajo de Jensen recién mencionado, se trata de una gene-
ralización más o menos inmediata de la teoŕıa previa; recuerde que en este caso
las iteraciones aún son lineales. No obstante, el esbozo presentado es demasia-
do sucinto para que un lector poco experimentado pueda realmente entender
todo el material involucrado. Otra vez, se debe prestar mucha atención a la
definición de ratón, y algo que, quizá, debimos haber mencionado antes, es que
tratamos con sucesiones de extensores que no se traslapan (non-overlapping
extenders), esto es, como śı hab́ıamos escrito, para iterar se emplean extensores
cuyo punto cŕıtico es mayor que la longitud de los previos. La siguiente refe-
rencia es [21] donde se presenta la teoŕıa de estructura fina para construir un
modelo interno hasta un cardinal fuerte, se da la definición de ratón y de otras
técnicas, pero propiamente no se construye el modelo núcleo, sino que se deja
como proyecto a futuro. En cualquier caso, la definición de ratón y otras rele-
vantes no coinciden con los trabajos previemente señalados. En [37] se concluye
este proyecto, aunque no se conserva la noción de ratón; se trata de acudir a
[12] en la medida de lo posible, pero no es la misma construcción. Finalmente,
una vez que pasamos la frontera de un cardinal fuerte, tenemos la obra [38] en
donde se construye el modelo núcleo con la hipótesis de que no existe una clase
propia de cardinales fuertes. La idea principal es que, dado que ya no tenemos
iteraciones necesariamente lineales, śı disponemos de iteraciones casi lineales,
aśı que el art́ıculo se centra principalmente en construir el modelo núcleo con
iteraciones casi lineales, pero utilizando en buena medida lo dado en [12].

6. El modelo núcleo más allá de los fuertes

Antes se intentó la creación de modelos para cardinales supercompactos, pero
se hizo evidente que hab́ıa dificultades enormes, quiza insalvables, con la forma
de realizar las iteraciones. Pero, ¿qué es lo que no funciona con esta idea para
grandes cardinales mayores? Antes que nada recordemos que para tener éxito
en el proceso de comparación se exige que no se muevan los generadores; sin
entrar en detalles de la definición de generador, basta saber que en un (κ, λ)
extensor E, todo ordinal en [κ, λ) es un generador, por lo que para no moverlos
en una iteración, necesitamos que el (κ′, λ′)-extensor E′ en curso cumpla con
κ′ > λ, lo cual es fácil de conseguir cuando tenemos un sólo cardinal fuerte,
pero la presencia de dos de ellos, complica mucho la situación.

Seguimos, en lo posible, [47]. Una alternativa para no mover generadores es
generalizar la técnica de iteración. Las iteraciones se haćıan en forma lineal,

L[E ] = M0
i01→M1

i12→ · · ·Mω
iωω+1→ Mω+1

iω+1ω+2→ · · ·Mθ
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donde θ es la longitud de la iteración. Es importante detallar esta situación
pues ilustra el problema de la aparición de cardinales Woodin. En lo inmediato
todos los modelos involucrados satisfacen ZFC, si E es un extensor en M y N
la ultrapotencia de M por E, la fortaleza de E es el mayor ordinal λ tal que
VM
λ ⊆ N . Suponga que

M0 |= E0 es un extensor y λ es su fortaleza

Ponemos M1 = Ult(M0, E0) y suponemos que

M1 |= E1 es un extensor con punto cŕıtico < λ

Si iteramos linealmente el siguiente modelo seŕıa M2 = Ult(M1, E1), y aśı
sucesivamente. En cambio, el siguiente modelo podŕıa ser M2 = Ult(M0, E1)
(aqúı y en lo sucesivo se hacen las suposiciones necesarias para que M2 <<sepa>
> que E1 es un extensor); podŕıamos continuar iterando desde ah́ı. Con las
hipótesis necesarias se corrobora que

M2 |= E2 es un extensor

con cri(E2) < λ1 y hacemos

M3 = Ult(M1, E2).

Se forma una <<rama>> M0,M1,M3; con hipótesis adecuadas, podemos ge-
nerar una rama paralela M0,M2,M4,M5, etc., donde Mn+1 = Ult(Mn−1, En)
con Mn |= En es un extensor. Se puede probar que si M0 = V y existe un
cardinal Woodin, realmente se pueden formar las ramas alternates recién des-
critas, y de hecho, muchas ramas y otros fenómenos interesantes. Llamemos
a esto un árbol de iteración, esta noción es de extraordinaria importancia y
mucho de lo que ahora se sabe al respecto se origina en el trabajo [23]. Otra
vez, con hipótesis adecuadas se puede continuar estas ramas ω etapas. ¿Cómo
continuar después de estas ω etapas? Si T es un árbol de iteración y b es una
de sus ramas, formamos MT

b como el ĺımite directo de los elementos de la rama
b, y se dice que b está bien fundada si MT

b lo está. Con ciertas hipótesis (que

no involucran, aún, la existencia o no de un cardinal Woodin) y M0
T = V , se 

prueba que siempre existe una rama bien fundada en uno de estos árboles de 
longitud ω. En general, si T es uno de estos árboles con inicio en M0 = V y de 
longitud ω, entonces T tiene una rama infinita. S e v erifica ([ 1]) qu e si  existe 
un cardinal Woodin y T es un orden árbol en ω que tenga una rama infinita, 
entonces existe un árbol de los recién descritos iniciando en V cuyo orden es 
precisamente T . Un problema abierto y de gran relevancia es si existe uno de 
los árboles mencionados basado en V y de longitud ω que tenga ramas cofinales 
distintas bien fundadas (al menos dos de ellas). Si la respuesta a esta pregunta 
es no, significaŕıa que podemos continuar el árbol de manera única, lo que nos 
facilita el trabajo y tiene consecuencias importantes.
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Por supuesto, existen ocasiones en que necesitamos seguir iterando después
de haberlo hecho ω veces, aśı que se definen árboles de iteración de longitud
transfinita γ. En las etapas sucesor, se usa un extensor adecuado en el modelo
apropiado y en las etapas ĺımite se construye el ĺımite directo. Pareceŕıa un
tanto inapropiado no definir con exactitud como se construyen tales árboles,
pero requeriŕıamos una serie de definiciones que no aportan más a este breve
esbozo. Llamemos <<buenos>> al tipo de árbol que hemos estado tratando. El
resultado principal en esta dirección es el siguiente.

Teorema 6.1. Sea T un árbol bueno de iteración en V de longitud ĺımite
numerable con orden T . Suponga que para todos los ordinales ĺımite η < λ,
{α : αTη} es la única rama cofinal bien fundada de T ↾ η. Entonces, T tiene
una rama cofinal bien fundada.

Note que el teorema funciona cuando tenemos exclusivamente una rama
cofinal bien fundada en cada etapa ĺımite. No es claro como garantizar esto, de
hecho esta situación da lugar a dos problemas abiertos de gran actualidad.

UBH-bueno es la afirmación de que todo árbol de iteración bueno en
V de longitud ĺımite tiene a lo sumo una rama cofinal bien fundada.

UBH-bueno genérico es la afirmación

V [G] |= UBH-bueno siempre que G sea genérico sobre V

La respuesta más útil a ambas seŕıa śı, porque esto permitiŕıa generar una
estrategia de iteración para V . Con un poco más de detalles, suponga que M
es un modelo transitivo de ZFC y θ es un ordinal. El juego (bueno) Gg(M, θ)
de iteración de longitud θ en M se lleva a cabo entre dos participantes I y
II, que cooperan para producir un árbol de iteración T en M . En las etapas
sucesor α+1, I extiende T eligiendo un extensor ET

α en MT
α , se define MT

α+1 =
Ult(MT

ξ , E
T
α ), donde ξ es el menor ordinal tal que cri(ET

α ) < lht(ET
ξ ) (aqúı

lht es la longitud del extensor: si E es un (κ, ν)-extensor, ν es su longitud); si
la ultrapotencia no está bien fundada, el juego termina y gana I. En las rondas
ĺımite λ < θ, II debe actuar, para lo cual escoge una rama cofinal b en λ tal
que MT

b esté bien fundada y extiende T . Si II no es capaz de lograrlo, I gana.
Despues de θ rondas, si I no ha ganado, II gana. Una estrategia ganadora para 
II se conoce como estrategia de θ-iteración para M , y decimos que M es θ-
iterable cuando ésta existe. Se verifica que s i se cumple UBH-buena, entonces 
V es ω1-iterabe para árboles de iteración buenos, y que si UBH-buena-genérica 
se cumple, entonces V es κ-iterable para árboles buenos de iteración, donde κ 
es el menor cardinal medible.

El resultado principal en esta dirección es que si UBH-buena es falsa, en-
tonces existe un modelo interno con un cardinal Woodin.

Definición 6 .2. Un cardinal δ  es Woodin s i para cualquier función f  : δ  → δ 
existe un encaje i : V ↪→ M con punto cŕıtico κ < δ tal que Vi(f)(κ) ⊆ M .

Bolet́ın de Matemáticas 31(2)  (2024)



Origin and development of the theory of core models II

Este devenir no fue sencillo, sino fruto de numerosos intentos, que vale la 
pena reseñar. Tratamos de seguir [30]. Neeman descubrió en 2004 un árbol de 
iteración infinito que carece de ramas de longitud 4 . En ese tiempo, no parećıan 
existir grandes cardinales interesantes entre los medibles y los super-compactos 
e iterabilidad parećıa ser un problema inaccesible. Por otro lado, en 1984 
Foreman, Magidor y Shelah mostraron que si la existencia de un cardinal 
supercompacto es consistente, aśı lo es el que el filtro d e  n o  e s tacionarios en 
ω1 sea saturado. Esto implica que, en una extensión genérica, existe un encaje 
i : V → M tal que, si esto ocurriera en V en lugar de la extensión genérica, 
seŕıa mucho más fuerte que un encaje supercompacto. Tal encaje contradice 
una premisa en la teoŕıa de modelos núcleo, que tal encaje se extiende a un en-
caje de gran cardinal existente en el modelo base. Woodin, abundando en este 
trabajo, finalmente p resenta l a d efinición (a rriba da da) de  ca rdinal Woodin.

Una herramienta importante para tratar con cardinales Woodin es una 
modificación d ebida a l p ropio Woodin d e u n f orcing ( véase, p or e jemplo, [22]). 
El nuevo forcing se llama <<stationary forcing>>. Por ejemplo, mediante este for-
cing se consigue colapsar cardinales para convertir un cardinal Woodin en ω1; 
en otra aplicación, si δ es un cardinal Woodin, se logra una extensión genérica 
V [G], en la que δ es Woodin y existe un encaje elemental iG : V → M tal que 
(Vδ)M = Vδ[G]. La aparación de estos grandes cardinales motivó el desarrollo 
de los modelos núcleo en dos direcciones. Primero, esta nueva clase de grandes 
cardinales merecen un modelo núcleo y son más accesibles que los supercom-
pactos. La segunda es que ayudan a explicar las dificultades antes encontradas. 
Poco después, Martin y Steel empiezan a trabajar en la teoŕıa de árboles de 
iteración [23]. Ellos obtienen la determinación proyectiva a partir de un modelo 
con una cantidad infinita d e  c a rdinales W oodin. D e spués s e  d e mostró q u e si 
existe un modelo con ω cardinales Woodin y un medible encima de ellos, se

cumple el AD en L(R).
En la búsqueda de modelos con cardinales Woodin, se obtuvo un resultado 

clave.

Teorema 6.3 (Martin, Steel). Suponga que M es un modelo con extensores 
y que T es un árbol de iteracíon en M con dos ramas distintas b, c que tie-
nen ĺımites bien fundados Mb, Mc. Entonces, existe un modelo con un cardinal 
Woodin. De hecho, si δ es el supremo de las longitudes de los extensores usados 
en T , δ es Woodin con respecto a cualquier función f ∈ Mb ∩Mc. En particular,
si M es un término clase, δ es Woodin en L[E ], donde E = EMb ↾ δ = EMc ↾ δ.

Aśı, para lograr un modelo mı́nimo con un cardinal Woodin, basta definir 
una sucesión E por recursión de tal suerte que, en tanto no se haya alcanzado 
un cardinal Woodin, todo árbol de iteración tendŕıa al menos una rama con 
un ĺımite bien fundado. El modelo de Martin y Steel tiene una debilidad grave. 
Tienen la forma L[E ], donde E es una sucesión de extensores, pero el proceso 
de comparación no usa ultrapotencias del modelo mismo, sino que se basa en 
ultrapotencias en un modelo mayor construido a partir de una sucesión F . Por 
esto, no se puede controlar la estructura del modelo L[E ]. Por ejemplo, no se
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puede probar la HGC; lograron probar HC usando un resultado de Jensen. Un
segundo forcing descubierto por Woodin, permitió aclarar más las dificultades
con los árboles de iteración. Para el lector interesado en la problemática de los
árboles de iteración, recomendamos las referencias [42] y [41].

Teniendo en cuenta todo lo anterior, se inició una nueva investigación de
modelos núcleo. En cuanto a los modelos de Mitchell, en la nueva presentación,
L[E ] se construye enteramente con extensores Eγ en la sucesión E . Pero estos
extensores no lo son, necesariamente, en todo L[E ], sino hasta un cierto nivel
Jγ [E ↾ γ]. Como resultado, los ratones en L[E ] son precisamente los segmentos
iniciales M = Jα[E ] de L[E ] y condensación se cumple en automático. Con estos
resultados, e ideas de Jensen, se abrieron nuevas perspectivas. No obstante, se-
gúıa el problema de los árboles de iteración. Mitchell y Steel usaron una técnica
nueva. Se hab́ıan usado iteraciones externas para manejar modelos adecuada-
mente en el árbol; con la nueva estructura este manejo se realiza mediante la
estructura fina, por lo que las iteraciones son internas en el sentido de que se
emplean extensores en modelos en el árbol. Ellos construyeron un modelo L[E ]
que satisface muchas propiedades, incluyendo HGC, y que puede contener un
cardinal Woodin, si es que existe uno en el universo ([34]). Steel ([45]) generalizó
esto a un modelo con una cantidad arbitraria de cardinales Woodin y Neeman
([35]) construye un modelo ligeramente más alla de un cardinal Woodin ĺımite
de cardinales Woodin.

Este tipo de modelos, sin embargo, se logran suponiendo, de inicio, que
existe una sucesión de extensores en el mundo real, extensores soporte. Estos
deben ser más <<fuertes>> que los presentes en E . Aśı, existe un modelo con un
cardinal Woodin, si existe un cardinal Woodin. En contraste, el modelo núcleo,
presenta la estructura de gran cardinal latente aún si el gran cardinal ha sido
destruido, digamos por forcing. Poco después, Steel mejoró su resultado, para
sólo requerir la existencia de un cardinal medible. Aún aśı, no estaba dentro
del esṕıritu de la teoŕıa de modelos núcleo, el suponer la existencia de un gran
cardinal para obtener el modelo.

En este punto, estamos ya casi al final de la historia, por lo que vale la pena
enumerar algunos hechos trascendentales en la misma.

1. (1970) Dodd-Jensen construyen el modelo núcleo KDJ . Demuestran el
teorema de cubierta mediante la no existencia de 0† [5], [6], y [7].

2. (1980) Mitchell desarrolla la teoŕıa con la hipótesis: no existe un
<<sostenido>>, para un término clase modelo de ZFE con un medible κ de
orden κ++. Mitchell introduce una idea fundamental: construir un mode-
lo Kc suficientemente cercano a V y que permite un teorema de cubierta
débil. No obstante, depende de extensores <<externos>>. El teorema de
cubierta débil se emplea para construir el modelo K, como una especie
de cerradura de Skolem de Kc [24], [25], [26] y [27].

3. (1990) Steel extiende el trabajo de Mitchell, de tal forma que se pueda
llevar a cabo con la hipótesis de que no existe un modelo interno con un
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cardinal Woodin. Él requiere la existencia de un cardinal medible Ω. [43]
y [44]

4. (1991-1994) Mitchell, Steel, Schimmerling prueban un teorema de cubier-
ta débil para el modelo K construido por Steel. Se requiere un cardinal
medible. [32] y [31].

5. (2001) Primer paso para eliminar el cardinal medible. Mitchell y Schindler
demuestran que si Ω ≥ ω2 es regular y 2<Ω = Ω, existe un ratón iterable
W de altura Ω que es universal, en el sentido de que ningún preratón de
altura Ω itera más alla de W . La existencia de tal Ω se desprende de la
HGC, pero no es demostrable en ZFE. [33].

6. (2003) Jensen encuentra una condición más débil para iterabilidad, pero
aún externa, sin suponer la HGC, que muestra que ésta permite que Kc

sea universal. Este fue un avance fundamental, la construcción de un
<<Kc local>> de altura ordinal Ω. Antes, la universalidad de Kc y K se
discut́ıa en términos de clases propias. Pero, una vez que se acercaban a
un cardinal Woodin, el proceso de comparación se volv́ıa casi imposible.
[13].

7. (2006) No obstante, universalidad en un cardinal regular no era suficiente
para implementar el método de Mitchell para obtener K a partir de la
cerradura de Skolem de Kc. Para lograrlo se requeŕıa una forma de cu-
bierta débil y la noción correspondiente de <<cerradura gruesa>>. Jensen
logra un avance significativo con la teoŕıa de <<stocking mice>>. [18].

Finalmente, Jensen describe su trabajo a Steel y en 2007 se obtiene el
teorema siguiente. [19]

Teorema 6.4. Existen fórmulas Σ2 ψK(v) y ψΣ(v) tales que, de no existir
una clase propia transitiva modelo de ZFE y que satisfaga <<existe un cardinal
Woodin>>, entonces ocurre lo siguiente.

1. K = {v : ψK(v)} es una clase propia transitiva, preratón, que satisface
ZFE.

2. {v : ψΣ(v)} es una estrategia de iteración para K con árboles de iteración
conjuntos, y es la única de tales estrategias.

3. (Absolutez genérica) ψV
κ = ψ

V [G]
K y ψV

Σ = ψ
V [G]
Σ ∩ V , siempre que G sea

V -genérico sobre un conjunto.

4. (Definición inductiva) K|(ΩV
1 ) es Σ1-definible en Jω(R).

5. (Cubierta débil) Para cualquier λ ≥ ωV
2 tal que λ es un cardinal sucesor

de K, cf(λ) ≥ |λ|. En consecuencia, α+K = α+ siempre que α se un
cardinal singular.
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Se puede formular el teorema sin referirse a clases propias.

Un ratón clase propia se llama en ocasiones un modelo extensor, tiene la
forma (L[E ], ∈, E), donde E es una sucesión coherente de extensores.

(1) dice que la sucesión distinguida de extensores en K es definible en V
mediante ψK . Se puede probar que K |= V = K.

La jerarqúıa de un preratón iterable tiene condensación como en L, y
permite desarrollar teoŕıa de estructura fina en gran detalle.

K satisface 2 en todos sus cardinales.

(1)-(4) indican que K es absolutamente definible.

La propiedad débil de cubierta se debe a Mitchell.

La propiedad fuerte de cubierta puede fallar una vez que K se complica
ante la presencia de medibles.

Es más que recomendable consultar la obra [19], culminación de lo que hemos
descrito.

La hipótesis de que no existe una clase propia con un cardinal Woodin no
se puede debilitar, a menos que se fortalezca la hipótesis de ZFE. En efecto,
suponga que δ es Woodin, esto es, V es el modelo clase, y que tuviésemos una
fórmula ψK(v) definiendo K que cumple (3)-(5). Sea G V -genérico para toda
torre estacionaria debajo de δ. Sea

j : V →M ⊆M [G]

donde M<δ ⊆ M se cumple en V [G]. Se puede elegir G de tal suerte que
cri(j) = ℵV

ω+1 y sea µ = ℵV
ω . Entonces,

µ+K = µ+V < µ+M = µ+j(K) = µ+K

una contradicción.

Con esto concluimos la descripción de los modelos núcleo, su historia, técni-
cas y dificultades principales; antes hemos descrito la bibliograf́ıa adecuada para 
ciertos modelos núcleo. Para los recién considerados, la referencia fundamental 
e invaluable es [16] que pronto estará totalmente concluido (esperamos). En 
el caṕıtulo nueve de [50] se tratan los modelos internos con extensores que se 
traslapan. Los resultados mencionados de Steel y Mitchell se pueden seguir en 
[29], [28], [34], [44], [33], [40] y [46]. El complicado desarrollo de la noción apro-
piada de ratón se describe en los trabajos [8], [11], [10], [13], [15], [14] y [18]. Una 
fuente magńıfica, y de la que mucho hemos tomado, para la historia de esta materia 
es [30].
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7. El modelo núcleo

Hemos presentado diversas situaciones en torno a los modelos núcleo (aśı, en
plural), pero no hemos dejado claro que se entiende por modelo núcleo; quizá
ahora estemos en posibilidad de ilustrar mejor la noción. La noción <<modelo
núcleo>> fue introducida por R. Jensen y A. Dodd. Lo primero que viene a
colación es si es singular o plural. A nivel de L, digamos con grandes cardi-
nales menores que ω1-Erdös o debajo de 0#, el modelo núcleo es L: admite
estratificación y estructura fina, valida el teorema de cubierta, y en él viven
los grandes cardinales menores a los arriba mencionado, en caso de que estos
existan en V . Podŕıamos decir que estas son las caracteŕısticas deseables en
un modelo núcleo. Si queremos incorporar grandes cardinales menores que un
medible, aparece KDJ . Si tenemos un medible, disponemos de L[U ], aunque
este no cumple todo lo antes mencionado, pues su estructura fina no es la que
se pretende, pero si admite teorema de cubierta (bifurcado). Por otro lado, en
este caso KDJ está en el <<núcleo>> de L[U ]; si tenemos varios medibles, apare-
ce el modelo núcleo K[F ] (Mitchell), que tiene la propiedad de cubierta. Para
grandes cardinales mayores aprecen los extensores, propiamente sucesiones de
extensores, dando lugar a modelos internos de la forma L[E ].

En cierto sentido, todo modelo núcleo conocido hasta ahora es de la forma
L[E ], un modelo con extensores; aqúı modelo con extensores implica la estruc-
tura del modelo, en cambio modelo núcleo involucra la relación entre el modelo
y la clase de los conjuntos. Un buen ejemplo de esta dicotomı́a es KDJ , que
está caracterizado por su forma de construirse: es un segmento inicial de la
construcción del modelo núcleo en cualquier modelo en el que tal construcción
sea posible. Pero también se caracteriza por el hecho de que él (o al menos
KDJ ∩M) es el modelo núcleo dentro de cualquier modelo M , en tanto M no
contenga un modelo interno con un cardinal medible.

De lo anterior sintetizamos algunos hechos que conducen a la <<definición>>

de modelo núcleo, aunque ya dijimos varias veces que esto no es posible de
formalizar. En el sentido mencionado, el modelo núcleo está en el núcleo de
modelos internos con las propiedades adecuadas al tipo de modelo interno en
cuestión (grandes cardinales). Admite la validez de diversos principios combi-
natorios (diamante, cuadrado, etc) demostrables mediante estructura fina; se
construye en forma estratificada, por lo que valida algún grado de condensación.
Él satisface la HGC, el axioma global de elección y un buen orden definible.

Desde otro punto de vista, el modelo núcleo es cercano a V (propiedad
o teorema de cubierta, según sea el caso). Es ŕıgido, en el sentido de que no
permite un encaje elemental en śı mismo no trivial; es absoluto: el modelo
núcleo está definido en forma única por una fórmula absoluta entre extensiones
genéricas.

Por lo previo, ocurre que el modelo núcleo es el modelo interno más pequeño 
(respecto a la contención) que contiene a los grandes cardinales que vivan en 
V . Esta <<definición>> d ebe s ervir e xclusivamente c omo u na g úıa a l e studio y 
comprensión de los modelos núcleo, y de ninguna manera como una restricción
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formal. Seŕıa válido abundar más e incorporar, por ejemplo, modelos internos
cuando no existe una clase propia de cardinales Woodin, etc, pero creemos que
lo ya hecho cumple la tarea que nos hab́ıamos propuesto.
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