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Resumen. For this second part, we continue with the proposed goals in the
first part. Now we deal with higher than K7 core models. That is, core models
that allow large cardinals like measurables or higher. We begin by studying
extender ultrapowers of the universe as a direct limit. The importance of this
study is to illustrate, with strong cardinals, the requirements to construct an
inner model with these cardinals. We discuss the covering property for higher-
order core models. Next, we assess the hardships of constructing core models
below a Woodin cardinal. We discuss the concept of iteration trees and the
Woodin cardinal influence for iteration trees. Finally, we examine the current
status of the subject and gather the core model notion.
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Abstract. En esta segunda parte continuamos con los objetivos propuestos en
la primera, pero esta vez nos encargamos de modelos niicleo superiores a K77,
es decir, aquellos que pueden contener cardinales medibles o mayores. Se inicia
con un examen de la construccion de ultrapotencias del universo mediante un
extensor visto como un limite directo. Parte importante de esta descripcion es
ilustrar mediante cardinales fuertes los requerimientos para lograr un modelo
interno con un cardinal de este tipo. Se discute la propiedad de cubierta para
modelos niicleo de orden superior. A continuacién se examinan las dificultades
para construir modelos nicleo debajo de un cardinal Woodin, la nocién de
arbol de iteracién, y la influencia de los cardinales Woodin en este concepto.
Finalmente se examina el estado actual de la teoria y se resume la nocién de
modelo ntcleo.

Keywords: Teorfa de conjuntos, Modelos internos, Teoria de modelos nicleo,
Grandes cardinales, Sucesiones de medidas, Teoremas de cubierta, Extensores,
Sostenidos.

Mathematics Subject Classification: Mathematics Subject Classification
According to AMS: Primary 03C20, 03C30, 03C55, 03E30, 03E35, 03E45,
03E55; Secondary 03-02, 03B80, 03C98, 03E47, 03E65.

Recibido: abril de 2024 Aceptado: abril de 2025

IDepartamento de Matemadticas, Universidad Auténoma Metropolitana Iztapalapa, CDMX,
CP09340, México

2adrian.gaq@gmail.com

bgar_ed_93@hotmail.com

Svillegas63Q@gmail.com


https://doi.org/10.15446/bol.mat.v31n1.121298
mailto:aadrian.gaq@gmail.com
mailto:93@hotmail.com
mailto:cvillegas63@gmail.com

Gallardo, Valenzuela & Villegas
1. Introduccién

En la primera parte de este trabajo estudiamos los modelos nicleo hasta el
modelo K7 en caso de no existir un cardinal medible, o hasta L[U] cuando sf
existe tal cardinal. Describimos también el modelo niicleo para sucesiones de
medidas K[%], asi que examinamos modelos nicleo incluso cuando I x(o(k) =
xkTT). Como se observa al final dela primera p arte, p ara d esarrollar modelos
nicleo de orden superior requerimos idear algo mas que ultrafiltros normales
para conseguirlo. No se deja de lado la nocién de ultrafiltro n ormal, sino que
se aprovechan todas las figuras que hemos o btenido p ero a través d e familias
de medidas. Son muchas las virtudes de esta idea llamada extensor y en esta
segunda parte nos ocuparemos de los modelos nticleo de la forma L[&] donde
& es una sucesion de extensores. Para introducir formalmente la nocién de
extensor, ilustramos la construccién de una ultrapotencia como limite directo
de ultrapotencias generadas mediante medidas dadas por un encaje elemental.
Una vez que dispongamos de esta construccién, extraemos las propiedades que
deben cumplir la familia de medias para generar una axiomatizacién de la
nocién de extensor.

Dado un cardinal fuerte x, la definicién d el mismo propicia un encaje ele-
mental del cual se puede derivar un extensor FE, y pareceria natural suponer
que el modelo nicleo correspondiente para un cardinal fuerte tendria la forma
L[E], desafortunadamente en este modelo interno no existen cardinales fuertes;
para salir de este atolladero, requerimos considerar sucesiones de extensores &,
pero aparecen dificultades similares a las q ue d escribimos p ara L [U], cuando
tratamos de probar la HGC (y otros principios combinatorios), por lo que la
sucesion de extensores no puede ser arbitraria, sino que debe cumplir ciertas
propiedades de coherencia. Suponiendo que disponemos de tal sucesion &, se
construye el modelo interno L[&] y se demuestra la HGC, y no mucho més.
Para lograr realmente el modelo ntcleo correspondiente se requiere incorporar
la teoria de estructura finay construir la sucesién p or recursion.

Como mencionamos en la primera parte, un concepto relevante en modelo
nucleo es la propiedad de cubierta. Para los modelos ahora considerados reque-
rimos introducir el <gatos o <sostenidos (sharp) correspondiente a 0% o 0.
No obstante, en modelos niicleo superiores esta construccién no es tan simple
como para L, y puede involucrar clases de grandes cardinales.

Debajo de un cardinal fuerte, las construcciones se asemejan mucho a las
dadas para L[U], pues las iteraciones son lineales, pero una vez que aparecen
dos o mas cardinales fuertes, o cardinales mayores, las iteraciones dejan de
ser lineales. En el primer caso, tratamos con extensores que no se traslapan,
mientras que en el segundo aparecen extensores que se pueden traslapar. La
nociones centrales en este asunto son las de arbol de iteracién y de cardinal
Woodin. Una vez que se consiguié controlar todas estas dificultades, Jensen
y Steel logran construir el modelo ntcleo debajo de un cardinal Woodin. Es
importante aclarar que ninguna de las dos partes de este trabajo estan concebi-
das como una <especiex de relato histoérico sobre los modelos nicleo. Es decir,
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no es nuestra intencién describir con precisién cronolégica cémo y caundo se
logré un determinado avance. Tratamos de establecer los resultados en cierto
contexto histdrico, pero teniendo en cuenta que la idea bésica es que el lector
tenga una guia para incorporarse al estudio y/o trabajo en esta drea.

2. Ultrapotencias por extensores

Demos una descripcién sucinta de la construcciéon de una ultrapotencia de V/
por un extensor vista como un limite directo. Es bueno aclarar que es posible
construir tales ultrapotencia para clases propias N # V o incluso conjuntos
N transitivos que sean modelos de un fragmento suficientemente poderoso de
ZFC.

Como recién se menciond, un encaje elemental en una ultrapotencia por un
extensor se puede ver como un limite directo de encajes dados por ultrafiltros
normales. Esta es la idea que a continuacion desarrollamos. Haremos un relato
generoso de estas materias, sin formalizar nada. Es importante recordar que se
trata exclusivamente de una forma de incentivar la construccién y se estable-
cen condiciones, quizd, innecesariamente fuertes para que toda la disertacién
transcurra sin dificultades adicionales.

Resumiendo todo lo anterior, dado un encaje elemental no trivial

j:V =

entre modelos internos, queremos aproximarlo mediante una sucesién de medi-
das en forma conveniente; coherente sea tal vez la nocién adecuada aqui.
Si tenemos un encaje elemental no trivial

jiV-m

sabemos como definir un ultrafiltro normal en su punto critico; simplemente
hacemos

U={XCkr:rejX)}

pero ya vimos que esto no representa a grandes cardinales mayores que medi-
bles y sobre todo, que los ordinales en el intervalo (k,j(k)) no son accesibles
mediante j; lo que haremos serd considerar un A € (k, j(x)]. Es previsible que
la eleccién de este A sea relevante.

Ahora cambiamos nuestra definiciéon de ultrafiltro normal. Para explicar
nuestra eleccion, el lector debe recordar que al final representaremos al encaje j
como un limite directo, de modo que requerimos coherencia entre los ultrafiltros
normales a definir, caracteristica que posteriormente estableceremos con toda
formalidad.

Para cada a € [\]<“ definimos

XeE, & acjX).
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Es claro que si Z C [x]l%l, su imagen respecto a j estd contenida en [j()]1%.
Note que los ultrafiltros E, son ultrafiltros en [x]!%l para cada a € [N\]<¥, lo
que es una exigencia extra. Se pueden definir extensores variando la x, esto
es, tomando los B, sobre [114]/*! para distintos ordinales s, (como se hace en
[36]), algo que aqui no examinamos. El lector no debe tener dificultad alguna
al verificar que los FE, dados antes, son ultrafiltros x-completos en [n]‘“' y que
E, es principal exactamente cuando a € [k]<“. Una posibilidad para evitar
usar conjuntos finitos de ordinales a es apelar a ordinales primitivo recursivo
cerrados y emplear la funcién pareja de Goédel. En lo inmediato seguimos [48].
Decimos que E = (E, : a € [A\]<¥) es el (k, A)-extensor derivado de j, y si
construimos las ultrapotencias de V' por los E,, obtenemos clases transitivas
M, porque E, es k-completo; hacemos M, = Ult(V, E,), de suerte que, para
cada FE,, propiamente para cada a € [A\]<¥, tenemos el siguiente diagrama

donde 7, (x) = [constl]g, para cada x € V, kq([f]E,) = 7(f)(a) para toda
feviy
const? : [k]l7l = {2}
es la funcién constante con valor x. Dadas las definicionesde E ,y 9, se
demuestra un teorema de Lo$ que establece la validez de férmulas en la ultra-
potencia mediante la pertenencia de cierto conjunto al ultrafiltro correspon-
diente F,, y se corrobora que k, estd bien definido y es elemental. Mas atin, el
diagrama conmuta, pues para x € V, ocurre que

jleonstg) : [j(r)]1 ! = {j(2)}
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es una funcién constante, de modo que

ko o o (x) = kqo([conste]g,)
= j(consty)(a)

= i(a).

Es claro que tenemos «muchos> ultrafiltros F,, <«muchass ultrapotencias
M, vy que deben existir relaciones entre ellos. Supongamos que a,b € [\|<“ y
que a C b; debe subsistir un vinculo entre E, y Ej. Definimos la aplicacion my,
mediante la siguiente prescripcion: si b = {&1,...,&,} (siempre supondremos
< < &)ya={&,..,&, (1 <i <- - <iy <n, recuerde que
a C b), definimos

Toa - [K]1 =[]
mediante
Toa({a1; s om}) = {eiy, i, )

esto es, de {ay,...,a,} tomamos las <entradass que comprenden los indices
de a. Estas aplicaciones 7y, (no necesariamente distintas cuando varfan a y
b) nos permiten establecer la coherencia que prevalece entre algunos FE,. Si
a,b € [\]<% y a C b, se cumple que

XeEB, o {selrl’:m(s)e X} e E,
En el caso de los E, derivados de j esta propiedad es inmediata porque

3(7ba) (b) = @

Dados a,b como recién, podemos definir una aplicacién iq, : M, — Ny
mediante la receta

iab([f]E.) = [f © Tbal B,

para cualquier f : [n]'“' — V, y lograr que el siguiente diagrama sea conmuta-
tivo,
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con las siguientes relaciones de conmutatividad,
koom, = kpomy
=J
Z‘ab O Tgq = Tp
kb o ia = ka-
La aplicacion i,p estd bien definida. Con lo anterior es claro que
(M a € <), (iap 0 C b€ <))

es un sistema dirigido, de modo que tiene su correspondiente limite directo

My = (D, €p)-
Denotamos con [(a, [f]g, )] & la clase de equivalencia de (a, [f]g,) y hacemos

Dg el conjunto de estas clases de equivalencia. Establecemos € p mediante
[(a,[f]e)]E €6 [(b,[9]E,)]E © 3¢ 2 aUb(iac([flE.) € ive([9]5,)-

Se sigue que los elementos & € Mp, tienen la forma z = [(a, [f]z, )] para algin
a € [\|<¥ y cierta [f]g, € Ma, f: [5]l?l — V. Puesto que esto es un esbozo,
es importante evitar complicaciones adicionales, especialmente con la notacion,
por lo que en la medida de lo posible, prescindiremos de subindices como en

E,, E,, etc. Asi, si estamos en M, [a, f1E € [b, g] significa
[(a, [fle)]e€B (b [9E,)E-

Boletin de Matem4ticas 31(2) (2024)



Origin and development of the theory of core models IT

Debemos recordar que partimos de un encaje elemental de V' en un modelo
interno (transitivo) y estamos construyendo una ultrapotencia médulo un ex-
tensor derivado de este encaje. Hasta este punto tenemos diversas estructuras
M., aplicaciones entre ellas y su limite directo.

Resulta que este limite directo denotado My estd bien fundado, y podemos
tomar el colapso transitivo Mg de M. Tenemos la siguiente situacién.

Nos gustaria obtener las aplicaciones 7, kop v kg; se definen como,

i (z) = [a, const?] para cada x € V, y algtin (cualquier), a € [A\]<*
kar([f]) = [a, f] para cada a € [N<“ y f: [x]l*l =V
ke(la, f1) = j(f)(a) para a € Ny f: [x] = V.

Se verifica que la definicién de g no depende de la a € [A\]<“. De lo anterior
extraemos algunas propiedades relevantes de 7g y Mg.
(i) cri(kg) > A, cri(rg) = k y mg(k) > A. En particular, si A = j(k),
crilkg) > Ay mp(k) =j(k) = A
(i)
My = {mp(f)(a) :ac N, f: N = r feV}

Como vimos,
A< C ran(kg).
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De hecho kg | A = id, lo cual da lugar a que para toda a € [A\]<¥, kg(a) = a.
(iii) Si para algtin ordinal v se cumple que

(V] <A™

entonces V,yEm = V,YSmE Cran(kg)y ke | VWmE = id.
Antes vimos que para cualquier a € [A]<“, kg(a) = a, de lo que se desprende
que para cualquier 2 C [s]1%l,

a€j(r)sac€kp(rp(c))
& kpla) € kp(rp(z))
< a€mp(x)

es decir, si tratamos de definir el nuevo (k, \)-extensor E’ derivado de 7,
llegamos a £ = E'.

No nos cansamos de repetir que todo lo anterior se efectia a partir del
encaje elemental

j:V =

donde M es una clase propia transitiva. Aunque no lo parezca, todo resulta
relativamente sencillo con la definiciéon de E, por la presencia del encaje j y
la clase transitiva M. Algo que ocurre con los cardinales medibles k es que si
tenemos el encaje j : V' — 991 con punto critico x, podemos definir un ultrafiltro
normal U en k. Esto equivale a lo que hicimos arriba, que define el extensor
E. Pero con los cardinales medibles también podemos construir el encaje j a
partir de un ultrafiltro normal U en x. Es pues natural preguntarse si lo mismo
es realizable con extensores. Es decir, dado un extensor FE, construir la clase
transitiva Mg y el encaje mg. Se requiere que examinemos cuidadosamente la
construccién arriba dada y deduzcamos con exactitud qué propiedades debemos
pedirle a E para obtener g y M. Aqui es importante mencionar otra vez que
incluiremos algo en la definicién de E que propicia que Mg esté bien fundado.
Seguiremos con esta descripcién informal, pero apareceran muchas de las figuras
principales que después trataremos formalmente, pero que ahora mismo es més
facil ilustrarlas y motivarlas.

Trataremos, pues, de describir las propiedades requeridas por un extensor.
Sea k un cardinal regular y A > k, y proponemos que

E=(E,:a€[\N™)
es un (k, A)-extensor cuando ocurre lo siguiente.

1. a) Para cada a € [\|<¥, E, es un ultrafiltro x-completo en [x]!%|.
b) Existe a € [\|<“ tal que F, no es xt-completo.

¢) Para cada v < k, existe a € [A\|<“ con {s: v € s} € E,.
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2. (Coherencia) Para cualesquier a,b € [A\]<* con a C b,
X cE, e {sc [k :m(s) ez} ek
(7pe se definié antes).
3. (Normalidad) Si para algiin a € [A\]<¢ y f : [k]l*l — V| se cumple que
{s e [r]l"l: f(s) € mix(s)} € E,,
entonces existe b 2 a tal que

{s € [K]1": fomu(s) € s} € By,

4. (Bien fundado) Si existen a, € [\|<* y X, C [x]l*l con X,, € E,,
para toda n < w, entonces existe una funcién que preserva el orden d :
Un<w @n — & tal que d[a,,] € X, para toda n € w.

Con esto se logra aislar la nocién de extensor E, se puede dar sin necesidad
de un encaje elemental; se constuye la ultrapotencia 9t de V' (o de M) con este
extensor y se obtiene el encaje elemental 7g : V — g 9. Es tiempo de algunas
referencias bibliograficas, pues los «axiomass de extensor recién escritos, no
corresponden a los que generalmente se postulan. Los extensores se pueden
tratar como hipermedidas, que es como arriba se hizo, o como aplicaciones.
Esta tltima presentacién aparece en [50], [16] y [9]. Para la presentacién como
hipermedida se puede consultar [39], [21], [20], [3] v [9], donde en la Wltima
se describe como desarrollar la equivalencia entre ambas presentaciones de los
extensores.

El material previo nos permite definir las clases de grandes cardinales antes
mencionadas en ZFC. Por ejemplo, en el caso de los cardinales fuertes tenemos
lo siguiente, que se puede probar que se formula en ZFC.

Teorema 2.1. Un cardinal k es fuerte si y sdlo si para todo conjunto z, z C Or
existe un (k,v)-extensor E en V, v > sup(z) tal que V es extensible por E y
stV — M, entonces z € M.

Demostracion. [36, Teorema 8.1.7] O

Aqui extensible significa que la ultrapotencia esta bien fundada. Este desa-
rrollo podria hacernos pensar que hemos logrado nuestro propdsito de crear un
modelo nicleo para cardinales fuertes, pero no es asi. Considere los siguientes
resultados.

Lema 2.2. Suponga que existe un cardinal fuerte. Si A es un conjunto, enton-
ces V # L[A].

Demostracion. [36, Lema 8.1.14] O
Proposicién 2.3. Suponga que E es un (k,v)-extensor que se derivd de un

encaje fuerte. No existen cardinales fuertes en L[E).
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Demostracion. (36, Proposicién 8.1.15] O

La idea recurrente en la prueba de estos resultados es que si A es un conjun-
to, y V = L[A], A debe tener un rango asociado, digamos p; en caso de existir
un cardinal fuerte podriamos encontrar un encaje fuerte, cuyo punto critico ex-
ceda a p, a una ultrapotencia bien fundada M. Entonces, construimos L[A] en
M y obtenemos una contradiccién. Incluso, si suponemos V = L[&], donde & es
una sucesiéon de extensores, sucesién conjunto, obtenemos el mismo resultado.

Asi que el modelo nicleo obvio para un cardinal fuerte deberia ser de la
forma L[E], pero por lo previo, no funciona. La solucién es considerar sucesio-
nes de extensores &, pero como veremos, para probar que L[£] es modelo de
K es fuerte, requerimos que la sucesién contenga extensores (A, v) para v arbi-
trariamente grande. Anticipdndonos a la definicién de sucesiones (coherentes)
de extensores vale la pena recordar algunos fenémenos, y es importante senalar
que los extensores también han encontrado aplicaciones fuera de la teoria de
modelos nicleo, véase por ejemplo [49].

Como se recordard, un hecho relevante para demostrar principios combi-
natorios y la HGC en L[U] fue el proceso de comparacién entre ratones. Para
lograrlo efectivamente, era indispensable que ciertos generadores de ultrafil-
tros quedaran fijos, donde, para un (k, A)-extensor F, todo ordinal en [k, \)
es un generador, asi que el principio de no mover generadores requiere que si
se usa F en una iteracién, el resto de la misma no puede involucrar ningin
(', N)-extensor E’ con k' < A. Esta dificultad aparece tan pronto como existe
un cardinal fuerte mayor que un medible. Esto es, un cardinal x que tiene un
encaje i : V < M con punto critico K y que para algun cardinal A > k existe
una medida U con U € M. El problema de mover generadores es mas o menos
tratable en este nivel, pero una solucién general es mucho méas complicada.

Para trabajar este problema Baldwin ([2]) definié una enumeracién més
cuidadosa de los extensores, de tal suerte que aunque la iteracién moviera
generadores, se garantiza que los que se movieron, queden fijos en un club de
iteraciones posteriores. Esto permite la comparacién, al menos para cardinales
[B-hipermedibles.

Posteriormente Dodd [3] construye un modelo para una clase de cardinales
fuertes, mas débiles que los tratados por Baldwin, pero que permiten considerar
el fenémeno de mover generadores. Este modelo usa una sucesién coherente de
extensores, que a continuacién definimos.

Definicién 2.4. Un predicado E es natural cuando ocurre lo siguiente.

(i) Cualquier z € E tiene la forma z = (v, k,a,X), donde v es un ordinal
limite, x < v, a € [V]<“ y X € Pot([x]*!).

(ii) Si (v, k,0a,X),(v,K',d',X") € E, entonces k = «'.
Precisamos las siguientes nociones.

= k(v) = K¥(v) es el tinico & tal que (v, K, a,x) € F para ciertos a, X.
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= Si v es un ordinal,
E,={(a,X): (v,k,a,X) € E}.
» Para a € [V]<¥,
Eyo ={X:(a,X) € E,}.
-« dom(E) = {v: E, # 0}

= Si X COr,
ElX ={(v,k,a,X) e E:ve X}

Definicion 2.5. Un modelo
M = J,[E] « es un ordinal limite

donde E es natural, se conoce como una estructura con extensores (dspera,
tosca) cuando se cumple lo resefiado a continuacién.

(i) E, C J,[E] cuando v es un ordinal limite < .
ii) Si E, # 0, E, es un extensor 0-plegado en JZ k(v),v .
g v
(iii) SiE, #0y 7 : JF =g, (N,EV), entonces EN = E|v y

Ve N(,%EN(M) =k(V) = p<v).

(iv) Si B, # 0, para todo p limite, y

entonces E,, # 0y s(p) = k(v).
(v) Si E, # 0, A < k(v), entonces

sup{p < k(v) : KB () = A} < K(v).

Los extensores 0-plegados no incorporan parametros encima de v, lo que si
hacen los plegados. Para nuestros fines es més que suficiente considerar exclu-
sivamente extensores 0-plegados, por lo que el lector puede prescindir de este
adjetivo por completo.

Nuestras estructuras, que son J-modelos, no requieren incorporar mas no-
ciones de estructura fina, excepo quiza aceptablidad, en cuyo caso se llamaran
finas. El axioma (i) asegura que

Pot(JEYnJE, =S, (JE)

atw

lo que facilita mucho algunos argumentos de definabilidad. De acuerdo con (ii),
los extensores en la sucesion se indizan de acuerdo a su altura. El conjunto E, no
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es necesariamente un extensor en 91, esto es, puede ser un extensor parcial. El
axioma (iii) es una condicién de coherencia, en el sentido de que si extendemos
mediante F,, los extensores con indice menor se preservan, mientras que E,
desaparece de la escena.

Los axiomas (iv) y (v) indican como se colocan los extensores en la sucesion.
De acuerdo con (iv), se inicia poniendo un extensor en un lugar que puede ser
el sucesor de un cardinal medible. Entonces, seguimos con el mismo medible en
tanto sea parcial. Por (v), el medible x = k(v) no se traslapa con extensores en
el medible A. Al sumar aceptabilidad al contexto, algunas de estas condiciones
quedan mejor justificadas. Como ilustracién de lo anterior, estudie el siguiente
desarrollo.

Sea M = L[&] = Jw|&] una estructura con extensores, x un ordinal, y
suponga que existe una cantidad no acotada de ordinales v tales que se cumple
lo siguiente.

(i) kF(v) = k.
(ii) 9N es extensible por E,,.

Entonces,
M = k es un cardinal fuerte.

Este relato breve e informal ilustra las dificultades para lograr nuestro objetivo,
quizé la principal sea la obtencién de la sucesién &, pero al mismo tiempo nos
indica como construirla por recursiéon simultaneamente con el modelo interno.
Dodd ([3]) introduce dos técnicas nuevas en el proceso de comparacién. El
lema de Dodd-Jensen que sirve como un complemento importante en el uso de
ratones en la verificacién de que el criterio de comparacion se satisface.

Teorema 2.6. Suponga que i : M — M’ es una iteracidn del ratén M, y
o: M — M es un encaje Xg-elemental. Entonces, ran(c) es cofinal en M’ y
o(a) > i(a) para todo ordinal o en M.

La otra técnica nueva de Dodd fue el uso de un modelo mas grande para
conservar una iteracion. Esta idea permite construir modelos nicleo para car-
dinales superfuertes, pero no mucho més. Antes de proseguir en esta direccion,
precisamos revisar la propiedad de cubierta.

3. Teoremas de cubierta para grandes cardinales
mayores

En la parte I revisamos los teoremas de cubierta para diversos modelos ntcleo
(L, KP7) o modelos internos (L[U]), que pueden incluir hasta un cardinal
medible. Ahora nos interesa la posible formulacién de teoremas de cubierta
para modelos internos con més medibles o grandes cardinales mayores. Para
un estudio de estos problemas véase [24], [27] y [28]. Considere el siguiente
enunciado para L[U].
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Teorema 3.1. (Cubierta para L[U]) Suponga que 0T no existe pero si un modelo
interno con un cardinal medible, que L[U] se elige de tal suerte que U es normal
en k, y éste es el menor posible. Entonces, se cumple alguna de las siguientes
afirmaciones.

» Para todo conjunto x de ordinales existe un conjunto y € L[U] cony D x
Y lyl = lo] + Ry

» Eziste una sucesion C C Kk que es Prikry genérica sobre L[U], tal que
para todo conjunto x de ordinales existe y € L[U,C] tal que y 2 x y
lyl = || + N1

Ademds, la sucesion C es inica mddulo segmentos iniciales finitos.

Este teorema se generaliza a modelos con més medibles pero que no conten-
gan un cardinal inaccesible que sea limite de cardinales medibles. Si se quiere
lograr tal teorema para grandes cardinales mayores se debe construir un mo-
delo niicleo apropiado y establecer un enunciado de cubierta conveniente para
ese contexto.

En lo inmediato suponga que no existe un modelo interno con un cardinal
p-medible (véase [25] para su definicién formal) y que K es el modelo niicleo.
Si k es un cardinal en K y 8 < o(k), U(k, B) es la medida de orden § en x en
K. Si k es singular, pero regular en K, un subconjunto C' C s no acotado es
un conjunto Prikry-Magidor débil para K si ocurre lo siguiente.

w O <k
= Si x es un club en k con = € K, entonces C' — x estd acotado en k.
Ahora podemos formular una clase de teorema de cubierta.

Teorema 3.2. De no existir un modelo con un cardinal p-medible, entonces
cualquier conjunto Prikry-Magidor débil C C k para K tiene las siguientes
propiedades.

1. C estd finalmente contenido en cualquier conjunto a € K tal que a €

U(k, B) para todo B < o(k).

2. C N\ es un conjunto Prikry-Magidor débil sobre K para cualquier punto
limite A de C suficientemente grande.

(Véase [28]).

El siguiente teorema generaliza el teorema de cubierta de Dodd-Jensen;
establece que cualquier subconjunto pequeno de x se puede aproximar mediante
un conjunto Prikry-Magidor débil.

Teorema 3.3. Si un cardinal singular k es reqular en K, entonces para cual-
quier conjunto x C Kk con |z| < Kk existe un conjunto Prikry-Magidor C' C k
para K y una funcion g : k — k tales que © —|J, ¢ (g(v) — v) estd acotado en
K.
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(Véase [28]).

Para grandes cardinales mayores es dificil aspirar a que el correspondiente
modelo nicleo satisfaga algiin teorema de cubierta como los antes mencionados.
Lo que se formula es el teorema de cubierta débil que se prueba de la misma
forma que para cardinales £ debajo de un cardinal fuerte.

Un modelo clase transitivo M de ZFC satisface la propiedad de cubierta
débil si (A\T)M = \* para todo cardinal singular A\ en V. Esta es una de las
consecuencias mas importantes de los teoremas de cubierta arriba descritos.
Por ejemplo, (con notacién que después veremos), si existe 01 para un modelo
con una clase de cardinales fuertes, entonces existe un modelo nicleo K de la
forma L[&] que satisface la propiedad de cubierta débil.

4. Sostenidos

Ya mencionamos que para diversos modelos niicleo aparecen expresiones corres-
pondientes a 0% para L. Este procedimiento puede referirse a la definicién de
sostenido para una propiedad de gran cardinal, o para definir el sostenido de
un conjunto. Para el primer concepto, considere un modelo interno minimo M
de la propiedad dada; por ejemplo, para un cardinal medible, se puede tomar
un modelo de la forma M = L[U], donde U es un ultrafiltro normal segin M y
una clase cerrada y propia J de indiscernibles para M, y definir el conjunto de
nimeros de Gédel de férmulas p(z1,...,z,) tales que M |= ¢[cq, ..., c,] para
cualquier (c1,...,¢,) € [J]™. Esta idea se puede extender a modelos M = L[]
con una clase propia de medibles y se obtiene el sostenido relativo a una clase
propia de medibles. En el caso de L[U] se obtiene 0, o para un cardinal fuerte
se denota 0¥, en cambio para un cardinal Woodin se denota usualmente como
Mf‘@’é , donde M; es el modelo minimo con un cardinal Woodin.

También se generaliza la construccién de 0% para obtener a* para cualquier
conjunto a de ordinales. Sin duda, si a C v y J es una clase propia cerrada de
indiscernibles para L[a], a” es el conjunto de parejas (n, @), donde n = [¢] es
el ndmero de Godel de una férmula ¢(7, z, %), d € [y]<%, y Lla] = (G, a,d)
para cualesquier ¢ €]J]", y si codificamos tomamos a a como subconjunto de 7.
Esta construccién se usa para iterar la operacion sostenido, en el sentido de que
si empezamos con (0%)! = 0%, se define (0%)**! = ((0%)%)#. Si « es limite,
(07)2 se establece como el conjunto que codifica ((0%)7 : v < «). Con hipétesis
de gran cardinal (por ejemplo existe un cardinal Ramsey), es consistente que
(07)7 existe para todo ordinal 7, y el modelo L[(0%)Y : v € Or] conforma una
jerarquia construible con condensacién y es un segmento inicial de la jerarquia
de modelos nticleo. Se continua este proceso, el modelo L[(0%)Y : v € Or] es
minimo para la propiedad de gran cardinal o eziste para todo conjunto a;
si damos una clase de indiscernibles para esta propiedad, se puede definir el
sostenido de esta propiedad.
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5. Los modelos L[£]

Antes vimos c6mo construir un modelo de la forma L[&] donde & es una suce-
sién coherente de extensores. En [3] y [21] se construyen modelos de este tipo;
en el primer trabajo se prueba la HGC, en el segundo la HC y un resultado muy
interesante sobre cardinales Jonsson. Dodd prescinde mayormente de estructu-
ra fina, p ero presenta un teorema de condensacion e incorpora lo que después
se conocerian como los pardmetros de Dodd ([51]). Koepke si involucra un poco
de estructura fina perono hasta el punto de lograr construir la sucesién cohe-
rente & por recursion; establece la nocién de modelo nicleo K[F) en presencia
de —L[&], donde —L[&)] significa que no existe un modelo interno con un cardi-
nal fuerte. Trabajar con modelos ntcleo a este nivel generalmente ocurre con la
hipétesis = L[&], pues se pueden definir modelos nicleo méximos. Por supuesto,
si con ciertas hipdtesis se pretende construir un modelo interno con un cardinal
fuerte, se supone —L[&] para llegar a una contradiccién. Asi, si ~L[&] y K[F]
es el modelo nicleo, en él se cumple la HGC, ¢, O y otros principios combi-
natorios. Si los extensores en & se construyen recursivamente (por supuesto,
usando estructura fina) escogiendo los puntos criticos menores p osibles, se ob-
tiene un modelo niicleo canénico K[F¢]. Por ejemplo, si 7 : K[F¢] < W es
un encaje elemental con W transitivo, entonces 7 es la aplicacion iteracién de
algun iterado de K[F¢]. Ademds, K[Fc] es rigido, en el sentido de que no existe
un encaje elemental no trivial de él en s{ mismo. Mds atn, K[F¢] satisface la
propiedad de cubierta débil. El teorema recién mencionado de Koepke sobre
cardinales Jonsson es la siguiente afirmacion.

Teorema 5.1.
Con(ZFC + 3kIpu(k = p™ Ak es Jonsson) = Con(ZFC + Ik(k es fuerte)).

En cuanto al trabajo de Dodd, para lograr probar la HGC en L[&] desarrolla
un importante teorema de consdensacion cuya figura r esulta r elevante e n la
literatura posterior. Después corrobora que si 0 (k) = oo, entonces en L[&] &
es fuerte. Aqui y en la prueba de la HGC es indispensable que la sucesién &
sea una clase propia. Al final c aracteriza los e xtensores en L[&] ; no se puede
probar que todo extensor en L[&] sea miembro de &, pero si, por ejemplo, que
las medidas normales en L[&] aparecen, en cierto sentido, en la sucesién &.
Un esbozo de la construccién de una sucesion coherente & de extensores, en
presencia de un cardinal fuerte, se puede leer en [4].

Llegamos al punto en que se tiene la teoria y técnicas para considerar el
modelo nicleo para un cardinal fuerte. La referencia més adecuada en este
sentido, el primer intento exitoso, es [12]. La obra inicia generalizando los re-
sultados de [17] para incorporar situaciones debajo de un cardinal fuerte, donde
se explica por qué plantear la teoria de estructura fina en foma maés general de
lo necesario en [17]; se debe sefialar que seguir el manuscrito requiere un buen
manejo de la teoria desarrollada para medidas de orden cero, pues muchas de
las pruebas se omiten o sélo se demuestran algunos puntos que requieren aten-
cién. Es importante tener claro la definicién dada de ratén, en esta obra, y sus
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diversas variantes ahi senaladas. Se prueba la propiedad de cubierta débil con
la hipétesis y modelo correspondiente. Ahora vienen las lecturas alternativas,
pero recomendamos fuertemente considerar a [12] como la fuente principal de
las ideas y construcciones requeridas. La primera es [50] que como ya dijimos,
en buena medida estd concebida para presentar los modelos para medidas de
orden cero, pero en su capitulo ocho se trata el modelo niicleo hasta un cardinal
fuerte. Como en el trabajo de Jensen recién mencionado, se trata de una gene-
ralizacién méas o menos inmediata de la teoria previa; recuerde que en este caso
las iteraciones atin son lineales. No obstante, el esbozo presentado es demasia-
do sucinto para que un lector poco experimentado pueda realmente entender
todo el material involucrado. Otra vez, se debe prestar mucha atencién a la
definicién de ratén, y algo que, quizd, debimos haber mencionado antes, es que
tratamos con sucesiones de extensores que no se traslapan (non-overlapping
extenders), esto es, como si habifamos escrito, para iterar se emplean extensores
cuyo punto critico es mayor que la longitud de los previos. La siguiente refe-
rencia es [21] donde se presenta la teorfa de estructura fina para construir un
modelo interno hasta un cardinal fuerte, se da la definicién de ratén y de otras
técnicas, pero propiamente no se construye el modelo nucleo, sino que se deja
como proyecto a futuro. En cualquier caso, la definicién de ratén y otras rele-
vantes no coinciden con los trabajos previemente senalados. En [37] se concluye
este proyecto, aunque no se conserva la nociéon de ratén; se trata de acudir a
[12] en la medida de lo posible, pero no es la misma construccién. Finalmente,
una vez que pasamos la frontera de un cardinal fuerte, tenemos la obra [38] en
donde se construye el modelo ntcleo con la hipdtesis de que no existe una clase
propia de cardinales fuertes. La idea principal es que, dado que ya no tenemos
iteraciones necesariamente lineales, si disponemos de iteraciones casi lineales,
asi que el articulo se centra principalmente en construir el modelo niicleo con
iteraciones casi lineales, pero utilizando en buena medida lo dado en [12].

6. El modelo nucleo mas alla de los fuertes

Antes se intento la creacién de modelos para cardinales supercompactos, pero
se hizo evidente que habia dificultades enormes, quiza insalvables, con la forma
de realizar las iteraciones. Pero, jqué es lo que no funciona con esta idea para
grandes cardinales mayores? Antes que nada recordemos que para tener éxito
en el proceso de comparacién se exige que no se muevan los generadores; sin
entrar en detalles de la definicién de generador, basta saber que en un (k, \)
extensor E, todo ordinal en [k, \) es un generador, por lo que para no moverlos
en una iteracién, necesitamos que el (k’, \')-extensor E’ en curso cumpla con
k' > A, lo cual es facil de conseguir cuando tenemos un sélo cardinal fuerte,
pero la presencia de dos de ellos, complica mucho la situacion.

Seguimos, en lo posible, [47]. Una alternativa para no mover generadores es
generalizar la técnica de iteracién. Las iteraciones se hacian en forma lineal,

LIE] = My ™ My U3 oo M, 5 My 2572 M,
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donde 6 es la longitud de la iteracién. Es importante detallar esta situacién
pues ilustra el problema de la apariciéon de cardinales Woodin. En lo inmediato
todos los modelos involucrados satisfacen ZFC, si E es un extensor en M y N
la ultrapotencia de M por FE, la fortaleza de E es el mayor ordinal A tal que
VM C N. Suponga que

My £ Ey es un extensor y A es su fortaleza
Ponemos M; = Ult(My, Ep) y suponemos que
M; = FEj es un extensor con punto critico < A

Si iteramos linealmente el siguiente modelo seria My = Ult(My, Ey), v asi
sucesivamente. En cambio, el siguiente modelo podria ser My = Ult(My, E1)
(aqui y en lo sucesivo se hacen las suposiciones necesarias para que My <sepa>
> que E; es un extensor); podriamos continuar iterando desde ahi. Con las
hipotesis necesarias se corrobora que

My |= E5 es un extensor
con cri(FEy) < A1 y hacemos
M; = Ult(M;, By).

Se forma una <ramax My, My, M3; con hipétesis adecuadas, podemos ge-
nerar una rama paralela My, My, My, M5, etc., donde M,,+1 = Ult(M,,—1, E,)
con M, = E, es un extensor. Se puede probar que si My = V y existe un
cardinal Woodin, realmente se pueden formar las ramas alternates recién des-
critas, y de hecho, muchas ramas y otros fenémenos interesantes. Llamemos
a esto un arbol de iteracion, esta nocién es de extraordinaria importancia y
mucho de lo que ahora se sabe al respecto se origina en el trabajo [23]. Otra
vez, con hipétesis adecuadas se puede continuar estas ramas w etapas. ;Cémo
continuar después de estas w etapas? Si 7 es un arbol de iteracién y b es una
de sus ramas, formamos Ml:r como el limite directo de los elementos de la rama
b, y se dice que b estd bien fundada si MbT lo estd. Con ciertas hipétesis (que
no involucran, atn, la existencia o no de un cardinal Woodin) y MJ =V, se
prueba que siempre existe una rama bien fundada en uno de estos drboles de
longitud w. En general, si T es uno de estos arboles con inicio en My =V y de
longitud w, entonces 7 tiene una rama infinita. Se verifica ([1]) que si existe
un cardinal Woodin y T es un orden arbol en w que tenga una rama infinita,
entonces existe un arbol de los recién descritos iniciando en V' cuyo orden es
precisamente 7. Un problema abierto y de gran relevancia es si existe uno de
los drboles mencionados basado en V' y de longitud w que tenga ramas cofinales
distintas bien fundadas (al menos dos de ellas). Si la respuesta a esta pregunta
es no, significaria que podemos continuar el arbol de m anera tnica, lo que nos
facilita el trabajo y tiene consecuencias importantes.
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Por supuesto, existen ocasiones en que necesitamos seguir iterando después
de haberlo hecho w veces, asi que se definen arboles de iteraciéon de longitud
transfinita . En las etapas sucesor, se usa un extensor adecuado en el modelo
apropiado y en las etapas limite se construye el limite directo. Pareceria un
tanto inapropiado no definir con exactitud como se construyen tales arboles,
pero requeririamos una serie de definiciones que no aportan més a este breve
esbozo. Llamemos <buenoss al tipo de drbol que hemos estado tratando. El
resultado principal en esta direccién es el siguiente.

Teorema 6.1. Sea T wun drbol bueno de iteracion en V de longitud limite
numerable con orden T. Suponga que para todos los ordinales limite 1 < A,
{a: aTn} es la dnica rama cofinal bien fundada de T | n. Entonces, T tiene
una rama cofinal bien fundada.

Note que el teorema funciona cuando tenemos exclusivamente una rama
cofinal bien fundada en cada etapa limite. No es claro como garantizar esto, de
hecho esta situacién da lugar a dos problemas abiertos de gran actualidad.

= UBH-bueno es la afirmacién de que todo arbol de iteracion bueno en
V' de longitud limite tiene a lo sumo una rama cofinal bien fundada.

= UBH-bueno genérico es la afirmacién

V|G] E UBH-bueno siempre que G sea genérico sobre V'

La respuesta més util a ambas seria si, porque esto permitiria generar una
estrategia de iteracion para V. Con un poco més de detalles, suponga que M
es un modelo transitivo de ZFC y 6 es un ordinal. El juego (bueno) G4 (M, §)
de iteracion de longitud 6 en M se lleva a cabo entre dos participantes I y
II, que cooperan para producir un arbol de iteracién 7 en M. En las etapas
sucesor a+ 1, I extiende 7T eligiendo un extensor E7 en M, | se define M/, 1=
Ult(Mg,EZ)7 donde ¢ es el menor ordinal tal que cri(E]) < lht(Eg) (aqui
lht es la longitud del extensor: si E es un (k, v)-extensor, v es su longitud); si
la ultrapotencia no esta bien fundada, el juego termina y gana I. En las rondas
limite A < 0, II debe actuar, para lo cual escoge una rama cofinal b en A tal
que MbT esté bien fundada y extiende 7. Si Il no es capaz de lograrlo, I gana.
Despues de 0 rondas, si I no ha ganado, II gana. Una estrategia ganadora para
IT se conoce como estrategia de f-iteracién para M, y decimos que M es 6-
iterable cuando ésta existe. Se verifica que sise cumple U BH-buena, entonces
V' es wi-iterabe para arboles de iteracion buenos, y que si UBH-buena-genérica
se cumple, entonces V es k-iterable para arboles buenos de iteraciéon, donde x
es el menor cardinal medible.

El resultado principal en esta direccién es que si UBH-buena es falsa, en-
tonces existe un modelo interno con un cardinal Woodin.

Definicién 6 .2. Un cardinal § es Woodin si para cualquier funcién f : 6 — §
existe un encaje i : V— M con punto critico £ < d tal que V(.)€ M.
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Este devenir no fue sencillo, sino fruto de numerosos intentos, que vale la
pena resefiar. Tratamos de seguir [30]. Neeman descubrié en 2004 un &rbol de
iteracién infinito que carece de ramas de longitud 4 . En ese tiempo, no parecian
existir grandes cardinales interesantes entre los medibles y los super-compactos
e iterabilidad parecia ser un problema inaccesible. Por otro lado, en 1984
Foreman, Magidor y Shelah mostraron que si la existencia de un cardinal
supercompacto es consistente, asi lo es el que el filtrode no estacionarios en
w1 sea saturado. Esto implica que, en una extension genérica, existe un encaje
1 :V — M tal que, si esto ocurriera en V en lugar de la extension genérica,
serfa mucho mads fuerte que un encaje supercompacto. Tal encaje contradice
una premisa en la teoria de modelos micleo, que tal encaje se extiende a un en-
caje de gran cardinal existente en el modelo base. Woodin, abundando en este
trabajo, finalmente p resentala d efinicién (arriba da da) de ca rdinal Woodin.

Una herramienta importante para tratar con cardinales Woodin es una
modificacién d ebida al p ropio Woodin d e un forcing ( véase, p or e jemplo, [22]).
El nuevo forcing se llama «stationary forcing. Por ejemplo, mediante este for-
cing se consigue colapsar cardinales para convertir un cardinal Woodin en ws;
en otra aplicacion, si ¢ es un cardinal Woodin, se logra una extension genérica
V[G], en la que § es Woodin y existe un encaje elemental i% : V — M tal que
(Vs)M = V;]G]. La aparacién de estos grandes cardinales motivé el desarrollo
de los modelos niicleo en dos direcciones. Primero, esta nueva clase de grandes
cardinales merecen un modelo nicleo y son mas accesibles que los supercom-
pactos. La segunda es que ayudan a explicar las dificultades antes encontradas.
Poco después, Martin y Steel empiezan a trabajar en la teoria de arboles de
iteracién [23]. Ellos obtienen la determinacién proyectiva a partir de un modelo
con una cantidad infinita d e cardinales W oodin. D espués se d e mostré qu e si
existe un modelo con w cardinales Woodin y un medible encima de ellos, se
cumple el AD en L(R).

En la busqueda de modelos con cardinales Woodin, se obtuvo un resultado
clave.

Teorema 6.3 (Martin, Steel). Suponga que M es un modelo con extensores
y que T es un drbol de iteracion en M con dos ramas distintas b,c que tie-
nen limites bien fundados My, M.. Entonces, existe un modelo con un cardinal
Woodin. De hecho, sid es el supremo de las longitudes de los extensores usados
enT, & es Woodin con respecto a cualquier funcion f € MyNM.. En particular,

si M es un término clase, § es Woodin en L[], donde & = EMv | § = EMe | 6.

Asi, para lograr un modelo minimo con un cardinal Woodin, basta definir
una sucesién £ por recursion de tal suerte que, en tanto no se haya alcanzado
un cardinal Woodin, todo arbol de iteraciéon tendria al menos una rama con
un limite bien fundado. El modelo de Martin y Steel tiene una debilidad grave.
Tienen la forma L[€], donde £ es una sucesién de extensores, pero el proceso
de comparacién no usa ultrapotencias del modelo mismo, sino que se basa en
ultrapotencias en un modelo mayor construido a partir de una sucesién F. Por
esto, no se puede controlar la estructura del modelo L[£]. Por ejemplo, no se
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puede probar la HGC; lograron probar HC usando un resultado de Jensen. Un
segundo forcing descubierto por Woodin, permitié aclarar mas las dificultades
con los arboles de iteracion. Para el lector interesado en la problematica de los
arboles de iteracién, recomendamos las referencias [42] y [41].

Teniendo en cuenta todo lo anterior, se inicié una nueva investigacién de
modelos ntcleo. En cuanto a los modelos de Mitchell, en la nueva presentacion,
L[€] se construye enteramente con extensores E., en la sucesién €. Pero estos
extensores no lo son, necesariamente, en todo L[£], sino hasta un cierto nivel
Jy[€ [ 7]. Como resultado, los ratones en L[] son precisamente los segmentos
iniciales M = J,[€] de L[] y condensacién se cumple en automético. Con estos
resultados, e ideas de Jensen, se abrieron nuevas perspectivas. No obstante, se-
guia el problema de los drboles de iteracion. Mitchell y Steel usaron una técnica
nueva. Se habian usado iteraciones externas para manejar modelos adecuada-
mente en el arbol; con la nueva estructura este manejo se realiza mediante la
estructura fina, por lo que las iteraciones son internas en el sentido de que se
emplean extensores en modelos en el drbol. Ellos construyeron un modelo L[€]
que satisface muchas propiedades, incluyendo HGC, y que puede contener un
cardinal Woodin, si es que existe uno en el universo ([34]). Steel ([45]) generaliz6
esto a un modelo con una cantidad arbitraria de cardinales Woodin y Neeman
([35]) construye un modelo ligeramente més alla de un cardinal Woodin limite
de cardinales Woodin.

Este tipo de modelos, sin embargo, se logran suponiendo, de inicio, que
existe una sucesiéon de extensores en el mundo real, extensores soporte. Estos
deben ser més «fuertes>> que los presentes en £. Asi, existe un modelo con un
cardinal Woodin, si existe un cardinal Woodin. En contraste, el modelo nticleo,
presenta la estructura de gran cardinal latente aun si el gran cardinal ha sido
destruido, digamos por forcing. Poco después, Steel mejor6 su resultado, para
sblo requerir la existencia de un cardinal medible. Ain asi, no estaba dentro
del espiritu de la teoria de modelos nicleo, el suponer la existencia de un gran
cardinal para obtener el modelo.

En este punto, estamos ya casi al final de la historia, por lo que vale la pena
enumerar algunos hechos trascendentales en la misma.

1. (1970) Dodd-Jensen construyen el modelo niicleo KP”7. Demuestran el
teorema de cubierta mediante la no existencia de 0f [5], [6], y [7].

2. (1980) Mitchell desarrolla la teorfa con la hipdtesis: no existe un
«<sostenido>, para un término clase modelo de ZFE con un medible « de
orden k7. Mitchell introduce una idea fundamental: construir un mode-
lo K¢ suficientemente cercano a V' y que permite un teorema de cubierta
débil. No obstante, depende de extensores «<externoss. El teorema de
cubierta débil se emplea para construir el modelo K, como una especie
de cerradura de Skolem de K¢ [24], [25], [26] y [27].

3. (1990) Steel extiende el trabajo de Mitchell, de tal forma que se pueda
llevar a cabo con la hipdtesis de que no existe un modelo interno con un
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cardinal Woodin. El requiere la existencia de un cardinal medible €. [43]
y [44]

4. (1991-1994) Mitchell, Steel, Schimmerling prueban un teorema de cubier-
ta débil para el modelo K construido por Steel. Se requiere un cardinal
medible. [32] y [31].

5. (2001) Primer paso para eliminar el cardinal medible. Mitchell y Schindler
demuestran que si > ws es regular y 2<% = ), existe un ratén iterable
W de altura €2 que es universal, en el sentido de que ningun preratén de
altura () itera mas alla de W. La existencia de tal € se desprende de la
HGC, pero no es demostrable en ZFE. [33].

6. (2003) Jensen encuentra una condicién més débil para iterabilidad, pero
ain externa, sin suponer la HGC, que muestra que ésta permite que K°
sea universal. Este fue un avance fundamental, la construccién de un
< K¢ local> de altura ordinal Q. Antes, la universalidad de K¢y K se
discutia en términos de clases propias. Pero, una vez que se acercaban a
un cardinal Woodin, el proceso de comparacién se volvia casi imposible.
[13].

7. (2006) No obstante, universalidad en un cardinal regular no era suficiente
para implementar el método de Mitchell para obtener K a partir de la
cerradura de Skolem de K€. Para lograrlo se requeria una forma de cu-
bierta débil y la nocién correspondiente de «cerradura gruesas. Jensen
logra un avance significativo con la teoria de «stocking mices. [18].

Finalmente, Jensen describe su trabajo a Steel y en 2007 se obtiene el
teorema siguiente. [19]

Teorema 6.4. Existen férmulas Yo Vi (v) y ¥s(v) tales que, de no existir
una clase propia transitiva modelo de ZFE y que satisfaga < existe un cardinal
Woodin>, entonces ocurre lo siguiente.

1. K = {v: ¢Yg(v)} es una clase propia transitiva, preratén, que satisface
ZFE.

2. {v:¢Yxs(v)} es una estrategia de iteracion para K con drboles de iteracion
conjuntos, y es la unica de tales estrategias.

3. (Absolutez genérica) Y = X[G} y s = ‘E/[G} NV, siempre que G sea
V -genérico sobre un conjunto.

4. (Definicion inductiva) K|(Q}) es X1-definible en J,(R).

5. (Cubierta débil) Para cualquier X > wy tal que X es un cardinal sucesor
de K, cf(A) > |\. En consecuencia, o™X = at siempre que a se un
cardinal singular.
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Se puede formular el teorema sin referirse a clases propias.

= Un ratén clase propia se llama en ocasiones un modelo extensor, tiene la
forma (L[€], €, &), donde £ es una sucesién coherente de extensores.

= (1) dice que la sucesién distinguida de extensores en K es definible en V
mediante ¥ . Se puede probar que K =V = K.

= La jerarquia de un preratén iterable tiene condensacién como en L, y
permite desarrollar teoria de estructura fina en gran detalle.

= K satisface O en todos sus cardinales.
= (1)-(4) indican que K es absolutamente definible.
= La propiedad débil de cubierta se debe a Mitchell.

= La propiedad fuerte de cubierta puede fallar una vez que K se complica
ante la presencia de medibles.

Es més que recomendable consultar la obra [19], culminacién de lo que hemos
descrito.

La hipétesis de que no existe una clase propia con un cardinal Woodin no
se puede debilitar, a menos que se fortalezca la hipétesis de ZFE. En efecto,
suponga que ¢ es Woodin, esto es, V es el modelo clase, y que tuviésemos una
férmula g (v) definiendo K que cumple (3)-(5). Sea G V-genérico para toda
torre estacionaria debajo de §. Sea

j:V = MC MG

donde M<% C M se cumple en V[G]. Se puede elegir G de tal suerte que
cri(j) = RY | v sea p = RY. Entonces,

+K

ptE = +i(K) — K

pt <M = I =
una contradiccion.

Con esto concluimos la descripcion de los modelos niicleo, su historia, técni-
cas y dificultades principales; antes hemos descrito la bibliografia adecuada para
ciertos modelos nucleo. Para los recién considerados, la referencia fundamental
e invaluable es [16] que pronto estard totalmente concluido (esperamos). En
el capitulo nueve de [50] se tratan los modelos internos con extensores que se
traslapan. Los resultados mencionados de Steel y Mitchell se pueden seguir en
(29], [28], [34], [44], [33], [40] y [46]. El complicado desarrollo de la nocién apro-
piada de ratén se describe en los trabajos [8], [11], [10], [13], [15], [14] ¥ [18]. Una
fuente magnifica, y de la que mucho hemos tomado, para la historia de esta materia
es [30].
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7. El modelo nucleo

Hemos presentado diversas situaciones en torno a los modelos niicleo (asi, en
plural), pero no hemos dejado claro que se entiende por modelo nticleo; quizé
ahora estemos en posibilidad de ilustrar mejor la nocién. La nocién «<modelo
nicleos fue introducida por R. Jensen y A. Dodd. Lo primero que viene a
colacién es si es singular o plural. A nivel de L, digamos con grandes cardi-
nales menores que wi-Erdds o debajo de 0%, el modelo niicleo es L: admite
estratificaciéon y estructura fina, valida el teorema de cubierta, y en él viven
los grandes cardinales menores a los arriba mencionado, en caso de que estos
existan en V. Podriamos decir que estas son las caracteristicas deseables en
un modelo nicleo. Si queremos incorporar grandes cardinales menores que un
medible, aparece KP7. Si tenemos un medible, disponemos de L[U], aunque
este no cumple todo lo antes mencionado, pues su estructura fina no es la que
se pretende, pero si admite teorema de cubierta (bifurcado). Por otro lado, en
este caso K7 est4 en el <nticleos de L[U]J; si tenemos varios medibles, apare-
ce el modelo nicleo K[.#] (Mitchell), que tiene la propiedad de cubierta. Para
grandes cardinales mayores aprecen los extensores, propiamente sucesiones de
extensores, dando lugar a modelos internos de la forma L[&].

En cierto sentido, todo modelo nticleo conocido hasta ahora es de la forma
L[&], un modelo con extensores; aqui modelo con extensores implica la estruc-
tura del modelo, en cambio modelo nticleo involucra la relacién entre el modelo
y la clase de los conjuntos. Un buen ejemplo de esta dicotomia es KP7 que
estd caracterizado por su forma de construirse: es un segmento inicial de la
construccién del modelo niicleo en cualquier modelo en el que tal construccion
sea posible. Pero también se caracteriza por el hecho de que él (o al menos
KP7' N M) es el modelo nticleo dentro de cualquier modelo M, en tanto M no
contenga un modelo interno con un cardinal medible.

De lo anterior sintetizamos algunos hechos que conducen a la «definiciéon>
de modelo ntcleo, aunque ya dijimos varias veces que esto no es posible de
formalizar. En el sentido mencionado, el modelo nicleo esta en el ntcleo de
modelos internos con las propiedades adecuadas al tipo de modelo interno en
cuestién (grandes cardinales). Admite la validez de diversos principios combi-
natorios (diamante, cuadrado, etc) demostrables mediante estructura fina; se
construye en forma estratificada, por lo que valida algiun grado de condensacion.
El satisface la HGC, el axioma global de eleccién y un buen orden definible.

Desde otro punto de vista, el modelo ntcleo es cercano a V' (propiedad
o teorema de cubierta, segin sea el caso). Es rigido, en el sentido de que no
permite un encaje elemental en si mismo no trivial; es absoluto: el modelo
nucleo estd definido en forma tinica por una férmula absoluta entre extensiones
genéricas.

Por lo previo, ocurre que el modelo niicleo es el modelo interno mas pequeno
(respecto a la contencién) que contiene a los grandes cardinales que vivan en
V. Esta «definicién>> d ebe servir e xclusivamente c omo una guia al estudio y
comprensién de los modelos nicleo, y de ninguna manera como una restriccién
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formal. Seria véalido abundar més e incorporar, por ejemplo, modelos internos
cuando no existe una clase propia de cardinales Woodin, etc, pero creemos que
lo ya hecho cumple la tarea que nos habiamos propuesto.
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