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Resumen o0 En este trabajo presentamos los resultados de una investigacién cuyo objetivo fue significar
los criterios de la primera y segunda derivada a través del andlisis variacional de una situacién de modela-
cion del movimiento que incorpora elementos tecnolégicos. Para la construccion de la evidencia se aplico
una situaciéon de modelacion del movimiento a un grupo de estudiantes de licenciatura. Los resultados ob-
tenidos evidencian que la discusion sobre los criterios se basa en como debe ser el movimiento (posicion,
velocidad y aceleracion) de un movil para reproducir cierta grafica de posiciéon propuesta y alcanzar un
didlogo sobre como generar los diversos comportamientos (constantes, crecientes y decrecientes) obser-
vados en estay, por tanto, de las caracteristicas variacionales (representados en la monotoniay concavidad
de la curva). Se evidencia la importancia de las estrategias variacionales de comparacion y seriacion en la
significacion de los criterios.

Palabras clave o Estrategias variacionales; Modelacion-graficacién; Criterios de la derivada; Nivel supe-
rior; Calculo

Abstract o In this paper, we present the results of research that aims to signify the criteria of the first and
second derivatives through a variational analysis of a motion modeling situation that incorporates tech-
nological elements. To construct the evidence, a movement-modeling situation was applied to a group of
undergraduate students. The results show that the discussion on the criteria is based on how the motion
(position, velocity, and acceleration) of a mobile must reproduce a certain proposed position graph and to
reach a dialogue on how to generate the different behaviors (constant, increasing, and decreasing) ob-
served in it and, therefore, of the variational characteristics (represented in the monotony and concavity
of the curve). The importance of the variational strategies of comparison and seriation on the significance
of the criteria is evident.

Keywords o Variational strategies; Modelling—graphing category; Derivative criteria; Undergraduate;
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Una aproximacion variacional para la significacion de los criterios de la derivada

1. INTRODUCCION

En la enseflanza del célculo se ha privilegiado, en general, la comunicacién de pro-
cesos algoritmicos y el desarrollo de habilidades operativas para la resolucion de
problemas rutinarios (Rasmussen et al., 2014; Hitt y Dufour, 2021). Existe un énfa-
sis en la formalizacion y la mecanizacion, restringiendo el uso de diversas repre-
sentaciones, asi como la conexion entre los conceptos y el contexto de los estudian-
tes, lo que ha dado como resultado dificultades para la comprension y significacion
de las nociones del calculo (Berry y Nyman, 2003; Salazar et al., 2009). En particu-
lar, diversas investigaciones han puesto atencién a la comprensién del concepto de
derivada, debido a la complejidad de su definicion, su presencia en diferentes con-
textos y la poca comprension que los estudiantes logran (Antonio et al., 2019; Jones,
2017; Park, 2013; Zandieh, 2000).

Tradicionalmente, la ensefianza del concepto de derivada se desarrolla a par-
tir de procesos algoritmicos-algebraicos fundamentados en la nocion de limite,
donde el calculo rutinario de derivadas es uno de los significados mas destacados
(Antonio et al., 2019). Bajo este enfoque, los estudiantes aprenden, en el mejor de
los casos, reglas algebraicas para derivar (Berry y Nyman, 2003), pero con dificul-
tades para reconocer contextos donde la aplicacion de la derivada es pertinente
(Artigue, 1995; Hitt y Dufour, 2021). Ademas, presentan conflictos para analizar los
comportamientos graficos de las funciones en términos del fenémeno que repre-
sentan, excepto quizas en situaciones algebraicas artificiales, o para transitar de la
grafica de la funcién a la grafica de la funcién derivada, e incluso reconocer a la de-
rivada como una funcién (Antonio et al., 2019; Park, 2013; Salazar et al., 2009).

La forma de abordar la nocion de derivada y sus problematicas permean en el
trabajo de los criterios de la primera y segunda derivada, los cuales terminan siendo
un conjunto de reglas a memorizar. Por ejemplo, en Jiménez y Zaldivar (2022) se
presenta un analisis de libros de calculo empleados en cursos universitarios en Mé-
xico, concluyendo que los criterios se utilizan como reglas, justificadas en los sig-
nos de la primera y segunda derivada, que permiten realizar graficas sofisticadas
de funciones.

A diferencia de lo que ocurre con la derivada, no existen suficientes estudios
en la literatura especializada que aborden las dificultades para comprender los cri-
terios de la derivada especificamente, salvo trabajos que discuten sobre monotonia
o concavidad por separado. De ahi la motivacion para estudiar este tema.

2. ANTECEDENTES

Desde hace varias décadas se han realizado investigaciones enfocadas en delimitar
las dificultades de los estudiantes cuando se enfrentan a los topicos mas relevantes
del célculo (Artigue, 1995; Thompson y Carlson, 2017; Thompson y Harel, 2021;
Zandieh, 2000). Sin embargo, también se reconoce que pocos estudios han aten-
dido como sus resultados se podrian adaptar para la ensefianza de los principales
topicos del calculo y, sobre todo, cdmo algunas teorias se podrian relacionar con el
disefio de propuestas didacticas o en investigaciones de diseiio (Rasmussen et al.,
2014). Es ahi donde se pretende realizar un aporte con el presente estudio, al
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analizar los resultados de una propuesta didactica con un enfoque variacional para
significar los criterios de la derivada en el aula.

Para significar el concepto de derivada, algunos trabajos han puesto la aten-
cion en las nociones de variacion y de variaciones sucesivas a través de diferentes si-
tuaciones de cambio (Antonio et al., 2019; Cantoral et al., 2018; Thompson y Harel,
2021); otros, promueven la importancia de los contextos extramatematicos y de
aplicacidn, incluyendo en ocasiones una componente tecnologica para visualizar
relaciones y hacer construcciones, y otros mas han resaltado la importancia de la
interpretacion de graficas de funciones en situaciones en contexto (Berry y Nyman,
2003; Hitt y Dufour, 2021; Jones, 2017; Marrongelle, 2004; Sealey et al., 2020; Sua-
rez 'y Cordero, 2010; Swidan, 2019; Urban-Woldron, 2014).

Desde una perspectiva variacional, se han elaborado disefios didacticos basa-
dos en el analisis de situaciones de variacion o de graficas de objetos en movimiento
para trabajar con conceptos vinculados con la derivada (Antonio et al., 2019;
Vrancken y Engler, 2014 ). Estos trabajos plantean el estudio de las variaciones de
las variables involucradas como medio para dar sentido a las razones de cambio de
las variables, establecer covariaciones, encontrar regularidades que describen el
comportamiento de las situaciones bajo estudio (Vrancken y Engler, 2014), asi
como construir significados de la derivada a través del analisis de aspectos graficos
y discutir sobre los comportamientos de la velocidad de un objeto (Antonio et al.,
2019). En este sentido, los trabajos de Cantoral et al. (2018) y Cabrera y Martinez
(2022) plantean el desarrollo del pensamiento variacional entre los estudiantes
como elemento central para significar las nociones del calculo escolar. Para ello
proponen actividades donde se analizan fenémenos de cambio, identificando qué
cambia, cuantificando ese cambio y analizando la forma en que se dan esos cam-
bios, enfatizando el uso de estrategias variacionales para generar dicho desarrollo y
como elemento central en los disefios didacticos para el aula.

En cuanto a la nocién de concavidad, el estudio de Jones (2018) afirma que los
estudiantes raramente interpretan dicha nociéon como el cambio en las razones de
cambio, evidenciando solamente una asociacion entre la concavidad hacia arriba
con la forma “u” y la concavidad hacia abajo con “n”. El autor sefiala que se re-
quiere el desarrollo de un razonamiento covariacional entre los estudiantes para
que puedan darle sentido a la concavidad y al punto de inflexion. En corresponden-
cia con esto, la investigacion de Fallas y Lezama (2022) muestra como se le puede
dar sentido a la concavidad y al punto de inflexién de una curva a través de estrate-
gias variacionales y un uso de las graficas a través del analisis de una situacion que
involucra un contexto de crecimiento poblacional.

Bajo el enfoque del estudio del cambio, algunos trabajos proponen la inclu-
sién de una componente tecnolégica, como sensores de movimiento para promover
la comprension de la derivada (Calculator based ranger o CBR) y calculadoras grafi-
cadoras. Por ejemplo, Berry y Nyman (2003) reportan como los estudiantes rela-
cionan la grafica de una funcion derivada con su funcién original, al solicitarles que
caminen frente a un CBR para producir una grafica de desplazamiento en funcion
del tiempo que produjera la funcion dada de velocidad Los autores buscaban
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ampliar la comprension de los conceptos del calculo desde una representacion gra-
fica, lo cual denominaron como physical feel. Por otro lado, Suarez y Cordero (2010)
postulan una epistemologia para el calculo escolar que descansa en la modelacion
y un uso de las graficas (Modelacion-Graficacion). Para ello, presentan una situa-
cion de modelacion del movimiento que involucra calculadoras y sensores y donde
las tareas permiten el estudio de un fendmeno de cambio a través de relaciones en-
tre graficas y el andlisis de la variacion.

De acuerdo con lo anterior, se postula que para promover una comprension
de los criterios de la derivada es necesario incorporar un enfoque variacional a su
estudio. Ademas, se debe dejar de basar su estudio en la graficacion de funciones
sofisticadas y como reglas memoristicas, pues ¢cual es la ganancia en la compren-
sion para los estudiantes si un software puede resolver esa tarea con unas pocas
lineas de instruccion? Se postula también que el uso de las graficas debe relacio-
narse con modelar situaciones, donde la grafica permita ser un eslabon entre el es-
tudio de la variacion de fenémenos y la monotonia-concavidad de los comporta-
mientos asociados al fenémeno, generando ambientes mediados por una compo-
nente tecnoldgica, como la calculadora graficadora y el CBR.

En sintesis, la pregunta de investigacion que se plantea para este estudio es:
¢qué significados sobre los criterios de la derivada emergen en un grupo de estudiantes
cuando enfrentan una situacion de modelacion del movimiento bajo un enfoque varia-
cional? La investigacion toma como base de significados los asociados a las nocio-
nes del Calculo desde la Categoria de Modelacion-Graficacion (Suarez y Cordero,
2010) y de la implementacién de una situacién de modelaciéon del movimiento
(SMM) con estudiantes de nivel superior en un ambiente experimental con el uso
de calculadoras graficadoras y sensores de movimiento (CBR). Dado que la pro-
puesta se fundamenta en la variacion, el analisis se realiza con base en las estrate-
gias variacionales que dichos estudiantes manifiestan al enfrentar la SMIM.

3. MARCO CONCEPTUAL

El reconocimiento de las problematicas relativas al aprendizaje y la ensefianza del
Calculo promovieron el surgimiento de diversos enfoques e investigaciones que in-
tentan abordarlas. Algunas de estas cuestionan no solamente cémo ensefiar, sino
qué ensenar (Cantoral, 2019). La Teoria Socioepistemoldgica (TS) propone abordar
dichas problematicas, fundamentando sus ideas en el estudio de la variacion
cuando se desarrollan practicas predictivas, al identificar que la accién de predecir
el comportamiento de fenémenos de flujo continuo motivo historicamente el desa-
rrollo y construccién de ideas asociadas al Calculo (Cantoral et al., 2018). Este po-
sicionamiento dio lugar a la linea de investigacion denominada Pensamiento y
Lenguaje Variacional (PyLVar).

El PyLVar postula que es el uso que se le da a los objetos matematicos para
enfrentar las situaciones o fendmenos de cambio lo que favorece su construccion.
Las caracteristicas de este uso estan determinadas por las normas o formas de ac-
cién particulares que rigen a los espacios, grupos sociales o comunidades (bidlogos,
ingenieros, etc.) dentro las que se enmarcan dichas situaciones o fenémenos, es
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decir, dentro de una practica de referencia caracterizada por la triada: uso-usuario-
contexto. Esto promueve una construccion y significacion particular de los saberes
matematicos asociada con dicha practica. Por tanto, la construccion del conoci-
miento matematico es un proceso continuo de darle significado a través de sus usos
en diferentes practicas de referencia (Cantoral, 2019).

Por PyLVar se entendera a aquella forma de abordar el estudio de fendmenos
o situaciones de cambio a través del analisis de las variaciones de sus variables que
intrinsecamente determinan su comportamiento y las leyes que los rigen, con la
finalidad de su comprension o, en su caso, realizar estimaciones, anticipaciones o
predicciones sobre el mismo (Cabrera y Martinez, 2022, p. 68). De esta manera,
como parte del estudio de la variacion, interesa describir las cualidades del cambio,
es decir, comprender como y cuanto cambia un cuerpo, un sistema o un objeto, y
determinar las regularidades que gobiernan ese cambio (Cantoral, 2019; Cantoral
etal., 2018).

El estudio del cambio se desarrolla a través de una o mas estrategias variacio-
nales (E-Var), las cuales son acciones que permiten identificar la produccién de un
cambio, cuantificarlo o cualificarlo, determinar sus regularidades y postular esta-
dos futuros o desconocidos. Las E-Var permiten generar argumentos variacionales
(A-Var) que describen y comunican los resultados del estudio del cambio. De
acuerdo con Cabrera y Martinez (2022), las E-Var identificadas son:

Comparacion. Accion de establecer las diferencias existentes entre dos esta-
dos de un mismo fendémeno o dos estados equivalentes de fendmenos diferentes de
interés, con la intencién de cuantificar o cualificar el cambio. Esta estrategia per-
mite identificar el cambio y posibilita el desarrollo de la siguiente.

Seriacion. Consiste en analizar los resultados de un conjunto de comparacio-
nes de estados contiguos (variacion de primer orden) para determinar alguna re-
gularidad en la variacion de las variables. En caso de que la accién anterior no per-
mita dicha determinacion, los resultados de las comparaciones se pueden conside-
rar “nuevos estados” y se pueden poner en practica de nueva cuenta la comparacion
y la seriacion (variaciones sucesivas de segundo orden, tercer orden, etc.)

Para el desarrollo de las siguientes E-Var, las anteriores deben contribuir al
establecimiento de un modelo (Cantoral et al., 2018), es decir, de aquello que per-
mita incidir sobre lo que se modela.

Prediccion. Estrategia relacionada con la accion de anticipar un comporta-
miento o estado de un fenémeno con precision a partir del empleo del modelo iden-
tificado en las estrategias anteriores.

Estimacion. Estrategia relacionada con el establecimiento de caracterizacio-
nes de estados o comportamientos tendenciales o globales de un fenémeno, ante
las restricciones o imprecisiones de los modelos establecidos o de las caracteristi-
cas conocidas de los fendmenos bajo estudio.

Ahora bien, para Suarez y Cordero (2010), un eslabon que permite dotar de
sentido a ciertos conceptos del calculo se encuentra en la categoria de Modelacion-
Graficacion. Dicha categoria fundamenta los tipos de tareas que plantean a los
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estudiantes un uso de las graficas en situaciones de modelaciéon del movimiento
(SMM). Los artefactos tecnoldgicos involucrados en las SMM actian como herra-
mientas cognitivas e interactivas y como un mediador semidtico (Mariotti y Maffia,
2018; Urban-Woldron, 2014), puesto que permiten generar graficas mientras los
datos se recolectan, pero, sobre todo, permiten la aparicién y coordinacion de di-
ferentes medios semioticos (lenguaje, cuerpo, simbolos, gestos y herramientas)
para el desarrollo del pensamiento matematico.

4. CONSIDERACIONES METODOLOGICAS

Lainvestigacion se desarrolld bajo el disefio metodoldgico de un Experimento de En-
sefianza (Steffe y Thompson, 2000). En ese sentido, se plantearon las siguientes
etapas: el disefio de la SMM, producto de un analisis preliminar (Artigue, 1995) re-
portado en Jiménez y Zaldivar (2022); implementacion de la SMM con estudiantes de
una licenciatura en matematicas aplicadas, en México, y el andlisis de las produccio-
nes de los estudiantes durante la experimentacion. La implementacion de la SMM fue
realizada por una de las autoras del presente manuscrito.

Dado el disefio metodolégico, se optd en la investigacion por un paradigma
interpretativo bajo un enfoque cualitativo para el analisis de la informacion reca-
bada. Por esta razon, se utilizan las técnicas de observacion participante y el andlisis
documental (Latorre, 2005) para la obtencion de la informacion en el experimento
de ensefnanza.

4.1. Sobre el diseno de la SMM

El experimento de ensefianza incorporo6 el diseiio de una SMM, la cual retoma lo
reportado en Jiménez y Zaldivar (2022)y se sustenta en la categoria de Modelacion-
Graficacion, buscando propiciar un uso alternativo de las graficas, situando alava-
riaciéon como argumento central. La tecnologia educativa que se incluy6 fueron cal-
culadoras TI-Nspire CX CAS y sensores de movimiento CBR. Con la mediacion de la
tecnologia, los estudiantes debian recrear el movimiento de una persona que ca-
mina frente al sensor en linea recta y reproducir las graficas solicitadas de posicion
en funcién del tiempo con respecto a un marco de referencia. Para esto se requeria:
analizar como se debe caminar para producir la grafica solicitada; elegir una posi-
cion de partida; realizar la caminata con las caracteristicas establecidas; analizar la
grafica generada en la calculadora (retroalimentacion), y, en su caso, revisar sus
conjeturas y repetir el experimento para conseguir la grafica deseada.

Cualquier forma de “caminar” en linea recta frente al CBR (excluyendo el
quedarse estatico) puede caracterizarse por seis comportamientos graficos basi-
cos, los cuales pueden ser descritos a través de la monotonia y concavidad (Figura
1). A estos comportamientos se les llamara grupos variacionales, por poder ser ca-
racterizados a través de como cambian las variables. Como se puede apreciar en la
Figura 1, la forma de las graficas no se sujeta a las formas “u” y “n”.
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Figura 1. Ejemplos de las gréaficas y grupos de variacion
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La SMM consta de tres momentos que tienen asociada una tarea, las cuales se
presentan a continuacion. Ademas, para cada tarea se realiza una serie de pregun-
tas, las cuales no se presentan en su totalidad por cuestion de espacio, pero que los
estudiantes debian responder en las hojas de trabajo entregadas.

Momento 1: establecer funciones crecientes y decrecientes con el CBR como

marco de referencia

Tarea 1. Utilizando la calculadora, realiza los movimientos necesarios frente al
sensor para obtener cada una de las siguientes curvas de posicién respecto al
tiempo (Figura 2). Describe el movimiento que realizaste debajo de cada una
(acercarse, alejarse, aumentar o disminuir la velocidad, etc.).

AIEM (2025), 27, 157-177
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Figura 2. Gréficas de la tarea 1. Descripcion de los movimientos a realizar

PN

Grafica A. Grafica B. Grafica C.
A B
D [ | B
A A B
A
Gréfica D. GréficaE. Gréfica F. Grafica G.

Momento 2: reconocer la variacion igual a cero (maximos y minimos).

Tarea 2. Por medio del uso de la calculadora y el sensor. Resuelve la siguiente
pregunta, tomando en cuenta el esquema siguiente, donde hay un observador
en todo el tiempo (Figura 3).

Figura 3. Esquema del observador y el recorrido deaab

--0 3
ﬁa b

A) /Cuales son las formas posibles de salir de un punto, llegar a un punto que se
encuentra mas alejado y regresar al punto? Considere el recorrido en linea recta
con respecto al observador. Posteriormente, compruebe con la calculadora y el
sensor.

Momento 3: reconocer la variacién en el comportamiento que varia.

Tarea 3. Escribe debajo de las siguientes graficas (Figura 4) (posicién en funcion
del tiempo) ¢como es que varia f'? (recuerda que f’(a) esta asociada con el valor
delavelocidad instantanea en el punto “a”) Escribe si para que la grafica ocurra
nos alejamos o nos acercamos al sensor, analiza el movimiento en dos partes.
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Figura 4. Gréficas correspondientes a la tarea 3

Signo de ' Signo de f’

De esta manera, las E-Var se postulan como los mecanismos que permitiran
determinar las caracteristicas del movimiento a realizar frente al sensor. Las dis-
cusiones y reflexiones para lograr esto, asi como la ayuda tecnolégica para experi-
mentar corporeamente el movimiento que permite generar estas graficas, pro-
mueven en los estudiantes el analisis de la variacion: ¢ qué cambia?, cuanto y cémo
cambia? Este contexto se concibe como una alternativa para el estudio de los crite-
rios de las derivadas.

4.2. La poblacién de estudio y organizacion de la implementacion

La SMM se aplico, en una sesion de 2 horas, a un grupo de nueve estudiantes de la
licenciatura en matematicas aplicadas de la Facultad de Ciencias Fisico-Matemati-
cas de la Universidad Autonoma de Coahuila, en la ciudad de Saltillo, Coahuila, Mé-
xico. Este colectivo ya habia aprobado sus cursos de calculo.

5. ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS

El analisis documental se realiz6 triangulando, sistematica y planificadamente, la
transcripcion completa de la videograbacidon realizada de la experiencia de ense-
flanza, las notas de campo de la investigadora-profesora y el registro escrito de las
producciones de los estudiantes en hojas de trabajo. Se hizo un analisis de tipo cua-
litativo basado en un método de tipo interpretativo, con la intencion de establecer
algunas categorias para rescatar los A-Var utilizados durante la resolucion de las
tareas y determinar las E-Var implicadas en estos.

Para el analisis de la evidencia se consideraron las discusiones en equipo a
través del lenguaje, argumentos, gesticulaciones y el uso de la tecnologia. En la fi-
gura 5 se presenta un esquema general del rol de los diferentes medios semiéticos
que se presentan en el trabajo de los estudiantes. En este articulo solo se presenta
el analisis de un equipo.
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Figura 5. Esquema general del andlisis de la evidencia empirica
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5.1. Ejemplo de analisis: equipo 1
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ciente.

E2: Alejarse desace-
lerando.

E3: alejarse del sen-
sor, acelerar al inicio
y desacelerar al acer-
carse al puntob

Para los integrantes del equipo 1 se utilizaron los siguientes seudénimos: Mario,
Diego y Jenny, segun la posicion, de izquierda a derecha, en la que aparecen en la
Figura 6. Aunque el equipo decide no caminar frente al CBR, la forma de realizar la
simulacion cumple con los objetivos de 1a SMM.
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Figura 6. Elementos que interacttian en la simulacién

Tag
[ o~

Simulacion/Objeto que se mueve

Fuente: Jiménez, (2019, p. 63).

Al iniciar la resolucion de la tarea 1, el equipo discrepa sobre si deben alejarse
0 acercarse al sensor para generar la grafica de una recta con pendiente positiva
(grafica A de la figura 2). Sin embargo, consensan que se trata de un “alejamiento
lento”. Posteriormente, con base en la simulacién con el CBR y la calculadora, se
consensa que la respuesta correcta es “alejamiento constante”. En el siguiente ex-
tracto, donde se manifiesta lo anterior, se utilizan corchetes para dar cuenta de me-
dios semidticos como gestos, descripciones de las acciones con el sensor o aclara-
ciones sobre las reflexiones que acontecen. Estas anotaciones también se realizaran
en extractos subsecuentes.

Diego: A como esta la grafica de posicion, entonces necesita ser una velocidad...
que vaya creciendo.

Mario: Decreciendo, ¢no?
Diego: Si, decreciendo
Jenny: ;Cémo que decreciente?

Diego: Es que se supone que tiene que alejarse velozmente [mueve la mano ale-
jandose de su cuerpo].

[Realizan la simulacién con el CBR y la calculadora, y no obtienen una linea
recta, sino una grafica similar a la E del momento 1].

Diego: ¢Sigue siendo lineal?, ;cémo pudiera ser un movimiento que tenga velo-
cidad lineal?

Diego: Entonces, este es un movimiento de tipo constante, entonces debe ser
lineal [refiriéndose ala grafica A]. Entonces, icémo puedo hacer un movimiento
donde la velocidad sea hacia alla? [mueve la mano alejandola de su cuerpo].
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Profesora: {Qué cosas pueden hacer? Tienen que ver qué pasa cuando cambian
la velocidad.

[La profesora se retira y los estudiantes inician otra simulacion].

Mario: Es una grafica de posicion respecto al tiempo, o sea, la posicién debe ini-
ciar y debe de ir decreciendo [realiza un movimiento con su mano] poco a poco,
éno?

Jenny: Entonces estaria bien lo que dicen aca [realizan una simulacién con el
CBR, donde Mario mueve la libreta alejandola del sensor con una velocidad cada
vez mas lenta].

De acuerdo con el extracto anterior, el equipo 1 establece el tipo de movi-
miento que debe realizar frente al sensor para obtener una grafica creciente o de-
creciente, asociando creciente — alejarse y decreciente — acercarse (E-var de com-
paracion). Asimismo, al reflexionar sobre el comportamiento creciente lineal de la
grafica Ay creciente no lineal de la grafica E, se establece que la velocidad de mo-
vimiento debe mantenerse constante para el primer caso e ir disminuyendo para el
segundo (E-var de seriacion). Por un razonamiento analogo, el equipo genera la
grafica C (recta con pendiente negativa), sefialando que debe realizarse un “acer-
camiento constante” al sensor.

La discusion para las demas graficas se basa en como varia la velocidad con la
que acercan o alejan la libreta del sensor, lo cual se traduce en reconocer que las
graficas crecen o decrecen, pero no crecen o decrecen igual. Por ejemplo, para la
grafica B del momento 1, los estudiantes refieren que en esta se refleja un compor-
tamiento de “acercarse rapido y luego lento”. El siguiente extracto hace referencia
al andlisis anterior:

Diego: [Haciendo referencia a la grafica C] debe ser acercamiento constante.
[Haciendo referencia a la grafica B] El segundo hay que volverlo a hacer, eso que
hiciste de que acercarlo rapido.

Mario: Seria asi [haciendo referencia a la grafica B mueve la libreta frente al
sensor, primero acercandola de forma rapida y luego cada vez mas lento].

Diego: Si, se ve mas curveada [D realiza un gesto con la mano expresando la
grafica “curveada”]. Un acercamiento rapido y decreciente, la velocidad del
acercamiento.

Mario: jSi!
Diego: Un acercamiento mientras decrece la velocidad.
Jenny: De rapido a lento.

Mario: [Para la grafica D] Entonces este es, lento al principio [mueve la libreta
acercandose al sensor] y luego... [acerca rapidamente la libreta al sensor].

Diego: Ahi mero, entonces ya... acercamiento lento, bueno... acercamiento
mientras la velocidad crece.

Jenny: [sefiala la grafica E del momento 1] va a ser ... empieza desde aqui [sitia
la libreta cerca del CBR] se aleja rapido [...] y luego va decreciendo la velocidad.
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Los dos extractos anteriores evidencian cémo las E-Var de comparacion y se-
riacion permiten que los estudiantes determinen el patrén de comportamiento gra-
fico general, es decir, creciente o decreciente (comparacion) y establecer diferencias
en la forma en la que crecen o decrecen las graficas (seriacion). Esto se refleja en
mirar a la grafica como construida por instantes con movimientos “lentos” o “ra-
pidos” y reconociendo cémo esos comportamientos varian de inicio a fin. Esto se
refleja en la sintesis que realiza el equipo 1 de sus respuestas para la tarea 1 (Figura
7).

Figura 7. Respuestas de la tarea 1 del equipo 1 - ;Qué movimiento realiz6?

S NN

Alejamiento Acercamiento mientras Acercamiento
constante decrece la velocidad constante
A 8
B | D B
A A B
A
Acercamiento Alejamiento con Alejamiento con

mientras la velocidad Fijo velocidad
velocidad crece decreciente creciente

Fuente: Jiménez, 2019, p. 64.

Las respuestas evidencian los dos elementos variacionales puestos en discu-
sidn: la covariacion entre las variables de posicion y tiempo y la variacion de la ve-
locidad. Los estudiantes tipifican un binomio “monotonia — variaciéon de la veloci-
dad” através de cddigos variacionales con frases como: alejamiento, acercamiento,
constante (refiriéndose a la velocidad), velocidad creciente, velocidad decreciente,
“curveada”.

En la tarea 2 se solicitaba a los estudiantes describir el movimiento rectilineo
que ocurre al realizar un “viaje redondo” (ida y vuelta) (ver momento 2), es decir,
analizar sobre cuales son las formas posibles de salir de un punto a, llegar a un
punto b y regresar al punto a. Al realizar esta tarea, el equipo 1 entabla el siguiente
dialogo:

Diego: Dice que te pasas de aqui para aca en linea recta [sefiala al punto ay des-

pués al b en la hoja de trabajo]. Entonces, en linea recta se fue de aqui [sefiala el

CBR] a aca [sefiala un punto alejado del CBR]y regreso [sefiala de vuelta el CBR].

Solamente podemos hacer eso, o sea, podemos [mueve la mano de izquierda a
derechay viceversa repetidamente] rapidamente... o...
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Mario: Si, pero... velocidad constante, velocidad decreciente y velocidad cre-
ciente...bueno [...].

Diego: pregunta de cuantas formas [...] ya dijimos que son, tres por tres? Nueve
formas.

Alinicio los estudiantes solo consideran “unir” las formas graficas crecientes
(para ir del punto a al b) y decrecientes (para ir del punto b al a) analizadas en la
tarea anterior. Asi, en esa union se pueden presentar puntos con cambios “bruscos”
en el movimiento; por ejemplo, al unir una recta creciente y una decreciente. Ante
la falta de simulacion del movimiento frente al sensor, no se percatan que en el
punto b el movimiento tendria que ser nulo, generandose en un cierto intervalo una
curva “suave”, es decir, derivable. No obstante, mas adelante, entre las preguntas
de la hoja de trabajo, se cuestiona a los estudiantes sobre silos recorridos de “iday
vuelta” se podrian hacer sin “pasar” por una velocidad cero. Esto lleva a los estu-
diantes a entablar un didlogo sobre el significado de esta velocidad.

Mario: Velocidad cero es cuando... llegas a un punto y tienes que regresar.
Diego: Ah, tt dices que tienes que pasar por la velocidad cero.

Mario: Porque en algin momento tienes que parar y regresarte...

Diego: No...

Mario: ¢Por qué no?

Diego: ¢{Qué pasa cuando en los dos casos se hace creciente y creciente? La po-
sicion... si, 0 sea que es creciente-creciente, entonces la velocidad puede estar
asi [dibuja una curva ascendente. Ver figura 8] pero, tu movimiento fue asi... o
sea, que regreso [seflala la Figura 3 de la tarea 2 del momento 2].

Mario: Pero la velocidad aqui seria cero [sefiala el punto de retorno b].

Figura 8. La curva ascendente dibujada por Diego

——

Fuente: Jiménez, 2019, p. 83

Como se aprecia, el argumento de Diego hace referencia a un punto de infle-
xion, donde la concavidad cambia. En este momento y ante el no avance del equipo,
la profesora interviene cuestionando sobre el significado de la velocidad cero.

Profesora: 4Qué era la velocidad?, ¢con qué lo relacionabamos en la actividad
anterior? [en la tarea 1 se pregunta sobre la relacién entre la velocidad en un
puntoy el valor de la pendiente de la recta tangente en dicho punto].

Mario: Con la pendiente...
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Profesora: Con la pendiente de la recta tangente, /cierto? Y ahi, ;cémo es la pen-
diente de la recta tangente?

Mario: Es cero.
Diego: /Constante?
Mario: Aqui es cero [indica el punto de retorno b].

Profesora: Es el punto que estd en la cima... entonces si la pendiente es cero, la
velocidad es cero.

Mario: Se para...

Diego: No es que se pare... eh... 1a pendiente [...] digo, la pendiente es cero. Por-
que ahi es donde entra lo que yo estaba diciendo, nunca se para, pero si se...

Mario: Si para, porque... la velocidad hacia aca es... positiva [aleja la libreta del
CBR]y luego aqui paro [detiene la libreta] y la hago negativa [acerca la libreta al
CBR]y es en todos los movimientos, porque tengo que ir de aqui [sittia la libreta
cerca del CBR] para aca [sitta la libreta lejos del CBR] y regresar, entonces en
este punto tengo que parar. Aunque esto sea creciente [aleja la libreta del CBR],
y esto sea decreciente [acerca la libreta al CBR], tengo que parar aqui y es donde
la velocidad se hace cero, es como... el tiro parabdlico o el tiro hacia arriba... lo
aviento y va a llegar a un punto en el que la velocidad va a ser cero y se tiene que
regresar.

El contraste entre las respuestas dadas al inicio de la situacién y las reflexio-
nes posteriores sobre si el recorrido debe pasar por una velocidad cero, reflejan
como la falta de un analisis variacional de la situacién completa (en particular en el
punto de retorno), no permite modelar adecuadamente la situacién. Aunque en la
tarea 1 se realizaron analisis variacionales adecuados de los siete tipos de graficas,
su empleo en esta tarea sin considerar las caracteristicas del movimiento solicitado
lleva a plantear respuestas no correctas. Por su parte, la reflexion desde un enfoque
variacional de lo que ocurre en el punto de retorno del movimiento (en el punto b)
permite determinar que ahi se requiere generar una curva derivable. Asi, las E-Var
de comparacion y seriacion permiten a los estudiantes reconocer que antes del punto
de retorno la velocidad es positiva, en dicho punto la velocidad es cero y luego de
este la velocidad es negativa. Esto en correspondencia con el criterio de la primera
derivada.

Por ltimo, en la tarea 3, los estudiantes analizaron el comportamiento de los
valores de la derivada empleando la idea de que la pendiente de la recta tangente es
el valor de la velocidad en el punto de tangencia. De esta manera, analizan el com-
portamiento de la derivada en los puntos sefialados en las graficas (A, B, C, etc.),
pudiendo identificar donde el valor de la velocidad es mayor o menor y establecer
los signos de la derivada en dichos puntos. Con base en esto caracterizan el com-
portamiento de las derivadas de las funciones cuyas graficas se analizan. Aqui, la
E-Var de comparacion se emplea para confrontar el valor y signos de las pendientes
en diferentes puntos y determinar cual es mayor o menor. Por su parte, la E-Var de
seriacion permite el analisis de como la pendiente varia conforme se avanza de iz-
quierda a derecha de la grafica y con esto caracterizar su comportamiento: la velo-
cidad (valor de la derivada) decrece para la grafica con un maximo y la velocidad
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(valor de la derivada) crece para la grafica con un minimo. Esto se evidencia en el
siguiente extracto:

Mario: [Analiza la grafica 1 de la tarea 3] Considerando todo el recorrido, {c6mo
cambia la velocidad durante todo el recorrido?, ... /va decreciendo?

Diego: Aver...

Mario: ¢positivo-negativo? [haciendo referencia al signo de la velocidad] Cre-
ciente-decreciente, y va aumentando y después disminuyendo [para la grafica
con maximo], y va disminuyendo y después aumentando [para la grafica con
minimo].

Diego: Esta bien, si.

Mario: Va disminuyendo. [escribe en la hoja de trabajo: “la velocidad va dismi-
nuyendo” para la grafica con un maximo y “la velocidad va aumentando” para
la grafica con un minimo].

Mario: En el primer recorrido completo, la derivada... es positiva.

Profesora: A todo, si, el ir y venir [...] por ejemplo, aca fueron y regresaron y
aqui, regresaron y fueron... ustedes pusieron la velocidad va disminuyendo:

Mario: La velocidad se va haciendo mas pequeiia... decreciendo [dibuja en el aire
con la mano una curva coéncava hacia abajo] Y en el otro, seria creciendo...

Diego: Concava... {una es concavay el otro convexo? [dibuja las formas en el aire
con lamano].

Profesora: Y ahora, sc6mo definirian concava hacia arriba?

Mario: Seria cuando... la velocidad va... aumentando... y concava hacia abajo, la
velocidad va... disminuyendo (Ver Figura 9).

En el didlogo anterior, Mario muestra evidencia de “formulacién” del criterio
de la segunda derivada a través de identificar un comportamiento creciente (con-
cavidad hacia arriba) o decreciente (concavidad hacia abajo) en la variacién en la
velocidad (usando cédigos variacionales como: crece, decrece, aumenta la veloci-
dad, disminuye la velocidad) dando cuenta de una segunda variacion. Asi, el cambio
creciente de la velocidad se asocia a una segunda variacion positivay el cambio de-
creciente, a una velocidad negativa. En la Figura 9 se presentan las conclusiones del
equipo 1 (E1) al respecto de la formulacion de la concavidad en términos de la va-
riacion de la velocidad.

Figura 9. Conclusiones del equipo 1 (E1) al respecto de la concavidad y su relacién con
la variacion de la velocidad

j) ¢Cémo puedes definir la concavidad respecto al cambio de veloci-
dad?

E1: Concava hacia arriba, la velocidad va aumentando. Céncava ha-
cia abajo, la velocidad va disminuyendo.

Fuente: Jiménez, 2019, p. 82
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6. CONCLUSIONES

De acuerdo con los analisis anteriores, el estudio de la variacion de la velocidad es
un elemento central en la discusién de los estudiantes para la construccién de sig-
nificados sobre la monotonia y concavidad de las graficas cuando se interpretan
como modelos de un movimiento. En la tabla 1 se sintetizan las E-Var y A-Var que
se desarrollan en los momentos de la SMM.

Tabla 1. Sintesis de resultados

Momento E-Var A-Var

Acercarse o alejarse del sensor.
La variacion de la velocidad del
movimiento genera cierta
forma gréfica.

Establecer funciones crecientes
y decrecientes con el CBR como Comparacion y seriacion
marco de referencia

En un movimiento con “re-
torno” la velocidad se debe ha-
cer cero.

Existen casos de movimiento
donde la velocidad se hace cero
y no se “retorna” *

Reconocer la variacion igual a

Comparacion y seriacién
cero

La velocidad varia de forma
creciente o decreciente.

Reconocer la variacion en el

: , Comparacion-seriacién
comportamiento que varia

*Si bien este argumento surge en la discusion de la tarea 2, no se analiza con suficiencia, pero
contribuye a significar el criterio de la primera derivada.

Como parte de la tarea 1, el CBR y la calculadora graficadora permitieron de-
terminar las caracteristicas del movimiento para generar los tipos de comporta-
mientos graficos basicos propuestos; generando reflexiones sobre acercarse o ale-
jarse del sensor, moverse rapido o lento, cada vez mas rapido, etc. Esto permitio a
los estudiantes vincular variacion de la velocidad - forma grdfica de la posicion. Es
decir, se relacionan caracteristicas de la derivada y la funcién original, como esta-
blecen Berry y Nyman (2003). No obstante, con las tareas 2 y 3 se avanzo hacia la
formulacion de caracteristicas de los criterios de la derivada a partir del estudio va-
riacional de las graficas al analizar las caracteristicas de la velocidad alrededor de
un “punto de retorno” del movimiento. Para esto, el analisis de la variacion de la
velocidad se realiz6 a través de la pendiente de la recta tangente, asociando magni-
tud de la velocidad - pendiente de la tangente, lo que permitio visualizar la variacion
de la velocidad. Asi, cuando los analisis se centran en los cambios de signo del valor
de la velocidad antes y después de tener una velocidad cero, las caracteristicas del
criterio de la primera derivada surgen en las argumentaciones para resolver la tarea
2: un cambio en la monotonia de la grafica (de crecimiento a decrecimiento o vice-
versa), asociando al crecimiento un signo positivo y al decrecimiento un signo ne-
gativo. Por su parte, al analizar como varia la velocidad del movimiento antes y des-
pués de un “punto de retorno” y verse este como un continuo, las caracteristicas
del criterio de la segunda derivada surgen en las argumentaciones para resolver la
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tarea 3: lavelocidad del movimiento (pendiente de la recta tangente) es decreciente
para la concavidad hacia abajo y es creciente la concavidad hacia arriba. De esta
forma es que se responde a la pregunta de investigacion planteada al inicio.

Este trabajo evidencia, como Jones (2018) y Fallas y Lezama (2022) estable-
cen, que la significacion de la concavidad se logra a través del analisis variacional y
aporta un disefio didactico, la SMM, a través de la cual puede realizarse esto en el
aula. Ademas, el disefio evidencia que estudiar las caracteristicas de la velocidad
alrededor de un “punto de retorno” del movimiento permite analizar la monotonia
y concavidad a la vez, construyendo significados de los criterios de la derivada
desde un mismo estudio. Esto es una diferencia con los estudios actuales que se
centran solo en la monotonia o la concavidad.

De acuerdo con la evidencia empirica, en la medida que los estudiantes sean
capaces de construir un binomio comparacion-seriacion para analizar situaciones
de cambio, como en este caso sobre el movimiento, podran ser capaces de significar
la monotonia y la concavidad como la identificacién de un crecimiento-decreci-
miento ante un marco de referencia, asi como la rapidez de ese crecimiento-decre-
cimiento, respectivamente. Asi, los criterios de la derivada se despojan de un ca-
racter memoristico y algoritmico, y cobran significado como argumentos paraana-
lizar el comportamiento de un fenémeno en un cierto intervalo en el cual se da un
cambio en su comportamiento (punto critico) o en el cual se analiza si dicho cambio
se produjo (punto de inflexion). Esta fenomenologia constituye una base para ge-
nerar disefios didacticos que permitan significar los criterios de la derivada bajo
diferentes fendmenos o situaciones dinamicas, y representa el aporte del trabajo.

La estructura de las tareas de la SMM no propicid el determinar o postular un
comportamiento, valor o estado futuro de las graficas, lo cual llevé a que las E-Var
de estimacion y prediccion no aparecieran. Asi, conviene analizar la pertinencia de
incorporar como objetivo de la SMM la discusién y analisis de comportamientos o
estados futuros, para promover un mayor desarrollo de las habilidades de los estu-
diantes para realizar analisis variacionales.
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This article addresses the teaching of the first and second derivative criteria in the context
of motion by focusing on how undergraduate students understand and signify these con-
cepts through a variational approach. It critiques traditional calculus teaching, which tends
to be algorithmic and rote, and proposes that a more dynamic and visual approach utilizing
a motion sensor, and a graphic calculator can enable a deeper understanding of the criteria.

The research is grounded in Socioepistemological Theory and Variational Thinking and
Language, which emphasizes the relevance of variation in learning calculus. It is considered
that the understanding of mathematical concepts, such as derivatives, is enriched when
students can observe and analyze changes in real situations. The use of technological tools
such as graphing calculators and motion sensors allows students to interact with concepts
more tangibly, facilitating the analysis of position, velocity, and acceleration in graphs.

This research was conducted with a group of students from the Bachelor of Applied Mathe-
matics at the Autonomous University of Coahuila. Through a qualitative analysis of the
group's interactions and discussions, it was revealed that students initially exhibited con-
fusion regarding the relationship between zero velocity and the slope of the tangent line.
However, through discussion and graph analysis, they were able to identify graphical be-
havior patterns, such as approaching and distancing, and how these relate to the velocity.
Students developed variational strategies that allowed them to describe and communicate
their observations of motion. The analysis focused on variational strategies and arguments,
which are actions that enable the identification, quantification, and qualification of
changes, as well as the determination of regularities and prediction of future states. The
importance of zero velocity in the context of a round trip was highlighted, as well as the
connection between velocity variation and the concavity of the graphs. It was observed that
increasing velocity was associated with upward concavity, whereas decreasing velocity was
related to downward concavity. These findings underscore the effectiveness of the signifi-
cation of the comparison-seriation binomial as fundamental in variational analysis since it
allows students to identify patterns of graphical behavior through the comparison of con-
tiguous states and the organization of the states in sequences.

This suggests that Motion-Modelling situations should include spaces for reflecting on the
behavior of graphs, especially in situations where the velocity is zero, but there is no change
in monotonicity. This reflection is crucial for analyzing the derivative and developing vari-
ational skills in students. Furthermore, it emphasizes the need to move away from rote and
algorithmic learning, promoting a deeper and more meaningful understanding of concepts
such as velocity, monotonicity, and concavity. In summary, the article proposes that the
teaching of derivatives can greatly benefit from an approach that integrates variation and
technology, thereby facilitating the re-signification of mathematical concepts in the con-
text of motion.
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