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Resumen o El objetivo de esta investigacion es analizar la comprension de un grupo de estudiantes para
proponer una descomposicién genética (DG) sobre el conjunto solucién de una inecuacién lineal en dos
variables (CSILDV). Empleamos la Teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto, y Esquema) como referente ted-
rico y metodolégico. Participaron tres estudiantes de licenciatura en matematicas, seleccionados por su
buen rendimiento académico. Para la recoleccion de datos, realizamos tres sesiones virtuales que fueron
grabadas usando Google Meet; durante las sesiones, los participantes resolvieron y discutieron nueve ta-
reas. Los resultados mostraron que los estudiantes representan graficamente el CSILDV construyendo tres
tipos de procesos: utilizando puntos, semirrectas o generalizando propiedades de R a R?. Ademas, encon-
tramos que comprenden el CSILDV como un area o una regiéon donde se encuentran algunos puntos que
satisfacen la inecuacién. Por dltimo, sugerimos nuevas investigaciones que permitan ampliar la DG pro-
puesta.
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Abstract o The objective of this research is to analyze the understanding of a group of students in order
to propose a Genetic Decomposition (GD) on the solution set of a linear inequality in two variables
(SSLITV). We employ the APOE Theory (Action, Process, Object, and Scheme) as a theoretical and method-
ological framework. Three undergraduate mathematics students participated, selected based on their good
academic performance. For data collection, we conducted three virtual sessions that were recorded using
Google Meet; during these sessions, participants solved and discussed nine tasks. The findings revealed
that students graphically represent the SSLITV by constructing three types of processes: utilizing points,
rays, or generalizing properties from R to R?. Furthermore, we found that they conceptualize the SSLITV
as an area or region where some points satisfy the inequality. Lastly, we recommend further research to
expand upon the proposed GD.
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Comprension del conjunto solucién de inecuaciones lineales en dos variables

1. INTRODUCCION

En los Ultimos veinte afios, se han llevado a cabo numerosas investigaciones en
Educacion Matematica sobre las inecuaciones en una variable, en las cuales se ha
informado que los estudiantes enfrentan dificultades en su aprendizaje. Por ejem-
plo, no reconocen la diferencia entre la igualdad y la desigualdad, no atribuyen con-
tenido semantico a los signos de las inecuaciones y cometen errores algebraicos al
determinar el conjunto solucion (Blanco y Garrote, 2007; Tsamir y Almog, 2001).
Para contribuir a superar estas dificultades, un grupo de investigaciones se han en-
focado en el diseiio de propuestas de ensefianza que empleen la visualizaciéon de
f(x) v g(x), en su mayoria usando herramientas tecnoléogicas, que ayude al estu-
diante a comprender el conjunto solucién de una inecuacién de la forma £ (x) < g(x)
(Abramovich y Connell, 2015). Por tltimo, se han investigado sobre las problema-
ticas asociadas a inecuaciones en dos variables (Cekmez, 2021; Moon, 2019, 2020;
Switzer, 2014).

La mayoria de los estudios en Educaciéon Matematica sobre inecuaciones se
enfocan en una variable (por ejemplo, Tsamir y Almog, 2001), mientras que solo
algunos abordan inecuaciones en dos variables (Cekmez, 2021; Moon, 2019, 2020;
Switzer, 2014). En este estudio, nos centraremos en las inecuaciones lineales en dos
variables debido a la escasa atencién que han recibido en la literatura de Educacion
Matematica (Cekmez, 2021). Ademas, las inecuaciones en dos variables requieren
su representacion en varios registros, lo que sugiere un analisis profundo de los
elementos cognitivos que los estudiantes podrian necesitar para realizar estas re-
presentaciones y establecer conexiones entre ellas (Moon, 2019, 2020; Switzer,
2014). Por Gltimo, nuevas investigaciones sobre inecuaciones en dos variables re-
presentan una contribucion al concepto de inecuacion al ampliar su estudio de una
a dos variables.

Nuestro interés especifico radica en analizar la comprensién de un grupo de
estudiantes acerca del conjunto solucién de una inecuacion lineal en dos variables
(CSILDV), con el propoésito de proponer una descomposicion genética (DG), utili-
zando como referencia tedrica y metodologica la Teoria APOE. Una DG es un modelo
hipotético que describe en detalle las estructuras y mecanismos mentales necesa-
rios para que un estudiante comprenda un concepto matematico (Betancur et al.,
2022; Martinez-Planell y Trigueros, 2019). El disefio de este modelo no es tnico,
pero contribuye a revelar el camino cognitivo que un estudiante podria seguir para
comprender un concepto. Una DG debe ser validada o refinada mediante evidencia
empirica para reflejar el pensamiento del estudiante.

La pregunta de esta investigacion es la siguiente:

e ¢Cuales son las estructuras mentales y los mecanismos que utilizan un
grupo de estudiantes de licenciatura en matematicas para comprender el
CSILDV?
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2. REVISION DE LA LITERATURA

La literatura sobre inecuaciones ha evidenciado que los estudiantes de nivel bachi-
llerato y universitario tienen dificultades en el tratamiento de inecuaciones en una
variable. Por ejemplo, no reconocen el significado de (>) y (<) y tienen dificultad
para establecer conexiones entre los registros verbal, geométrico y algebraico
(Blanco y Garrote, 2007); y no interpretan los resultados de la inecuacién, porque
entienden que la soluciéon de una inecuacién es un ntiimero y no un conjunto
(Tsamir y Almog, 2001). Algunas de estas dificultades surgen porque la inecuacion
se ensefia como un tema secundario de las ecuaciones y, en la mayoria de los casos,
se prioriza la ensefianza procedimental de manera algebraica, sin tener en cuenta
el registro grafico (Abramovich y Connell, 2015; Tsamir y Almog, 2001).

La visualizacion de las funciones f(x) y g(x) para determinar la solucién de la
inecuacion f(x) < g(x), es un recurso que se utilizé como alternativa a la ensefianza
algebraica, con el objetivo de mejorar la comprension sobre la inecuacién en una
variable (Arcavi e Isoda, 2007; Sangwin, 2015). Por ejemplo, Arcavi e Isoda (2007)
propusieron una secuencia de tareas que permite a los estudiantes comprender y
resolver inecuaciones mediante la visualizacién, utilizando una calculadora gra-
fica.

Switzer (2014 ) llevo a cabo una investigacion con estudiantes de licenciatura
en matematicas y encontr6 que algunos de ellos, para representar graficamente la
expresion y > mx + b asociaban el simbolo “mayor que” con pintar la parte superior
de la grafica de la recta, lo cual les funcionaba bien; sin embargo, al enfrentarse a
expresiones donde la variable y no estaba despejada, realizaban graficos incorrec-
tos. Ademas, Switzer (2014) propuso y analizé una tarea en la cual se pedia a los
estudiantes que representaran el conjunto soluciéon de una inecuacion, evaluando
algunos puntos (x,y) en ax + by < ¢ y representandolos en el plano cartesiano, uti-
lizando diferentes simbolos para indicar si pertenecen o no al conjunto solucién.
Esto les permitid identificar que los puntos que satisfacen la igualdad quedan sobre
la recta, mientras que los menores quedan a un lado de la recta y los mayores que-
dan al lado contrario.

Los estudios de Abramovich y Connell (2015), y Cekmez (2021) utilizaron he-
rramientas tecnologicas para disefiar una secuencia de tareas que ayudara a los es-
tudiantes a comprender el conjunto solucion de inecuaciones en dos variables. En
Cekmez, (2021), se encontr6 que los estudiantes tenian dificultad para establecer
conexiones entre los puntos, el conjunto solucién y la representacion algebraica de
la desigualdad.

En el contexto de la Teoria APOE y las inecuaciones en dos variables, encon-
tramos el estudio de Moon (2020), quien propuso una DG sobre la representacion
grafica de inecuaciones en dos variables. Esta DG se centro6 en los procesos de va-
riable y parametro, los cuales deben coordinarse para que el estudiante construya
el proceso de representacion grafica de la inecuacion en dos variables. La encapsu-
lacién de este proceso en un objeto permite al estudiante desarrollar una imagen
dinamica de la inecuacién, comprendiendo la representacion grafica como una to-
talidad. Moon (2020) encontr6 que la mayoria de los estudiantes no representaban
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graficamente las inecuaciones, en muchos casos, debido a la dificultad para graficar
la ecuacion, y cuando lo hacian correctamente, no lograban establecer conexiones
entre su representacion grafica y algebraica. En contraste con Moon (2020), nues-
tra investigacion se enfoca en inecuaciones lineales, profundiza en las estructuras
objeto y esquema, y explora como se manifiestan estas estructuras durante la so-
lucion de sistemas de inecuaciones.

Tras revisar la literatura, consideramos que la construccién cognitiva del
CSILDV depende de que los estudiantes cuenten, al menos, con las siguientes es-
tructuras previas. Las estructuras proceso de variable y parametro, porque permi-
ten al estudiante coordinar estos procesos para graficar una inecuacién en dos va-
riables (Moon, 2020). Asimismo, los procesos de expresion algebraica y desigual-
dad son necesarios para evaluar puntos en la inecuaciéon, comparar y determinar si
satisfacen la inecuacion (Switzer, 2014). Los procesos de plano cartesiano y ecua-
cion lineal en dos variables ayudan al estudiante a comprender que la representa-
cion grafica del CSILDV siempre estara acotada por la grafica de la ecuacién. Por
ultimo, la estructura objeto del conjunto solucién de inecuaciones en una variable
contribuira a que los estudiantes establezcan conexiones entre las diferentes re-
presentaciones de la inecuacion en dos variables (Cekmez, 2021).

Nuestro objetivo es el disefio de una DG sobre el CSILDV, la cual sera refinada
a partir de los mecanismos y estructuras mentales observadas empiricamente en
un grupo de estudiantes.

3. MARCO TEORICO

La APOE es un marco utilizado para describir cognitivamente como los estudiantes
comprenden conceptos matematicos. Este marco surge de la propuesta de (Du-
binsky, 1991), que usa la abstraccion reflexiva de Piaget para describir como un es-
tudiante utiliza los mecanismos mentales para construir las estructuras mentales
(Accion, Proceso, Objeto y Esquema) necesarias para comprender un nuevo con-
cepto matematico (Figura 1).

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales para la construccién de conocimiento

matematico
Esquema
7@@'1’01'1’205‘@7
Acciones T /R
~
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Fuente: Arnon et al., (2014).
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En Arnon et al. (2014) se entiende una accién como algo externo, en el sentido
de que cada paso de la transformacién debe ser guiado por instrucciones, por ejem-
plo, las indicaciones del profesor. En la estructura accién para una inecuacion en
dos variables, un estudiante podria representar graficamente f(x) < y siguiendo los
pasos de un algoritmo como el método de prueba, que consiste en graficar f(x) = y,
elegir algunos puntos en las dos regiones divididas por grafica de la ecuacion, eva-
luarlos en la inecuacién, encontrar los que la satisfacen y representar el conjunto
solucion (Moon, 2020).

El estudiante construye un proceso mediante el mecanismo de interioriza-
cion, que se produce a medida que repite las acciones y comienza a reflexionar so-
bre ellas, adquiriendo asi un control interno. Ademas, un proceso puede ser rever-
tido o coordinado con otros para generar nuevos procesos. Por ejemplo, en el con-
texto de una inecuacion f(x) < y, el estudiante podria construir un proceso al repe-
tir la accion de evaluar puntos e interiorizar que aquellos que satisfacen la igualdad
se encuentran sobre la grafica de la ecuacion, mientras que los valores menores se
ubican en una de las regiones divididas por la ecuacién, y los mayores en la otra
(Switzer, 2014).

Siun estudiante comprende un proceso como un todo, sobre el cual se le pue-
den aplicar nuevas acciones o procesos, este se encapsula como un objeto. Este ob-
jeto puede ser desencapsulado en los procesos de los que se origind. Segin Moon
(2020), enla estructura objeto de la inecuacion, un estudiante comprende la grafica
de f(x) < y como la totalidad de los elementos que satisfacen la inecuacion. En este
contexto, el estudiante transita de una imagen estatica a una imagen dinamica de
la inecuacion.

En un esquema, un estudiante tiene la capacidad de interactuar con todos los
elementos presentes en la Figura 1. Ampliando lo propuesto por Moon (2020), con-
sideramos que en un esquema de f(x) < y, un estudiante podria utilizar la imagen
dinamica de la inecuacion en dos variables para abordar problemas de la vida real,
como aquellos relacionados con dominio de funciones y sistemas de inecuaciones.

Para elaborar una DG, se parte de una conjetura denominada descomposicion
genética preliminar (DGP), la cual se prueba empiricamente con estudiantes.
Usualmente, durante este proceso, se observan construcciones inesperadas por
parte de los estudiantes y también se evidencian dificultades en algunas de las es-
tructuras conjeturadas, lo que lleva a refinar la DGP.

4. METODOLOGIA

En este estudio analizamos los mecanismos y estructuras mentales empleados por
un grupo de estudiantes para construir el CSILDV. Para ello, utilizamos el ciclo de
investigacion de APOE, compuesto por tres componentes: analisis tedrico, disefio y
aplicacion de instrumentos, y analisis y verificacion de datos. Este ciclo ha sido em-
pleado en investigaciones con caracteristicas similares a la nuestra (Arnon et al.,
2014; Rodriguez-Jara et al., 2019).
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4.1. Anadlisis tedrico

En esta investigacion, la DGP se elabor6 a partir de investigaciones previas sobre el
concepto (Moon, 2019, 2020), nuestra experiencia como docentes de aula y nuestro
conocimiento sobre APOE. Consideramos que un estudiante podria construir el ob-
jeto CSILDV mediante la encapsulacion de al menos tres tipos de procesos sobre la
representacion grafica del CSILDV. Estos procesos pueden construirse de forma in-
dependiente o complementarse el uno al otro.

Suponemos que el estudiante debera tener dominio de las estructuras de pro-
ceso relacionadas con el plano cartesiano, la ecuacion en dos variables, la expresion
algebraica, la inecuacién y el parametro. En otras palabras, el estudiante utiliza el
plano cartesiano para representar graficamente elementos como puntos, semi-
rrectas y rectas; reconoce cuando dos rectas son paralelas; emplea la expresion al-
gebraica para sustituir valores en la inecuacion y comparar elementos; y puede
asignar parametros a una variable.

La accion de sustituir puntos (x,, y,) de R? en ax + by < ¢, comparar ambos la-
dos de la desigualdad y encontrar algunos puntos que pertenecen al CSILDV, se re-
pite por parte del estudiante hasta alcanzar un control interno sobre ella. En otras
palabras, el estudiante podra, de manera mental, identificar puntos que satisfacen
la inecuacion sin necesidad de sustituir en la expresion algebraica y visualizar que
existen infinitos puntos que la satisfacen, interiorizando la accién en un proceso.

La accion de asignar un parametro k a las variables x o y para reducir la
inecuacion de dos a una variable equivale a expresar la inecuacién como ak + by < ¢
0 ax + bk < ¢, con el fin de encontrar un subconjunto de CSILDV. Si el estudiante re-
pite esta accion para varios k € R, la interioriza como un proceso, en el cual com-
prende, sin necesidad de asignar el parametro, que por cada k siempre obtendra
conjuntos representados por semirrectas paralelas al eje y o al eje x, que satisfacen
la inecuacion.

La accion de emplear el parametro p € R, la condicién de paralelismo de rectas
y la comparacion entre p y ¢ para identificar algunos conjuntos ax + by = p conte-
nidos en CSILDV, se repite hasta que el estudiante tiene un control interno sobre
ella. Este control lleva al estudiante a comprender, sin necesidad de usar explicita-
mente el parametrop < c, que siempre habra conjuntos de la forma ax + by = k con-
tenidos en el CSILDV, interiorizando asi la acciéon como un proceso.

Cualquiera de los tres procesos mencionados, coordinado con las estructuras
del plano cartesiano y la ecuacion en dos variables, permitira a los estudiantes re-
presentar graficamente el CSILDV. La coordinacion de estas estructuras permite al
estudiante comprender que la grafica de una inecuacion siempre estara acotada su-
perior o inferiormente por la ecuacién; que cualquier punto en la grafica del CSILDV
satisface la inecuacion; y que la grafica de la inecuacion puede interpretarse como
una union infinita de puntos (Figura 2.1), semirrectas paralelas en eje y (Figura 2.2),
el eje x (Figura 2.3), o rectas paralelas a ax + by = ¢ (Figura 2.4).
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Figura 2.1. Representacion grafica por Figura 2.2. Representacion grafica por
puntos semirrectas paralelas eje y

The

Figura 2.3. Representacién grafica por Figura 2.4. Representacién grafica por rectas
semirrectas paralelas eje x paralelas

Si el estudiante justifica que un elemento satisface la inecuacion mediante su
representacion grafica, puede argumentar que un elemento del conjunto A4 =
{(x,y)/ ax + by < c} no puede pertenecer a B = {(x,y)/ ax + by = c} porque son con-
juntos disjuntos, o puede establecer relaciones de complementariedad entre estos
conjuntos. Consideramos que emerge el mecanismo de encapsulaciéon que permite
al estudiante construir el objeto CSILDV.

El mecanismo de tematizacion se observa cuando el estudiante realiza una ar-
ticulacion coherente de las estructuras y mecanismos mentales relacionados con el
CSILDV con otros esquemas para resolver problemas en contextos reales vincula-
dos a inecuaciones lineales. En este esquema, el estudiante podria modelar un pro-
blema de la vida real utilizando inecuaciones lineales, resolver sistemas de inecua-
ciones y justificar grafica o algebraicamente si un elemento satisface dicho sistema.

4.2. Diseno e implementaciéon de ensefianza

Participantes y contexto: Tres estudiantes de edades entre 18 y 20 afnos. Estos es-
tudiantes estaban matriculados en el tercer semestre del programa de licenciatura
en matematicas en una universidad de México. Habian completado cursos como
Matematica Fundamental, Calculo I, Célculo II y Algebra Lineal. Se seleccionaron
como participantes debido a su conocimiento previo de las estructuras necesarias
para comprender el CSILDV, su disposicion voluntaria para participar en la inves-
tigacion y su desempefio académico, con un promedio acumulado en la licenciatura
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mayor a 4 en una escala de 0 a 5. Para mantener su anonimato, les asignamos los
seudonimos: Luis, Fernando y Gonzalo.

Recoleccion de datos: Se llevaron a cabo tres sesiones virtuales a través de
Google Meet, las cuales fueron grabadas en video para recopilar la informaciéon
proporcionada por los participantes. Ademas, se utilizaron otros medios digitales,
como Classroom y pizarra Jambordad, para recopilar informacion escrita. Las dos
primeras sesiones fueron grupales, mientras que la tercera fue individual. Durante
estas sesiones, los participantes resolvieron nueve tareas disefiadas a partir de la
DGP sobre el CSILDV. En las sesiones grupales, se presentaba a los participantes
cada tarea a través de Google Meet, se les concedia entre 15 y 20 minutos para re-
solverla, y luego compartian con sus compaiieros e investigadores los procedi-
mientos que emplearon para llegar a la solucién. En la sesién individual, solicita-
mos a los participantes que resolvieran dos tareas y explicaran en voz alta su pro-
ceso de resolucion, para luego ser entrevistados por el primer autor del estudio, con
base en sus explicaciones.

Durante las sesiones grupales e individuales, creamos espacios en los que los
estudiantes pudieran explicar y ser consultados sobre los aspectos que emplearon
al resolver las tareas, con el fin de profundizar en sus estructuras y mecanismos
mentales. Inicialmente, las tareas de esta investigacion fueron disefiadas por el
primer autor de este estudio y luego validadas por los otros dos autores y un inves-
tigador experto. En la Tabla 1 se muestra como se relacionan las sesiones, las tareas

y la intencionalidad con que fueron disefiadas en funcion de la DGP.

Tabla 1. Relacion entre las tareas, los objetivos y el nimero de sesiones

Sesion Tareas Intencionalidad
E‘;Sr?:;)' gsg;zi?;;igd;( s+1§;=p511 :n Sien I.a, Tarea 1_e} estudiante representa g.réficarnent.e, la
un plz;mo cartesiano ecuacion y justifica que la recta es su conjunto solucion,
) interpretaremos que posee la estructura previa del pro-
1 Tarea 2: a) Encuentre algunos pun- ceso de ecuacién.
E?cg(é}gtg:isé?snl)})?;iﬁgzi'yl)jzlue En !a Tarea 2, esperamos identificar algunas de las tres
cumnplen 2x+3y<5 y represéntélos acciones descritas en la DGP,_ o incluso otras no conside-
. radas, que un estudiante utilice para graficar el CSILDV.
en un plano cartesiano.
gra ;Fii : .dfe?égi;jrlﬁor iglrlelcs:f glrfzc;?: Esperamos que en las Tareas 3y 4 los estpdiantes repitan
inecuacion —x + 4y < 87 las acciones descritas en la DGP, promoviendo el meca-
. . nismo de interiorizacién y construyan el proceso de
T.a,rea 4: ¢§Zual es (?1, conjunto so;u— CSILDV. Si el estudiante puede justificar con argumentos
cion de la inecuacion x — 2y < 6 coherentes c6mo representar graficamente una inecua-
Tarea 5: (Es po§1b1e generallzar queé  cidény establecer conexiones entre la representacion gra-
la representacion grafica del con-  ficay algebraica, consideraremos que ha construido un
D) junto solucion de la inecuacion ax +  proceso; de lo contrario, seguira en acciones.
by < c son todos los puntos del se- gy, 13 Tarea 5, esperamos que el estudiante realice la
m1p1ar?10 inferior de larectaax + transicion cognitiva de casos particulares a generales,
by = ) promoviendo el mecanismo de encapsulacion. Si el estu-
Tarea 6: Represente ?1 conjunto so-  diante puede justificar bajo qué condiciones la solucién
lpC10n de sistema de inecuaciones de ax + by < c es el semiplano inferior de ax + by = c,
lineales consideraremos que ha construido el proceso de CSILDV.
2x+3y =5
{3x +2y<7
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Tareas

Intencionalidad

Tarea 7: Represente graficamente el
conjunto soluciéon del sistema de
inecuaciones lineales
x+y<5
—2x+y<-2
y =2

En las Tareas 6 y 7, promovemos que el estudiante
realice nuevas trasformaciones sobre la gréafica de la
inecuacién para representar los sistemas de inecuacio-
nes. Cuando el estudiante resuelve el sistema y explica
c6mo lo soluciond, consideraremos que ha construido el
objeto CSILDV. Ademas, si el estudiante establece cone-
xiones entre las representaciones grafica y algebraica del
sistema, explica que un punto sobre la grafica satisface el
sistema y describe al sistema como la interseccion del
CSILDV, consideraremos que ha tematizado este objeto
en un esquema.

Tarea 8: Represente graficamente el
conjunto solucién del sistema de
inecuaciones lineales
x+y=5
—2x+y=-2

y<2
Tarea 9: Explique de forma general
como representar graficamente el
conjunto solucién de una inecua-
cion. Use la inecuacion —2x — 4y < 8
para ejemplificar su propuesta.

En la Tarea 8, buscamos identificar como un estudiante
articula las estructuras mentales sobre el CSILDV para
solucionar un sistema de inecuaciones con un conjunto
solucion vacio.

En la Tarea 9, examinaremos las estructuras mentales
construidas del CSILDV y los mecanismos empleados
tras resolver diversos tipos de inecuaciones y sistemas de
inecuaciones. En esta tarea, nos enfocaremos especial -
mente en cémo un estudiante comprende la representa-
ci6n grafica de una inecuacién cémo su conjunto solu-
cion.

4.3. Andlisis de los datos

Primero nos sumergimos en los datos para familiarizarnos con su contenido.
Luego, llevamos a cabo un analisis exploratorio utilizando la DGP, lo que nos per-
mitio identificar los episodios mas relevantes de la toma de datos. Después, trans-
cribimos los dialogos de estos episodios y organizamos las respuestas de las tareas
proporcionadas por los participantes, con el objetivo de realizar un analisis mas
exhaustivo de las construcciones mostradas por los estudiantes. Los datos fueron
analizados de manera independiente por los tres autores de esta investigacion;
posteriormente, las interpretaciones fueron trianguladas hasta llegar al consenso
presentado en la siguiente seccion.

La DGP es fundamental en el analisis de los datos en varios aspectos: i) nos
permitio disefiar y describir la intencion de las tareas aplicadas, lo cual facilita la
interpretacion de los resultados; ii) nos ayudo a delimitar los episodios mas repre-
sentativos de la recoleccion de datos; yiii) permitio la identificacion, interpretacion
y descripcion de las estructuras y los mecanismos utilizados empiricamente para la
construccion del CSILDV. Ademas, este ciclo de investigacion nos ayudé a validar
algunas de las estructuras y mecanismos descritos en la DGP, asi como identificar
nuevas estructuras y mecanismos mentales. Esto condujo a una reformulacion de
la descomposicion en una nueva version, presentada en la seccion de discusion y
conclusiones.
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5. RESULTADOS

5.1. Estructuras previas del CSILDV

En este contexto, nos interesaba investigar si los estudiantes contaban con las es-
tructuras previas de ecuacion lineal en dos variables, plano cartesiano, expresion
algebraica y variable. Observamos que Fernando y Luis habian desarrollado ciertas
acciones para representar graficamente la ecuacion, las cuales implicaban la com-
prension de los procesos de plano cartesiano, variable y expresion algebraica.

Estas acciones fueron evidentes en la Tarea 1. Por ejemplo, Luis explicé que
identifico la expresion algebraica como una ecuacion lineal. Para graficar la ecua-
cion, asigno valores a las variables x y y, encontrando asi dos puntos que satisfacian
la ecuacion. Luego, marco estos puntos en el plano cartesiano, traz6 una linea recta
a través de ellos (Figura 3) y afirmé que todos los puntos en esa linea satisfacian
2x + 3y = 5 (Extracto 1). Interpretamos que Luis comprende que cualquier expre-
sion de la forma ax + by = c corresponde a una ecuacion lineal. Ademas, ha in-
teriorizado las acciones necesarias para representar graficamente la ecuacion en
dos variables y establecer conexiones entre su representacion grafica y algebraica.

Extracto 1. Luis: Lo primero que hice fue identificar que es una ecuacion lineal,
por lo tanto, su grafica es una linea recta, lo que hice fue encontrar dos puntos
al azar, tal que al sustituir por (x,y) en la expresion me diera 5, en este caso (1,1)
y (4,—1). Después de encontrar estos dos puntos, tracé una linea recta y con eso

podemos ver que todos los puntos que estén en esa linea recta cumplen 2x + 3y =
5.

Figura 3. Tarea 1 realizada por Luis
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En el caso de Fernando, observamos acciones similares a las mostradas por
Luis, asi como algunas diferentes. Por ejemplo, ambos comprenden que cualquier
expresion de la forma ax + by = ¢ corresponde a una ecuacion lineal. Utilizan la es-
tructura proceso del plano cartesiano para representar una ecuacion y establecen
conexiones entre su representacion grafica y algebraica (Extracto 2). A diferencia
de Luis, Fernando se refiere a la recta como el conjunto solucién de la ecuacion,
compuesto por todos los puntos que satisfacen la igualdad, lo cual se relaciona mas
con nuestra postura tedrica, en la que consideramos la grafica de una inecuacion
como su conjunto solucion. A partir de lo realizado por Luis y Fernando en la Tarea
1, coincidimos en que mostraron una estructura proceso de ecuacion lineal en dos
variables.

Extracto 2. Fernando: Al pedir todos los puntos, lo que hice fue decir, se refiere
al conjunto de todos los puntos que representa eso, al representarlos es una li-
nea recta, asi que no hay necesidad de poner cada punto, simplemente con sola
recta, representa los puntos que satisface la ecuacion dada.

5.2. Estructura accion del CSILDV

Todos los estudiantes mostraron diferentes acciones para graficar el CSILDV. Las
primeras acciones las observamos en los tres estudiantes, que consistieron en cam-
biar la inecuacion ax + by < ¢ por ax + by = c, graficar la ecuacion resultante, selec-
cionar puntos ubicados en cualquiera en los dos semiplanos divididos por la grafica
de la igualdad, sustituir estos puntos en la desigualdad, verificar si satisfacen la
inecuacion y sefialar que la solucién de la inecuacion se encuentra en la region
donde al menos uno de los puntos la satisface.

Otras acciones para graficar el CSILDV fueron realizadas por el estudiante
Luis. Estas acciones comienzan con el cambio de la desigualdad ax + by < ¢ por la
ecuacion ax + by = c, seguido de la representacion grafica de esta ecuacion. Luego,
identifica un punto (x,, y,) que satisface la ecuacion ax, + by, = c, utiliza x, como un
parametro para variar y < y,. A continuacion, reduce la inecuacién de dos variables
a una sola y determina conjuntos de la forma ax, + by < ¢ con y < y, contenidos en
ax + by < c. Por ejemplo, en la Tarea 3 (Figura 4), Luis transform¢ la inecuacion
—x + 4y < 8 enla ecuaciéon —x + 4y = 8, la graficd, identific el punto (—4,1) que sa-
tisface —(—4) + 4(1) = 8, asigno el parametro —4 a la variable x, redujo la inecuacion
a —(—4) + 4y < 8, encontr6 un subconjunto del CSILDV e indic6 que la solucién de la
inecuacion se ubicaria en la parte inferior de la ecuacién (Extracto 3). Estas acciones
coinciden con las propuestas en la DGP, donde el estudiante asigna un parametro a
las variables x o y para reducir la inecuacién de dos variables a una.

Extracto 3. Luis: A mi lo que se me ocurri6 para mostrar que todos los puntos de
abajo (de la recta) cumplen esta condicién —x + 4y < 8.Una vez que ya tenia los
puntos, por ejemplo (-4,1) que cumplia la condicion de igual a 8... entonces x =
—4 ya estaba fija y lo que hacia era irle restando a la y, en vez de uno ponia un
cero y esto me da un niimero menor a 8... E iba bajando cada vez mas, por lo que
todos los ntimeros debajo iban a ser menores a 8, y esto se aplica a cualquier
punto de la linea.
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Figura 4. Tarea 3 realizada por Luis
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Luis exhibi6 otras acciones adicionales para graficar el CSILDV. Estas involu-
craron cambiar la desigualdad ax + by < ¢ por la ecuacion ax + by = c, representar
graficamente esta ecuacion para dividir el plano cartesiano en dos semiplanos, y
emplear la expresion by < ¢ para determinar sila grafica de la inecuacién se ubicaba
en el semiplano superior o inferior a la recta. Si b era positivo en by < c, la grafica
de la inecuacion representaba el semiplano inferior a la recta; si b era negativo, la
solucion se encontraba en el semiplano superior. Por ejemplo, en la Tarea 9, Luis
explico que para graficar la inecuacion —2x — 4y < 8, bastaba con identificar el valor
de b. Si este valor era negativo, el area que representaba el conjunto solucién de la
inecuacion giraria y se ubicaria en la parte de arriba de la recta —2x — 4y = 8 (Figura
5). Interpretamos que, en estas acciones, que no consideramos en la DGP, Luis es-
taba generalizando propiedades de R a R%. En R el conjunto soluciéon de ax < ces x <
c/asia>0,0x >c/asia<0;enR? lasolucion de ax + by < c es el semiplano infe-
riora ax + by = ¢ Si b > 0 0 el semiplano superior si b < 0 (Extracto 4).

Figura 5. Tarea 9 realizada por Luis
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Extracto 4. Luis: Aqui lo que hago es saber si el area va hacia arriba o hacia abajo,
y quien me dictamina eso es el eje de las y... asi que el eje y lo marca como nega-
tivo (coeficiente eje y, negativo). Asi el eje y, por asi decirlo, lo invierto, como si
lo rotara, como el menor que esta para abajo y el mayor que esta para arriba, si
esto se invierte cambian de orientacion. Por lo tanto, el area de solucion vendria
siendo esta area de aca (arriba) (Explicacion Tarea 9).
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5.3. Mecanismo de interiorizacion y estructura proceso del CSILDV

Desde la DGP, planteamos como hipoétesis que, en la estructura proceso, un estu-
diante comprenderia la representacién grafica como un conjunto infinito de ele-
mentos que satisfacen la inecuacion. Identificaria la grafica de la ecuaciéon como la
cota superior o inferior del CSILDV e interpretaria la grafica de la inecuacion como
su conjunto solucidn.

No encontramos suficiente evidencia para afirmar que los participantes in-
teriorizaron la grafica de la inecuaciéon como un conjunto infinito, en parte debido
a la falta de profundizacion y la escasez de preguntas adicionales sobre este tema.
Sin embargo, observamos que Luis proporciona indicios de comenzar a interiorizar
el CSILDV como un conjunto infinito. En la Tarea 3, Luis explicé que la acciéon de
reducir la inecuacion de dos a una variable podria aplicarse a cualquier punto de la
recta (Extracto 3) y grafico las semirrectas paralelas al eje y, mostrando que esta
accion podria realizarse infinitamente (Figura 4.).

Observamos que Luis y Fernando construyeron un proceso mediante el cual
comprenden que la representacion grafica del CSILDV siempre estara acotada su-
perior o inferiormente por la ecuacion de la recta.

Encontramos que los estudiantes progresaron en la elaboracion de graficos
del CSILDV, volviéndolos mas sofisticados con las sesiones. Inicialmente, simple-
mente sefialaban la ubicacién de la solucion, utilizando circulos, triangulos o trian-
gulos con rayas. Sin embargo, en la Tarea 9, observamos graficos que se acercan
mas alo que se espera tedricamente de la representacion grafica del CSILDV, ya que
los estudiantes emplearon semiplanos para graficar la inecuacion. Por ejemplo,
Gonzalo represent6 —2x — 4y < 8 usando un semiplano (Figura 6), lo que evidencia
un avance respecto a la Tarea 1. Consideramos que los estudiantes que lograron re-
presentaciones mas avanzadas del CSILDV estan mostrando signos del mecanismo
de interiorizacién, dado que muestran una comprension mas profunda de la nece-
sidad de usar un semiplano para representar la solucién de la inecuacion.

Figura 6. Tarea 9 realizada por Gonzalo
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Consideramos que la representacion grafica de la inecuaciéon mediante el uso
de un semiplano por parte de un estudiante no proporciona suficiente evidencia
para concluir que ha construido un proceso de CSILDV. Es posible que un estudiante
realice el grafico de la inecuacion siguiendo sefiales externas y utilizando el método
de prueba, pero sin interiorizar las acciones del método en un proceso cognitivo.
Por ejemplo, en la Tarea 9, Gonzalo graficé —2x — 4y < 8 (Figura 6), utilizando el
método de prueba. Después de graficar —2x — 4y = 8, seleccion6 el punto (0,0) ubi-
cado en semiplano superior a la recta, evalué este punto en la inecuacion vy, al sa-
tisfacer la desigualdad, concluyd que la solucion es el semiplano que contiene el
punto (0,0) (Extracto 5). Sin embargo, al ser cuestionado por uno de los investiga-
dores sobre como llego a la conclusion de la ubicacion del CSILDV a partir de un
punto que satisface la inecuacién, Gonzalo simplemente respondié que seguia lo
visto en clases, lo que sugiere que esta siguiendo sefiales externas sin una interio-
rizacién en un proceso.

Extracto 5. Gonzalo: Si tomo el punto (0,0) seria 0 < 8 y estaria en la parte de
arriba de la recta, entonces creo que el conjunto solucién sera toda la parte de
arriba.

Profesor: ;Por qué a partir de un punto podemos generalizar que es la parte su-
perior?
Gonzalo: Considerando que el conjunto solucién de la inecuacion va a estar

bien, sea arriba o abajo, ya habiamos visto que, siempre que cumplia un punto,
cumpliran los demas.

5.4. Mecanismo de encapsulacién y estructura objeto del CSILDV

En la DGP, esperabamos que la solucion de los sistemas de inecuaciones lineales
fomentara el mecanismo de encapsulacion, mediante el cual los estudiantes reali-
zarian nuevas transformaciones sobre la grafica de la inecuacion. Empiricamente,
observamos que las tareas lograron inducir a los estudiantes a realizar estas nuevas
transformaciones, lo cual consideramos un aspecto positivo del disefio de las ta-
reas. En el caso de Fernando, emergi6 el mecanismo de encapsulacién tal como lo
anticipabamos en la DGP. Sin embargo, en el caso de Gonzalo, no se obtuvo el re-
sultado esperado, ya que ain no habia desarrollado una imagen dinamica del
CSILDV.

En la Tarea 7, Gonzalo graficé las inecuaciones del sistema y sefialé que la so-
lucion del sistema es el area sombreada (Figura 7). Al observar la representacion
grafica del sistema de inecuaciones, notamos que Gonzalo no incluy6 en la solucion
del sistema los elementos debajo de la recta x = 2. A partir de esto, interpretamos
que Gonzalo entiende la solucion de un sistema como la interseccién de las inecua-
ciones presentes, lo que sugiere indicios del mecanismo de encapsulaciéon mediante
la interseccion de conjuntos. Sin embargo, la grafica de —2x + y < —2 no coincide
con la que realizé Gonzalo, lo que indica que aiin no ha construido el proceso del
CSILDV que le permita establecer conexiones entre la representacion grafica y al-
gebraica de una inecuacion. Esto influye directamente en su capacidad para desa-
rrollar completamente el mecanismo de encapsulaciéon y construir el objeto del
CSILDV.
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Figura 7. Tarea 7 realizada por Gonzalo
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En la Tarea 6, Luis grafico las inecuaciones del sistema y determin0 la inter-
seccion de las soluciones de ambas para concluir que el area sombreada represen-
taba la solucion del sistema (Figura 8). Observamos que Luis se refiere tanto a la
solucion de las inecuaciones individuales, como ala del sistema, como el area som-
breada (Extracto 6). A partir de esto, interpretamos que atin no ha desarrollado una
comprension dinamica de la inecuacion, es decir, ain no comprende la solucion de
un sistema como la interseccion de conjuntos, sino mas bien como la intersecciéon
de areas. En comparacion con lo mostrado por Gonzalo, consideramos que Luis ex-
hibié un mecanismo de encapsulaciéon mas sofisticado, ya que habia desarrollado
el proceso del CSILDV, mientras que Gonzalo solo mostro la estructura de accion.

Extracto 6. Luis: Lo que hice fue trazar dos lineas rectas que representaban en
vez de ladesigualdad una ecuacién de cada unay, después de eso, marqué el area
que me pedian. Por ejemplo, marque el area de la parte de abajo de la linea 3x +
2y = 7,y también el area de arriba de 2x + 3y = 5, y de ahi borre todo lo que no
coincidia con ambas, dejando ese triangulo de ahi.

Figura 8. Tarea 6 realiza por Luis
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5.5. Mecanismo de tematizacion y estructura esquema del CSILDV

De los tres casos analizados, consideramos que ninguno demostro la construccion
completa del esquema del CSILDV. Sin embargo, interpretamos que Fernando es-
tuvo mas cerca de lograrlo que los otros. En la Tarea 8, Fernando explic6 que el con-
junto soluciéon del sistema es vacio porque no existe ningin punto que satisfaga a
las tres inecuaciones simultaneamente. De esto, interpretamos que emergi6 el me-
canismo de tematizacion, ya que Fernando articulé de forma coherente el objeto
CSILDV con el proceso de interseccion de conjuntos para explicar que la soluciéon
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del sistema es un conjunto vacio. Ademas, Gonzalo mostr6 que ha construido el ob-
jeto CSILDV al exhibir una comprension dinamica del CSILDV.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Concluimos que Fernando desarrollé la estructura del objeto para el CSILDV, Luis
mostrd un proceso, y Gonzalo exhibi6 acciones. Para representar graficamente el
CSILDV, los estudiantes emplearon dos de las tres acciones hipotetizadas. La pri-
mera accion descrita en la DGP fue adoptada por los tres participantes, la segunda
solo por Luis, mientras que la tercera no fue utilizada por ningtin participante. Ade-
mas, Luis demostr6 una accion que no estaba contemplada en la DGP, que consiste
en expandir propiedades de R a R?. Aunque no encontramos evidencia de la accion
tipo tres, consideramos que su interiorizacion en un proceso puede ser util para
comprender el CSILDV. Por lo tanto, sugerimos que se utilice como una alternativa
en la elaboracion de experimentos de ensefianza o en la practica docente, coinci-
diendo con la postura de Moon (2019).

Los resultados indican que los estudiantes conciben el CSILDV como un area
sombreada, una regién o la unién de un ntimero infinito de puntos que satisfacen
la desigualdad. Ninguno de los participantes interioriz6 la representacion grafica
de la inecuacién como un semiplano, lo cual sugiere la necesidad de una explora-
cion mas profunda en futuras investigaciones sobre este tema. Un resultado desta-
cado es que dos de los estudiantes establecieron conexiones entre la representacion
grafica y algebraica de una inecuacion, aspecto que ha demostrado ser problema-
tico en investigaciones similares (Cekmez, 2021; Moon, 2020; Switzer, 2014).

En la Figura 9, presentamos una version refinada de la DGP sobre el CSILDV,
donde se exponen los mecanismos y estructuras mentales demostradas por los
participantes para comprender el CSILDV. Esta DG valida algunas de las estructuras
y mecanismos hipotetizados en la DGP y revela otros nuevos. Sin embargo, no in-
cluimos la estructura de esquema, ya que consideramos que ninguno de los tres
participantes la construyé completamente, ya que lamayoria no comprendio la so-
lucién de una inecuacién como un conjunto infinito, lo cual influyé en su percep-
cion de la solucion de un sistema como la interseccion de conjuntos.
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Figura 9. DG sobre el CSILDV
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Consideramos que los mecanismos y estructuras mentales descritos en esta
investigacion son recursos valiosos para el disefio, la aplicacion y la validacion de
experimentos de ensefianza que podrian contribuir a mejorar la ensefianza y el
aprendizaje del CSILDV. Ademas, la aplicacion de estos experimentos en otros con-
textos podria ayudar a descubrir nuevos mecanismos o estructuras mentales que
faciliten la comprension del CSILDV.

Los resultados de Moon (2020) muestran que los estudiantes representan
graficamente una inecuacion al encontrar un punto que la satisface, hallazgo que
coincide con lo encontrado en esta investigacion, especificamente en los casos de
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Fernando y Gonzalo. Ademas, en ambas investigaciones se plante6 la hipétesis de
que los estudiantes podrian representar el CSILDV como la union de infinitas rectas
paralelas, pero ninguno de los dos estudios encontré evidencia de esta estructura,
lo que sugiere que en futuras investigaciones se podria profundizar mas en este
tema. Para Moon (2020), la comprension de la representacion grafica de la inecua-
cion en dos variables se logra a través de la encapsulacion del proceso que surge de
coordinar los procesos de variable y parametro. En nuestro caso, consideramos que
este proceso es mas amplio e incluye otros mecanismos y estructuras mentales. Por
ejemplo, los estudiantes pueden realizar nuevas transformaciones sobre la grafica
de la inecuacion, como intersecciones, o establecer relaciones de contenenciay di-
ferencia simétrica con R?, lo que les permitiria encapsular el CSILDV como un ob-
jeto.

En cuanto al uso de herramientas computacionales como recurso didactico
para comprender el conjunto solucién de una inecuacion en dos variables, tal como
se describe en Abramovich y Connell (2015) y Cekmez (2021), consideramos que es
un recurso valioso que permite graficar y visualizar dicho conjunto, evitando las
dificultades para su representacion, como las reportadas por Switzer (2014) y Moon
(2020). Sin embargo, creemos que no se fomenta suficientemente la reflexiéon en
los estudiantes sobre la representacion grafica de una inecuacion, lo que les impe-
diria encapsularla como un objeto. En este sentido, la herramienta tecnolégica po-
dria no ser tan efectiva como se esperaria. Por ejemplo, Gonzalo representaba el
CSILDV siguiendo un algoritmo, pero no logro llevar a cabo nuevas transformacio-
nes sobre la grafica de la inecuacion para determinar el conjunto solucién del sis-
tema de inecuaciones, lo que le habria permitido construir el objeto CSILDV de ma-
nera mas efectiva.

El objetivo de esta investigacion es responder a la pregunta: ;Cuales son las
estructuras mentales y los mecanismos que utilizan un grupo de estudiantes de li-
cenciatura en matematicas para comprender el CSILDV? En la Figura 9, intentamos
abordar esta pregunta en funcion de los resultados obtenidos en la investigacion.
Sin embargo, consideramos que en futuras investigaciones se podrian explorar
nuevas estructuras que no fueron contempladas en la DGP. Por ejemplo, se podrian
analizar las estructuras y los mecanismos mentales que los estudiantes necesitan
para transformar una inecuacion del registro grafico al algebraico, y como estas
influencian en la comprension del CSILDV.
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This research aims to analyze the comprehension of a group of students to propose
a Genetic Decomposition (GD) of the solution set of a linear inequality in two vari-
ables (SSLITV), using the APOS Theory (Action, Process, Object, Schema) as a the-
oretical and methodological framework. This study is justified by the importance
of two-variable inequalities in solving real-world problems and in the construction
of advanced mathematical knowledge, as well as by the limited amount of research
on this topic in the field of mathematics education.

To this end, we developed a Preliminary Genetic Decomposition (PGD) of the
SSLITV, from which we designed and applied nine tasks to three Bachelor of Math-
ematics students selected for their outstanding academic performance. These tasks
were implemented with the purpose of identifying the structures and mechanisms
proposed in the PGD, as well as others that had not been initially considered,
through three virtual sessions (two groups and one individual) recorded through
Google Meet. During these sessions, the students were interviewed to delve deeper
into their reasoning when solving the tasks. In the data analysis, the interviews
were transcribed, a detailed exploration of the data was carried out, and the PGD
was used as a framework to identify the mental structures and mechanisms evi-
denced by the participants.

The results revealed that students represented the SSLITV graphically using three
types of processes: using points, constructing rays, and generalizing properties of
R a R2. In the SSLITV process structure, they were able to establish connections be-
tween the graphical and algebraic representations; in the object structure, they un-
derstood the graphical representation as the solution set and performed operations
with this set; and in the diagram structure, they coherently integrated the previous
structures to solve systems of linear inequalities in two variables.

Finally, we suggest that future research refine the mechanisms and mental struc-
tures of the proposed GD, extend the study of two-variable inequalities to systems
of inequalities in two variables, and design teaching proposals based on the de-
scribed GD that contribute to improving the learning of SSLITV.
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