ARTICULOS DE INVESTIGACION https://doi.org/10.24844/EM3701.04

Lo exponencial en la Escuela Secundaria de
Adultos: analisis de invariantes operatorios

The exponential in adult secondary school: analysis
of operational invariants

Patricia Sureda,' Maria Rita Otero?

Resumen: En este trabajo se analizan las respuestas a una tarea sobre variacio-
nes exponenciales crecientes, obtenidas en 28 cursos de tres escuelas secundarias
de adultos (ESA), con el fin de identificar qué invariantes operatorios utilizan en
la accién al resolver tareas que requieren de invariantes operatorios (I0) expo-
nenciales. La conceptualizacion de este tipo de variaciones es imprescindible
para comprender varias de las situaciones sociales actuales como, por ejemplo,
la forma en que se extiende una pandemia como la del virus COVID-19 y la
forma en que aumenta la deuda que genera el interés de una tarjeta de cre-
dito cuando se paga, por ejemplo, el monto minimo. El analisis de las solucio-
nes evidencia una mayor presencia de |0 lineales en la resolucion de la tarea,
de los 10 exponenciales necesarios.
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Abstract: In this work we analyze the responses to a task on exponential growth,
obtained in 28 courses from three adult secondary schools (ESA), in order to
identify which operational invariants in action use the students when solving
tasks that require exponential operational invariants. The conceptualization of
this type of variations is essential to understand many of the current social
situations, such as, for example, the way in which a pandemic such as the
COVID-19 virus spreads and the way in which the debt of a credit card increases,
when paying, for example, the minimum amount. The analysis of the solutions
shows a greater presence of linear operational invariants in the resolution of
the task, than of the necessary exponential operational invariants.

Keywords: Conceptual Fields Theory - Operational Invariants - Exponential
Variation - Adults - Secondary

1. INTRODUCCION

Debido a que algunas de las situaciones a las que nos confronta la vida social
en la actualidad se modelizan mediante variaciones exponenciales, resulta cada
vez mas importante que las nociones basicas del campo exponencial estén
disponibles, al menos en acto, en los esquemas de los ciudadanos. Para com-
prender como aumenta la cantidad de contagiados de COVID-19, entender a
qué se refieren los medios masivos de comunicacion cuando insisten en la
necesidad de “aplanar la curva de contagios’, comprender los datos difundidos
por los medios originados en modelos epidemioldgicos, bioldgicos, el crecimien-
to demografico, la forma en que aumenta la cantidad de dinero puesto a interés
compuesto, la deuda que genera el interés de una tarjeta de crédito cuando se
paga el monto minimo, la inflacion, la deflacién, la propagacion de enfermeda-
des -y su desaparicion—, la difusion de un rumor, o de un virus informatico etc;
se necesitan invariantes operatorios exponenciales de diversa complejidad. Pero
édonde, cdmo y cuando se adquieren dichos invariantes operatorios?

Cuando un sujeto se enfrenta a una situacion nueva, lo hace a partir de los
esquemas que tiene disponibles, ya sean estos adecuados o no para tratar con
ella. Se sabe que estas situaciones son errébneamente tratadas como lineales
(Sureda y Otero; 2015, 2013; Karrer y Magina, 2000; Villarreal et al, 2005; Ledez-
ma, 2017), lo cual produce que no se tomen las precauciones adecuadas para

102 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 37, NUM. 1, ABRIL DE 2025



Lo exponencial en la Escuela Secundaria de Adultos: analisis de invariantes operatorios

que el contagio de una enfermedad no se expanda, o en otro ambito, que no
se dimensione el valor y el crecimiento de una gran deuda en la tarjeta de
crédito, que no se podra honrar. Para que una persona disponga de invariantes
operatorios cualesquiera, tiene que haber enfrentado y tenido experiencia en
situaciones que los requieran. Aqui, el ambito de experiencia cubre, simultanea-
mente, la experiencia de vida o ‘cotidiana” (en la familia, el trabajo, etc). Pero,
en el caso de los invariantes operatorios exponenciales: éalcanza con que los
ciudadanos sean expuestos a este tipo de situaciones en la cotidianeidad para
adquirirlos, o dichos invariantes requieren ser ensenados a partir de situaciones
que los convoquen, por ejemplo, en un proceso de escolarizacion formal?

Esta investigacion se realiza en la escuela secundaria de adultos, con el
proposito de analizar los invariantes operatorios que el campo de experien-
cias de los estudiantes les ha provisto para tratar variaciones exponenciales.
En particular, se analizan los invariantes operatorios como parte fundamental
de los esquemas, porque son los que dirigen la accion del sujeto en situacion.
Para ello, se describen, analizan y discuten, las resoluciones de los estudiantes
de dicha escuela, cuando tienen que resolver una tarea de variacion exponen-
cial creciente.

2. TEORIA DE LOS CAMPOS CONCEPTUALES

Este trabajo se enmarca en la Teoria de los Campos Conceptuales (Vergnaud,
1990; 2007a; 2007b; 2009; 2011; 2013a; 2013b; Sureda y Otero, 2011; Otero,
Fanaro, Sureda, Llanos, y Arlego, 2014). Se describen a continuacién algunos
elementos tedricos que fundamentan el trabajo: situacién, campo de experien-
cia y campo conceptual, esquema, invariantes operatorios, conocimiento pre-
dicativo y operatorio.

Situacion: El concepto de situacion no es el de situacion didactica, pero si el
de tarea. Asi, toda situacién compleja puede ser analizada como una combina-
cion de tareas, de las que debe conocerse su naturaleza y dificultades. La difi-
cultad de una tarea no es ni la suma ni el producto de las diferentes subtareas
involucradas, pero el desempeno en cada subtarea afectard necesariamente el
desempefio en general (Vergnaud, 1990; 2013b).

Campo de Experiencia y Campo Conceptual: La experiencia es el encuentro
del sujeto con situaciones, pero es tan amplio y contiene tantas situaciones y
registros de actividad, que resulta practicamente imposible analizarlo como un
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sistema. Este planteo permite designar subcampos de experiencias empleando
las nociones tedricas estrechamente vinculadas de situacion, esquema y con-
cepto. Un campo conceptual recorta un subcampo de experiencias cuyo dominio
progresivo implica una variedad de conceptos, de esquemas y de representacio-
nes simbolicas en estrecha conexion; y el conjunto de los conceptos que con-
tribuyen a dominar esa variedad de situaciones, que puede ser muy grande
(Vergnaud, 2013b). Correlativamente una situacion no se analiza con la ayuda
de un solo concepto, sino de varios. Estos conceptos forman sistemas, cuya
organizacion es, asimismo, progresiva, eventualmente nunca concluida como,
por ejemplo, el campo conceptual de las variaciones exponenciales, de las cua-
les las variaciones exponenciales crecientes solo son una pequena parte. En
este trabajo se propone una Unica tarea, que resulta apropiada para identificar
ciertos invariantes operatorios utilizados en la accion.

Esquema: Las situaciones se resuelven utilizando esquemas y una mayor
cantidad de esquemas le permite al sujeto abordar situaciones mas complejas.
El esquema no es una conducta, pero tiene la funcion de generar la actividad
y la conducta en situacion. Los componentes del esquema son:

* Una meta (o varias), submetas y anticipaciones.

* Reglas de accion, de captacion, y control de la informacion.

* Los invariantes operatorios (conceptos en acto y teoremas en acto).
* Las posibles inferencias.

Los invariantes operatorios (conceptos en acto y teoremas en acto), son en par-
ticular, la base conceptual implicita (o explicita) de los esquemas debido a que
permiten seleccionar la informacion pertinente y, a partir de ella y de la o las
metas a atender, inferir las reglas de accion mas adecuadas para abordar una
situacion (Vergnaud, 1990, 2013b). En consecuencia, las decisiones que tome
un alumno ante una determinada situacion van a depender del esquema acti-
vado, pero mas especificamente de los conceptos en acto y teoremas en acto
disponibles en su vasto campo de experiencia. Las distintas metas y las distintas
reglas de accion para recabar informacion y de control asociadas a cada tipo
de situacion son igualmente esenciales para la asimilacion de nuevas situacio-
nesy para la adaptacion de los esquemas (Vergnaud, 2013b).

Invariantes Operatorios: Los invariantes operatorios son conceptos y teo-
remas en acto. Los conceptos en acto son categorias pertinentes, y como tal
no son susceptibles de verdad o falsedad, sino solamente de la pertinencia o
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de la no pertinencia. En cambio, un teorema en acto es una proposicion dada
por verdadera en la actividad e influye directamente sobre ella. La relacion
entre teoremas y conceptos es dialéctica, en el sentido que no hay teorema
sin conceptos y no hay concepto sin teorema. Reciprocamente, los teoremas
en acto son constitutivos de los conceptos en acto ya que, sin proposiciones
dadas por verdaderas, los conceptos estarian vacios de contenido. Pero es
importante reconocer que un concepto en acto siempre participa de innume-
rables teoremas en acto, cuya formacion puede espaciarse en un largo perio-
do del tiempo, en el curso de la experiencia y del desarrollo. El estudio del
desarrollo de las competencias durante el aprendizaje muestra que el mismo
concepto puede, segun el estado de su elaboracién, ser asociado con teoremas
numerosos, ricos y, hasta eventualmente falsos. Por otra parte, es importante
destacar que un concepto en acto no es un concepto, ni un teorema en acto
un teorema. En la ciencia, los conceptos y los teoremas son explicitos y se
puede discutir su pertinencia y su verdad, pero esto no es lo que sucede con
la mayor cantidad de invariantes operatorios. Los conceptos y los teoremas en
acto que un sujeto puede hacer explicitos son apenas un pequeno porcenta-
je, en comparacion con la cantidad de conocimiento implicito que utiliza en
la accién, y que es en gran parte inconsciente. Sin embargo, la observacion
de la actividad en situacion permite inferir algunos conceptos y teoremas en
acto (conscientes 0 no) que guian la accion del sujeto en situacion. Esto jus-
tifica el analisis y la identificacién de los invariantes operatorios en las reso-
luciones de los estudiantes a una tarea que implica una variacion exponencial
creciente. Pues solo tenemos acceso relativo a la actividad observable, o al
producto de ella.

La identificacion de los invariantes operatorios que guian la accion en situa-
cion en la tarea que proponemos aqui, nos permitira determinar si alcanza con
la experiencia “cotidiana” que los ciudadanos tienen con las situaciones expo-
nenciales, para construir los invariantes operatorios que las requieren, o si la
conceptualizacion de este tipo de variaciones requiere necesariamente de una
ensefanza formal, y si es asi, de qué tipo.
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3. PREGUNTA DE LA INVESTIGACION
¢Cuales son los invariantes operatorios que utilizan los estudiantes de la escue-

la secundaria de adultos (ESA) cuando resuelven una tarea que involucra varia-
ciones exponenciales crecientes?

4. METODOLOGIA
4.1 DESCRIPCION DE LA TAREA Y SU RESOLUCION

Se disen6 una tarea que involucra variaciones exponenciales. La tarea es la
siguiente:

Situacion: Tu mama te propone que si colaboras con ciertas tareas del hogar ella podria pagarte
cada dia, durante 30 dfas. Ella te ofrece una de estas dos formas de retribucion:
Forma 1: 1 centavo el primer dia, 2 centavos el sequndo dia, 4 centavos el tercer dia, y asi
sucesivamente.
Forma 2: 100 pesos por dia.
g) A primera vista cudl forma elegirias como la mas conveniente para vos, y por qué
(entregan esta respuesta).
h) Ahora analiza mas detenidamente cual te conviene mas y por qué. (deja todo registrado
en la hoja pues este andlisis es el que mas nos interesa)
i) ¢En qué se diferencia una forma de retribucion de la otra?

La situacion plantea deliberadamente dos tipos de variaciones en las formas de
pago, una exponencial diaria y otra invariante.

En la primera forma de pago, el problema se puede resolver multiplicando
recursivamente la cantidad de dinero del dia anterior por dos y anotandolo
secuencialmente. La relevancia de este proceso de multiplicar recursivamente y
registrar para la construccion de la variacion exponencial, ya ha sido documen-
tado por otros autores (Weber, 2002; Confrey y Smith, 1994), aun cuando la
distancia que hay entre ésta y su prolongacion a potencias reales es enorme
(Sureda y Otero; 2019). Pero dado que la generacion de invariantes operatorios
exponenciales tiene una oportunidad al calcular y registrar, se quiere analizar
si es posible identificarlos en esta resolucion.
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En la segunda forma de pago, la cantidad de dinero es la misma para cada
dia, y la forma de resolver es sencilla, pues para saber cuanto se gana durante
los treinta dias basta con multiplicar. 100x30=3000. Esta forma de pago preten-
de que el estudiante tenga la oportunidad de reconocer qué, la técnica que
funciona para la segunda forma de pago, y que es la que usualmente las per-
sonas utilizan en su experiencia diaria, no es la misma que para la primera, y
que por lo tanto tendra que usar otra.

Las tareas: En el primer inciso se les solicité a los estudiantes que realicen
una anticipacion, y que entreguen la hoja. Esto se hizo con el proposito de
acceder a los primeros invariantes operatorios que el problema dispara en el
estudiante. (Podra el sujeto anticipar que los centavos pueden llegar a ser una
gran cantidad de dinero con el paso de los dias? Si lo hacen, estaremos dispues-
tos a reconocer que tienen algun invariante operatorio exponencial (tabla 2).
Luego, en el inciso b) se les pide qué, en otra hoja, donde se repite el mismo
enunciado del problema, realicen una justificacion para decidir cual forma de
pago les conviene mas. El fin es poder inferir cuales invariantes operatorios
guian la resolucion, y si se modifican con respecto a la anticipacion. Pues, una
cosa es que ellos puedan adelantar que la multiplicacion puede llegar a darles
una gran suma de dinero, pero otra, es que ellos cuenten con los invariantes
operatorios necesarios para verificarlo. En el Ultimo inciso se espera que los
estudiantes puedan diferenciar un tipo de variacion de la otra y explicitarlo.

La resolucion: La tarea requiere primeramente reconocer que en la forma
de pago 1, la cantidad de dinero cambia cada dia. Esto implica, por una parte,
identificar en el enunciado la ‘regla” con la que aumenta la cantidad de dinero,
y, por otra parte, darse cuenta que para calcular cuanto va a cobrar durante los
30 dias, es necesario ademas de calcular, registrar el pago diario durante ese
tiempo. Una posible forma de registro, que no necesariamente usaron los estu-
diantes, es la siguiente:
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Tabla 1. Calculo de la forma de pago 1, dia a dia

Forma de Pago 1

Dia | Cobro ($) | Dia | Cobro($) | Dia | Cobro($) | Dia | Cobro($) | Dia Cobro ($)
1 0,01 7 0,64 13 40,96 19 262144 25 167.772,16
2 0,02 8 1,28 14 8192 20 5.242,88 26 335.544,32
3 0,04 9 256 15 163,84 21 10.485,76 27 671.088,64
4 0,08 10 512 16 327,68 22 2097152 28 134217728
5 016 11 10,24 17 655,36 23 41.943,04 29 2.684.354,56
6 032 12 2048 18 1.310,72 24 83.886,08 30 5.368.709,12
Total | 10.737.418,23

El calculo diario de la cantidad de dinero que implica multiplicar recursivamente
la cantidad de dinero del dia anterior por dos, requiere el uso de un conjunto de
teoremas en acto vinculados a la multiplicacion y la notacién necesarios, para
construir los 10 vinculados a la rapidez del crecimiento de las variaciones expo-
nenciales. El calculo recursivo, y su notacion permite apreciar que este creci-
miento es ‘lento” o suave al principio, pero en un momento dado comienza a
crecer muy rapidamente, realmente rapido. En esta situacion, esto sucede luego
del dia 19. Hay también otros |0 relacionados con la no linealidad, que aun sin
ser exponenciales, genéticamente parecen precederlos (Sureda y Otero, 2013),
como es por ejemplo que la cantidad de dinero cambia cada periodo (en este
caso, un dia).

Por otra parte, como la resolucion de la forma de pago Z implica una canti-
dad de dinero fija, que no varia dia a dia, ella se sostiene sobre invariantes
operatorios que se han generado durante un largo proceso de construccion, a
partir de situaciones cotidianas que requieren, en su gran mayoria, utilizar inva-
riantes operatorios y variaciones constantes y/o lineales. Este tipo de esquemas
es el que las personas suelen utilizar tanto para las variaciones lineales como
no lineales (Sureda y Otero, 2013; de Bock, van Doorem, Janssens y Verschaffel
(2002); de Bock, Verschaffel y Janssens, 1998; 2002). Por esta razon, y buscando
que los estudiantes descarten los esquemas lineales para la primera forma de
pago, es que se plantea una forma de variacién exponencial, y una constante.
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DESCRIPCION DE LA IMPLEMENTACION

La situacion se propuso a estudiantes de la escuela secundaria de jovenes y
adultos (ESA) que en Argentina se denomina CENS, cuyas edades se ubican en
el intervalo de 18 a 67 anos de edad. Esta secundaria (ESA) comprende un
periodo de tres afos (1° 2°y 3°) y nuclea a personas que quieren retomar o
iniciar los estudios secundarios. En este trabajo se analizan las resoluciones
(N=162) de los estudiantes de los tres anos de secundaria.

El problema se administro en tres escuelas secundarias de adultos donde
los estudiantes cursan en forma presencial. Uno de los colegios se encuentra
en el centro de la ciudad y los otros dos en un barrio periférico. En total fueron
28 cursos de todas las modalidades, de 1ro. a 3er. ano, de los cuales recogimos
162 resoluciones. Las resoluciones corresponden a todos los alumnos presentes
en cada curso, el dia que se aplico el problema en cada institucion. Para llevar
a cabo el estudio se tomaron entre 20 y 30 minutos de la clase de cada profesor
de la escuela, sin previo aviso. Es decir, a los estudiantes no se le dieron clases
tedricas previas, ni fueron preparados de antemano para resolver la tarea. En la
presentacion se les solicitd que a los fines de la investigacion dejaran todo
escrito en la hoja (no borrar, a lo sumo tachar). Se les presento el problema en
dos hojas distintas y se les pidié que anticiparan la mejor opcion sin hacer
cuentas y entregaran la respuesta en la primera hoja. Luego, se les solicitd
escoger la mejor opcion habiendo hecho previamente las cuentas en la sequn-
da hoja. Para ello disponian del uso de la calculadora del teléfono movil. Al final,
debido a la curiosidad e interés que despertaba, el investigador resolvia el pro-
blema con el grupo de clase. Debido a restricciones institucionales, las interven-
ciones no fueron registradas ni en audios, ni en videos.

Las 162 respuestas se analizaron utilizando el constructo de invariante ope-
ratorio (I0) propuesto en el marco teorico y se clasificaron en exponenciales
0 no-exponenciales. Los protocolos que se describen son seleccionados como
ejemplos por su representatividad dentro de la categoria. La nomenclatura uti-
lizada para su descripcion es: (Numero de estudiante en la muestra: Edad: Afo
de Escuela Secundaria de Adultos que cursa). Por ejemplo (A1:34:2) seria el estu-
diante 1, de 34 anos de edad y quien esta cursando el segundo ano de la ESO.

En primer lugar, se clasificaron de forma inductiva las respuestas seguin el tipo
de pago que eligieron, y se apartaron las hojas que habian sido entregadas en
blanco. Esto se hizo tanto para las anticipaciones como para la resolucion en si.
Una vez diferenciadas se realizd una tabla (tabla 2) a fin de clasificar el tipo de
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resolucion. El analisis permiti¢ diferenciar las resoluciones entre: a) los que no
realizaron ningun tipo de calculo (primera columna); b) los que solo resolvieron
la forma de pago 2, esto es la que solo requeria del calculo (segunda columna);
) los que realizaron algunos calculos para ambas formas de pago, pero utili-
zando las mismas técnicas (tercera columna); d) y quienes calcularon ambos
tipos de pagos con las técnicas adecuadas para cada uno (cuarta columna). Por
ejemplo, un estudiante que no realiza calculos es el estudiante A15, quien tiene
18 anos, y cursa el 2do. ano de secundaria para adultos.

Tabla 2. Ejemplo de tabla para clasificar resoluciones

No calculan Calculan FP2 Calculan Ambas Lineales Calculan FP1y FP2
A15:18:2 A27:35:1 A26:37:1 A24:19:1
A22:19:2 A42:22:1 A29:42:1 A6:45:2

La tabla 2 permitié contabilizar los tipos de respuestas de cada uno, e inferir
luego, un conjunto de teoremas en acto para cada tipo de resolucion. La conta-
bilizacién se realiza haciendo uso de la frecuencia relativa, debido al interés de
este trabajo en resaltar para cada caso, la cantidad de respuestas en las que se
advierte cada tipo de teorema en acto, respecto del total.

5. ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

Las respuestas que se obtuvieron por ano escolar fueron 61/162 de primer ano,
70/162 de sequndo anoy 31/162 de tercero. La menor cantidad de resoluciones
del Ultimo ano se debe al desgranamiento escolar.

Tabla 3. Cantidad de resoluciones por ano que cursa

Ano Escolar Frecuencia Relativa
1ro. 61/162
2do. 70/162
3ro. 31/162
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En esta seccion se analizan las respuestas de los estudiantes a las dos
partes de la tarea. Esto es, la primera parte en que se les solicité dar una
respuesta sin hacer las cuentas (anticipacion) y entregar la hoja; y la seqgunda
parte de la tarea en la cual tenian que resolver el problema haciendo las
cuentas y entregarlas. Se analiza primero las respuestas en las que anticiparon
que forma de pago les convenia, pero sin hacer las cuentas.

5.1 ANALISIS Y RESULTADOS DE LA ANTICIPACION

Los alumnos deben anticipar sin hacer las cuentas, qué forma de pago les
conviene mas, escribirla y entregar la hoja. Hay un grupo de 19/162 estudiantes
que entregaron sus hojas vacias. Luego, las respuestas que se obtuvieron se
clasificaron en dos grupos (tabla 4): Aquellos que eligieron la primera forma de
pago (FP1) como la que mas les convenia (23/143),y los que eligieron la segun-
da forma de pago (120/143). De acuerdo con las justificaciones que presentaron
durante la eleccion se infiere que los que eligieron la forma de pago 1 poseen
algun tipo de invariante operatorio exponencial que sostiene esa afirmacion, en
contraposicion con los que eligieron la sequnda forma de pago.

Tabla 4. Anticipacion

Anticipacion Frecuencia Relativa
Invariantes Operatorios Exponenciales 23 _ 014
162 !
Invariantes Operatorios No Exponenciales 120_ 74
162 ’
No respondio 19 _
162 = 0,12

Las respuestas en las que es posible inferir invariantes operatorios que presentan
en su génesis una posibilidad para la construccion de la variacion exponencial
(tabla 5), son aquellas en las se que propone pagarles un centavo el primer dia,
dos el segundo, cuatro el tercero, y asi sucesivamente.
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Tabla 5. 10 vinculados a la justificacion de la eleccion FP1

Anticipacion: 10 vinculados a la eleccién de FP1 Frecuencia
Relativa

‘Porque dia a dia se va multiplicando”.
‘Comienza con centavos, pero como se va multiplicando, puede llegar a ser mas 7
que la suma”. 23
‘Se va duplicando y al final es mucho mas’. 3
23
‘Porque al final tengo mas dinero”. 8
‘Porque al final se hace mas cantidad”. 23
‘Se comienza con centavos, pero la cantidad puede ser mayor”. 2
23
‘Puede aumentar, no es siempre el mismo monto”. 3
23
Total 23
23

A continuacion, se describen las filas de la tabla. En la primera fila hay un gru-
po de siete (7/23) estudiantes que anticipan que, aunque con esta forma de
pago comienzan cobrando centavos pueden llegar a cobrar mas que con la otra
forma de pago debido a que “dia a dia se va multiplicando y aumentando” (ver
en figura 1 la resolucion del estudiante A5:20:2; quien tiene 20 anos y cursa
2do. afno de la ESA). Esto evidencia 10 vinculados a las caracteristicas de la
multiplicacion en la base de sus decisiones.

Situacion 1: T|:| mamd te propone que si colaboras con clertas tareas del hogar ella podria
pagarte cada dfa, durante 30 dias. Ella te ofrece una de estas dos formas de retribucién:

_ Forma 1: 1 ctvos el primer dia, 2 ctvos el segundo dia, 4 ctvos el tercer dia, y asi
sucesivamente.

Forma 2: 100 pesos por dia.
a) A primera vista cudl forma ele
(entregan esta respuesta).

:{o Eeac QUe WA ToRHA 4 | Torgue Dia A Dia, SeJa
YU P G d o v MO MeENTRIDD,

girias como la mas conveniente para vos, y por qué

Figura 1. Eleccion de la primera forma de pago sin calculos (estudiante A5:20:2).
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Luego, hay un reducido numero de estudiantes (3/23) que fundamentan su
eleccion en la duplicacion. Por ejemplo, el estudiante A28:19:2 (quien tiene 19
anosy cursa 2do. ano de la ESA) afirma que elige “la forma de pago n°1 porque
al irse duplicando la paga al final del mes voy a recibir mucho mas dinero y
todo junto” (figura 2).

Situacién 1: Tu mamé te propone que si colaboras con ciertas tareas del hogar ella podria
pagarte cada dia, durante 30 dias. Ella te ofrece una de estas dos formas de retribucién:

Forma 1: 1 ctvos el primer dfa, 2 ctvos el segundo dia, 4 ctvos el tercer dia, y asi
sucesivamente.

Forma 2: 100 pesos por dfa.
a) A primera vista cual forma elegirias como la mds conveniente para vos, y por qué
(entregan esta respuesta).

al G»MMM YLD u,.y\} S N LA mék&m
damens '} %}MQ.

Figura 2. Eleccion de la primera forma de pago sin calculos (estudiante A28:19:2).

En este grupo de soluciones los 10 refieren a un caso particular de multiplicacion:
la duplicacion, y este concepto esta en la base del ingreso al campo exponencial
discreto que se propone en esta situacion. Luego, hay varias soluciones que
justifican su eleccion en la cantidad final de dinero (10/23). Estas, aunque per-
miten suponer la existencia de invariantes operatorios que posibilitan anticipar
correctamente que con la primera forma de pago tendran mas ganancia, no nos
brinda la informacion suficiente para afirmar que su eleccion se sostiene sobre
la duplicacion, la multiplicacion, o algun otro 10 similar. Finalmente, el resto de
los 10 se refieren a la posibilidad de que la cantidad de dinero varia dia a dia
(3/23), lo cual se sostiene sobre 10 no lineales, necesarios para la construccion
de los exponenciales (Autorl y Autor2, 2013).

Las respuestas en las que no es posible inferir invariantes operatorios exponen-
ciales son las de los estudiantes que eligieron la Forma de Pago 2, esto es 120
(120/162) respuestas. De estas soluciones hay 6 estudiantes que no justificaron su
eleccion, y de las restantes 114 inferimos los invariantes operatorios de la tabla 6.
Se considera que este conjunto de invariantes operatorios vinculados a la eleccién
de la segunda forma de pago se apoya sobre esquemas no exponenciales.
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Tabla 6. 10 vinculados a la justificacion de la eleccién FP2

Anticipacion: 10 vinculados a la eleccion de FP2 Frecuencia Relativa

‘Gano mas’

“en 30 dias es mas cantidad” 89/114

‘Es mas clara” 2/114

‘Los pesos valen mas que los centavos’
‘Los centavos valen mucho menos que los pesos’ 23/114
‘Los centavos no valen nada”

Total 114/114

A continuacion, se describen las filas de la tabla. En la primera fila una gran
parte de los estudiantes (89/114) afirman que eligieron los cien pesos por dia
‘porque ganan mas’ (ver en figura 3 la resolucion del estudiante A21 de 66
afnos, quien cursa ler. ano). Esta eleccién parece orientada por calculos o nocio-
nes matematicas.

Situacién 1: Tu mama te propone que si colaboras con ciertas tareas del hogar ella podria
pagarte cada dia, durante 30 dias. Ella te ofrece una de estas dos formas de retribucién:

Forma 1: 1 ctvos el primer dia, 2 ctvos el segundo dia, 4 ctvos el tercer dia, y asi
sucesivamente.

Forma 2: 100 pesos por dia.

a) A primera vista cudl forma elegirias como la més conveniente para vos, y por qué
(entregan esta respuesta).

Figura 3. Eleccién de la segunda forma de pago sin calculos (A21:66:1).

Sin embargo, no parecen entender como aumentan los centavos, pues requiere de
|0 exponenciales. La eleccion de los restantes estudiantes (25/114), parece responder
a aspectos vinculados Unicamente a la comparacion entre el valor de los pesos
versus los centavos: “con los centavos no ganaria mucha plata” (ver en figura 4 la
resolucion del estudiante A31 de 32 anos, quien cursa ler. ano).
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Sltuacién 1: Tu mama te pro
Pagarte cada dla, durante 30

Forma
sucesivamente.,

Forma 2: 100 pesos por dia.
a) A primera vista cudl forma ele
(entregan esta respuesta).

(;:/‘“O la pormu 2 fbeyve me patece que Pa an
[0(%2‘\)@, \}a\:Q Ja m\/uég\,enmmb(o @0 (05 Gepdaves
Y%, 3un4and< Much o P,LQ\L&

Figura 4. Eleccion de la segunda forma de pago sin célculos (A31:32:1).

pone que si colaboras con ciertas tareas del hogar ella podria
L dias. Ella te ofrece una de estas dos formas de retribucion:
: vos el primer dia, 2 ctvos el segundo dia, 4 ctvos el tercer dia, y asi

girfas como la mas conveniente para vos, y por qué

En todos los casos estas resoluciones (120/162) evidencian la ausencia de 10
exponenciales. Finalmente hay 16 estudiantes que no eligen ninguna forma
de pago.

5.2 ANALISIS Y RESULTADOS DE LA RESOLUCION DE LA TAREA

Una vez que entregaron las anticipaciones, los estudiantes debian evaluar
mediante los calculos necesarios, qué forma de pago les convenia mas. Entre
las respuestas que se obtuvieron se encuentran aquellas en las que los estu-
diantes no escribieron ninguin calculo (43/162) y los que si lo hicieron (119/162).

En las 43 soluciones (43/162) que No registran calculos hay algunos que
entregaron las hojas vacias y otras en donde los estudiantes respondieron que no
sabian como hacer la tarea. Mientras que a los 119 protocolos (119/162) en los que
se Registraron calculos, los clasificamos en las siguientes categorias:
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Tabla 7. Clasificacion de resoluciones segun la forma de calcular.

En los que no es posible inferir Invariantes En los que es posible inferir
Operatorios Exponenciales Invariantes Operatorios Exponenciales
a) No se registran calculos. 43/162 | e) Utilizan los calculos ade- | 33/162

b) Calculan solo los 100 pesos por | 49/162 cuados para cada forma de

dia (FP2). pago.

¢) Calculan FP1 con las mismas téc- | 26/162
nicas que las utilizadas en FP2.

d) Calculan el pago exponencial | 10/162
(FP1) sumando cierta cantidad a
cada dia.

Total | 128/162 Total | 33/162

Segun esta clasificacion en mas de las 4/5 parte de las resoluciones de los
estudiantes adultos no se advierten invariantes operatorios exponenciales (cate-
gorias: (a), (b), (c) y (d)). Es decir, estos estudiantes no lograron resolver la forma
de pago 1 mediante estrategias exponenciales, ni tampoco disponen de las
herramientas basicas de notacion y calculo, necesarias para construir lo expo-
nencial. Asi, mientras que en la categoria (a) no es posible inferir 10, en las
categorias (b), (c) y (d) se infirieron algunos invariantes operatorios no exponen-
ciales segun se describen a continuacion para cada categoria.

b) De las 49 (49/162) resoluciones en las que los estudiantes calculan
unicamente la forma de pago 2 (FP2), mediante el calculo 100x30=3000, se
infirieron los 10 que ya habiamos descrito en la tabla 3. Estos son: El pago es
cien pesos cada dia; La cantidad de dinero es la misma cada dia; La cantidad
fotal de dinero a cobrar se obtiene multiplicando el cobro diario por los 30
dias de trabajo. Por ejemplo, la resolucion del estudiante A22, de 54 anos,
quien cursa tercer ano de la escuela secundaria (A22:54:3), hace el calculo
30x100=3000 y explica que los centavos no existen (figura 5).
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Figura 5. Célculo de la forma de pago 2 por el estudiante A22:54:3.

Esta solucion indica la presencia de invariantes operatorios relativos al cobro
constante y también la ausencia de invariantes operatorios vinculados a la
rapidez con que aumentan los centavos.

c) En las 26 resoluciones (26/162) que los estudiantes resuelven la primera
forma de pago (FP1) con las mismas técnicas que en la forma de pago 2 (FP2)
se infirio el invariante operatorio: “Aumenta la misma cantidad en cada periodo
de tiempo". Esto se debe a que tal como se ve, en la figura 6, los estudiantes
determinan la cantidad de centavos para un periodo de tiempo y la multiplican
por la cantidad de veces que consideren necesario para resolver la tarea. Por
ejemplo, el estudiante A61:23:2 (estudiante A61, de 23 anosy que cursa segun-
do ano de la secundaria de adultos) suma los centavos para la primera semana,
suponiendo que a partir del segundo dia aumenta dos centavos cada dia, y el
ultimo dia un centavo (copiando la relacion entre el primer y segundo dia):
1+2+4+6+8+10+11=7 (figura 6). Asi en lugar de proponer que el dia 4 la canti-
dad de dinero a cobrar es 8, y luego 16, etc. y sumarlos, el estudiante suma los
primeros siete dias y los multiplica por cuatro semanas 42x4=168.
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Figura 6. Resolucion de ambas formas de pago con técnicas similares
(estudiante A61:23:2).

Luego calcula la sequnda forma de pago multiplicando 100 pesos por 28 dias. La
cantidad de dias que toma para hacer los calculos es de 28, en lugar de los
treinta dias que dice el enunciado. La similitud en las resoluciones de ambas
formas de pago hace suponer un esfuerzo por adaptar la forma de pago 1 a la
forma de pago 2. Para ello supone que la cantidad de dinero que se obtiene,
por semana o por dia es fija, y por lo tanto se la puede multiplicar por la canti-
dad de dias o semanas para saber el total. Estos calculos muestran también la
ausencia de invariantes operatorios exponenciales.

d) Enlas 10 resoluciones (10/162) en las que los estudiantes calculan el pago
exponencial (FP1) sumando cierta cantidad a cada dia es posible inferir al inva-
riante operatorio ‘La cantidad de dinero no es la misma cada dia". Para ello se
tienen los siguientes dos tipos de respuestas. Una en el cual los estudiantes
sumaban dos centavos cada dia (como es el caso del estudiante A49:19:2); y otra
en la que sumaban uno. De este ultimo tipo se muestra en la figura 7 la solucion
del estudiante A3:26:2 (estudiante A3, de 26 afos que cursa el segundo afno de
la secundaria de adultos), en la que se puede ver que la suma de los centavos
aumenta en uno cada dia. Asi, el primer dia tiene 1 centavo, al cual le suma 2
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centavos del segundo dia, y luego le suma 3 centavos del tercer dia, y asi suce-
sivamente, para terminar afirmando que al final de los 30 dias tendra 409
centavos. En este caso se advierte que el estudiante modifica la cantidad de
centavos del tercer dia, al colocar 3 centavos, en lugar de los 4 centavos que
decia el enunciado.

[)> 1oo « 32 3000

0 Sornl ey WpmeresS e centavos de dada dea.

1(2+3t4+S - Hasts 3o0. we 42 Yeq | fr lo qoe e
Cvelancp § Y Posos o v comendrra en o dsolvlo.

Figura 7: Resolucién de ambas formas de pago con técnicas similares (estudiante A3:26:2).

Asi, a pesar de que este grupo de estudiantes resolvieron la tarea unicamente
mediante sumas, es posible inferir la emergencia de un invariante operatorio no
lineal, ya que se advierte un aumento del dinero en cada periodo. Sin embargo,
este 10 es asimilado a un esquema lineal, lo cual resulta insuficiente para dar
cuenta de la situacion exponencial.

e) Finalmente, se describen las Uinicas 33 respuestas en las que fue posible
inferir algun tipo de Invariante Operatorio Exponencial. Segun el analisis los 10
son los siguientes (tabla 8).

Tabla 8. 10 exponenciales inferidos en las resoluciones que tienen
los célculos adecuados para cada forma de pago.

Invariantes Operatorios vinculados a lo exponencial para esta tarea Frecuencia
Relativa
'El pago de cada dia se obtiene multiplicando el dia anterior por 2". 29/162

"Para poder calcular la suma total hay que registrar el monto dia por dia".
"El valor diario es diferente para cada dia".

‘Cada dia obtengo el doble que el dia anterior". 4/162
"El valor diario es diferente para cada dia".

Total 33/162
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Este grupo de estudiantes resolvié la tarea con los calculos adecuados para

cada forma de pago. Por ejemplo, en la figura 8 se muestra la resolucion del
estudiante A32:20:1, quien multiplica los 100 pesos diarios por 30, que es la
cantidad de dias. Esta resolucién evidencia la presencia de los invariantes ope-
ratorios adecuados para esta forma de pago (ver tabla 3). Mientras que para la
forma de pago 1 calcula multiplicando recursivamente por dos, la cantidad de

dinero del dia anterior, treinta veces; y suma al final la cantidad de dinero diaria
para los treinta dias.
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Figura 8. Calculo exponencial de F1 y lineal de F2 por el estudiante A32:20:1.
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Este tipo de solucién la formularon 29 de los 33 estudiantes que resolvieron
la tarea adecuadamente. De ellas fue posible inferir los invariantes operatorios
de la primera fila de la tabla 9: “El pago de cada dia se obtiene multiplicando el
dia anterior por 2"; “Para poder calcular la suma total hay que registrar el mon-
to dia por dia”; “El valor diario es diferente para cada dia”. Mientras que en la
figura 9 se muestra una de las 4 soluciones de las que es posible inferir los 10
de la segunda fila: “Cada dia obtengo el doble que el dia anterior’; “El valor
diario es diferente para cada dia".
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Figura 9. Calculo exponencial de F1 y lineal de F2 por el estudiante A38:18:2.

Una diferencia importante entre los dos tipos de soluciones radica en el sistema
de registracion. Ya que, mientras para el primer grupo es importante registrar
para poder llegar a la solucion, para el segundo grupo, alcanza con darse cuen-
ta de que el siguiente valor se obtiene duplicando el anterior, y que el resultado
al final de los treinta dias sera grande, o al menos mas grande que los 3000
pesos considerados en la forma de pago 2. En ambos casos es posible inferir
que, de una u otra manera, los estudiantes llegan a la conclusion de que hay
un momento en que el aumento de la cantidad de dinero crece abruptamente.
Esto requiere contar con algun tipo germinal de invariante operatorio exponen-
cial. Asi, estas 33 soluciones muestran evidencias de la coexistencia de invariantes
operatorios lineales, no lineales y exponenciales.

6. DISCUSION

Los resultados del andlisis de las 162 respuestas, pertenecientes a estudiantes
de tres escuelas secundarias de adultos, muestran que en solo 23 de ellas se
encuentran indicios de algun tipo de invariante operatorio no lineal o exponen-
cial. Este numero es muy bajo si se tiene en cuenta que la situacion propuesta
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para generar numeéricamente la variacion exponencial, requiere realizar un cal-
culo de multiplicacion recursiva y registrar. Es decir, en términos de conceptua-
lizacion del campo exponencial es una situacion elemental, aunque en términos
culturales sea el producto de una extendida génesis conceptual. La contracara
de este magro resultado, es que en la mayoria de las soluciones (128/162) no
fue posible inferir invariantes operatorios exponenciales. Estas respuestas tam-
poco muestran estrategias para resolver la tarea mediante el calculo, registro y
ordenamiento de las cantidades diarias de cobros, aun cuando por ser una tarea
vinculada al célculo de dinero, forma parte del campo de experiencia de los
estudiantes adultos y seria esperable un desempeno mejor, que no ocurrio.

Si contamos la cantidad de soluciones exponenciales en cada uno de los tres
anos de la escuela de adultos (Primero, Sequndo y Tercero), los resultados muestran
que el ano de escolarizacion no afecta la frecuencia relativa de las soluciones
de los estudiantes (tabla 9). Esto es, no se advierte una mejora en la registracion
y el calculo, relacionada con el tiempo que los estudiantes estuvieron expuestos
a la escolarizacion.

Tabla 9. cantidad de respuestas exponenciales segun el afo que cursa.

_ . Cantidad de Frecuencia relativa de
Ano de la escuela Cantidad de . .
. - _ soluciones soluciones
secundaria de adultos | estudiantes por ano - - -
exponenciales | exponenciales por aio
primero 61 6 6 _ 01
61 ’
segundo 70 22 22 _
70 0,3
tercero 31 5 S5 _
31 0,2
Total 162 33

Esto permite discutir el papel de la escuela en las practicas de céalculo y regis-
tracion: ¢Por qué serd que los estudiantes no poseen dichas técnicas? ¢Esta
ausencia es imputable a ellos o es un problema didactico? Al parecer, el tipo de
situaciones que los estudiantes adultos enfrentan en la escuela no requiere la
escritura numérica ni algebraica ni una respuesta elaborada y no inmediata. Por
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otro lado, a los estudiantes adultos el calculo mental les resulta eficaz en la vida
cotidiana o bien no perciben su insuficiencia cuando tienen que decidir sobre
situaciones de comprar un bien en cuotas o tomar un préstamo. Por todo lo
expuesto, sin escritura matematica parece casi imposible que se conceptualice
el campo exponencial.

Sin embargo, dicha conceptualizacion no se agota con saber registrar para
desarrollar conceptos del campo exponencial, es decir es necesario que la ense-
nanza formule ciertas preguntas en situacion, por ejemplo: {cuanto cobrarfas si
abandonas el trabajo el dia 18 en la opcion 1y en la dos? O también équé
sucede si restas el dinero correspondiente a periodos consecutivos?

Por otra parte, si contamos la cantidad de respuestas exponenciales segun
un cierto rango etfario, los resultados muestran que la frecuencia relativa de las
soluciones exponenciales no se ve afectada (tabla 10), confirmando lo que se
viene discutiendo.

Tabla 10. cantidad de respuestas exponenciales segun la edad.

Cantidad de Cantidad de soluciones Fre;uencia relativa _de
Edad . : soluciones exponenciales
estudiantes exponenciales
por edad
18 - 25 afios 97 25 25 _
97 0,3
26 - 49 afios 55 6 6 _
55 0.2
50 - 67 afos 10 2 2 _
10 0.2
Total 162 33
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CONCLUSIONES

Respecto al objetivo de este trabajo que es identificar qué invariantes operato-
rios utilizan estudiantes adultos en la accién, al resolver tareas que requieren
de invariantes operatorios (I0) exponenciales: los resultados muestran que
solo 33 de los 162 estudiantes adultos dieron una respuesta de la cual se po-
dfan inferir los invariantes operatorios exponenciales necesarios para resolver
este problema. Este niumero representa solo el 20 por ciento del total. A su vez
esto ultimo es independiente del ano de escolarizacion y de la edad. Por otra
parte, el trabajo muestra que 128 estudiantes, de los 162, trataron el problema
con técnicas de las cuales se pueden inferir teoremas en acto lineales. Esto es,
ellos estan suponiendo que el aumento se da de una forma constante, como
seria por ejemplo, 2, 4, 6, §, 10, 12,.., etc; cuando en realidad el aumento tiene
una forma exponencial: 2, 4, 8, 16, 32, 64,.., etc. Esta cantidad de estudiantes,
128, representa el 80 por ciento de total. Es decir, el 80 por ciento de estos
adultos trato un problema que requiere invariantes operatorios exponenciales,
con invariantes operatorios inadecuados. Y dado que este porcentaje es el
resultado de llevar la misma tarea a 28 cursos de tres escuelas de ensenanza
secundaria para adultos, de una ciudad del centro de la provincia de Buenos
Aires, es posible inferir que la experiencia de vida, que uno puede vincular
a la edad, no los prepara mejor para resolver este tipo de variaciones. Aun
cuando la vida presenta algunas oportunidades para tratar con ellas (y que
ya citamos en la introduccion). Estos resultados, aunque modestos son pio-
neros es esta problematica, y permiten concluir que lo exponencial es una
variacion de dificil conceptualizacién que requiere mas que las situaciones
que presentan algunas experiencias de la vida. La conceptualizacion de lo
exponencial requiere de una ensefanza escolar especifica que en principio
permita comprender su variacion numérica.
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