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Summary

The Theory of Orthogonal Polynomials with respect to a positive measure (or weight
function) supported on finite or infinite intervals of the real line, that has become in an important
research area in Spain in the last decades, has as one direct application the approximate
calculation of integrals with respect to this measure. Indeed, it is very well known that the
construction of the so called Gaussian quadrature formulas, depends on the knowledge
of the zeros of the corresponding family of orthogonal polynomials or the eigenvalues of
the associated Jacobi matrices. Inspired in the Weierstrass theorem, such rules, with the
highest degree of algebraic precision, are based on the exact integration of polynomials
with the highest possible degree. Their importance and applicability in Approximation Theory
have motivated the construction of alternative rules in situations where the use of ordinary
polynomials is not appropriate, for example, when the integrand has singularities near the
interval of integration. Thus, the so called rational quadrature formulas appear, being the role
played by polynomials (rational functions with all the poles in the infinite) replaced by other
rational functions with prescribed poles. This therefore leads to the Theory of Orthogonal
Rational Functions, or alternatively, orthogonal polynomials with respect to varying measures.
All these arguments highlights the intimate relationship between the concepts “orthogonality”
and “quadrature”. Moreover, it has been proved also the interest of considering quadrature
formulas with some of the nodes fixed in advance. For example, because these points
correspond to points where some particular property should hold, or because we know some
special values of the integrand in those nodes. Most often these nodes are one or both of
the endpoints if the weighted integral is over a finite interval, or the endpoint if the interval
is half-infinite, resulting the classical Gauss-Radau or Gauss-Lobatto rules. However, it has
been also considered in recent years the situation when one or two nodes are fixed in
advance inside the interval of integration, and also possible the corresponding endpoints.
Two alternative approaches to this problem lead to the analysis of orthogonal polynomials
with respect to variable-signed measures or to quasi-orthogonal polynomials. Note that the
quadrature formulas mentioned here are quite different from Gauss-Kronrod formulas where
several nodes are added to the classical Gauss nodes. In those formulas the Gauss nodes
are fixed and the problem is to add free nodes in an optimal way so as to get best possible
degree of accuracy (“improved Gaussian quadrature”). Here, some nodes, usually different
from the Gauss nodes, are fixed, and all the remaining nodes are placed in an optimal way to
obtain a good quadrature formula, whenever it exists.

Since the publication of the famous book “Orthogonal Polynomials” of Gabor Szeg8 in
1939, the Theory of Orthogonal Polynomials on the Unit Circle has become an important
area of research in Applied Mathematics, with again a direct application in the approximate
calculation of weighted integrals on the unit circle. In this respect, W.B. Jones, O. Njastad and
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W.J. Thron introduced and characterized in 1989 the so called Szegd quadrature formulas,
whose nodes are obtained as the zeros of para-orthogonal polynomials or via the eigenvalues
of Hessenberg or CMV matrices, and where the exactness now is in subspaces of Laurent
polynomials with the highest possible dimension, inspired now in the fact that they are dense
in the space of the continuous functions defined on the unit circle, contrary in general to the
ordinary polynomials. Such rules, that can be alternatively seen as quadrature formulas for
periodic integrands with highest possible trigonometric degree of accuracy, have been studied
exhaustively by the research group “Aproximation Theory” in the Department of Mathematical
Analysis in La Laguna University. In analogy to the real situation, extensions to the rational
case and the problem of fixing nodes in advance in the quadrature rules have been also
analyzed.

It seems reasonable to think which results about the concepts “orthogonality” and
“quadrature formulas” for the real line can be passed to the unit circle, and vice versa. Some
results are already known. Indeed, if the measures on the finite interval [—1, 1] and the unit
circle are related by the Joukowsky transformation, then a connection between orthogonal
polynomials on [—1,1] and certain para-orthogonal polynomials was given by Szegd in the
mentioned book (not with the use of this terminology). Also a connection between Gauss-type
(Gauss, Gauss-Radau and Gauss-Lobatto) rules and certain symmetric Szeg6 quadrature
formulas was established by A. Bultheel, L. Daruis and P. Gonzalez Vera in 2001. But of
course, there are still many questions in Aproximation Theory about these topics that remains
to be connected from finite or infinite intervals of the real line to the unit circle, and vice versa.
And this is the starting point of this Doctoral Dissertation, structured in four chapters and an
appendix on some problems that remain open during it development.

The first chapter is devoted to introduce the basics and the preliminary results on
orthogonality and quadrature formulas, needed for the rest. Starting from the construction
of orthogonal polynomials with respect to a measure supported on a compact set of the
complex plane, and recalling the well known result of Féjer about the location of its zeros, it is
particularized then the most discussed cases in the literature: the real line and the unit circle.
Concerning the real line, interpolatory and Gauss-type quadrature formulas are revised, and
their computation detailed. Error bounds for the quadrature rules are also deduced in terms of
the corresponding errors of the Padé and Padé-type approximants in the infinity to the Cauchy
transform of the measure. For the unit circle case, Szegd and para-orthogonal polynomials
along with interpolatory and Szegé quadrature formulas are introduced. Szegé-Radau and
Szegd-Lobatto rules are also analyzed and some convergence results and error bounds are
established, in particular, an error bound in terms of the corresponding errors of two point
Padé and modified Padé approximants to the Herglotz-Riesz transform of the measure. The
chapter in concluded by considering the Joukowksy transformation, that maps the open unit
disk to the extended complex plane with the interval [—1, 1] deleted, and the unit circle to the
interval [—1, 1]. This transform is used to connect orthogonal polynomials on the interval and
on the unit circle, Gauss-type quadrature formulas with certain symmetric Szeg6 rules and the
corresponding Cauchy and Herglotz-Riesz transforms.

The second chapter is about interpolation and approximation questions connected
between finite intervals of the real line (namely [—1,1]) and the unit circle. In the first part,
the Lo convergence with respect to a positive measure in [-1,1] of certain sequences of
interpolating polynomials to a function by taking some special elections of the nodes is studied.
The technique used here is again to pass to the unit circle by the Joukowsky transformation,
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and as a result, an extension of the Erdds-Turan Interpolation theorem based on certain
Gauss-type nodes is proved. We continue by considering product integration rules on [-
1,1] related to a measure that can take now complex values. A complete connection to the
product integration rules on the unit circle associated with the complex measure transformed
by the Joukowsky transformation is given. An analysis of the convergence for certain particular
elections of the nodes is obtained, presenting a more simpler proof of a result due to I.H. Sloan
and W.E. Smith (1982), extended now to the Gauss-type nodes. Furthermore, error bounds for
the considered product integration rules are proved and several illustrative numerical examples
are carried out. Next, we study certain rational approximants to the Cauchy and Herglotz-Riesz
transforms of two measures on the interval [—1, 1] and on the unit circle, respectively, related
by the Joukowsky transformation. As an application, estimations of the Chebyshev weight
function of the first kind, the natural logarithm, the inverse of the tangent and some exponential
integrals are numerically tested. This chapter concludes with the study of new alternative
approach to the construction of Gauss-type quadrature formulas with a node prescribed inside
the interval of integration (and also possibly the endpoints of the interval), by passing to the
unit circle and considering symmetric Szeg6-Lobatto quadrature formulas. An algorithm based
on the LU decomposition of a certain modified Jacobi matrix for the computation of these rules
is presented, by connecting the corresponding entries of the Jacobi matrix with the associated
Verblunsky coefficients, and some numerical experiments involving rational modifications of
the Chebyshev weight function of the first kind are carried out.

The third chapter is dedicated to connect the unit circle with unbounded intervals of the
real line, so the Joukowsky transformation will not be used here. We start by considering
quadrature formulas for the Hermite weight function (on the real line) associated with
the Rogers-Szegd weight funtion (on the unit circle), with the aim to approximate certain
integrals over the real line for the Hermite weight and a periodic function in the integrand.
Thus, a complete characterization of the corresponding Szegd quadrature formulas is given.
Interpolatory type rules with nodes the roots of a complex number of modulus one are also
studied, and an efficient procedure for their computation based on the Fast Fourier Transform
algorithm is presented. Error bounds for the quadrature rules are obtained, some numerical
examples are illustrated and also the limit cases are analyzed, giving rise on the unit circle
by one hand to the Lebesgue measure and by other hand to a mass point located at z = 1.
These results are nextly generalized for other weight functions different from the Hermite one,
under certain conditions on integrability, but by using the same techniques. Some examples
and applications including numerical experiments are considered: the Weierstrass operator,
the Poisson kernel and some strong Stieltjes distributions. We continue by considering an
application of these results in the computation of the Fourrier transform under the presence of
nearby polar singularities; some illustrative numerical experiments are carried out. Finally, the
problem to estimate weighted integrals over the real line for a function that is not necessarily
periodic in the integrand is studied. In this respect, a new transformation connecting the
real line and the unit circle is considered: the Cayley transform. The transformed Szegd
quadrature formulas are also characterized, where now the exactness is imposed in certain
spaces of rational funcions with poles in z = 44, giving thus a motivation for the next
chapter. A connection between the orthogonal polynomials on the interval and the orthogonal
rational functions transformed on the unit circle is established, and some numerical illustrative
examples presented.

Xi
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The last chapter considers orthogonal rational functions and rational quadrature formulas.
A complete connection between rational Gauss type quadrature formulas and rational
symmetric Szegd-type rules is first established, presenting an extension to the rational case
of the results by A. Bultheel, L. Daruis and P. Gonzéalez-Vera (2001). Here, the connection by
the Joukowsky transformation needs the study of rational para-orthogonal functions, and it is
proved here that an appropriate election of the last pole is crucial to determine the existence
of such rules. Several illustrative numerical examples are presented to illustrate this. Next, an
extension to the rational case of the characterization of rational Gaussian quadrature formulas
with a prescribed node inside the interval of integration is investigated in connection via the
Joukowsky transformation with certain symmetric rational Szegé-Lobatto quadrature formulas.
As a consequence, convergence results for those rules are obtained and some illustrative
numerical examples carried out.

As already said, this Doctoral Dissertation has an appendix where some problems that
remain open during it development are proposed for further research.
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Capitulo

Ortogonalidad y cuadratura

En este capitulo presentaremos las herramientas basicas que usaremos a lo largo de
la Memoria. Comenzaremos estudiando algunos resultados generales sobre ortogonalidad.
A continuacién mostraremos los principales resultados conocidos sobre ortogonalidad y
formulas de cuadratura en la recta real y la circunferencia unidad. En la Ultima seccion
analizaremos las relaciones existentes entre la entre la recta real y la circunferencia unidad,
desde las perspectivas estudiadas en las secciones anteriores.

1.1. Introduccion

Consideremos una medida o de Borel positiva en el plano complejo. En el espacio de
Hilbert Lg, de las funciones medibles f para las cuales [ |f(z)[>do(z) < oo, podemos definir
el producto interior

/f g(2)do(z), f,g€ LS.

Supongamos que {fk}k;:o es un sistema linealmente independiente de funciones en
L3. Frecuentemente es conveniente transformar este sistema en otro {h;};2, también
linealmente independiente de manera que h, sea una combinacion lineal de las n + 1
funciones fy, ..., f, y ademas,

(hnyhim)o = /hn(z)hm(z)da(z) =0, n#m.

Diremos que este nuevo sistema de funciones {h};°, es ortogonal con respecto a o. Si
ademas

th ||5 hnah /|h | dU =1, n>0,

diremos que el es ortonormal. Una expresion explicita para tales funciones ortogonales se
obtiene en términos la matriz de Gram asociada a { f};2,

(fo, fo)o  (f1,fo)o - (fnsfo)o

(fo: f1)o (fisf1)oe o (fasf1)o
G” = : : .
<f07fn>a <f17fn>a <fn7fn>0’

1



Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

Es bien sabido que la matriz de Gram es Hermitiana y definida positiva. Si denotamos su
determinante de orden n por A, se tiene que

A, :=det(Gy) >0, n=0,1,...

es inmediato comprobar (véase por ejemplo [117, pag. 6]) que las funciones ortonormales
admiten la siguiente expresién determinantal

<f07f0>a <f17f0>a <fn7f0>0
) (fo, f1)o (fi,fi)e o (fnrf1)o
hn(Z):ﬁ : : : ,n >0 (1.1)
nend <f0afn71>0' <f1’fn71>0' <fn’fn71>0'
fo(z) A )
donde A_; :=1.

Si suponemos que el espacio vectorial de los polinomios esta en L3 y consideramos de
partida la base canénica 1, z, 22, 23, ..., se obtiene un sistema de polinomios ortonormales
con respecto a la medida o, que es Unico si imponemos que sus coeficientes directores
sean positivo, concretamnete, si denotamos por P := C|[z] el espacio vectorial complejo
de polinomios en la variable z con coeficientes complejos, por P,, = span{1,z,...,2"} el

subespacio vectorial complejo de polinomios de grado menor o igual que n y por 6, ., la
funcién delta de Kronecker, definida mediante

5n,m:{0 sin #m, (1.2)

1 sin=m,

al realizar el proceso de ortogonalizacién tendremos una sucesién de polinomios {H,,}22,
verificando

1. Hp(z) = kp2" + -+ con ky, > 0 para todo n > 0,

2.

H,(2)Hp(2)do(z) = 6pm, n,m > 0.

Se sigue ademas de (1.1) que k,, = A&:l para todo n > 0, siendo el n-ésimo polinomio

ortogonal ménico h,(z) := H,’;ff), con || hn [lo= =.

Kn
El Teorema Fundamental de Algebra establece que un polinomio de grado n tiene n
ceros, contando multiplicidades, ahora bien cuando trabajamos con polinomios ortogonales
podemos obtener informacién sobre la localizacion de éstos. En efecto, consideremos el
soporte de la medida o, definido por

supp(o) :={2 € C:0(D,¢) >0, Ve> 0},

donde D, . es el disco abierto con centro z y radio € (puede comprobarse faciimente que se
trata de un conjunto cerrado). Un conjunto A C C se dice que es convexo si dados dos puntos

2



1.2. Larecta real

x,y € A, el segmento que los une esta en A. Denotemos por C'o(A) a la envolvente convexa
de A, es decir, al menor conjunto convexo que lo contiene:

Co(A)= () G
GACGC(C

Entonces se tiene el siguiente resultado (véase [45, pags. 65-66]):

Teorema 1.1.1 (Féjer) Si h, es el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a o, entonces
sus ceros se encuentran en Co (supp(o)). Es mds, si Co(supp(c)) no es un segmento,
entonces los ceros de h,, estan en su interior.

Resuelto el problema matematico de la construccion de los polinomios ortonormales con
respecto a la medida o, asi como la localizacién de sus ceros en un contexto general, resta
abordar el problema desde un punto de vista numérico con el fin de dar respuestas eficientes
en aquellas situaciones que surgen en las aplicaciones. En general, hay dos situaciones
que han despertado un mayor interés; por un lado, intervalos acotados y no acotados de
la recta real y por otro la circunferencia unidad T := {z € C : |z| = 1}, siendo estas las
Unicas situaciones que consideraremos en la Memoria. En las dos proximas subsecciones
presentamos algunos de los resultados mas relevantes de cada una de ellas.

1.2. Larecta real

Sea p una medida de Borel positiva sobre [a, b], donde —co < a < b < 400, tal que sus
momentos )
cp = <1,xk> = / :de,u(ac), k=0,1,2,... (1.3)
"

a

existen y son facilmente computables (P C L%), y consideremos el producto interior inducido

b
(fr9), = / F@)g(@)du(z), f.g€ L, (1.4)

que sigue siendo Hermitiano dado que en esta situacion solo vamos a considerar funciones
reales.

Si escogemos como base de partida de P la base canédnica, la matriz de Gram
esta definida exclusivamente por los momentos. Sus determinantes reciben el nombre de
determinantes de Hankel.

CO ... Cn
Ap=| 1 . >0, n>0 A_j:=1, (1.5)
Cn, Con,

como sabemos nos permiten obtener una expresién determinantal para la familia de
polinomios ortogonales ménicos {p, },>, con respecto a la medida s:

co cl e Cn,
1 :
po(z) =1, pu(x) = A : . . , n>0. (1.6)
n— n—1 n 2n
1 T "




Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

Los siguientes resultados clasicos recogen propiedades cruciales en la Teoria de
Polinomios Ortogonales sobre intervalos del eje real. Las demostraciones pueden verse, por
ejemplo, en [40, pags. 18-28], [48, pags. 28-31] 6 [86, pags. 18-23] (véase también [118]).

Teorema 1.2.1 (Ceros) Paratodon > 1, los n ceros de p,, son reales, distintos y contenidos
en el intervalo abierto (a,b).

Teorema 1.2.2 (Ley de recurrencia) La familia {P,}:°, de polinomios ortonormales con
respecto a la medida p puede ser computada mediante la siguiente ley de recurrencia de
tres términos:

1
rPy () = any1Pat1(®) + by Po(z) + anPr1(x), n >0, Py(r) = —=, P-1(v) =0,
NG
a, = (an_l,Pn>”, (1.7)
b, = (zP,, P”>u'

La correspondiente relacién de recurrencia para la familia {p,}>2, de polinomios ménicos
viene dada para, n > 0, por

Prti1(z) = (& — by)pn(z) — aipn_l(w), po(x) =1, p_1(z) =0. (1.8)

Teorema 1.2.3 (Entrelazamiento de ceros) Si {x§”> i, denota los ceros de P,, entonces

xl("H) < xz(”) < Y

i1 sparai=1,....n,n>1

Consideraremos ahora la integral

b
Mﬁ:/fmww. (1.9)

En el caso de que nuestra medida sea absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue, escribiremos con cierto abuso de notacion du(x) = u(z)dz, donde p es ahora
una funcién peso en |a, b], es decir, ;(z) > 0 en casi todo punto de [a, b], en esta situacién
nuestra integral (1.9) admite la expresioén

b
KMﬁ:/fmmmm

En ocasiones, el calculo exacto de esta tipo de integrales es imposible y en otras
muy laborioso. La integracion numérica es el procedimiento constructivo que nos permite
obtener un valor numérico aproximado de una integral, dando lugar a expresiones
computacionalmente viables. Una de las estrategias mas usuales y de gran sencillez
conceptual esta basada en las denominadas férmulas de cuadratura, en las que una integral
es aproximada por una combinacion lineal de valores del integrando. Uno de los objetivos
fundamentales de esta Memoria es el estudio de tales métodos.
Una férmula de cuadratura con n nodos para p en [a, b] es toda expresion de la forma,

T = In(f) =D N f (@), @) # wpsij # k{a; Yy C [a,b]". (1.10)
j=1

"Para simplificar la notacién no indicaremos 4, siempre que, como en este caso, no genere confusion sobre la
medida que estemos considerando.
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Los nodos {xz;}7_, y los pesos {A;}7_, los elegiremos de forma que J,(f) proporcione
una buena aproximacion de la integral J,(f). Nétese que los nodos y pesos dependen de n,
aunque no se haya indicado explicitamente?. Atendiendo a sus exigencias de construccion,
respetando el espiritu de aproximacién numérica, la localizacion y el entrelazamiento de los
ceros de los polinomios ortogonales hacen que estos sean una elecciéon, que como veremos,
es Optima en algun sentido.

Cuando el intervalo [a, b] es acotado, el Teorema de Weierstrass nos garantiza la densidad
de los polinomios en el espacio de las funciones continuas en [a, b], argumento que justifica
elegir los nodos {z;}7_, y los pesos {\;}}_, de manera que .J,(P) = J,(P) para todo
polinomio P de grado a lo sumo N = N(n) lo mas grande posible. En este sentido,
introduciremos el siguiente concepto

Definicién 1.2.4 Diremos que la férmula de cuadratura J,,(f) tiene grado de precision o de
exactitud d si integra exactamente a P4, es decir, J,(P) = J,(P), VP € P,. Diremos que es
maximo si existe P € P,y tal que J,,(P) # Jn(P).

Un primer resultado es el siguiente (véase [48, Seccién 2.5])

Teorema 1.2.5 Dados n nodos distintos en [a,b], existen pesos {\;}7_, determinados de
forma dnica tales que J,,(f) dada por (1.10) es exacta al menos en IP,,_1, es decir, su grado
de precision es mayor o igual an — 1.

Dado un conjunto de n nodos distintos {z;}}_,, sea L,(f,z) el unico polinomio, de grado
alo sumo n — 1, que interpola a f en estos. Usando la férmula de interpolacién de Lagrange
(véase [48, pags. 24-25])

Lo(f,2) =Y (@) f(x)), 1 € Puoy, Liax) = 6,
j=1

se tiene que

n

Tu(Ln) =Y ) f(ag) =D Aif (25) = Ju(f),
j=1 j=1

con\; =J,(l;),7=1,...,n.

Es facil comprobar haciendo uso de la expresién del error en la interpolacién que esta
férmula de cuadratura es exacta en IP,_;. A esta féormula de cuadratura con n nodos
arbitrarios, distintos en [a, b], donde los pesos se expresan en términos de los polinomios
fundamentales de Lagrange, se le denomina de tipo interpolatorio. Las férmulas de tipo
interpolatorio tiene por tanto grado de precisiéon al menos n — 1.

Todo proceso numérico que se precie debe tener a su disposicion alguna expresién del
error. Si profundizamos un poco mas en la teoria de interpolacién, sabemos que, si f es lo
suficientemente regular, entonces

FM(0(2)

n!

f(z)—Ly(f,z)= wp(x), 0(x) € (a,b), x € |a,b],

2En el caso de que esto fuera necesario, emplearemos la siguiente notacion, al igual que en el Teorema 1.2.3:
{x;")};l:l y {A;")}?:l, respectivamente.
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siendo wy,(z) = [[}_,(z — ;) el polinomio nodal. Se sigue que

1 b
Rolf) = () = Iu(5) = o5 [ 1 0@)n(w)dn(a).

Si denotamos por M,, := max e[,y |/ (2)] se tiene que

R, |<—/|wn )ldu(e

podemos observar que con el fin de garantizar buenas estimaciones, la distribucion de los
nodos debe dar lugar a que |w,(z)| tenga una magnitud lo mas pequefia posible, o bien,
donde sea grande resulte un lugar pequefio para la medida .

Por otro lado, otra cualidad que debe tener el método numérico es mantener controlado
los errores iniciales, es decir, los errores que pudieran cometerse al evaluar el integrando en
los nodos. Nos interesa que no se magnifiquen, que sean estables. En definitiva, una férmula
de cuadratura es estable si existe una constante positiva M (independiente de n) tal que

n

oIl <M.

j=1

Finalmente, con el fin de presentar todos los elementos del proceso numérico, se debe
culminar con una respuesta a la siguiente cuestion de convergencia: dada una tabla triangular
de nodos

¢cual es la clase de funciones § mas amplia tal que

n b
T 5,1 = tin SN ) = [ fa)duta) = 200, £ €37
=1 @

Para el caso de una sucesion de férmulas de tipo interpolatorio estos dos Ultimos
conceptos estan intimamente relacionados (véase [86, pags. 264-265])
Teorema 1.2.6 Sea J,(f) =3>_7_; )\g.”) f(z (”)) una sucesion de férmulas de tipo interpolato-
rio para jv en [a,b], —oo < a < b < o0, entonces

1im Jo(f) = Ju(f), Vf €Cla,b] < 3M >0: > |\ <M, vn> 0.

n—oo
j=1

Por tanto, otro aspecto a tener en cuenta en una sucesion de férmulas de cuadratura
interpolatorias es la positividad de los pesos, ya que en este caso la estabilidad queda

asegurada:
n n b
SO=3 = / dp(x) = co = M.
j=1 j=1 a
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Por ello, una linea de trabajo es tratar de construir formulas de cuadratura de tipo
interpolatorio cuyos pesos sean positivos para que tanto la estabilidad como la convergencia
queden garantizadas. Es mas, su grado de precisién nos proporciona informaciéon sobre la
positividad de sus pesos. Como nos ilustra el siguiente resultado, véase [106].

Proposicion 1.2.7 Si J,,(f) es una férmula de cuadratura para 1. con grado de exactitud d,
entonces al menos E [%] + 1 pesos son positivos, donde E|[x| denota la parte entera de .

Por ello, seria muy util disponer de alguna estrategia que nos permita aumentar el grado de
precisién de las formulas de cuadratura de tipo interpolatorio. Sabemos de antemano que el
maximo grado de precision de una férmula de cuadratura con n nodos es 2n — 1, ya que si
admitimos que es 2n llegariamos a un absurdo, 0 = J,,(w2) = J,,(w2) > 0.

Dado que no hemos puesto condiciones sobre los nodos, parece natural plantearse si
con alguna eleccion particular de éstos se puede incrementar el grado de exactitud. En este
sentido, el procedimiento nos lo proporcionara el siguiente resultado (véase [48])

Teorema 1.2.8 (Jacobi) Una férmula de cuadratura J,(f) = > i1 A f(z;) para p en [a,b]
esexactaenP, ., 0 <k <n—1, siysolo si,

1. J.(f) es de tipo interpolatorio.

2. El polinomio nodal wy,(z) = [[}_, (x — x;) cumple

b
/ " wp(x)dp(x) =0, r=0,1,... k. (1.11)

Obseérvese que cuando k = n—1 se obtiene la formula de cuadratura de tipo interpolatorio
de maximo grado de precision, que tiene por nodos los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal
y CUy0S pesos son, como veremos, positivos. Estas férmulas son conocidas como formulas
Gaussianas

Definicion 1.2.9 A partir de (1.11) surge el concepto de polinomio cuasi-ortogonal. Se dice
que un polinomio w,, de grado n > | es cuasi-ortogonal de orden [ en [a,b] con respecto a
(véanse por ejemplo [12, 41, 57]), si

b ,
: —0sir=0,...,n—1—1,
/ an(:c)du(:c){ #0sir=n—1

es decir cuando le faltan | condiciones de ortogonalidad.

Las férmulas Gaussianas quedan caracterizadas en el siguiente (véase por ejemplo [117,
pag. 20])

Teorema 1.2.10 Sea {F.}}2, la sucesién de polinomios ortonormales con respeto a .
Entonces J,(f) dada por (1.10) coincide con la n-ésima férmula de cuadratura Gaussiana
para i, si y solo si,

1. Los nodos {z;}'_, son los ceros de P, ().

7
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2. Los pesos vienen dados paraj =1,...,n por

1
)\j = n—1 2
k=0 [ Pr(;)]

La bondad de las formulas Gaussianas no queda aqui, sus nodos y pesos pueden ser
computados eficientemente mediante un problema de autovalores con respecto a ciertas
matrices tri-diagonales asociadas con p, conocidas como matrices de Jacobi. En efecto, sea
J la matriz infinita definida por

> 0.

bo aq 0 0
aq b1 a9 0
J = 0 a9 bg as

0 0 as b3

donde {a}32,, {br}72, vienen dados por el Teorema 1.2.2. Sea 7, la truncacién de orden
n de la matriz de Jacobi:

bop a1 O 0
ap b1 ag
TIn = 0 as by . 0 . (1.12)
R . ap_1
0 ... 0 ap-1 bp_1

Entonces, se tiene que los autovalores de 7, coinciden con los nodos {xj}?zl de la formula
Gaussiana J,,(f) y el cuadrado de la primera componente del autovector unitario asociado al
autovalor x; proporciona el correspondiente peso A;, para j = 1,...,n (véase por ejemplo,
[71]).

Existen situaciones practicas donde es util disponer de la capacidad de fijar nodos de
antemano motivada por alguna propiedad que satisface la funcién f, o simplemente por que
se conoce con bastante precision el valor de la funcién f en determinados puntos, obviamente
las férmulas Gaussianas no son una alternativa. De hecho, una aplicacién puede verse en
[72], en el contexto de la construccion de métodos Runge-Kutta implicitos para la solucion
numérica de problemas Stiff y ecuaciones diferenciales algebraicas, donde se estudia una
férmula de cuadratura para la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1], con pesos positivos,
maximo dominio de validez y con tres nodos fijos, siendo dos de ellos los extremos y uno
situado en el interior.

Cuando se fijan uno o dos nodos en los extremos del intervalo es relativamente simple,
dado que el resto de nodos se obtienen mediante la construccion de una férmula Gaussiana
con respecto a una medida modificada que vuelve a ser positiva. Por ejemplo, si fijamos
x = a (Gauss-Radau), entonces los n — 1 nodos restantes son los ceros del (n — 1)-ésimo
polinomio ortogonal con respecto a la medida (x — a)du(z). De manera similar, si z = b
consideraremos (b — z)du(zx). En el caso que se fijen los dos extremos (Gauss-Lobatto), los
n — 2 nodos restantes son los ceros del (n — 2)-ésimo polinomio ortogonal con respecto a la
medida (z — a)(b — z)du(x).
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Sin embargo, la situacién se complica si algiin nodo prefijado se encuentra en el interior
del intervalo. Las féormulas de cuadratura podrian no existir, y aun en el caso de que existan
tener pesos negativos o incluso que algunos nodos no se localicen en el interior del intervalo.
Estas formulas de cuadratura, estudiadas en [12], tratan de dar una respuesta practica
alternativa a la proporcionada por las formulas de Gauss-Kronrod para las cuales el criterio
para fijar los nodos los dicta la propia medida p (véase [85]).

Definicion 1.2.11 Llamaremos formulas de tipo-Gauss al conjunto de férmulas de Gauss,
Gauss-Radau y Gauss-Lobatto, ya que integran el mayor subespacio posible.

Para un analisis similar al de las férmulas tipo-Gauss con nodos prefijados en el interior
del intervalo considerando modificaciones particulares de funciones peso con signo, véase
[93].

Con el fin de obtener resultados que sean validos de manera conjunta para cualquier
formula de cuadratura de tipo-Gauss, introduciremos en la notacién® dos indices r, s € {0, 1}.
Muestra de ello es el siguiente resultado que proporciona una caracterizacion compacta de
las formulas de tipo-Gauss.

Teorema 1.2.12 Sea la integral J,(f) dada por (1.9) en [-1,1] y r,s € {0,1}. Denotamos
por J;°(f) ala siguiente formula de cuadratura con n nodos:

n—r—s

TPS(f) = sAD (=) + Y0 N F@D) + A (),
j=1
Entonces, se tiene que J;,*(P) = J,(P), paratodo P € Py,_1_,_, Si y solo si,

1. Jy°(P) = J,(P), para todo P € P,_; (tipo interpolatorio).

2. Los nodos {x;’s ;‘:—{ ~% son los ceros de un polinomio ortogonal de grado n — r — s con
respecto a la medida dy, s(x) = (1 — )" (14 z)%du(x), z € [—1, 1]. Ademas, los pesos
AP XDy )\;’5, j=1,...,n—1r — s son positivos, y se cumple que

\7,s
Aj

(= (1 + a5

)\;78: j:1,...,n—7“—$,

donde {5\5’5 ?;{ ~% son los pesos de la formula de cuadratura Gaussiana con respecto a la
medida p, 5. El resto de pesos \* y \° se calcularan imponiendo que la formula integre
exactamente a {1, rsz}.

Obsérvese que
1. Cuando r + s =0, JS’O es la n-ésima férmula Gaussiana.
1 1 L .
2. Cuandor+s=1, Jn’o y Jg’ son las n-ésimas formulas de Gauss-Radau.

3. Cuandor +s =2, J}L’l es la n-ésima férmula de Gauss-Lobatto.

3Esta notacién ha sido empleada anteriormente en [98].
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Sefialar que en este tipo de formulas de cuadratura se sigue dando el entrelazamiento de
ceros, propiedad fundamental para reproducir el concepto de suma de Riemann.

Veamos a continuacién cémo las férmulas de cuadratura de Gauss-Radau y Gauss-
Lobatto pueden ser también computadas eficientemente mediante un problema de autova-
lores. En efecto, sea J la matriz de Jacobi asociada a p, consideremos la transformacion de
Darboux dji(xz) = (z — 8)du(x), con § € R tal que P,(8) # 0 paran > 1y denotemos por
J la matriz ménica de Jacobi (la que procede de la ley de recurrencia para los polinomios
monicos) asociada a fi. Se demuestra que (véase [10, Proposicion 3.6.])

J =UL + I, (1.13)

donde I es la matriz unidad y J — 81 = LU (descomposicion que siempre existe al imponer
P,(8) # 0, n > 1). Es decir, una vez conocida la descomposiciéon LU de la matriz J — 51,
(1.13) nos proporciona la matriz de Jacobi J asociada a I

Al considerar las truncaciones de la matriz de Jacobi, podemos hacer uso de la técnica
propuesta por Gautschi y Golub (véanse [61, 62, 64, 65, 70]). Si 8 € {—1,1} y deseamos
que B sea nodo de la cuadratura, deberemos modificar el ultimo parametro b,,_; en (1.12)
por bn 1y exigir que el correspondiente Pn =P, — bn 1P, _1 tenga un cero en [. Esto se
consigue haciendo b1 = P,(8)/P,—1(58). Cambiando b,,_1 por b,,_1 +b,,_1 obtenemos una
matriz de Jacobi modificada 7, que nos proporcionara los nodos y pesos de la formula de
Gauss-Radau mediante un problema de autovalores, como en el caso Gaussiano.

De igual manera, para el caso de las formulas de Gauss-Lobatto, tomamos B, =
P, — by_1Py_1 — an_1P,_o exigiendo que a,_1 y b,_1 cumplan B,_ 1(£1) = 0. Esto se
consigue resolviendo el sistema

Cnith it ) ()= (%)

(se comprueba facilmente que la matriz del sistema es no singular). Modificando la matriz de
Jacobi 7, en (1.12) reemplazando (b,,—1, a,,—1) por (bn,1+l§n,1, ap—1+a,—1) obtenemos una
nueva matriz J,, que nos proporcionara los nodos y pesos de la formula de Gauss-Lobatto a
través de un problema de autovalores, a semejanza del caso Gaussiano. Esta técnica ha sido
generalizada en [12, Seccién 3] cuando 3 € [—1,1].

Para concluir esta seccion, recordemos que la transformada de Cauchy de una medida
v soportada en un compacto K del plano complejo ampliado C := C U {oco} (esfera de

Riemann) viene dada por
dp(t)
Fu(z):= / —,
K < t

que es una funcién analitica en C\ K. En el caso de que K = [a,b] (—co < a < b < +0), a
F,, se le suele llamar funcién de Markov y en especial, cuando [a, b] = [0, 00) se le denomina
funcién de Stieltjes o de Markov-Stieltjes (véase por ejemplo [6, 116]). Nos centraremos en el
caso K = [—1, 1], concretamente

b du(t)
Fu() = /_1 2, (1.14)

para |z| > 1 es facil comprobar que,
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donde los coeficientes ¢, son los momentos definidos en (1.3). Nuestro propédsito es
aproximar F),, por medio de ciertas funciones racionales del tipo F,(z) = Qn-1(2)

Pp(z)
(deg(@,—1) < deg(P,)) y con polos en [—1, 1], tal que

con N = N(n) tan grande como sea posible.

Inicialmente abordamos el caso @,-1 € P,_1, P, € P, y N(n) = 2n — 1. Es facil
comprobar que P, es precisamente el n-ésimo polinomio ortogonal con respecto a u y que
Qn—1 es el (n — 1)-ésimo polinomio de segunda especie, que viene dado explicitamente por

1 ) —
Qn-1() =/_1L_f”(t)du(t).

X

Del Teorema 1.2.1, sabemos que P, tiene sus n ceros simples y distintos {z;}"_; C
(—1,1). Al realizar la descomposicioén en fracciones simples

n A e )
Fn(x):z Ajzw j=1,....n,

T — T Py (x;)

nos permite definir el funcional

Tn(f) = Ajf(=)),
j=1

se comprueba que J,(P) = J,(P), VP € Py, 1, es decir, recuperamos las férmulas
Gaussianas.
En general, sea una férmula de cuadratura

Jn(f) = ZAjf(‘Tj)’ Lj 7& Ty Si g 7& k, {-Tj}?zl C (_1’ 1)’ (1.15)

j=1

sea P,(z) = [[_,(x — ;) su polinomio nodal, y definamos
J

j=1
N & A O
Fn(x):‘]n (x—t) :Zx—Jx]’ - Pn(lé))

=1

donde @,,_1 € P,,_1. Entonces es facil probar:

Proposiciéon 1.2.13 Bajo las condiciones anteriores,
1
Fu(z) = Fp(z) = O (W) & Jn(f) = Ju(f), Vf € Py.
Cuando N = 2n — 1, la correspondiente funcion racional F},, que cumple El(x) :=

Fu(z) — F(x) =0 (Wlﬂ) , s un aproximante de Padé a F),(x) en el infinito, que se suele
denotar por Fy,(z) = [n — 1/n]p ().

11
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Cuando N = n — 1, la funcion racional F,, que resulta verifica E};(z) = O (=7 , €s
un aproximante de tipo-Padé a I, en el infinito, con polos en {xj}}?‘zl, suele denotarse por
(véase [9]) Fi(x) = (n — 1/n)FH (z).

Los casos intermedios n — 1 < N < 2n — 1 dan lugar a los denominados aproximantes
tipo Padé de orden superior (término introducido por C. Brezinski en [9]). Sin embargo, en
esta seccion nos centraremos solamente en los casos N =n — 1y N = 2n — 1. Para estas
dos situaciones se conocen las siguientes expresiones del error:

e N =n—1(véase [9]):

1 N0
El(z) = Pe) ), 7— td,u(t). (1.16)
e N =2n — 1 (véase [5]):
1 L P2(t)
EF(x) = P2y ).z _tdu(t). (1.17)

Finalmente, si suponemos que f es una funcién analitica en un dominio G D [-1,1]yI' = 0G
(frontera de () es una curva rectificable, es facil obtener a partir de la féormula integral de
Cauchy y del Teorema de Fubini la expresion

RAS) = I0) = Tl = 55 [ (Fue) = Fue)f () = 5= [ Bz (119

Es decir, que cuando el integrando es analitico el error en la formula de cuadratura (1.15)
esta esencialmente controlado por el correspondiente error de los aproximantes racionales a
la transformada de Cauchy de la correspondiente medida. Concretamente

[RACH)| < M(T)max | (2) i | BA(2),

donde M (') = o= [ |dz].

™

1.3. La circunferencia unidad
En esta seccién abordaremos otra situacién de relevante interés, la circunferencia unidad
T. Muchos de los resultados tiene su contrapartida en el caso real. Sin embargo, otros

requieren técnicas especificas.
Sea i una medida sobre T, y consideremos el producto interior inducido:

. 0)a = / F()g@diz), f.g € LET). (1.19)

Definimos el k-ésimo momento trigonométrico como el nUumero complejo

- <1’Zk>ﬁ — / e 0 di(9), k € Z, (1.20)

12



1.3. La circunferencia unidad

supondremos que pueden ser facilmente computados. La sucesion de momentos trigonomé-
tricos nos permite definir la familia de determinantes de Toeplitz (analogos a los determinantes
de Hankel en el caso real)

Ho H1 H2 Hn
1 Mo 21 Hn—1

An — | p—2 H—1 [0 Hn—2 ,n > 0’ A—l =1 (121)
Pen  fent1l  H—pnt2 Ho

Observar que la sucesion de momentos {u, }>2 . es Hermitiana, es decir, u,, = fi_,, para
todo n > 0.

Szegd estudi6 en [113, Capitulo 11] los polinomios ortogonales en este contex-
to.Aplicando el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a los monomios 1, z, 22, 23, ...
obtenemos una base {p, }>2, formada por polinomios (moénicos) verificando

1. pp(z) =2"+---+ 0, € P,\IP,_1 paratodo n > 0,
2. py, es ortogonal a span{1, z, ..., 2"~} con respecto al producto interior (1.19).

A la familia de polinomios ménicos ortogonales en T con respecto a /i se le conoce como la
familia de polinomios de Szegd, y a la sucesion de sus términos independientes {0, }>2 la
familia de coeficientes de Verblunsky*. Como veremos préximamente, la siguiente definicion
jugara un papel fundamental en la teoria de polinomios de Szegd: dado un polinomio
p(2) = apz"+- - -+ag € P,\PP,,_1, definimos el polinomio reciproco segin p*(z) := z"p(1/z),
es decir, p*(z) = apz" + -+ + a, € P,,.

De (1.1) se deducen las siguientes expresiones determinantales para los polinomios de
Szegd y sus reciprocos en términos de los momentos trigonométricos:

Ho H—1 H—n
1 H1 Ho H—n+1
po(z) =1, pul2) = % : : : , n>1 (1.22)
n—1
Hn—1 Hn—2 H—1
1 z 2"
y
H0 M1 Hn
1 H—1 Ho Hn—1
Po(z) =1, pnlz) = 3 : : o, n>1, (1.28)
n—1
H—n+1 H—ni2 H1
2" 21 1

con A,, dado por (1.21). Como consecuencia de como esta definido el producto interior es

facil verificar que

<pm,zk>o = <pﬁmzm_k>o, k=0,1,...,m.
fr fu

4También conocidos por los nombres de coeficientes de Schur, Schur-Szegd, de reflexion o de Geronimus

(véase [109, Seccion 1.5]).
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Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

De donde se deducen las siguientes condiciones de ortogonalidad:

< pn. 2t >p = < ph, 2ot >;=0,s=0,1,...,n—1
Ay

< pny 2" > = < p;kl, 1>,= A—l > 0. (1.24)
n—

En cuanto a la correspondiente familia ortonormal, que denotaremos por {¢, }22,, se tiene
que ¥, = KnppPy CON Ky = w/AA”: para n > 0. También de (1.24) y por la definicion de p};:

. A
| n M=/ {ons o) =l 25 1= An:' (1.25)

Como consecuencia del Teorema 1.1.1 el siguiente resultado nos proporciona la
localizacion de los ceros de los polinomios de Szegd (véanse [3, pag. 184] 6 [113, pags.
292-293)):

Teorema 1.3.1 (Ceros de polinomios de Szegd) Los ceros de p,, se encuentran enD para
fodon > 1.

Como consecuencia se deduce por un lado que los ceros de p;, se encuentran en [E para
todo n > 1, y por otro lado la siguiente propiedad fundamental que cumplen los coeficientes
de Verblunsky: [6,,| < 1 para todo n > 1 (nétese que dy = 1).Definimos a continuacién una
sucesion de nimeros comprendidos en el intervalo (0, 1], que denotaremos por {7, }7° ;:

M=+ 1— |02 , n>1. (1.26)

El siguiente resultado fundamental en la Teoria de polinomios de Szegb , que nos permite
computar dichos polinomios recursivamente, puede verse demostrado en [113, pags 293-294]
(véase también [67] y [109])

Teorema 1.3.2 (Ley de recurrencia) Las familias {p,};> vy {¢n}5>, de polinomios mdni-
cos y ortonormales de Szegl respectivamente con respecto a la medida ;i1 en T satisfacen
las leyes de recurrencia

pn(z) _ z on pnfl(z)
(pmz) ) ‘(Ez 1 )(p;:_lw )’”21 (127
y
Un(2) _ 1 z Oy VYn-1(2)
(wmz))‘n_n(m 1)( :;_1<z>>’”21 (128
con condiciones iniciales
1
po(2) = po(2) =1, o(z) = P5(2) = T’ (1.29)

siendo {6, }°°, la familia de coeficientes de Verblunsky para la medida ji, {n, }°>_, la sucesion
definida en (1.26) y jio = ["_dju(0).
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1.3. La circunferencia unidad

Tomando producto interior en la primera ecuacion de (1.27) se deduce que el n-ésimo
parametro de Verblunsky puede ser computado a partir del (n — 1)-ésimo polinomio de Szegd
pn_1(2) = 374 12" y de los momentos trigonométricos {11, }9_ . segln

—1
- > k—0 ThH— (k1)

Op = — , (1.30)
k=0 "'m—1-kHM—k

o bien teniendo en cuenta que,

A L (131)

| on—1 Il
lo que nos proporciona
-1
5 — k0 ThH—(k+1)
= —

—1 N
1= (1= 165/%)
Esto hace que las leyes (1.27)-(1.29) puedan ser aplicadas recursivamente. A este proceso
también se le conoce como algoritmo de Levinson (véase [87]).

Sea ahora /i una medida sobre el intervalo [—m, 7], f una funcién 2m-periédica y
consideremos la integral

() = [ @) (1.32)

En el caso de que nuestra medida sea absolutamente continua con respecto a la medida
de Lebesgue, reescribiremos con cierto abuso de notacién dji(0) = f1(6)dé con fi una funcién
peso en [—m, 7], quedando nuestra integral

w(n= [ s@oym.

Estamos interesados en aproximar (1.32) por medio de una férmula de cuadratura con n
nodos de la forma

IE(f) = In(f) = D Aif(0), 0; # O sij £k, {0;}1—, C [-7,m). (1.33)
j=1

Dada la densidad del espacio de los polinomios trigonométricos en la clase de las funciones
continuas y 2m-periddicas (como consecuencia del Teorema de Weierstass, véase por
ejemplo [89, Teorema 3.18]) y [102, Teorema 4.25], parece razonable elegir los nodos y pesos
de manera que I,,(T') = I;(T) para todo polinomio trigonométrico 7" con grado N = N(n)
lo mas grande posible. A tal respecto, recordemos que por un polinomio trigonométrico de
grado exactamente m entendemos una funcién de la forma:

Trn(0) = ay cos(kf) + by sin(k0), |am| + [bm| >0, a,bp €R, k=0,...,m.
k=0

Dado que una funcién 27-periédica puede ser vista como una funcién en la circunferencia
unidad T y que un polinomio trigonométrico 17" de grado m puede escribirse como
S A;z?, Aj € C (polinomio de Laurent), tomando z = ¢’ podemos plantearnos de

j=—m
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Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

manera analoga lo siguiente: dada una medida /2 y una funcién f sobre T, consideremos la
integral

n= [ rdic). (1.34)
y una férmula de cuadratura con n nodos para /i de la forma
A =D Nif(z), 2z #asij#k {z}j= CT. (1.35)
j=1

Los nodos y pesos seran elegidos de manera de que I,‘;‘(f) = I;(f) paratodo f perteneciente
a un subespacio lo mas amplio posible del espacio vectorial A = span{z* : k € 2z}
(espacio de los polinomios de Laurent) con mayor grado posible. A tal respecto, consideremos
A, s = span{zF : —r < k < s}, siendo r y s enteros no negativos (nétese que
dim(A_, ) =r+s+1).

Un resultado fundamental que motiva el buscar exactitud en subespacios de polinomios
de Laurent es el hecho de que A sea denso en L”( )={f:T—=C: [T _|f(e?)Pdjr(0) <
+oo} con p > 1, algo que en general no es cierto para P (véase [126]).

Un primer resultado sobre la construccion de Iff(f) viene dado por

Proposicion 1.3.3 Dados n nodos distintos {zj 1 C T yr y s enteros no negativos tales

quer + s =mn — 1, entonces existen pesos )\j, . ,)\n tal que
14 f) = Z S\jf(Zj) = Iﬂ(f) , Vf c Afr,s- (1 36)
j=1

La férmula (1.36) se denomina de tipo interpolatorio en A_, 5 ya que I,’;‘(f) = I; (Ln—1(f,")),
con L,_1(f,z) el tnico interpolante en A_,., de f en los nodos z;, j = 1,...,n. Ademas,
)\ = I (leL 1) con l]TL 1 EAfrsyljn 1(Zk:) — 04,k

Al igual que ocurre con las formulas de cuadratura Gaussianas, una eleccion particular
de los nodos permite incrementar el dominio de exactitud de I}/(f), n6tese que no se ha
impuesto condicién alguna sobre estos en la Proposicion 1.3.3. Las férmulas de cuadratura
con n nodos sobre T con maximo grado de precision, esto es, exactas en A_,,_1) ,—1, son
conocidas como férmulas de cuadratura de Szegé, y fueron introducidas y caracterizadas por
Jones, Njastad y Thron en [80]. Para la construccién de estas jugaran un papel fundamental
los polinomios de Szegd. Sin embargo, al contrario de las formulas Gaussianas, los ceros de
los polinomios de Szegd no pueden ser usados como nodos de la férmula de cuadratura, ya
que estos se encuentran en D. Veamos algunas consideraciones previas antes de mostrar
cémo se resolvié en [80].

Diremos que un polinomio p es k-invariante (invariante) con k € C\{0} si p*(z) = kp(z)®,
z € C. Los polinomios 1-invariantes son conocidos como autorreciprocos (véase [114]).

En [80] los autores complementaron la definicion de k-invariante con el siguiente
concepto: un polinomio B, € P,\IP,,_; se dice que es para-ortogonal con respecto a la
medida z en T si cumple las condiciones de ortogonalidad:

(B, 2y =0, 1<k <n—1, (Bp,1);#0, (By,2"); #0. (1.37)

®Aunque en la definicién se ha impuesto k € C\{0}, realmente s6lo pueden existir polinomios k-invariantes si
k € T (véase [11, pag. 1035]).
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1.3. La circunferencia unidad

De la propia definicion de p,, y p;. es facil verificar que ni son invariantes ni son para-
ortogonales. Los polinomios para-ortogonales e invariantes quedan caracterizados en el

siguiente

Teorema 1.3.4 Si {p, }’°, representa la sucesién de polinomios ménicos de Szegé con
respecto a la medida ji, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. B,, es un polinomio de grado exacto n > 1, para-ortogonal e invariante.

2.
B, (z) = Cy [pn(2) + T3 (2)], Cpn#0, 7€ T. (1.38)

Bn(2) = Cn [2pn—1(2) + 7p}_1(2)], Cp #0, 7€ T. (1.39)

Ademas, la equivalencia entre (1.38) y (1.39) viene dada por las siguientes relaciones:

— NI ~ _ 140
Cro = Cu(1478,) y 7 = T,

El papel fundamental que juegan los polinomios para-ortogonales en la construccion de
formulas de cuadratura de Szegd queda reflejado en el siguiente

Teorema 1.3.5 Sea {p,,}°°, una sucesién de polinomios de Szegé para la medida fi y

n=1

denotemos por p;, al polinomio reciproco. Entonces, se tiene que,
1. Sit € T yC # 0, entonces el n-ésimo polinomio para-ortogonal,
Bn(z,7) = Bn(2) = Clpa(2) + 7o, (2)],
tiene exactamente n ceros distintos y situados sobre T.

2. Tomando zi, ..., z, los ceros de B,,, existen pesos positivos \i, ..., \, tales que

Iﬁ(f) = Z )O‘Jf(zj) = I,u(f)v para todo f € Af(nfl),nfl'
j=1

Nota 1.3.6 En cuanto a las formulas de cuadratura de Szegb cabe comentar lo siguiente:
1. No estan univocamente determinadas pues dependen del parametro € T.

2. Dependen de 2n parametros y son exactas en un subespacio de polinomios de Laurent
de dimensién 2n — 1.

3. Son dptimas en el sentido en que no pueden existir formulas de cuadratura con n-nodos
que sean exactas en A, ,—1 0o en A_(,,_y),,. No obstante, en [103] se comprueba que

son exactas en el subespacio de dimension2n A_, 1) , 1 U{&+b2"} cona = — 5 1+T
yb= # Esta idea fue de hecho mencionada anteriormente en [127].

En relacién al computo de los pesos tenemos el siguiente resultado (véanse [42] y [74])
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Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

Teorema 1.3.7 Sea {, }>2, la sucesion de polinomios ortonormales de Szegé para [i, sea
7 € T y By(z) = ¥n(2) + Tk (2). Entonces, los pesos de una férmula de cuadratura de
Szegb con n nodos, se pueden expresar como:

1. ij =5 gzj) ffﬂ (ﬁ’;gz))zp dfi(z), siendo p cualquier entero no negativo arbitrario, tal que
0<p<n-—1,

2

BoE1 " dja2),

9 ™
2N = ZACHIE f,,r (z=2)
3. A7 = Tno low(z),

4071 = 2 [500,(2)0u(z) | + ()

Con caracter ilustrativo presentamos el siguiente

Ejemplo 1.3.8 (El nucleo de Poisson) Consideremos la funcién peso en [—m,w| definida
por

1 — 72
1(0) = ) € (0,1).
(o) 27(1 — 2r cos(f) + r?) re @)
Se puede comprobar facilmente que [1(0) = ﬁ con z = €, asi i es una modificacién

racional de la medida de Lebesgue, estudiadas por Szegd en [113]. En este ejemplo, tenemos
que i = [*_e~*0[1(0)d0 = r*l parak = 0,%1, ... y eln-ésimo polinomio de Szegé mdnico

viene dado, paran > 1, por p,(z) = 2"~ (2 —r). Por tanto, los nodos {z; }j—, de una férmula
de Szegb con n nodos son las raices de la ecuacion
on(z) +71p5(2) = 2" — r2" ' —rrz471, 7T

Los pesos {S\j }9‘:1 vienen dados por (véase [125])

0 1 — 72 )
A= =€l j=1,...,n
T (=12 +(n—1)(1+7r2—2rcosb;)’ GTET JT hen
Cuando r = 0, entonces [1(0) = % la medida de Lebesgue normalizada y se tiene que

5 =3/"Ty\=1Lparaj=1,...,n.

Al igual que ocurre con las formulas Gaussianas, las férmulas de Szegé también pueden
ser computadas eficientemente mediante un problema de autovalores y autovectores. En
efecto, a partir de {03 }7_} y 7 € T definimos

—51 —(52 ce _5n—1 -T
72 =610y - __5_157#1 —ET
Ho(r):=D V2| 0 m3 -+ &by —dr | pY2 (1.40)
0 0 oy —Opr

donde 7, vienen dados por (1.26) para k = 1,2,...ny D, = diag[yo,. .., n—1] € R™*™ con
Yo=1lyvy = fyk,la,% >0,k =1,...,n—1.Bajo estas condiciones, Gragg probo en [75]-[76]
lo siguiente:
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1.3. La circunferencia unidad

Teorema 1.3.9 H,(7) dada por (1.40) es una matriz superior de Hessenberg unitaria e
irreducible para todo T € T, y sus autovalores {z;}}_, coinciden con los ceros de B (z,T)

donde 7 = % € T, y el cuadrado de la primera componente del autovector unitario

asociado con el autovalor z; nos proporciona el peso \;, asumiendo que iy = 1.

Con respecto a la computacién de las férmulas de Szeg6, del Teorema 1.3.9 podriamos
decir que las matrices de Hessenberg son el analogo en la circunferencia unidad de las
matrices tri-diagonales de Jacobi en la recta real. Sin embargo, se ha probado en [43] que
existen infinitas matrices (denominadas serpiente) que permiten computar las formulas de
Szegd mediante un problema de autovalores, donde en particular aparece la matriz CMV
([36, 37, 108, 109, 110]) que es la matriz banda unitaria mas estrecha (véanse también
[34, 38]).

A veces, el esfuerzo computacional para calcular las formulas de Szegd puede ser
bastante alto, o puede suceder que /i sea una funcién con signo o en general una funcién
compleja tal que (-,-); no sea un producto interior Hermitiano y la ortogonalidad carezca
de sentido. En este caso podemos proceder de forma alternativa: dados n nodos distintos

Z1,...,2n en T, encontrar A\, ..., \, tales que
5 n
L(f) =Y NfGE) = Li(f) (1.41)
j=1
para cualquier polinomio de Laurent f en un subespacio de dimension n, A_,, con r
y s enteros no negativos tales que » + s = n — 1. En este caso, los pesos quedan
univocamente determinados por \; = I;(l;) con l; € A, s tal que [;(Z) = d;, siendo

dj, la funcion delta de Kronecker. I,,(f) dada por (1.41) es llamada de tipo interpolatorio en
A_;s dado que I,,(f) = Lu(Ln(f;-)) con Ly(f;-) € Ay s tal que Ln(f;2;) = f(%) para
7 =1,...,n. Tras estas consideraciones parece ldgico plantearse lo siguiente: ;cémo elegir
los nodos %i,...,%, en T para que I,(f) nos proporcione una buena estimacion de I;(f)?
De [22] (véase también [23]) tenemos los siguientes dos resultados sobre convergencia (en
el contexto mas general de las Funciones Racionales Ortogonales).

Teorema 1.3.10 Sea /i una medida en T. Dada una sucesion {7,,}°2, C T, sean Zjn las
raices n-ésimas de T, y consideremos

jn(f) = Zj‘jmf(zj}n) = I,u(f)v Vf € A—r(n),s(n)v
j=1

donde {r(n)}>>, y {s(n)}:>, son sucesiones no decrecientes de enteros no negativos
tales que r(n) + s(n) = n—1paran > 1y lim r(n) = lim s(n) = oo. Entonces
n—o0 n—o0

lim I.(f) = I.f) para toda funcién f acotada definida en T tal que f(c'?)dji(0) sea
integrable en T.

Teorema 1.3.11 Sean & una funcién y [ una funcién peso, ambas sobre [—7, 7| y tales que,

TOP
/7r 7(0) df < +oo0.
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Sean {tn}p2y C T y{Zjn}]_, los ceros de By, (z,7n) = pn(z) + Tnpy(2), siendo {p,}p
una sucesion de polinomios de Szegé para ji. Sean {r(n)}:>, y {s(n)}>2, dos sucesiones
no decrecientes de enteros no negativos, tales que r(n) + s(n) = n—1paran > 1y
lim r(n) = lim s(n) = co. Sea

n— oo n—oo

T =3 Mnf i) = To(f) = /T F(2)dé(2) para todo f € A -
j=1

Entonces, lim I°(f) = I;(f) para toda funcién acotada f sobre T tal que f(e'?)5(0) sea
n—oo
integrable en T.

Nota 1.3.12 Del teorema 1.3.11 se pueden concluir

1. Existe una constante positiva M tal que para todon > 1, Z?ﬂ |5\j7n| < M.

n T
2. i Yl = [ 1i®)]as
=1 o
Nota 1.3.13 E/ Teorema 1.3.11 fue probado en [22, Teorema 4.7] en un ambito mas
general, en relacién con formulas de cuadratura con nodos prefijados sobre T e integrando
exactamente funciones racionales con polos prefijados en el complementario de T en plano
complejo extendido. Por tanto, cuando fodo los polos se situan en el origen y en el infinito, las
funciones racionales se convierten en polinomios de Laurent y el Teorema 1.3.11 puede ser
deducido.

En cuanto a obtener estimaciones del error enunciamos el siguiente teorema (véase [105])
Teorema 1.3.14 Sea I,,(f) = > i, \; f(z;) una cuadratura de tipo interpolatorio de n nodos
enA_, s (r+s=n—1)para [i, siendo f analitica en la region C(p1,p2) = {z € C: p; <
|z| < p2} con0 < p; < 1 < py. Entonces,

. 1
R, < AX ———— maéx . 1.42
) < i (a1 ) (1.42)

o

donde Ry, (f) := Li(f) — In(f).
También haremos uso de la siguiente estimacion del error (véase [33])

Teorema 1.3.15 Sea I,,(f) = >."_, A, f(x;) una férmula de cuadratura con n nodos distintos
sobre T, de forma que I,,(f) = I;(f) para toda funcién f € A_, s (r,s > 0). Asumiendo que
f sea analitica en una region G que contenga a T, entonces existen numeros reales p1 y po
con( < p1 <1 < po tales que

3 pr+1 plfs
|Rn(f)|§||f||7p1uwp2(ﬂo+\|—7n”)( A ) (1.43)
L=pi p3—1

donde n
j=1

—T

Yo={2€C:lzl=a},a>0y|flla=méx{|f(z)]:2€ A}, AcCC.
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1.3. La circunferencia unidad

Nota 1.3.16 Si aplicamos el Teorema 1.3.15 a una férmula de cuadratura de Szegé con n
nodos para [, se tiene que ||I,,|| = po = 1 asi que (1.43) se reducea (r =s=n—1)

—n
B < 2l (T2 + 225, (1.44)

1-0e2 \ 1 — o7 1— Py
Retomando la construccion de férmulas de Szegd, el problema de fijar nodos en la
circunferencia unidad es bien diferente al caso real. Como consecuencia de que no estan
univocamente determinadas, fijar un nodo z, en una férmula de cuadratura de Szegé con n-
nodos se puede hacer directamente eligiendo el parametro apropiado 7, = —z, ZZ izzg eT.
Por tanto, las formulas de cuadratura de Szegd-Radau siempre existen, son umcasn con pesos
positivos, exactas en A—(n—1),n—1 y su construcciéon no requiere un esfuerzo computacional
extra. El siguiente paso fue dado por C. Jagels y L. Reichel en [79], caracterizando las
formulas de cuadratura de Szeg®d-Lobatto, es decir, fijar dos nodos en T. Una férmula de
cuadratura de Szegb con n-nodos esta caracterizada por los coeficientes de Verblunsky
01,...,0,_1 C Dy el pardmetro libre 7, € T. La idea propuesta en [79] para la construccién
de férmulas de Szegd-Lobatto es modificar el Gltimo parametro de Verblunsky 4,1 por
5n 1 € D apropiadamente y elegir 7, = Tn(dn 1) € T de manera que el correspondiente
polinomio para-ortogonal de grado n tenga los dos nodos prefijados como ceros. De esta
manera, una férmula de cuadratura de Szeg6-Lobatto con n nodos para i es realmente una
formula de Szegd con n nodos para una medida modificada /1 quedando garantizado el

caracter positivo de los pesos. Esto se puede resumir en el siguiente

Teorema 1.3.17 Sea ji una medida positiva de Borel sobre T, n > 3 y zo,23 € T, 2o # 2.
Sea {,0] o la familia de polinomios de Szeg6 para [i y definamos a := z[}~ 3%&2% cTy

b= zg 32 “ ZEZB ; € T. Consideremos una formula de cuadratura con n nodos como (1.35)

coNn zq, 28 € {zJ} _,- Entonces, se cumple una de las siguientes afirmaciones:

1. Siaz, = bzg (y por tanto, a # b), entonces z, y z3 son los ceros de B,_»(z,7), con
v = —513‘252‘*; = —Z "*zgzgg La férmula de Szegé con (n — 2) nodos determinada por
n—2\7x n—

este polinomio es un formula de Szegb-Lobatto, exacta en A_,,_3) 3.

2. Sia = b (y por tanto, az, # bzg), entonces z, y zg son los ceros de B,,_1(z,7), con

_ n—2(za) _ pn—2(23) ( “ ;
v —za% = —zﬁﬁ. La formula de Szegé con (n — 1) nodos determinada

por este polinomio es un férmula de Szegb-Lobatto, exacta en A_(,_3) ,_o-

3. Supongamos a # b y az, # bzg (caso general) y denotemos por I el circulo con centro

v o= _ai":zgﬁ y radio r = ‘az‘ljzzﬁ ‘ Sea d,_1 € I' "D, un arco que se prueba
ue es no vacio, y tomemos 7, = ““‘bzﬂ 6n—1 — 22 € T. Entonces, existe una
y

férmula de cuadratura de Szegé- Lobatto con n nodos cuyos nodos son los ceros de
B (2,70) = 2pn_1(2) +Tnpl,_1(2) €ON pp_1(2) = 2pn_a(2) +0n_1p%_5(2), y exacta en
A2y n—2-

Nota 1.3.18 Una mejora en el caso az, = bzB3 se dio en [17F. Sea L la recta que une

M o= —zapf QEzag €Ty = —Zgzn QEzgg € T (1 # 2 en este caso), tomemos b,

®En el contexto de las Funciones Racionales Ortogonales, véase también [28].
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V=01 _ 5 Y2—6n—1 c T.

1—718n-1 1—v20n-1
Entonces, como en el caso general del Teorema 1.3.17, existe una formula de cuadratura

de Szegé-Lobatto con n nodos, basada en los ceros de By, (z, ) = zpn_1(2) + Tnp’_1(2)
con pn_1(2) = zpn_o(2) 4+ 6n_1p5_o(2), y exacta en A_(,—2)n—2- Esta situacion puede verse
como un caso limite del apartado 3 en el Teorema 1.3.17, puesto que una recta puede verse
como un circulo de radio y centro infinitos.

Notese que también puede ocurrir que z, y zg sean ceros de algun polinomio para-
ortogonal de grado n, es decir, la férmula de cuadratura de Szeg6-Radau que fija z., también
fiia z5. Esta situacién ocurre en el caso general cuando consideramos 4,1 = 6,1 siendo la
férmula exacta ahoraen A_, 1) ;1.

en el segmento L NI (un conjunto no vacio) y sea 17, = z4

Tras estas consideraciones podemos establecer el siguiente

Teorema 1.3.19 Bajo las hipdtesis del Teorema 1.3.17, siempre existe una férmula de Szeg6-
Lobatto conn nodos, exacta en A_,, ) ,,_», €l maximo dominio de exactitud, salvo que a = b,
en cuyo caso la cuadratura tiene n — 1 nodos.

Definicidon 1.3.20 Llamaremos formulas de tipo-Szegb al conjunto de las formulas de
cuadratura de Szeglb, Szegb-Radau y Szegb-Lobatto.

Para finalizar esta seccién, recordemos que la transformada de Herglotz-Riesz de una
medida /i soportada en T, o equivalentemente en [—, 7], viene dada por

T 0
Ha(2) ::/T”Zdﬁ(t):/ C T2 0a0), (1.45)

t— =z

que es una funcién analitica en C\T y ademas verifica:

T Hu(1/z) = —Hp(2),
oo
2. H,;(z):uo+22ukzk, |z| <1,
k=1
oo
3. Hy(z) = —po — 22@,/&*]{, |z] > 1,
k=1

donde los parametros p; son los momentos trigonométricos definidos en (1.20). Debemos
observar que si la conocemos en D por 1 la conocemos en E. Nuestro propdsito sera ahora,
a semejanza del caso real, comprobar que H;, puede ser aproximada por medio de ciertas

funciones racionales H,(z) = gzg; con polos en T, tal que
Hy(2) = Ho(z) = ) ;7 =0, (2—0)
Jj=p+1
Hy(2) = Ho(2) = Y iz d =0(z"@), (2> o) (1.46)
J=q+1
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1.3. La circunferencia unidad

con p y ¢ enteros no negativos dependientes de n, siendo su suma tan grande como sea
posible.

Se sigue que H,(z) = c+ Bg (12()), Bn_l € IP,,_1, después de realizar la descomposicion
en fracciones simples

n A
Bj Bn1(z) .
Z):C—f—Zﬁ7 B]:T%)’]:l’,n
n

Tras algunas manipulaciones algebraicas llegamos a que

. B LR,
y in siendo)\j:—Q—;yé:c—i—Z)\j
J J

Jj=1

Ademas, es facil comprobar que de las condiciones H,,(0) = —H,(c0) = o Se sigue que
¢ = 0. Definimos ahora el funcional

=3 Xf(z),
j=1

se comprueba que I,,(L) = I;(L), VL € A_p,.
En general, sea una férmula de cuadratura

= Z)o‘jf(zj)’zj 7£ 2k Sl j 7& k, {Zj}?:l CT, (1.47)
siendo B,,(z) = [[_,(# — 2;) su polinomio nodal, definimos
t+z " zi+z Bn_i(2)
H,(z) =1, =y NLT—=
(2) (t—z) ]Zl Tzj—2 Bu(z) '

con B,,_; € P,,_,. Es facil probar que

Proposicion 1.3.21 Bajo las condiciones anteriores,

{ ZZEZ; - Zgzg - 8§ZP1H>) <(Z > 2 & In(f ZA FE)=Ta(f), V] € Apg

Cuando consideramos p+¢q = n—1, la funcion racional resultante, es un Aproximante tipo-
Pade en dos puntos a la funcion Hy,. En el caso de que consideremos B, el n-ésimo polinomio
para-ortogonal con respecto a i, el aproximante resultante es conocido por Aproximante
Modificado y fue introducido también por Jones, Njastad y Thron en [80].

Finalmente, consideremos las siguientes expresiones para el error E,’f(z) = Hy(z) —
H,(2):

e Para los Aproximantes tipo-Padé en dos puntos (véase [74])

0. 22p+1 g efi(nfl)GB (ew)
i(z) = O (6 T. 1.4
B = 5 | et o). < ¢ (1.48)
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Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

e Para los Aproximantes Modificados (véase [80])

.. 925M T fipOBQ 60
B = oy ( i e )dﬁ(H)—vn>, (1.49)

—T

con v, = J™_ Bu(e)dju(6).

Finalmente, si suponemos que f es una funcién analitica en un dominio G D Ty I' = 0G
(frontera de () es una curva rectificable, es también facil comprobar a partir de la férmula
integral de Cauchy y del teorema de Fubini la expresion

o . 1 1 :
Ry (f) = 1u(f) = In(f) = 5~ /(Ha(Z) — Hn(2))g(2)dz = 5— | E}(2)g(2)dz, (1.50)
™ Jr 27 Jr
siendo g(z) = —%. Es decir, que el error de la férmula de cuadratura (1.47) esta de nuevo

esencialmente controlado por el correspondiente error de los aproximantes racionales a la
transformada de Herglotz-Riesz. De (1.50) deducimos finalmente,

f(z)

o o 1
RACP)| < x|

~ 41 zer

/ B (=) ).
T

1.4. La transformaciéon de Joukowsky

Uno de los objetivos fundamentales de esta Memoria es profundizar en el enriquecimiento
mutuo entre ambas situaciones como consecuencia de la relacién intima entre la circunferen-
cia unidad y el intervalo I. En dicha vinculacion juega un papel trascendental la transforma-

cién de Joukowsky’

x:J(z):%(z—}—z_l), (1.51)

que transforma el circulo unidad D en el complementario de [—1,1] en plano complejo
ampliado, C; y la circunferencia unidad T en el intervalo I. Aunque tanto = como z son
variables complejas, reservamos la x para el caso del intervalo y la z para el caso de la
circunferencia unidad. Cuando z = ¢, entonces = = J(z) = cos(f).

Dada una medida p en I se puede inducir una nueva medida simétrica . en T definida
de la siguiente manera, sea E un conjunto de Borel de R,

fU(E) = p({cos 8,0 € EN[0,7)}) + p({cos 0,0 € EN[-7,0)}), (1.52)

en el caso de que fuera absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, esta
se puede escribir como
[@(0) = p'(cos 0)|sind)|. (1.53)

Con cierto abuso de notacién lo expresaremos en la forma

f(0) = p(cos @)]sin 6.

"También conocida como transformacién de Joukowski o Zhukovsky.

24



1.4. La transformaciéon de Joukowsky

Asi mismo, cuando p y ji estan relacionadas mediante (1.52)-(1.53), existe la siguiente
relacion entre integrales:

/f )dp(x /f Vdi(z), f=fol.

La transformacion de Joukowsky permite conectar formulas de tipo-Gauss con férmulas tipo-
Szegb, siempre que las medidas correspondientes estén relacionadas mediante (1.52)-(1.53).
Los siguientes tres resultados seran de utilidad y sus demostraciones pueden verse en [13].

Teorema 1.4.1 Sea J,,(f) = ,_, Axf(xk) la formula de cuadratura Gaussiana de n nodos
para i, y sea

2n
IZn(fO) = Z)‘Jf(zj Z)‘ (25) +f (z)]
j=1

la férmula de cuadratura de Szegé de 2n nodos para ji tomando como nodos los ceros de
Boy,(z,1). Si p y 1 estan relacionadas por (1.52), tenemos la siguiente relacion entre los
nodos y pesos de ambas cuadraturas:

2 = €Ok yj\k. =\, paraj =1,...,n, donde x; = cosly.

Teorema 1.4.2 Sea Jy,1(f) = $AEf(£1) + Y p_, \f(w) la formula de cuadratura de
Gauss-Radau de n nodos para 1, y sea

2n+1

o (f Z M (z) = M F(£1) +ZA () + f(Z))]

J=1

la férmula de cuadratura de Szeg6 de (2n + 1) nodos para j1 tomando como nodos los ceros
de Bont1(z,£1). Siu y [ estan relacionadas por (1.52) tenemos la siguiente relacién entre
los nodos y pesos de ambas cuadraturas:

2 = ek yS\k =\, parak =1,...,n, donde x) = cosly, y)\i = \E.

Teorema 1.4.3 Sea J,12(f) = AT f(1)+ A" f(=1)+ >, \if(xx) la férmula de cuadratura
de Gauss-Lobatto de n nodos para 1, y sea

2n+2

Lnso(f Z Mef (1) = 2ATF(1) + 20 (- +Z)\k (zk) + f(Z0)]

la férmula de cuadratura de Szeg6 de (2n + 2) nodos para j1 tomando como nodos los ceros
de Boy,+2(z,—1). Si pu y 1 estan relacionadas por (1.52) tenemos la siguiente relacién entre
los nodos y pesos de ambas cuadraturas:

2 = ™Ox yS\k = \y parak =1,...,n, donde x;, = cosl, y)o\Jr = )\Jr,)o\* =\".
También es bien conocida la siguiente conexién entre polinomios ortogonales y polinomios
de Szegb (véase [113, Capitulo XI] y [13]):
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Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

Teorema 1.4.4 Sea i una medida sobre el intervalo [—1,1] y sea [ definida por (1.52).
Sea {p;}72, la sucesién de polinomios monicos de Szeg6 asociados con ji y sean {p;}32,
la sucesion de polinomios ortogonales monicos con respecto a i, {p;t 2 la sucesion de
polinomios ortogonales mdnicos con respecto a (1+x)u y {pj };‘;1 la sucesion de polinomios
ortogonales ménicos con respecto a (1 — z?)u. Siz = J(z) = J(e), se tienen paraj > 1
las siguientes relaciones:

1.

pi(m) = {27 (1 + 69))} {2 p2j(2) + 2/ po; (=7 1)}, (1.54)
2 j i+1 1
A =3 o J A -
p;':(x) = {27(1 £ 69541)} " {z po(2) 21T paja (27 ) } ; (1.55)
zx1
3. i—1 i+1 1
. —J— . J . -
pi(x) = {27 (1 — b42)} {Z szH(?jZZ_l paj+2(2 )} . (1.56)
También nos resultara util la siguiente relacion entre las correspondientes normas:
1 1/2 1 T 9 1/2
150 = ([ v@puwd) =2 ([ |#en] woa)
1 . .
= ﬁ!!f\\mf:fol (1.57)

A lo largo de esta Memoria, trabajaremos frecuentemente con funciones peso simétricas,
esto es j(—0) = [(0) para todo § € [—m, 7]. El siguiente resultado puede demostrarse
facilmente de los resultados de la seccién anterior:

Lema 1.4.5 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. [ es una funcidn peso simétrica en [—m, 7].
2. Las matrices de Toeplitz asociadas con [ son simétricas, es decir j._j, = uy parak € Z.
3. Los momentos trigonométricos son reales: u;, € R parak € Z.
4. Los parametros de Verblunsky ¢y, estan en (—1,1), parak > 1.

Dada una funcién peso simétrica /1 en [—, 7], si la funcién f en (1.33) es también simétrica,
entonces parece razonable considerar férmulas de cuadratura donde los nodos sean reales
(£1) o aparezcan en pares complejos conjugados. En este caso diremos que la formula de
cuadratura es simétrica, y una caracterizacién de estas puede verse en el siguiente

Teorema 1.4.6 Sea /i una funcion peso simétrica en |—m, 7| y sea L’%(f) = 2?:1 S\jf(zj)
una formula de cuadratura de Szegé con n nodos para fi, generada por B,,(z, ). Entonces,

1. Ig(f) es simétrica, si y solo si, T, € {£1}.

2. Sizj =7 paraalgunjyk,1 < j k < n, entonces )O\j = 5\;9.
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1.4. La transformaciéon de Joukowsky

Demostracion.- Puesto que /i es simétrica, por el Lema 1.4.5 y (1.22) podemos concluir
que los correspondientes polinomios de Szegd tienen coeficientes reales.

1. Si T € {£1}, al tener p, coeficientes reales, B,, también los tendrd y por tanto I,’;‘(f)
sera simétrica. En la otra direccién, al ser L’f(f) simétrica, los nodos bien son reales o
bien vienen en pares conjugados. Sea z;, € T\{x1} se tiene que p,(zx) + 7o} (21) =

0 = pn(Zk) + 705 (Z1), es decir, T = —ZZE?}:% = —Zzgig por tanto 7 € {+1}.

2. Se sigue directamente de la tercera expresion para los pesos del enunciado del
Teorema 1.3.7.

|
Las relaciones existentes entre las férmulas de cuadratura intermedias, en el intervalo y

en la circunferencia unidad, se muestran en la siguiente
Proposicion 1.4.7 Sea ;. una medida de Borel positiva en I y [ dada por (1.52), sean
r,s € {0,1} y consideremos n — r — s nodos distintos {x;*}_{~* sobre (—1,1) asi como
n ndmeros reales \°, \"° y {A*YiZ1 " Tomando «° = cos 0%, 07" € (0, ), definamos

rs o if0% rs _ .8 7,8 rs T8 \T,S
z; ez,zn_r_sﬂ z )\ )\nﬂrs )\j,lgjgn—r 5, AT = Ay

A" = \"*. Entonces, las SIgwentes afirmaciones son equivalentes:

1T (f) = rAf (1) + AL f(=1) + 2202 AP f(2°) = Ju(f), paratodo f € Py.

2. Ig‘n = 2[7“5\15]3(1) + s\ f(=1)] + Z?(:"f“s) S\Z’Sf(z;’s) = I,;(f), para todo
feA .

Demostracion.- Consideraremos el caso r = s = 0, y en virtud de simplificar la notacion,
suprimiremos los super-indices.

“=” supongamos que J (P) = J,(P), VP € Py, o equivalentemente J}, (T}) = J,.(Tk),
kE = 0,1,...,N con Ty(x) = cos(karccos(x)), z € [—1,1] el k-ésimo polinomio de
Chebyshev. Tomando 2% con —N < k < Ny z = €%, entonces como [”_sin kfdji(f) = 0
para todo k € Z se deduce

o n 1
(4 = Z)\ Z)\ kg ak) =23 ATy () :2/1T|k(x)du(x)
=1 -

_ / " cos([k[0)dji(6) = / " (cos kO + i sin k) dji(0) — / dju()

—T —T

= I4(z").

‘<" Si Ign(L) =1,(L), VL € A_n n ytomamos Tj(x) con 0 < k < N, entonces
n k05 4 o—ikb; 13 )
JE(Ty) = Z AT (z) Z Aj <—> =3 Z AjZ;
j=1 j=1

T T 1
_ L / ¢t 07,(0) = % / cos kOdji(0) = / Ti(@)du(o).

2 - —m

La demostracién para los casos r + s > 0 se puede deducir de manera similar. [ |
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Capitulo 1. Ortogonalidad y cuadratura

Nota 1.4.8 Si denotamos por P, y Bay, a los correspondientes polinomios nodales manicos
para Ji(f) y Iy, (f) respectivamente, es decir P,(z) = [[/_,(x — x;) y Ban(2) = H?L(Z —
z;), considerando la transformacion de Joukowsky, tenemos

Qn(z) = 2%; , conz = J(2). (1.58)

Los coeficientes de Verblunsky y los parametros de Jacobi para [ y u respectivamente,
se encuentran conectados mediante las siguientes relaciones de Geronimus (véase [66]).

Teorema 1.4.9 Sea [i una funcién peso simétrica sobre |—m, | verificando g = 1 y p la
funcién peso en [—1, 1] relacionada con ji por (1.53). Sea {6} }32, la sucesion de parametros
de Verblunsky para [i y {a,}5>; y {bn}72 los coeficientes de la matriz de Jacobi para ..
Entonces, se tiene que:

2a, = \/(1 — 02n)(1 — 5%71—1)(1 +02n2), n>1,
2b, = O2p—1(1 = 02n) — dopt1(1 4+ d25,), m > 0. (1.59)

Concluimos presentando la relacion existente entre las correspondientes trasformadas de
Cauchy y Herglotz-Riesz con respecto a u y i respectivamente (véase, por ejemplo [95]):

©_Hi(2), x=J(2). (1.60)

Fu(z) = 1 H
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Capitulo

Interpolacion y aproximacion

En este capitulo estudiaremos conexiones existentes en temas de interpolacién y
aproximaciéon entre intervalos finitos de la recta real y la circunferencia unidad desde
diferentes perspectivas. En la primera seccion haremos un estudio de las férmulas
de cuadratura de tipo-Gauss. Comenzaremos estudiando propiedades de interpolacién
nuevamente haciendo uso de la relacion existente entre férmulas de cuadratura en el intervalo
y la circunferencia unidad, extenderemos el teorema de Erdds-Turan a las férmulas de
cuadratura tipo-Gauss, garantizando la convergencia de tales férmulas . A continuacion
disefiamos ciertas reglas de integracion producto para aproximar integrales sobre el intervalo,
proporcionando ademas estimaciones del error y estudiando la convergencia. Para ello
aprovecharemos, de nuevo, resultados ya conocidos en la circunferencia unidad. Finalmente
estudiamos las conexiones existentes entre ciertos aproximantes racionales asociadas a
las férmulas de cuadratura en el intervalo y la circunferencia unidad. En la ultima seccion
analizaremos férmulas de cuadratura sobre intervalos de la recta real con nodos prefijados,
por medio del estudio de las correspondientes cuadraturas asociadas en la circunferencia
unidad.

2.1. Foérmulas de cuadratura de tipo-Gauss

2.1.1. Convergencia en norma L,. Teorema de Erdés-Turan

En esta seccion analizaremos que escogiendo convenientemente los nodos de interpo-
lacién en [1,1], la correspondiente sucesién de polinomios interpoladores converge en nor-
ma Lo con respecto a cierta medida p en [-1,1], concretamente extenderemos el conoci-
do Teorema de Erdds-Turan (véase, por ejemplo [39]). Para ello transformaremos nuestro
problema original a uno en la circunferencia unidad mediante la transformacién de Jou-
kowsky (1.51), convirtiéndolo en un problema de interpolacién de funciones 2m-periddicas
mediante polinomios trigonométricos, o mas general, mediante polinomios de Laurent en la
circunferencia unidad. Recuperando la notacion del Teorema 1.2.12, consideremos primero
el caso » = s = 0, es decir, consideramos n nodos distintos {x;}7_; C (—1,1) y sean
{z; ?Ql C T los correspondientes 2n nodos distintos dado por la Proposicién 1.4.7. Deno-
tamos por @, (f;x) € P,_; al polinomio interpolador a f en {x}}}_,, que siempre exis-
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Capitulo 2. Interpolacién y aproximacion

te, trataremos de encontrarla la expresion del polinomio de Laurent L, (f;z) € A_p 4 con
f = foJ, py qenteros no negativos tales que p + ¢ = 2n — 1, que interpola a f en {ZJ'}QTL
Demostraremos que Q,(f;cosf) = L,(f;z) donde z = ¢i. Para este propésito, conside-
remosp = n — 1y q = n, esto es, siendo L,(f;-) € A_ —(n—1),n tal que L o (f; zj) = f(zj)
conj =1,...,2n. L (f -) estad univocamente determinado. De la simetria del problema
se sigue que L (f, z) =L (f, 1/z) € A,nn 1 cumple también L (f,z]) = f(zj) con
j =1,...,2n. Concluiremos que L, (f;z) = L,(f;2) = Qu(f;cosf) con z = ¢, es decir,
L, € A_(4-1),(n—1)- Para ello, necesitaremos el siguiente resultado auxiliar probado en [44,
Teorema 1.3].

Teorema 2.1.1 Sean {9 ", C (—m, | tales que 0; # 0y, si j # k, {y; ?21 numeros reales
arbitrarios y conSIderemos el siguiente problema de interpolacion: encontrar S,,(6) € T, de
forma que

Sn(Qj):yj, jzl,...,Zn. (21)

Entonces, tomando y,, = Z?Zl 0; se tiene que

1. Siv, # km para cualquier k, existe una tnica solucién de (2.1) en T,,—1 @ span{cos nf}
yenT,_1® span{sinnb}.

2. Siv, = km para algun k par, existe una tnica solucion de (2.1) en T,,—1 ® span{sinnf}.

3. Si v, = km para algin k impar, existe una unica solucién de (2.1) en T,_1 &
span{cos nd}.

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente,

Teorema 2.1.2 Sean {x;}}}_, n nodos distintos en [—1,1] y f una funcién real definida en
[—1, 1]. Denotemos por Q,.(f;x) al polinomio interpolador de f en los nodos {xk}k |- Sean
{z; }2"1 C T los correspondientes 2n nodos distintos segtn la Proposicion 1.4.7 y f fod.Si
denotamos por L, ( f JEA iy Y por Ly, ( f ) € A_nn 1 a los respectivos polinomios de
Laurent interpolatorios de f asociados a los nodos {z;}" i1, entonces Ly( fi2)=La(f;2) =
Qn(f;x), donde x = cosf y z = €.

Demostracion.- Sean x; = cosfy, con 0, € (0,7)y Op1r, = —Op parak = 1,....n
Entonces, tenemos 2n nodos distintos sobre (—m, 7)\{0}, segun el Teorema 2.1.1 como
Tn = Z?il 6; = 0 existe un Unico polinomio trigonométrico real .S,,(0) € T,—1 ®span{sinnf}
de manera que

Sn(0;) = f(0;), j=1,...,2n. (2.2)
Como S,(—0) también pertenece 7,1 @ span{sinnf} y satisface (2.2), se sigue por la
unicidad que S,,(9) es una funcién par. Entonces, S,,(0) = >3-y axcoskf = L,(z), con

2= ¢y Ly(z) € Ay 1y, 1. Dado que Ln(z;) = S,(0;) = f(0;) = f(z;) para
j = 1,....2ny Qu(f;cos0) = Qn(f;%(z + é)) € A_(n_1)n—1 satisface las mismas
condiciones de interpolacién, en virtud de la unicidad se sigue la prueba. [ ]

Nota 2.1.3 De la prueba del Teorema 2.1.2 se observa que las otras posibilidades de eleccion
p<n-—106q<n—1sonrechazadas.
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Como consecuencia del Teorema 2.1.2 y de la relacion entre las normas (1.57) se sigue
que,

Corolario 2.1.4 Bajo las mismas hipdtesis que el Teorema 2.1.2 se sigue que

If = @u(fs) = \fo La(f;) lz= \[Hf— (f3) Il -

Consideremos ahora el caso en que r 4+ s = 1. Ahora, la situaciéon es mas sencilla que en
el caso anterior dado que ahora trabajaremos con un nimero impar de nodos en T, esto es
2n — 1, y podemos considerar el subespacio A_(,,_1) ,—1- Se tiene el siguiente,

Teorema 2.1.5 Sean r s € {0,1} de forma que r + s = 1 y consideremos el conjunto de n
nodos distintos {x;}}—{ € (-=1,1) yx, = —1sir =10z, = 1 sis = 1. Sea f una funcién
real sobre [—1,1], {z]}Q” 1 < T el conjunto de 2n—1 nodos distintos dados por la Proposicién
1.4.7 con f = fo.J. Sea Q;°(f;-) el polinomio interpolador de f en los nodos {z;};_, y
Lis(f) € A ~(n-1).n-1 €l polinomio de Laurent de interpolacion de f asociado a {z;}5"1"

Entonces, L;*(f;-) tiene sus coeficientes reales y se tiene que Qi°(f;z) = Li*(f: 2), donde
z=cosfyz=¢e".

Demostracion.- Tomando L;°(g;2) = nl @z, dado que Li(fi1/z) €
l n—1 /
A_(n—1),n—1 €s también solucion del problema de interpolacion se sigue Ly (f;2) =
Li%(f;1/2), lo que implica a, = a_j, parak = 0,...,n — 1. Entonces,

n—1 n—1
L%(g;2) = ap+ a Sk + k) = ap + 2 ay, cos kO
n
k=1 k=1
n—1
= ag+2 Z aka(x)
k=1

donde T (z) = cos(karccosx) = cos kb es el k-ésimo polinomio de Chebyshev de primera
especie. Por otro lado, sea z; = cosby y 0,1, = —6pparak =1,...,n—1,con 6, = 0 si
r =106, = msis=1. Entonces, tenemos 2n — 1 nodos distintos en [, 7| de manera que
existe un Gnico polinomio trigonométrico real S;;° € 7,1 de forma que S”(H ) = f(ef) =
f(cos6;),paraj=1,...,2n—1. Ademas, como S;;*(—0;) = f(e =) = f(e'%) = f(cosb;),
se tiene en virtud de la unicidad que S;,* es una funcién par y entonces podemos escribir
S1*(0) = S1~4 a, cos k. De aqui y de la unicidad se sigue la prueba. [ |

Corolario 2.1.6 Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 2.1.5 se tiene que

1 . .
I =@u°(f5-) llu= NG 1 =Ly (f5) Ml -
Finalmente, consideremos el caso r = s = 1.
Teorema 2.1.7 Sean {z;}}_? C (—1,1) un conjunto de n — 2 nodos distintos, x,_1 = —1

yx, =1, sean {23}2" 2 los correspondientes 2n — 2 nodos distintos sobre T dados por la
Proposicién 1.4.7, f una funcién real sobre [-1,1] y f = foJ. SeaQ,(f;-) el polinomio
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interpolador de f asociado a {x1}}_; y Ln( f ;+) € A_(n—2),n—1 €l polinomio de Laurent de
interpolacion de f asociado a {zJ}Q" 2. Entonces, se sigue que

Qnf52) = Qulfrcos0) = 3 [LalFi2) + La(F:1/2)]

donde z = cosf y z = €'’

Demostracion.- Dado que Ln(f; z) € A_(n_2)n—1, ENtONCES Ln(f; 1/2) € A_(n—1)n—2
y se tiene que L, (f;1/2;) = Ln(f;%) = f(%) = f(25), paraj = 1,...,2n — 2. Definimos
Hy(z) =1 [Ln(f;z) + Lo(f; 1/,2)} Entonces, H, € A_(y_1)n1, Ha(z) = Hu(1/2) y
H,(z) = f(zj) para j = 1,...,2n — 2. Si escribimos H,(z) = Zz— (n—1) a;z!, entonces
a_p =apparak=1,...,n —1.Estoes, para z = ¢ y = cos(f),

n—1 n—1
H,(z) = ap+ Z ay, (zk + z_k> =aqag+2 Z ay, cos ko
k=1 k=1
n—1

= qgp+2 Z apTy(x) = Qn(x) cP,_1.
k=1

Como Qy(zy) = Hy(z) = f(z1) = f(cosby) = f(zx) parak = 1,...,n, queda probar que

los coeficientes a, son reales, para k = 1,...,n. Para ello, consideramos los (2n — 2) nodos
distintos {0]-}2112 en [, x| como sigue: {04}7=7 C (0,7), Opik—2 = —Ok, 0203 = 0,

"%0; = 7. Por tanto,

02,2 = m. Haciendo uso del Teorema 2.1.1 se ve que vy,11 = Z] 1

existe un Unico polinomio trigonométrico real .S,, de la forma

n—2
Sn(0) = Z (dk cos k6 + by, sin k@) + ap—1 cos(n —1)0
k=0

tal que S, (6;) = f( 05) = fO(Zj), para j = 1,...,2n — 2. Ahora, S,,(—0) es un polinomio
trigonométrico de la misma forma satisfaciendo las mismas condiciones de interpolacion.
Entonces, S,,(0) = ap + ZZ;% apcoskf, a, € Rparak = 1,...,n — 2. Por la unicidad se
sigueque ap = ap € Rparak=0,...,n— 2. |

Corolario 2.1.8 Bajo las mismas hipdtesis que en el Teorema 2.1.7 se sigue que

1f = Qulf;) < — \f I f = L) Ml -
Demostracion.- Se tiene que || f — Qn(f;") ||,= \}5 | f—H i con Hy(z) =
Lo (fi2) + La(f; 1/z)].Tomando Ln(f:2) = Lu(f:1/2), se tiene
1 Ly O;' IA/n )
17-@ui e = || L3 - et Tl
fi
< waf L5 )l + 1L f = LalF3) N -
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2.1. Férmulas de cuadratura de tipo-Gauss

La demostracion se concluye dado que || f — L, (f; ) Il .=l f=Ln(f:) Il - [

Terminaremos esta seccion con un resultado de convergencia en la norma Lé‘. Con
este objetivo necesitamos la siguiente generalizacién del Teorema de Erdds-Turan en la
circunferencia unidad, (véase [46]).

Teorema 2.1.9 [Teorema de Erd6s-Turan para la circunferencia unidad] Sga [t una medida
sobre [—m, 71| (0o sobre T) y sea f una funcion acotada en [—m, | tal que f[i sea integrable
en [—m,n]. Para cadan > 1, sean {zjm};jll los ceros del (n + 1)-ésimo polinomio para-
ortogonal B, 11(z, T,+1) con respecto a ji y T,4+1 € T. Denotemos por R, ( f ; +) el interpolante

en A_,mn)qn) @ f en los nodos {ZjVn}?ill, donde p(n) + q(n) = n y lim, oo p(n) =

lim;,—, 0 q¢(n) = oo. Entonces, R, ( f ;+) converge a f en la norma Lﬁ, esto es,

. o )2 A
lfm / (f(z) “Ru(f:2)| a(6)do =0, == e
n— oo T

Finalmente, de los Corolarios 2.1.4, 2.1.6 y 2.1.8 y a partir del Teorema 2.1.9 podemos
concluir el siguiente

Teorema 2.1.10 Sea p una funcién peso sobre [—1,1] y sea f una funcion acotada sobre
[—1,1] tal que fu sea integrable en [—1,1]. Para cadan > 1, sea Qu°(f;x) € P,_1 el
polinomio que interpola a f en los nodos que son las partes reales de los ceros de una familia
uniparamétrica de polinomios para-ortogonales { By, (z, 7,) }n>0 asociadas a ji. Entonces

1
M || f - Q(f:) 2= 1im [ |f(x) ~ Qp(fi2) P () = 0.

n—oo |_q

Nota 2.1.11 Cuando r = s = 0 en el Teorema 2.1.10 obtenemos el clasico Teorema de
Erdbs-Turan en relacion a la interpolacion en los nodos Gaussianos para j.. Con este resultado
se extiende el teorema de Erd6s-Turan para los nodos de las formulas de Gauss-Radau
y Gauss-Lobatto aprovechando de nuevo la conexion entre la circunferencia unidad y el
intervalo mediante la transformacion de Joukowsky.

Nota 2.1.12 Obsérvese que se ha demostrado que las férmulas tipo-Gauss convergen.

2.1.2. Reglas de integracion producto.
Aspectos Algebraicos

Consideremos formulas de cuadratura para la integral

1
Ta(1) = [ f@ota)da, 23)
—1
donde o es Lebesgue integrable y f es Riemann integrable. o y f pueden tomar valores

complejos. La integral (2.3) sera aproximada por medio de las llamadas reglas de integracion
producto (véase, por ejemplo [98, 99, 107]) de la forma

TI(f) =D Apf(ax), (2.4)
k=1
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donde {z}}_, es un conjunto de nodos prefijados distintos entre si en [—1,1] y donde los
pesos Aj son determinados requiriendo que (2.4) integre exactamente cualquier polinomio
en P,,_1, 0 equivalentemente

o (f) = I,(Qn(f;")), (2.5)
con Q,(f;x) el tnico polinomio ?,,_; interpolando a f en los nodos {x}}}_;.

como vimos en la seccién anterior, la bondad de estas formulas depende de la elecciéon
de los nodos (véase [107]). En este sentido, como consecuencia de los resultados anteriores
cuando escogemos {x}}'_, como los ceros del n-ésimo polinomio ortogonal con respecto
a una apropiada funcion peso u, la convergencia puede ser asegurada en la clase de
las funciones Riemann integrables, (véase también [107, Teorema 1]). En esta seccion
proporcionaremos un resultado mas general donde algunos nodos estan localizados en +1,
con una demostracién mas corta y sencilla. Los resultados obtenidos en la seccion anterior
serdn esenciales para este objetivo.

Sea ¢ una funcién compleja y consideremos ¢ (f) := o(cosf)|sinf|. En primer lugar
abordaremos el caso » = s = 0. Entonces, sean {z;}}_, n nodos distintos sobre (—1,1) y
los correspondientes {Zj}?il 2n nodos sobre T dados por Proposicién 1.4.7.La integral (2.3)
se transforma ahora en -

L(f)= | f(e))s0)a0, (2.6)
—T

o

podemos considerar las siguientes reglas producto para I5(f):

2n
Ign(fo) - ijfo(z]) = I&(fo)v vfo € A—n,n—l (2.7)
j=1
Y 2n
ign(fo) = ijfo(z]) = I&(fo)v vfo € A—(n—l),n' (2.8)
=1

Nétese que 15, (f) = Is(La(f;-)) y que I5,(f) = Is(Lu(f3-)), con Lu(f;2) € Aoppot,
Lno(f; z) € A_(,_1),5, l0s correspondientes polinomios de Laurent interpolatorios asociados
a fen{z ?Ql. Podemos probar la siguiente

Proposicion 2.1.13 Sea {x;.}}_, un conjunto de nodos prefiados distintos en (—1,1),
{z; ?11 los correspondientes 2n nodos sobre T dados por la Proposicion 1.4.7 y sea JZ(f)
la regla de integracion producto (2.4) para o dada por (2.3). Entonces, parak = 1,...,n se
sigue que

_ Ay + z‘in+k _ Ap, + z‘in+k
2 2 ’
donde {A;}¥", y {A;}?", son los pesos de 19.(f) y I3(f) dados por (2.7) y (2.8),
respectivamente.
Demostracion.- Como J7(f) = J-(Qn(f;-)), siendo Q,(f;-) € P,_1 el polinomio
interpolador de f en {1 }}_,, se sigue de la relacién entre las integrales y el Teorema 2.1.2
que

Ay (2.9)

2n
T = T Qu(F: ) = 5T (Lalfi ) = 15 | S 1)) |
j=1
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2.1. Férmulas de cuadratura de tipo-Gauss

donde f =foJyl; € A, ,—1 satisface [;(z1) = J; 1. Entonces,

2n 2n
T =5 S ) fe) = 5 3 Asfz),
=1 j=1

donde A = I5(l;). Finalmente, como 2,4 = Z1, y f(zk) f(z_k) = f(zp) parak =1,...,n,
podemos escribir

N | =

7 = 33 [Aef ) + Auenf )] =S <M> e,

2
k=1 k=1

La segunda igualdad en (2.9) se sigue del Teorema 2.1.2, teniendo en cuenta que Qn(f; x)

L (f; =) siendo L, (f;) € A_ —(n—1),n €l polinomio de Laurent que interpola a fen {z]
Esto concluye la prueba.

Estudiaremos ahora el caso r + s = 1. Sean n nodos distintos {z;}}—] C (~1,1)y
@, = —lsir = 1,6z, = 1sis = 1, los correspondientes {z;}5";' C T dados por la
Proposicion 1.4.7, y consideremos la siguiente regla de integracion producto para ¢ dada por
(2.6):

2n—1

By ()= Ajf(z) = I:(f), Vf € A(uo1ynr. (2.10)

Entonces, procediendo como en Proposicion 2.1.13 se prueba la siguiente

Proposicion 2.1.14 Bajo las condiciones anteriores, sea J3 (f) = > ,_, Arf(zx) la regla de
integracion producto para o basada en los nodos {xj}}_,, conr,s € {0,1} yr+s = 1.
Entonces,

A+ An_14k

Ay = 5

,k=1,...,.n—1, A, =——,
y donde los {/01 2” ! son los pesos de la regla de integracion producto dada por (2.10).

Finalmente, analizaremos el caso r = s = 1.

Proposicion 2.1.15 Sean {xk}k i C (—1,1) un conjunto de n — 2 nodos distintos, x,—1 =
—1lyx, =1, sean {z; }2ns =1 2 Jos correspondientes 2n — 2 nodos distintos sobre T dados por la
Proposicién 1.4.7, f una funcion real sobre [—1,1] yf=/fol.Sea JI(f) = p1 Arf (k)
la regla de integracion producto para o dada por (2.3), basadas en los nodos {xi}}_, y
consideremos las dos siguientes formulas para ¢

2n—2

Ign—2(f) = Z AJ!};(’ZJ) = I&(f) ) \v/fo € A—(n—Q),(n—l)a (2.11)
=1

2n—2 _

fgn—2(f) = Z AJ!};(’ZJ) = I&(f) ) \v/fo € A—(n—l),n—Q'
=1
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Entonces,

Ay + z‘in—2+k _ Ay + z‘in—2+k

Ak = 9 5 k‘:L...,n—Q,
Aops Ay
Apy = 2; = 2; 3 (2.12)
Aopo Ay
An _ 2; 2: 2; 2

Demostracion.- Sea JI(f) = J,(Qn(f;-)) siendo Q,(f;z) € P,_; el polinomio
interpolador de f asociado a {zj};_,. Entonces por el Teorema 2.1.7, Q,(f;z) =
Qn(f;cos) = % {Ln(f;z) +Ln(f; 1/2)], donde Ln(f; ) € A_(n—1),n s el polinomio de

Laurent que interpola a f en {z;}2"72. Es facil verificar que I5(Ln(f;2)) = Is(Ly f;l z)),
7J5=1

se sigue que J,(Qu(f;-)) = $15(La(f;-)). Por tanto,
U = Y Aefo) = Qa5 = %Z 1))
- <
S Wﬂzk) + “12;‘3f<z2n_3> + 2‘2;‘%2”_2)
=
- S At A, A

2

obteniendo las primeras igualdades de (2.12). Las segundas procediendo como en la
demostracion del Teorema 2.1.7. [ |

Sin embargo, cuando trasladamos a la circunferencia unidad nuestro problema, por las
proposiciones anteriores, vemos que para computar los pesos en una regla producto para
o en [—1,1], debemos computar los pesos de una férmula de cuadratura para (f) =
o(cosf)|sinf| en T, que posee el doble de pesos. Este sobre esfuerzo computacional se
puede eliminar cuando o es real. En efecto,

Proposicion 2.1.16 Sean r,s € {0, 1} fijos, {Zj}?ZIT_S 2n — r — s nodos distintos sobre
T\{£1} tal que z,_r_s+k = Zx parak = 1,...,n —r —s. Cuando s +r = 1, z9p,—1 = —1
sir=1yz, 1=1sis=1ycuandos =1 =1, 29,3 = —1 y 29,9 = 1. Seac(0) una
funcion Lebesgue integrable real y simétrica en [—m, | y consideremos

2n—s—r

I;;Lsfrfs(f) = Z fi?sf(zj) = Ia(f) = J‘E(ezﬁ)é.(e)de’ vf € A—(n—l),n—r—S'
J=1 o

Entonces,

A7,s 4TS o - - . o < o o
1. A=A, parak =1,....n—r —ssir = s Esmas, cuandor = s = 1

Sl s
Agp_3: A5, 9 ER.

2. A% eRparaj=1,....2n—1sir #s.
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2.1. Férmulas de cuadratura de tipo-Gauss

Demostracion.- Nos ocuparemos de demostraor 2;la demostracjén del apartado 1 es
anéloga. Del Teorema 2.1.5, Iy (f) = Is(Ln(f;-)) siendo L, (f;2) € A__1)n—1 €l
polinomio de Laurent que interpola a f en {z;}5"7". Es decir, Ln(f;2) = Z?Z}l 1Li(2)f (%)
conlj € A_¢_1)n—1Y lj(2k) = 0, concretamente

2 Qon1 (2
l](z) = ~/ ! - 1 ( ) 9
Qon-1(2))2" "z — %))
donde Qon_1(2) = H?Z}l(z — z;) € Py, tiene coeficientes reales. Entonces, para
j=1,....2n—1,

. 2t ™ 0 .
A= 1) = = Gt C)_sp)ap, == e,
Qop_1(2) J—r 21z = 25)
Entonces, como 2,11 =2 parak =1,...,n — 1, se sigue que
- 2l T Qop
T Qo125 9)49
Qon—1(2k) J—m 2" 1(Z — Z)
Zn—l T - (1
= ok / __@nal/E) gy, (2.13)
an_l(znflJrk) — (Z ) (Z - Zn—l-i-k)
Por tanto, si realizamos el cambio de variables § = —t y tenemos en cuenta que o es
simétrica, 6(—0) = &(f), concluimos que A} = fi;’fHk para k = 1,...,n — 1. Ademas,
como 23,1 € {£1}, se deduce que Ay’ , € R. Veamos ahora que A;’S € R. En efecto,
escribiendo z; = e'i para j = 1,...,2n — 1, considerando el conjunto de 2n — 2 nodos
{0, ?ZQ C (—mm)con by, = —mwsir =1,680, 1 = msis = 1y satisfaciendo
0n_11x = —0pparak =1,...,n — 1, entonces existe un polinomio trigonométrico real S,, €

Tn—1 tal que S,(0;) = f(zj), paraj =1,...,2n — 1. Ahora, S, (0) = Z?Z}l Sj(H)f(zj) con
Sj € Tn—1Y tal que Sj(0;) = 6; . En virtud de la unicidad se sigue que S,,(0) = Lo(f;e®)y
consecuentemente, A7* = I;(S;) € Rparaj = 1,...,2n — 1, puesto que S; y & son reales.
|

De las Proposiciones 2.1.13-2.1.16 se deduce el siguiente

Corolario 2.1.17 Sean r,s € {0,1} fijos y consideremos el conjunto de n nodos distintos
{zk}}_,- Supongamos que o es una funcion real Lebesgue integrable en [—1,1] y sea

n

T () =D A @) = Jo(f) = [ f@)o(e)de, Vf €Pyr.
k=1 d
Entonces, si {A;}7%"
2.1.16, se tiene que

denota el conjunto de pesos de la cuadratura dada en Proposicion

AZ’S:%[AZ’S}, Vk=1,...,n—1r —s,

/‘ir,s
Agsz%eﬂ% sir+s=1, (2.14)
Al,l ;11,1
Al =22 eR A, =P eR sir=s=1
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Veamos que los pesos de la regla 121;372(]3) en Proposicion 2.1.16 son de hecho reales.

Proposicion 2.1.18 Sean {z;}5",* un conjunto de 2n — 4 nodos distintos en T\{+1} tales

que zp_ovr = zZg parak = 1,...,n — 2, zop_3 = —1yzn2 =1 ysea ¢ una funcion
integrable Lebesgue real y simétrica sobre [—m, 7| y Is(f) dada por (2.6). Tomando

2n—2

15, o(f) =Y Ajf(z) = L:(f), Vf €A (n_2)n 1,
j=1

2n—2

5, 5(f)=>_ jjf(zj) =I:(f), Vf €A (n1)n 2

j=1
entonces, ﬁj = ﬁj eR,paratodoj=1,...,2n — 2.

Demostracion.- Como o es real y simétrica, existe o sobre [—1,1] tal que (f) =
o(cos®)|sinf|. Para k = 1,...,n — 2, tomamos z; = €% con 0y € (0,7), 0; # 0, sii # j
y definimos xj = cos O, ,,—1 = —1y z, = 1. Tenemos n nodos distintos sobre [—1, 1] de
manera que para J,(f) dada por (2.3) se puede construir la correspondiente regla producto
de n nodos,

JI() =D Apflar) = Jo(f), Vf Py,
k=1

Tomemos j2&n72(f) = 23212 /ijf(zj), donde /iznfg = 2An,1, /ign,Q = 2An y /ik = Ak =

An—o+k, para k = 1,...,n. Ahora, comprobaremos el dominio de validez de la férmula de
cuadratura. Para ello, tomando lcon —(n —1) <l <n-—-1,yz = ¢? tenemos

2n—2

n—2
. . 1 —
Ign—2(zl) = Z Ajzé‘ =2 [5 Z Ap <Z§€ + Z]lg) + Anfl(—l)l + A,
Jj=1 k=1

Considerando para n > 0 el n-ésimo polinomio de Chebyshev de primera especie T,,(z) =
cos(n arc cos ), podemos escribir

n—2

D ATy (k) + An 1Ty (—1) + AnTjy (1)
=1

jZ&n—Q(Zl) =2 = 2:]0-(1—]”(%))

Por otro lado, como ¢(—0) = 5(6),

™ ™ 1
Iz = e5(0)do = cos(10)c(0)d0 =2 | Ty (x)o(x)dx
1

o o _

= 2J,(Ty). (2.15)
Se sigue que I, ,(2') = Is(2') para —(n —1) < I < n — 1, o equivalentemente,
I§ (L) =I;(L)paratodo L € A_(—1),n—1. Portanto, /olj = /olj = /olj paraj=1,...,2n—2
y la prueba se concluye. |

Finalmente, veremos cuando los pesos de la férmula Ig;f(f) en Proposicion 2.1.16 son
también reales.
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Proposici()n 2.1.19 Sea ¢ una funcion Lebesgue integrable real y simétrica sobre [—m, |,
Is(f) dada por (2.6) y {z; }?zl un conjunto de 2n nodos distintos sobre T\{+1} de forma que

%% = Znyk Parak = 1,...,n. Consideremos I3, (f) = Z?Zl Zijf(zj) tal que I, (L) = I5(L)
para L € A_(,_1) - Entonces, los pesos {flj ?Zl son reales, si y solo si, I;,(z*"an) =0,
donde Qan(2) = [[72,(z — 2).

Demostracion.- De la Proposicién 2.1.16 sabemos que A_] = Zinﬂ paraj=1,...,ny

nilQZn( )
Qz (zj)2"~ 1(2_2])

Considerando T, (f) = Z A f z;), entonces

€A (n1yms J=1,...,2n. (2.16)

Ton(2F) = ZA ZAJ,Z] / 2=kG(0)do

= I&(z’“), z= e“), —n<k<n-—1,
y por tanto,

- z?()gn(z)
Li(z) = =

Qo (2))2" (2 — 25)
La prueba sigue de (2.16)-(2.17) dado que,

Ll ™ 2 Don(2) .
N (Aj> - 2@'@}]’%(4)/ < - ;]) %mee

Qe
—
~

<.
~—
<
—~
~—

€N pn1, j=1,...,2n. (2.17)

Nota 2.1.20 Bajo las hipdtesis de la Proposicion 2.1.19, hemos visto que Ig’n( f ) tiene pesos
reales, si y solo si, es exacta en A_,,,,. Esto es equivalente al hecho de que la férmula
de cuadratura IS (f) dada por (2.4) para J,(f) dada por (2.3), con (6) = o(cos®)|sinb|,
xp = R(zk) y A = flk para k = 1,...,n, integre exactamente cualquier polinomio en
IP,,. Esta condicién es equivalente a su vez a J,(R,) = 0, siendo R,(z) = [[,_,(x — xx)
(procediendo como en [86, pp. 101-102]). Asi, haciendo uso de la transformada de Joukowsky
se sigue que R,(x) = 2 "Qan(z) con Qu,(z) definida como en Proposicién 2.1.19 y
x = J(z). Esto es, J,(R,) = 0 es equivalente a I;,(z*"QQn) =0.

Estimaciones del error y convergencia

Hasta ahora hemos estudiado principalmente los aspectos algebraicos de las reglas
producto J,(f) dadas por (2.3), imponiendo solamente que los nodos sean distintos. Pero
nada se ha dicho sobre la bondad de estas formulas desde un punto de vista numérico,

39



Capitulo 2. Interpolacién y aproximacion

esto es, estabilidad y convergencia. Para este propésito, realizamos una eleccién especial
de los nodos. Sea 1. una funcién peso en [—1, 1] y consideremos la funcién peso p, s(x) =
(1 = )" (1 +a)°u(x) sobre [~1,1], (r,s € {0,1}). Paran > 1, sean {z}; };_1* los ceros

del polinomio ortogonal de grado n con respecto a ., s, siendo x,ll% = quzim = -1y
x?ﬁl = x}ﬁl = 1. Definamos
n
T (f) =) A @) = Jo (), Vf €Poy. (2.18)

k=1
Entonces, podemos afirmar lo siguiente

Teorema 2.1.21 Sea o una funcién integrable Lebesgue posiblemente compleja en [—1,1]

tal que

1 2

/ de < 00, (2.19)
1 ()

con p una funcion peso sobre [—1, 1]. Entonces, bajo las anteriores condiciones se tiene que
lim J)*(f) = J,(f) para cualquier funcién f integrable Riemann en [—1, 1].
n—00

Demostracion.- Sea Q;,°(f;x) el polinomio que interpola a f en los nodos {xk heq-
Como Jn*(f) = J, (Qn°(f;+)), se sigue que J,(f) — Jn°(f) = Jo (f — Qn’(f;-))- Por tanto,

1
[Jo(f) = I (N < / [f(z) = @7 (f; )] |o(x)|dx (2.20)

—1

' Jo(@)|

= [f(z) = Qp°(f2)] ==/ p(z)dz. (2.21)
/_1 V()

Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwartz y de (2.19) se sigue que, para una

cierta constante M > 0

[Jo(f) = Qu(fi )l < M || f = Qu°(f3) [l

y la prueba se sigue del Teorema 2.1.10. [ |

El caso r = s = 0 en Teorema 2.1.21 ha sido probado por Sloan y Smith en [107]. Aqui
hemos presentado una demostracion mas corta y simple, extendiendo el resultado a la familia
de reglas producto basados en los nodos de Gauss-Radau y Gauss-Lobatto, y basandonos
de nuevo en la conexién entre la circunferencia y el intervalo. Por otro lado, haciendo uso del
Teorema de Banach-Steinhaus (véase, por ejemplo [101, Teorema 2.5]) se sigue que existe
una constante positiva M, , tal que paran > 1,

n

r,s
> |4
k=1

< M,

siendo {AZ’SH}Z:l los coeficientes de las reglas producto definidas por (2.18). En [107] se da
un paso mas, bajo las mismas hipotesis del Teorema 2.1.21, se obtiene que

, 0,0
i |42

En el siguiente resultado conseguimos las mismas conclusiones para las de Radau y Lobatto

xkn /f ) |o(x)] de. (2.22)
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2.1. Férmulas de cuadratura de tipo-Gauss

Teorema 2.1.22 Sea {J,*(f)}>>, con r,s € {0,1} la familia de reglas de integracion
producto dada por (2.18) para o, una funcién integrable Lebesgue sobre [—1,1] tal que

ffl @I g < 400 y p una funcion peso sobre [—1, 1]. Entonces,

()
HILIQOZ‘A wkn /f )o(x)|dx

para cualquier funcion integrable Riemann f.

Demostracion.- Analizaremos el caso r = s = 1, el resto de los casos son analogos. Por
simplicidad en la notacion, prescindiremos del uso de los super-indices en la notacion. Por el
Corolario 2.1.17 y la Proposicion 2.1.18 se sigue que

1 1212 —3,2n—2 1212 —2,2n—2
Ak,n = Ak,Qn—Q; k= 15 ceey Ny, Anfl,n = %) An,n = %)
donde
2n—2
I o(f) = D Ajon-af(zj2n-2) = Is(f), Vf €A (n_2)n-1,
j=1
con fin_2+k72n_2 = 121]972”_2 parak = 1,...,ny siendo {z;2,— 2} 2 los correspondientes

2n — 2 nodos asociados sobre T.

Sabemos que {ngn_g}?T:lIQ son los ceros del polinomio para-ortogonal Bsg,_2(z,—1)
asociada . Entonces, haciendo uso del Teorema 1.3.11 con p(n) = E [%] y q(n) =
n —1— p(n), donde f = f o J, se sigue finalmente que,

‘A2n72,2n72‘ o

‘fi2n73,2n72‘ .
— f()

—1) +

= lim Z ‘fik,anZ‘ f (2k,2n) + 2 2

2n—2 s

1
= —111’11 Z ‘AJQTL 2‘ Z]2n 2)

2
- [ s@lotlar
—1

Esto concluye la demostracion. |

Nuestro siguiente objetivo es obtener sus correspondientes estimaciones del error.
En primer lugar, nuevamente, consideramos la transformacién de Joukowsky = = J(z).
Tomando z = u + v y z = pe, entonces la imagen de (pcosf,psinf) es
(3 (0+07')cosh, 3 (0— 0 1)sind). Por tanto, para 0 < g < 1 < g9, los circulos

Iy, :={2€C:|z| = 0;} parai = 1,2 se transformaran en las elipses

F(e)16(9)] do

—T

1 1
Ep = u=§(gi+9;1)0080, U:§|gi—g;1|sin0,

—2r<0<0sii=1 0<O<2rsii=2.

41



Capitulo 2. Interpolacién y aproximacion

Obsérvese que la suma de los semi-ejes de &,, son 91’1 > 106 02 > 1y que los focos de &,,
estan en +1 parai = 1,2. Nétese que z = = + V22 — 1.

Sean ¢ una funcién integrable Lebesgue p03|blemente compleja sobre [—1,1], f una
funcién integrable Riemann sobre [—1,1], f f(z)o(z)dx y p una funcién peso

sobre [—1,1] de forma que [ 1 ( )‘ dr < oo. Para r,s € {0 1} fijos, sea J,,°(f) dada por
(2.18). Del Teorema 2.1.21 se tiene que le J5(f) = Jy(f). Paran > 1, consideremos

n

RAD) = Jolf) / F@)o(@)de — 3 A7 fal)
k=1
= —RSS s (), (2.23)
donde _—
Ry, (f) = f( )6 (0)do — Z WS | € S B (2.24)
Aqui, f = foJ, 6(0) = o(cost)|sind| para 0 € [—m, 7, {z}5, . . }>"7""* son los

i ; 1 r,s 2n—r—s ;
correspondientes 2n — r — s nodos asociados’ sobre T y {AJ m—r—s)j1 el conjunto

de pesos de las cuadraturas consideradas en las Proposiciones 2.1.13-2.1.15. Por tanto,
tomaremos una regla de integraciéon producto de (2n — r — s) nodos sobre la circunferencia
unidad e intentaremos hacer uso de algunas cotas superiores ya conocidas en la literatura
para Rg;f,r,s(f), con el fin de recuperar cotas superiores de error para R, °(f).

En este sentido, podriamos hacer uso de las cotas dadas en [104] para funciones
analiticas salvo en un nimero finito de polos fuera T. Sin embargo, tomaremos ventaja de
ciertas cotas de error para funciones analiticas obtenidas en [33] para formulas de cuadratura
racionales con polos prefijados fuera de T. Por tanto, cuando todos los polos se localizan en
el origen y en el infinito se sigue el Teorema 1.3.15

Podemos enunciar el siguiente (comparese con el enfoque propuesto en [32], donde el
resultado principal, Teorema 1, puede ser deducido directamente del Teorema 1.3.15)

Teorema 21 23 Sea o una funcion integrable Lebesgue posiblemente compleja sobre
[—1,1], f f(z)o(z)dz, f una funcién analitica en una cierta region H conteniendo
[—1,1] y p una funCIon peso sobre [—1, 1] tal que f 1 M(x)‘ dx < oo. Parar,s € {0, 1} fijo,
sea J,,*(f) dada por (2.18). Entonces existe o > 1 tal que

(RO = 1o () = Jp*(f)]

1+Q1 r—s s
gt W+ 17 DI e, (2.25)

o= ffl lo(x)|dz, €, denota la elipse

donde || Ji:" ||= X2j_ | A7,

Eo={(z,y) €C: (P +1)22”+ (> —1)%? =07} (2.26)

querodeaa|—1,1) y | f ||la= max{|f(z)| : z € A} con A C C.

Los nodos son realmente los ceros del polinomio para-ortogonal Baon—r—s(z,7) con respecto a una funcion
peso /1(0) := u(cosB)|sin b| sobre [—m, 7], donde y =1sir=0,06y=—1sir=1.
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2.1. Férmulas de cuadratura de tipo-Gauss

Demostracion.- Se sigue de las consideraciones anteriores tomando p = n, ¢ =

n—1—r—syp= min{gfl,gg} > 1 en el Teorema 1.3.15, teniendo en cuenta que
_ 1 ° S || 1 2n—r—s | 47,8 . Sr.s Im—r—s i

loll=5lallyll =335 ‘Aj,Qn—r—s" siendo {4, . };%;" " el conjunto de

pesos de las formulas de cuadratura consideradas en las Proposiciones 2.1.13-2.1.15. |
En relaciéon con la estimacién del radio de convergencia de la formula de cuadratura
J2(f), pasaremos a la circunferencia unidad para hacer uso del siguiente (véase [25])

Teorema 2.1.24 Bajo las hipdtesis del Teorema 1.3.11, supongamos que f es analitica en
una cierta region G conteniendo a T. Sea I' la frontera de G y lim p(n)/n=7,0<7r <1
n—oo
. Y,
I5(f) = I (f)

n
Entonces, lim < k < 1, donde k = max{k1, K2} siendo
n—oo

K1 = max{|z|7: czel’ND}, Ky = max{|z|7:_1 :zeTNE}.
Finalmente podemos probar el siguiente
Teorema 2.1.25 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1.23 se tiene que,
lim |J(f) = J ()" <ot < 1,
n—oo
donde o > 1 es el mayor o tal que f es analitica en la elipse £, C H dada por (2.26).

Demostracion.- Obsérvese que f = foJ es analitica en el anillo limitado por I' ;-1 y T',.
De (2.23) y tomando p(n) = E[n/2] en Teorema 2.1.24 se sigue que,

o

1
1\7" [~ £1?
lmuwmﬁZMn@)ﬂgiwww]:ﬁ<L

n—oo n—oo

concluyendo la prueba con ¢ = k2 y x definidas como en el Teorema 2.1.24. |

Ejemplos numéricos

Para finalizar esta subseccién dedicada al estudio de las reglas de integracion producto,
ilustraremos algunos experimentos numéricos con el fin de poner de manifiesto la efectividad
de éstas formulas de cuadratura para la estimacién de J,(f) = ffl f(z)o(x)dx, donde o
es integrable Lebesgue sobre [—1,1], posiblemente compleja, y f es al menos integrable
Riemann. Como vimos, la elecciéon de sus nodos viene dado por una funcién peso auxiliar
w sobre [—1,1] satisfaciendo (2.19), posteriormente trasladamos nuestro problema a la
circunferencia unidad y haciendo uso de reglas de integracién producto para I;,(f) =
[T f(e?)6(0)dd, donde 6(0) = o(cos)|sinf| y f(e) = f(cosh) para 6 € [—m,7l,
basadas en los ceros de ciertos polinomios para-ortogonales con respecto a la funcion peso
1(0) = u(cos0)|sinb).

Concretamente, consideremos p(z) = (1 — 22)~'/2; se sigue que /1(8) = 1y es bien
sabido que los polinomios para-ortogonales con respecto a /i vienen dados explicitamente
por B,(z,7,) = 2" + 7, con 7, € T para n > 1. Entonces, los nodos de las reglas de
integracién producto con las que trabajaremos son las raices n-ésimas de —7,.
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Capitulo 2. Interpolacién y aproximacion

Tomaremos n, n + 1 y n + 2 nodos para las reglas basadas en los nodos de Gauss,
Gauss-Radau y Gauss-Lobatto asociados a u, respectivamente.

Al igual que en la seccion 2.2.2, consideraremos las funciones peso de tipo Jacobi, es
decir, funciones de la forma o (z) = (1—2)%(14+x) con a y b tales que R(a) > —1, R(b) > —1.
Comenzaremos nuestro andlisis escogiendo a = b = 1 + i, es decir o(x) = (1 — 22)'*, las
cuales han sido consideradas ya en [73]. Los errores absolutos se muestran en la Tabla 2.1
para diferentes funciones y nimero de nodos.

flx) | n Gauss Radau(+1) Radau(-1) Lobatto

fi(x) | 4 [7,951E — 05| 2,734E — 04 | 2,760E — 04 | 2,221E — 05
fi(x) | 8 [6,679E — 11| 4,369F — 10 | 4,524E — 10 | 1,512E — 11
fi(z) [12 [ 4,441E — 16 | 8,882E — 16 | 9,931E — 16 | 4,441F — 16
fo(x) | 4 [7,612E — 07 | 2,142E — 06 | 2,165E — 06 | 2,124E — 07
fo(x) | 8 |5,551E —12 [ 1,770E — 11 | 1,897E — 11 | 1,282E — 12
fo(x) | 12 | 5,551F — 17 | 4,344F — 16 | 5,332F — 16 | 1,144F — 16
f3(z) | 4 [6,890E — 04 | 7,081F — 04 | 7,138E — 04 | 1,947E — 04
fa(x) | 8 | 2,894F — 07 | 3,488F — 07 | 4,047F — 07 | 7,679F — 08
fa(x) | 12 | 1,876 FE — 10 | 3,405F — 10 | 4,322F — 10 | 6,109F — 11
falz) | 4 [2,172E =01 | 1,838 — 02 | 1,838E — 02 | 7,660F — 02
fa(x) | 8 | 5,245FE — 02 | 5,770FE — 03 | 5,770FE — 03 | 2,106 E — 02
fa(z) | 12 | 2,311F — 02 | 2,660F — 03 | 2,660F — 03 | 9,900F — 03

Tabla 2.1: Errores absolutos en las

(1 - x2)1+i! fl(x) =e", fQ(x) = ﬁs fB(x) =

reglas de integracién producto J,(f), donde o(x)
3 ¥ fa(@) = |z,

De los resultados obtenidos se puede ver que estas férmulas de cuadratura proporcionan
estimaciones aceptables.
Para la misma funcién o, comparamos la regla de integracion producto de Gauss-Lobatto
y las clasicas reglas trapezoidal y de Simpson con 11 nodos. Los errores absolutos se
muestran en la Tabla 2.2 para diferentes funciones.

f(x) Regla Trapezoidal | Regla de Simpson Lobatto
x 2,322F — 02 2,221F — 02 0,000E + 00
(x? —2)7! 2,312E — 02 2,103E — 02 6,287E — 07
e 3,525F — 02 3,146E — 02 3,634FE — 07
|22 — 4 7,594 — 02 6,715F — 02 1,831FE — 15
e 1,890EF — 01 1,752E — 01 3,632E — 07
e +e " 7,456 E — 02 6,811F — 02 2,028 — 14
— 3,306 — 02 3,072E — 02 1,483E — 08
|z — 1,17t 9,365 — 02 8,133E — 02 5,890F — 04
exp (lz —2[71) 4,989F — 02 4,504F — 02 3,678E — 08
(x +2) 2,166 — 02 1,968F — 02 5,187F — 10
e’ 1,408E — 02 1,223E — 02 9,479F — 15

Tabla 2.2: Errores absolutos en la estimacién de J,,(f) con o(z) = (1—22) "% en las férmulas
de Gauss-Lobatto, regla Trapezoidal y regla de Simpson con 11 nodos.
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De los resultados obtenidos, podemos concluir que nuestra cuadratura mejora a las otras
dos considerablemente.

En la Tabla 2.3 se presentan los pesos y nodos de esta cuadratura. En general, el caracter
complejo de los pesos es observado.

Pesos Nodos
0,00173068200030 + 0,00147772835192¢ +1
—0,00691903349088 — 0,00794349850572i | +0,95105651629515
0,03105063757681 — 0,054999022094217 | +0,80901699437495
0,15167700401271 — 0,06889958232889: | +0,58778525229247
0,26883325999242 — 0,02670304713170z | +0,30901699437495
0,31421912539220 — 0,000345699374327 0

Tabla 2.3: Pesos y nodos de la regla de integracién producto con nodos basados en Gauss-
Lobatto para o(z) = (1 — 2?)! "y n = 11.

En los siguientes experimentos consideraremos o(x) = (1 — 22)%, compararemos las
reglas de integracién producto propuestas con las férmulas de cuadratura de Gauss-Jacobi.
Los errores absolutos se muestran en la Tabla 2.4 para diferentes funciones con n = 11.

f(x) Gauss Radau(+1) Radau(-1) Lobatto Gauss-Jacobi

x? 6,939F — 17 | 1,110E — 16 | 4,163F — 17 | 5,b51F — 17 | 8,970F — 16

(22 —=2) T [1,577E — 07 | 1,834E — 08 | 1,834E — 08 | 2,406F — 08 | 8,835F — 12
B 1,484F — 02 | 3,172E — 03 | 3,172E — 03 | 2,382E — 02 | 6,801E — 03
(x+2)" |3,400E —10 | 5,772E — 11 | 9,989E — 11 | 1,964E — 11 | 2,589E — 15
P 2.315E — 07 | 7,185F — 08 | 4,214E — 08 | 1,465E — 08 | 7,381F — 14
sin(x) 3,401F — 16 | 2,056 F — 16 | 8,470F — 17 | 2,338E — 16 | 1,907FE — 15

Tabla 2.4: Errores absolutos en la estimacion de J,(f) conn =11y o(z) = (1 — 2%) en las
reglas de integracion producto propuestas y las formulas de cuadratura de Gauss-Jacobi.

En vista de los resultados, en algunos casos nuestra cuadratura compite con la cuadratura
de Gauss-Jacobi. Aqui, debemos tener en cuenta que como hemos fijado 11 nodos, las
formulas de cuadratura de Gauss-Jacobi son exactas para polinomios de hasta grado 21.

En la Tabla 2.5 presentamos unos experimentos numéricos similares pero ahora tomando
la misma dimension en el dominio de exactitud de las férmulas de cuadratura, esto es 6y 12
nodos para las formulas Gauss-Jacobi y la propuesta, respectivamente.

f(x) Gauss Gauss-Jacobi
22 5,551F — 17 | 1,214F — 16

(2?2 —2)~1 | 2,404F — 08 | 1,560 — 07
|| 2,382F — 02 | 8,418E — 03
(r+2)" | 1,964F — 11| 3,920E — 10
e 1,465FE — 08 | 2,663F — 07
sin(z) |2,526E — 16 | 1,653E — 16

Tabla 2.5: Errores absolutos en la estimacion de .J, (f) con o(z) = (1 — 22)5 en las reglas de
integracién producto de tipo-Gauss con 12 nodos y la féormula de cuadratura de Gauss-Jacobi

con 6 nodos.
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Ahora la comparacién es mas realista puesto que ambas son exactas para polinomios
de grado menor o igual a 11. En la Tabla 2.6 mostramos los pesos y nodos de la regla de
integracion producto de Gauss-Lobatto con 13 nodos. Ahora, el caracter real de los pesos es
puesto en relevancia, de acuerdo con la Proposicion 2.1.15. Realmente, solo dos pesos son
negativos, siendo precisamente los correspondientes a los nodos finales +1.

Pesos Nodos
—0,00002295008352 +1
0,00002267380227 | +£0,96592582628907
0,00010608038606 | +0,86602540378444
0,00580586112959 | +0,70710678118655

0,05378275573457 +0,5
0,17881253704263 | £0,25881904510252
0,26177987271001 0

Tabla 2.6: Pesos y nodos de la regla de integracion producto de tipo-Gauss-Lobatto con 13
nodos para J,(f) con o(x) = (1 — z2)>.

De los resultados en las Tablas 2.3 y 2.6, cabe recalcar la presencia de nodos de la forma
+x;, y la igualdad de los pesos correspondientes a estos nodos, lo cual explica la existencia
de errores iguales a cero, (salvo redondeo), por ejemplo para la funcién f(x) = sinx en la
Tabla 2.4. Realmente, esto es una consecuencia de la siguiente,

Proposicion 2.1.26 Sea u una funcién peso par sobre [—1,1] y tomemos () =
p(cosO)|sind| para § € [—m,7]. Entonces, la familia de polinomios para-ortogonales
By, (z,T,) asociados con i donde T,, € T satisface paran > 1,

Boy (2, 9n) = Bop(—2,T2n) ¥ Ban—1(—2,Ton—1) = —Bap—1(2, —Ton—1).

Ademas, consideremos ¢(0) = o(cos®)|sinf| con o una funcién compleja sobre [—1,1]
y las reglas de integracion producto 1§, (f), 1g,.,(f) v I3,..(f) dadas por (2.7), (2.10) y
(2.11), respectivamente, donde los nodos son tomados como los ceros de polinomios para-
ortogonales Ba,,(z,1), Bop+1(z,+1) y Bany2(z, —1) asociados a fi, respectivamente. Notese,
que para las dos reglas Ign 1 ( f ) dadas por (2.10) tomamos 19,+1 = 1 cuandor =1, s =0
Y Ton+1 = —1 cuando r = 0, s = 1. Entonces, los pesos asociados con dos nodos opuestos
enly (f)yenIg, 4ol f) son iguales y los pesos asociados con un nodo en I3, 1 f) cuando

r =1, s = 0 es igual al peso asociado a su opuesto en I§’n+1(f) cuandor =0, s = 1.

Demostracion.- Obsérvese que como p es una funcién peso par, j1(f) = h(e?) con
h(—z) = h(z) para z € T. Sea B, (z,7,) = pn(2) + Taps(2), donde p,, es el n-ésimo
polinomio de Szegd asociado con fi. Entonces, de las condiciones de ortogonalidad para p,,
conn > 1y z = ¢ se sigue que

0= / pn(2)Z*[1(0)dO = —i/ on(2)2"FON(2)dz, k=0,...,n—1,
- T

implicando [ pn(—2)2~**Yn(2)dz = 0 para todo k = 0,...,n — 1. Entonces, p,(—z) =
Cnpn(z) con C,, # 0y como p, es moénico, p,(—z) = (—1)"p,(z). Como consecuencia,
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pi(—z) = pi(z) y entonces, Bo,(z,72,) es una funcién par y Bo, 1(—2,7on-1) =
—Baon-1(z, —Ton—1) paran > 1.
Tomando ahora Q(z) = [[I_, (2> —27) (2> —7?), entonces los polinomios para-

ortogonales asociados a t son de la forma

BQn(zv 1) = Q(Z) y BQn—i—Q(zv _1) = (Z2 - 1)@(2’) sin= 2]{;’
Boyn(2,1) = (22 4+ 1)Q(2) y Banya(z,—1) = (z* = 1)Q(2) sin = 2k + 1,

n

Bont1(2,1) = (2 + 1) [ [ (2 — 2)(z = &) y Bansa(2,—1) = =Bansa(—2, 1),
=1

Sean +z; dos ceros opuestos de Bs,(z,1) para n > 1, y denotemos por flﬂ el
correspondiente peso en I§ (f). Entonces,

h= i (e ) ) A g, (el ),
B, (z1,1)2"(z — 1) B, (—z1,1)2" (2 4 z1)

y como By, (—21,1) = — By, (21, 1) se sigue que

A=A, & [ S ) ] BQ”(Z’l)&(a)da =0

_rlz— 2 zZ+ 2 AL

T Boy(z,1) B e n—=1 si n=2k,
& _FizS(ZQ_z%)U(H)dH—O,Z—e , §= n s n—2k+l.

Como 4(f) = d(—0), para concluir la demostracién en este caso veremos que A(f) :=

ﬁéngi(f’zlg)) con z = €' es una funcién impar. En efecto, como Bs,(z,1) es un polinomio real
1
Bay (2,1)

l-invariante, es facil probar que =%~~~ es un polinomio real (—1)"~linvariante de grado
1
2n — 2. Entonces, tomando n = 2k se sigue que

-1
n—1 2 2 = Z ClZ E A—(n—l),n—l’
2 1(z 27) =S
donde ¢co =0y ¢ = —c_yparal = 1,...,n — 1. Esto implica por la formula de Euler que
A(B) = 2i 31" ¢ sin k6, es decir A() es una funcion impar. La demostracién en el resto
de los casos se sigue de manera similar. [ |

Como consecuencia tenemos también el siguiente

Lema 2.1.27 Sea p. una funcién peso par en [—1,1], es decir u(—x) = p(x), y tomemos
[(0) = o(cos®)|sinf| para @ € [—m,n]. Entonces, los ceros del polinomio para-ortogonal
B, (z,£1) asociado a [i son de la forma

1. Sin=4kyr=1:{+z, 75},

2. Sin=4dkyT=—1:{£1,+i} U{xz;, +7}i],

3. Sin=4k+2yT=1:{+i} U{*z, £7}}_),

4. Sin=4k+2y7=—-1:{£1} U {2z, 5},
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5.8in=2k+1yr=1:{-1}U{z, 5},
6. Sin=2k+1yr=—1:{+1}U{—z, -7},

Ademads, los pesos asociados a los nodos {+z;,+%;} en la regla de integracién producto

o

J7.,+s(f) dada en las Proposiciones 2.1.13-2.1.15 son iguales.

Finalmente, comentar que como los nodos de las reglas de integraciéon producto
propuestas son las raices de un numero complejo de médulo 1, podriamos computar
tales férmulas alternativamente haciendo uso de las expresiones explicitas para los pesos
deducidas en [105]. Alli se prueba que los pesos pueden ser computados eficientemente
por medio del algoritmo de la Transformada Rapida de Fourier (FFT). En la Tabla 2.7 se
muestran los tiempos de computacion requeridos en orden de calcular los pesos de la regla de
integracion producto de tipo-Gauss-Lobatto tanto directamente como mediante esta técnica
alternativa para diferentes numeros de nodos.

Nodos Directo FFT
20 | 4,850F — 04 | 3,100E — 05
40 | 1,844F — 03 | 7,800E — 05
100 | 1,184F — 02 | 1,870F — 04
200 | 5,328F — 02 | 4,220F — 04
500 | 2,810F — 01 | 1,110FE — 03
1000 | 9,530F — 01 | 2,359F — 03
2000 | 3,969EF + 00 | 5,657TFE — 03
5000 | 2,081E 401 | 1,381E — 02
10000 | 8,217E + 01 | 2,953F — 02
20000 | 3,272F + 02 | 6,250F — 02
50000 | 2,031F + 03 | 1,655 F — 01
100000 | 8,155EF + 03 | 3,534F — 01

Tabla 2.7: Tiempos de ejecuciéon en la computacién de los pesos de la regla de integracion
— 22)!*%, directamente y por medio del

producto de tipo-Gauss-Lobatto con o(z) = (1

algoritmo FFT.

Una ilustracién numérica de la cota de error (1.43) para la funcién peso o (z) = (1—a2)1+!
se muestra en la Tabla 2.8 aplicada a la regla de integracion producto de tipo-Gauss-Lobatto

con 11 nodos.

2.1.3. Conexidn entre aproximantes racionales

En esta seccién nos dedicaremos al estudio de la relacion entre ciertos aproximantes
racionales a las transformadas de Cauchy y Herglotz-Riesz de u y i, respectivamente,

introducidas en el Capiulo 1.
Recordemos la ecuacion (1.60)
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Funcién Error
er 1,830F — 05
L | 8577TE — 07

— 1,051E — 04
e 6,088F — 05
x? 2,667E — 21
——57 | 2:450EF + 01

(z +2)" | 2,694F — 09

Tabla 2.8: Cotas de error (1.43) para la funcién peso o(z) = (1 — x2)!*? aplicada a la regla
de integracion producto de tipo-Gauss-Lobatto con 11 nodos.

x = J(z), siendo F,(z) = J, <J%_> y Hy(z) = I <%> Sabemos que la funcién racional

F,(x)=J, <m%> = Q;;i&()z) verifica, ver Proposicién (1.2.13), que dado n € N

1
es decir, que F}, interpola a F), en el infinito con un cierto orden. Por un lado, sabemos por la
proposicién 1.4.7 que

Jn(f) = Ju(f),Vf € Py <= I8 = I,(L),VL € L_y .

Por otro lado, de la Proposicién 1.3.21, se tiene que, si Ha,(2) = Ign (%) se verifica
Hy(2) = Han(2) = O(z"),
1

Es decir, Hy,, interpola a H;, con el mismo orden en el origen y en el infinito. Cabe preguntarse
si ambos aproximantes estan relacionados por la misma ecuacion (2.27), es decir

Teorema 2.1.28 Suponiendo que F,,(x) satisface

Fuo) = Fulo) =0 (753 ) o (o ).

entonces, para todo = ¢ [—1,1],

Fu(a) = 5 _ZzQ Hop(2), conz = J(z),
siendo Hs,, la funcién racional dada por Hay,(z) = gzzgg donde Ba,(z) = H?il(z — zj) con
zj=eY% yz,;=%;,j=1,...,n, By, € Py, satisfaciendo,

Ho(2) = Hon(2) = O(zN*), (2 = 0),

Hy(2) — Han(2) = O(1), (2 — ). (2.28)
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Demostracién.-Tomando = ¢ [—1,1], tal que = = J(z) y =; = J(z;), obtenemos
1 2
=5 = )z Y Portanto,
2n )"\

Falz) = QZZ (z — z)( z—zj):z;(fz—zj)(z_%)

2n

_ 2 _
= (2= 2)(z = 1/2)
Ahora, _(z]-—z)(lzj—yz) == [zj£Z — 317—11/2] y por otro lado,

2n

N NE S\jgj _ S\jz
Z zj —1/z) ]Z:;(Ej—l/z) sz—z'

Se sigue por tanto que

- 2n )\z 2n )\z - 2n 2i 4z
F — Zad] J _ \; 2
n(x) 1_2,2 JZ;Z]—Z+]Z::ZJ_Z 1—222)\] ZJ_Z

= 1 J=1
z
- 1 B 2 H2TL(Z)’
. .z . Bgn _ 2n .
siendo H>,, una funcion racional de la forma 322 donde By, (2) = [[;2;(2 — #)). [ |

Nota 2.1.29 Si B,,(z) = [[j_(z — z;), entonces Bay,(z) = 12", (2 — 2j) con 2,4 = %,
j =1,...,n puede escribirse como Bs,(z) = B, (z)B,(Z).

Nos centraremos enloscasos N =n—1y N =2n — 1.

Cuando, N = n—1, F, verifica F},(x) —Fn( O (5 T ), es decir, F;, es el Aproximante
tipo Padé de F),(z) con n polos distintos z1, ..., z, en (=1, 1), explicitamente
= X — .Tj

Tomando z; = cos(f;), como vimos en el Teorema anterior, Ha,(2) = 22” )\ (ZPLZ) con

)\j = )\n+j =\, zj=eY%yz,;=%;,j=1,...,n, sabemos que:

.(f) = Zj\jf(zj) = Li(f),Vf € A_n_1),(n-1)

por la Proposicion, 1.3.21 se sigue que
Hp(z) — Han(2) = O(2"), (z = 0),

O(L), (2 = o). (2.29)

HH(Z) — Hgn(z) on
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De (2.29), se tiene que Hs, verifica 2n condiciones de interpolacion (n en el origen y
otras n en el infinito) mientras que la funcién racional Ho, depende de 2n + 1 parametros
(los coeficientes del numerador B, € P5,,). Concluimos que puede faltar una restriccién
mas. Para superar este inconveniente, nos planteamos con los 2n nodos distintos {Zj}?zl,
la construccion de las formulas de cuadratura interpolatorias exacta en Ay, 1y A_(;,—1) n

dando lugar a

2n s ) i
jgn(f) = Z)‘jf(zj) = Iu(f)’ Vfe Afn,nfl- (2.30)
j=1
Y 2
I () =" ANif(z) = Iu(F), Vf € A1y (2.31)
j=1

respectivamente. Podemos enunciar la siguiente

Proposicion 2.1.30 Bajo las condiciones anteriores,
, n 1. .
,(F) = > M) = 5 [ (D + B ()]
j=1

Demostracion.- De (2.30)-(2.31) se sigue que

) - iimzﬂ@f@),
<
() - ilijﬂzj)djf@).
<
Entonces,
SN + I = 5 _nl@ FANG)+ O+ A E)
e
= %i;?%(ig)f(zg) + 23?(§\j)f(fg) = i}%‘[f(zg‘) + f(Z))]
- Ié‘i&) i

Sean Ho, y Hy, los aproximantes generados por las formulas de cuadratura (2.30) y
(2.31), ambas con los mismos nodos { z; ?21. Por la Proposicion 2.1.30, tenemos lo siguiente,

Corolario 2.1.31 Bajo las condiciones anteriores,

Hon(2) = 5 [Fon(2) + Fion(2)] (2.32)
y . A )
Fale) = 50— [Hgn(z) + Hzn(z)} ,Vz¢[-1,1], 2 € D.
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De (2.32) obtendremos una expresion del error Egn(z) = H(2) — Ha,(2). En efecto, por
(1.48) se tiene que

R 95M T e—i(n—l)@‘B2 (eiﬁ)
Hpy(z) — Hon(2) = . - di(6
()= Hanle) = sy | e aito)
y 0 0
B 22n+1 ™ e—in an(ei) )
Hj(2) — Hop(2) = Bon(7) /7r p dg(0).
Luego,
. n T o—i(n—=1)0 B (eiG) T o—inf B (eiO)
Eu _ z / € ‘ 2n 3 / A 2n Ao
Qn(z) Bgn(Z) [ o el — o dﬂ(@) +z . el — ~ M( )
n T ,—i(n=1)0 B ( i9)
= . 14+ — | di(6
Ba,(2) /,r et — 2 [ + 619] (6)
y entonces
B (2) = -2 / " g, @) (2 do(a) (2.33)
2n Bon(2) J_» " e — 2 ' '

La férmula de error (2.33) puede ser obtenida alternativamente de la expresién de error
para los aproximantes de tipo Padé F,, como sigue: si en (1.16) inicialmente hacemos el
cambio de variable ¢ = cos(f), posteriormente la transformacién = = J(z) y teniendo en
cuenta (1.58), se tiene

Biw) = Bo) - Falo) = s [ 2D (252 i),

" 1= 22 Bon(2) eind el — 2

y por tanto se sigue la féormula (2.33), teniendo en cuenta las relaciones entre ambas
transformadas.
Ahora bien, si consideramos en el Teorema 2.1.28 el caso N = 2n — 1, F,(x) =

n—1/n]p,(z) = Q;,;(lx()z), siendo P, el n-ésimo polinomio ortogonal ménico con respecto a

la medida p. Sabemos que F,(z) — F,(z) = O (xgn%) , (r — o0), andlogamente al caso
anterior Hy,, dado por el Teorema 2.1.28 satisface,

HH(Z) — Hgn(z)

O(zQ"), (z —0),
H:

(2) = Han(2) = O(z%), (2 = o0).

Hs,, es un aproximante modificado. Ahora, de la expresion del error para el Aproximante de
Padé [n —1/n]F, (z) dada por (1.17) se puede deducir una expresion para el correspondiente
aproximante modificado,

Z2n s B22 (eiﬁ) ei@ + 2z
: — = n : 1(0). 2.34
H/L(Z) H2n(z) Bgn(z) /ﬂ_ £2ind (6“9 — Z> dﬂ(e) (2.34)
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Nota 2.1.32 La formula (2.34) es equivalente a la formula de error (1.49) pero expresada en
una forma mas compacta. En efecto (2.34) se puede reescribir como

9,2n </7r x_(Qn—l)B%n(x)dﬁ(e)_ l/” Bigix)dﬁ(0)>

B2 () \J_« r—z 2

y por las propiedades de ortogonalidad de B, tenemos que % ffﬂ %dﬁ(@) =
| fﬁ Bo,,(z)df1(0), recuperando la férmula de error (1.49). Ademds, segun estos argumentos,
podemos observar que la formula (2.34) es también valida para cualquier aproximante
modificado H,, cuyo denominador viene dado por B, (z) = Cyplpn(2) + mapi(2)], (Cn # 0,

m, € T). Se tiene asi que

oM g Bg(eie) ei9+z )
i)~ 1,(2) = s [ 2 (S ) di

7(2) Jox z

A continuacion obtendremos estimaciones del error para los aproximantes de Padé y de
tipo Padé asociados con la medida p. Para ello haremos uso de las cotas del error dadas
por Jones y Waadeland en [83] para los aproximantes modificados asociados a la medida
f definida por (1.52). Con este objetivo consideramos los aproximantes racionales a I},
asociados con las férmulas de cuadratura de tipo-Gauss. Consideremos r, s € {0,1} y sea
prs(x) = (1 —z)"(1 + z)*u(z) como en Teorema 1.2.12. Sea F,,* el aproximante racional

a F,(z) asociado con J;°(f), esto es, [, (z) = Jy° <J%_> atendiendo a la Proposicion
1.2.13, se sigue,

r,8 n )\7}5 1
Fro(e) = Bttt _ 5 L con Fy(a) = F*() = O <7> .

= i pr2ntl—r—s
Estamos interesados en la obtencién de cotas para
E(x) = Fa(z) — Fp*(z), © ¢ [-1,1],

siendo esencial el siguiente resultado, véase [83].

Teorema 2.1.33 Sea B,, el n-ésimo polinomio para-ortogonal ménico con respecto a ji y sea
H,, el correspondiente aproximante modificado asociado a H,,, es decir,

donde {z;}'_; son los ceros de By (z) = Cyplpn(z) + Tnpy,(2)], (Cr # 0, 7 € T) y {S\j}?zl
los pesos de la n-ésima férmula de Szegé . Entonces, |H;(z) — H,(z)| < A )(z) para todo
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zeD,j=1,2,3,4, donde

20151 (1= 16;%) [|1 + 7bn(2)]2*] + |2l 11 + 7bn(2)]] |2]"

W) —
o (2) PP L= 1P (DRI + 760(2) ’
o0 OTT, (1~ 1652)(1 + [z
n PP (=26 |1+ 70a(2)]’
oy = LR+ el 1+ b)) e
g 0 =P+ 70n(2)] ’
¥W(z) = Bll" (2.35)

(1= [2P) [T+ 7ba(2)]

con'b, (=) = 243 y de forma que 1) () < 17 (2) < 17 (2) < 1 (2).

Por otro lado, Sea Hs,,_,_s(z) el aproximante modificado generado por

1 si s=0,

1 osios—1, K=2n—r—s. (2.36)

Br(2) = Culpu(2) + mepi(2)], 7 = {

Entonces, de los Teoremas 2.1.28 y 2.1.33, se deduce el siguiente

Teorema 2.1.34 Para todo x ¢ [—1,1], |E,°(x)] < ‘ = 'yéil)frfs(z), j = 1,2,3,4 con

1—22

VEi)_T_S dadas por (2.35) y = = x + V2% — 1 tal que z € D.

Consideremos ahora el n-ésimo polinomio para-ortogonal ménico dado por B,(z) =

B (z,m) = Cplpn(z) + Topi(2)] donde 7, € T\{£1} y C,, = 1+rln3n (0n, = pn(0)). Como
sabemos los ceros de B, son distintos entre si, situados en T, no son reales ni aparecen
en pares conjugados. Una vez fijado 7,, € T\{£1}, sean zi,..., 2, los ceros de B, tal que

zj =€, 0; € (0,7)y0; # 0 si j # k y tomemos
I#(fo) = Zj‘jf(ewj) = I,u(fo)vvfo € Af(nfl),nflv
=1

la correspondiente férmula de Szegd con n nodos.
Definamos z; = cos(0;), j = 1,...,ntal que z; # xy sij # ky {z;}]4 C (=1,1),y
consideremos

T =D N f () = Lu(f), Vf € By
j=1

Se sabe (vease [14]) que \; = A—; >0,7=1,...,n.
Considerando F, () el aproximante de tipo Padé a F)(x) generada por P,(z) =
[T;-i(z — z;) tenemos

) B e Y
E,(z) = @) _;x—x]ﬁ (2.37)

54



2.1. Férmulas de cuadratura de tipo-Gauss

(x) = ﬁﬁgn(z), Vo ¢ [~1,1] con z € D, x = J(z) donde Hap,(z) =
Z?ZITJ z;i—z
Sea H,(z) = Hu(z,7,) el aproximante modificado a H,(z) tal que H,(z) =

> Y (Zj“) Entonces, se sigue Ho,(z) = 3[H,(2) + H,(Z)]. Por otra parte, como

jv es simétrica, es decir i(—0) = j(0), V0 € [-m, ], se puede probar faciimente que
H;(z) = Hy(1/z). Tomando Ef (z) = Fu(z) — Fu(z), = ¢ [-1,1] y EMz) = BMz, 7)) =
Hg(z) — Hy(z,1,) con z € D, se sigue que

Es mas, F,

)con)\n+j:)\jyzn+j:5j,j:1,...,n.

Eli(2) + EL(2)
2

(2.38)

Las cotas de error del Teorema 2.1.33 se pueden usar para obtener cotas de error para EV.
Corolario 2.1.35 Paratodo = ¢ [—1,1],

~ 1 z

BA@)| < 5l h0(2) + 0 (2)

con %(Lj) paraj = 1,2,3,4 dado por(2.35) y = = x + v/ x2 — 1 tal que z € D.
Con respecto a la convergencia de la sucesién {F 1>, se tiene el siguiente

Teorema 2.1.36 Dado {7,,};>, C T\{£1} yac () — R( ](”)) j=1,...,n, donde {zj(.”)}?:1
son los ceros de By, (z,7,) = pn(2) + Tnpl(2) gon pn €l n-ésimo po//nomio de Szegé ménico

para [i dada por (1.52). Para cadan > 1, sea F,, el (n — 1/n) aproximante de tipo Padé a F),

n

generado por P, (z) =[] (= xg.”)). Entonces,

lim F,(z) = F,(z)

n—oo
uniformemente sobre compactos de C\[—1, 1].

Demostracion.- Sabemos que

Sea JL(f) =>" )\(»")f( 5 )) la n-ésima férmula de tipo interpolatorio basada en los nodos
{x§" . Como )\(") > 0,j =1,...,n, se sigue que lim,_,~, J;(f) = J,(f) para toda

funC|on contmua en [ 1, 1].ASI la convergencia puntual de la sucesién F, () esta asegurada.
Sea K un compacto sobre C\[—1, 1. Entonces,

B n )\(n) n )\(”) c
@) =) <y L —<—= Vo € K.
j:19€—~’6§ ) et |ac—:c§ )| dist(K,[—1,1])
La prueba sigue por el Teorema de Stieljes-Vitalli (véase por ejemplo [77]). |
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En el resto de la seccion estudiaremos la velocidad exacta de convergencia para cualquier
sucesion {H,,(z,7,)}p2q, (tn € T) para Hy(z), es decir

ltm |Bf(2)]"/" = ln |Hj(2) — Ha(2)[ "

n—00

En este sentido, se sabe, véase [19], que

Iim |E(2)]Y" < |z], (2.39)
n—o0
uniformemente en compactos K C . La desigualdad (2.39) es una consecuencia del
siguiente resultado sobre la asintética de la raiz n-ésima de una sucesién de polinomios
para-ortogonales (véase [19]).

Teorema 2.1.37 Sea (i una medida positiva de Borel en T y sea {B,,}22, una sucesioén de
polinomios para-ortogonales ménicos para ji. Entonces,

1. lim |B,|'/" = 1 uniformemente en compactos de D,
n—oo

, 1/n
2. lm |[Bnlly " = 1.

Como es usual, para cualquier funcién continua g en K C C, ||g||r = maxgex |g(z)|.

Nuestro objetivo es ver que (2.39) es inmejorable, es decir, proporciona la velocidad exacta
de convergencia, esto es
) o0 11
Ifm B} (=)™ = |2,
n—o0

cuando /i una medida simétrica, o equivalentemente que existe una medida x en [—1,1] tal
que se relacionen mediante (1.52). Para ello, haremos uso de las velocidades exactas de
convergencia de ciertas sucesiones de aproximantes de Padé y tipo Padé a F),. En efecto,

para r,s € {0,1} sea {Fé”’s)}go:1 la sucesion de aproximantes racionales asociadas con
las férmulas de cuadratura de tipo-Gauss dadas en Teorema 1.4.9. Entonces, se tiene el
siguiente

Teorema 2.1.38 Sea Y(xr) = x4+ Va2 —1 la transformacion conforme que transforma
C\[—1,1] en el exterior del circulo unidad E preservando el punto del infinito, es decir,
1 (00) = oo. Entonces,

1
lim |EL* (@)Y = 1 |Fy(e) — Fp*(@)[/" = <lag¢[-1,1]

% con Q7 € P,1y
Pt n—1 n
Pyi(z) = (1—a)"(1+2)°Py°,_ (x), siendo P, el k-ésimo polinomio ortogonal ménico con
respecto a yu, 5(t) = (1 — )" (1 +t)*du(t) con t € [—1, 1]. Entonces, para todo = € C\[—1, 1]
se tiene (véase por ejemplo [31])

Demostracion.- Para r,s € {0,1}, tomemos F;,° =

1k _ ()]

5 (2.40)

i 157‘,5
Jim [P ()]
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uniformemente en compactos de C\[—1,1] y
tim (7% = 2 2.41)
ngrolo k [_171] B 2 ’
De (1.16) la expresién del error viene dada por

1 7,8
B = e [ 2

Py(x) J_ x—t

_ (_1)T+S ! P?Zfr—s(t)
- (fI,' - 1)7,(1_ + I)SPT’,S (.7]) /1 T —t du’r',s(t)’

n—r—s

Por la ortogonalidad, podemos escribir
—1)rts 1 [pns 12
Ea(e) = (e / LAN0)
(@ =1 @+ 1B, @) S w—t

n—r—s

(1), (2.42)

La prueba se sigue procediendo como en [31] (véase también [29] 6 [30]) de (2.40), (2.41) y
(2.42). [}

Nota 2.1.39 Cuando r = s = 0, el Teorema 2.1.38 proporciona el resultado clasico
sobre velocidad exacta de convergencia de las sucesiones de aproximantes de Padé {[n —
1/n)r,}22., ala funcién de Markov F,(x) = [*, %)

Sea {Hap—r—s}22, la sucesion de aproximantes modificados generada por los polinomios
para-ortogonales (con 7, s € {0, 1} fijos) {Ba,—r—s}5> 5 como en (2.36). Se tiene que

z

(o) = 5

Hanrfs(Z)’ (243)

conz € C\[-1,1]y z € D tal que z = ﬁ con ¢ dada en el Teorema 2.1.38. Ahora, por
(2.43) y el Teorema 2.1.38 se tiene para todo z € D que

nlggo|E°£tn_r_s(z)|1/(2n—7‘—s) _ T}LH;O|HM(Z) _HQn—rfs(Z)P/(Qn_r_s) (2.44)
1
= lim |ES(z)|V/ =) = = |z|.
% @)

Podemos afirmar que

Teorema 2.1.40 Sea {H,}5°, la sucesion de aproximantes modificados para H;,, generada
por los polinomios para-ortogonales monicos B,,(z, 1) = Cy[pn(2) + mnpl(2)], (Cn = 1+31 -
¥y T € {x1}), siendo i una medida simétrica. Entonces,

lim |H (=) — Ha(2)]'/" = |2

uniformemente en compactos de .
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Demostracién.- Sea H,,(z) = H,(z,m,) = gzg; 3y Bu(2,7) = Culpn(2) + Tup(2)]

con 7, € {£1}. Tomando Eﬁ(z,rn) = Hy(z) — Hy(z,1,), por (2.44) se sigue que

Tim B, (DY = lm B (1) = )2
Tim B, (2, D)V = lm B, (5,12 = 2
y por tanto,
1 of /n _ ¢ i, 1) |/
Jim [E7 (2, 1)] lim [E7 (2, —1)| 2. (2.45)

Supongamos ahora una sucesion arbitraria {H,(z,7,)}>2, con 7, € {£1} y tomemos
L={neN:7,=1}ylh={neN:7, =—1} de forma que N = I; U I,. Supongamos
que ambos I; e I, poseen infinitos elementos (en otro caso la prueba es trivial). Entonces,
de (2.45)

lim Bl (z, 7)™ = lim |EE(z, 1) = |z], (2.46)
n—oo,nely n—o00

lm Bz, 7)Y = lm |ER(z,—1)V™ = |2. (2.47)
n—o0, nEls n—o00

Tomando ¢ > 0, entonces por (2.46) existe n tal que Vn € Iy yn > ny, ||EL (2, 7)Y/ —|z]| <

£y por (2.47) existe ny tal que Vn € Io y n > no, Eﬁ‘(z,rn)]l/" — |z|| < e. La demostracién

se concluye tomando ng = max{ni, ns}. |
Analizaremos ahora el caso cuando 7,, € T\{£1}. Se puede probar el siguiente

Teorema 2.1.41 Sea {H,};2, la sucesion de aproximantes modificados para Hj (ji
simétrica) generada por los polinomios para-ortogonales mdnicos By, (z,7,) = Bn(z) =
Culpn(2) + Tnpr(2)], T € T\{E1} y Cp, = 1

lim [Hj(z) — Ha(2)]V" = 2]

n—o0

uniformemente en compactos de D.

Demostracion.- Como 7, € T\{il} los ceros de B,(z,7,) no pueden aparecer en
pares conjugados. Sean z;,, = ¢%in, j = 1,...,n los ceros de By (z,7,) con 0;, € (—m, 7).
Definimos z; , = cos(f;,,) y considerando P, ( ) =[[j_i(x—zj,). Sea {F,}2_, la sucesion
de aproximantes de tipo Pade asociada a [}, con denominador P, y denotamos por El
al correspondiente error, Ef () = F,(z) — F (z). Entonces, de (1.16) tenemos para todo
x € C\[-1,1] que

- 1 L P.(t)
El(x) = = dpu(t). 2.48
H) = g [ () 2.48)
Ahora, podemos escribir P, (z) = %ﬁ;‘(gm, x = J(z). Por el Teorema 2.1.37 se sigue

para todo x ¢ [—1,1] que

1 1 |9 (2)] i _ 1
lim |P,( n — _— - = hm P, —. 2.49
A [P (@) 2z 20z +vVa? —1] 2 ) IPulliziy =5 (2.49)
Entonces, por (2.48), (2.49) y procediendo como en [31] se concluye,
~ 1
lim E" Un — Yim |F,(z) — F,(z)|Y" = <1
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2.1. Férmulas de cuadratura de tipo-Gauss

Sea Eoﬁ(z) = Eoff(z,Tn) = H;(2) — Hy(2,7,), 2 € D. Entonces por (2.38),

_ 1/n
|Ef(z) + ERE)|| conz=J(2). (2.50)

B = |3

2122 -1

- ‘
Ahora, teniendo en cuenta que si {a,, } y {b,,} son dos sucesiones de nimeros positivos tales

que lim,, o ¥a, = ay lim, . /b, = b, se tiene que lim, o Va, + b, = méx{a,b}.
Entonces, por (2.50) se sigue que

liminf |[EA ()Y > lim [EF(2)]Y" = |z 4+ Va2 — 1] = |2. (2.51)
n—oo n—oo
Ahora, de (2.40) y (2.51) se concluye la demostracion. |

Finalmente, podemos agrupar los Teoremas 2.1.40 y 2.1.41 para obtener el siguiente
resultado general,

Teorema 2.1.42 (Velocidad exacta de convergencia) Sea [i una medida simétrica en T
y sea {H,};>, una sucesion arbitraria de aproximantes modificados a H;(z) =

I etz dj(9). Entonces para todo compacto K enD,

—m ef—z

, o 1/n _ _ .
A [[Hy — Hall g™ = p(K) = méx{|z]} < 1.

Para finalizar esta seccién presentaremos algunos ejemplos numéricos para el célculo
aproximado de ciertas funciones especiales que pueden ser expresadas en términos de la
funcién de Markov. Para ello haremos uso de los aproximantes racionales F,, dados en el
Teorema 2.1.36, recordamos brevemente su célculo. Sea /i dada por (1.52), consideremos
los ceros {z;}]_; de Byn(z,7) = pu(2) + 7p5(2) con 7 € T\{=*1}, siendo p, el n-ésimo
polinomio de Szegd ménico para ji. Si z; = R(z;) y Pu(z) = [[j-1(z — z;), el polinomio
Qn—1(w) viene definido por (aproximante tipo Padé),

Ademas, dado que E,, depende del parametro + € T\{£1}, éste sera elegido de manera que
una condicién de interpolacién en (2.1.3) sea incrementada. Nos referiremos a este 7 como
el parametro dptimo y lo denotaremos por 7*. En cuanto a su computacion, partiremos de
la informacion disponible de y. (o equivalentemente de F),), en este caso los momentos cj,
dados por (1.3), computaremos los momentos modificados (véase por ejemplo [63])

Fu(@) — Fu(x) = Fu(a) -

+1
G= [ Todu(e)
donde para todo k£ > 0, Tx(t) = cos(k arc cos(t)) denota el k-ésimo polinomio de Chebyshev
de primera especie. Dado que [z es simétrica se tiene que d_j = d, = ffﬂ e*ikeda(«?) = 2C.
De los momentos trigonométricos {dk};r;"ioo podemos computar los polinomios de Szegd
{pr}372, mediante la ley de recurrencia de Szegd (Teorema 1.3.2), de ahi, los ceros de
pn(2) + 1p}(2), 7 € T\{£1} obteniendo el polinomio generador P, del aproximante F,,.
Sin embargo, procederemos de una manera mas eficiente. Por medio de la ley de recurrencia
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Capitulo 2. Interpolacién y aproximacion

de Szegd computaremos de manera recursiva los pardmetros de Verblunsky d, = p,(0),
n=1,2,...y 6 = 1. Ahora, dado 7 € T\{+1}, consideremos la matriz de Hessenberg de
orden n Hy, = Hn(7,01,...,0,) (1.40) de manera que los nodos {z;}7_; y pesos {S\j}?zl
puedan ser computados como un problema de autovalores. Por tanto, obtenemos

~ Qn_l(w) 1 - 5\]‘
F(r)= ———=— _. 2.52
Consideraremos varios ejemplos que han sido estudiados anteriormente en [81]. Haremos
comparaciones entre los aproximantes tipo Padé F;, = (n — 1/n)r, y los correspondientes
aproximantes de Padé [n — 1/n|r, y [§ — 1/5]r, cuando n es par. Recalcar que

Fulo) = Fuli) = Fula) = [ = /511 0) = 0 (i )« (o = o),

asi que ambos aproximantes requieren la misma informacion en términos de los momentos
ck- En las tablas siguientes se muestran los errores absolutos, denotando por (m — 1/m)
PTA el error del (m — 1/m) aproximante tipo Padé y por [m — 1/m| PA el error del [m — 1/m]
aproximante de Padé.

1
Ejemplo 2.1.43 u(t) = \/17_752 (medida de Chebyshev de primera especie). Ahora la

funcién de Markov viene dada por

+1 dt T

Fule) = 1 V1—t3(x—1t) 221

y la medida asociada . enT es ji1(0) = 1 (medida de Lebesgue). En este caso los polinomios
de Szeg6 monicos viene dados de forma explicita por p,(z) = 2" asi que los nodos {z;}"_,

son los ceros de B, (z,7) = 2" + 7 y los pesos vienen dados por \; = 27” j=1,...,n,
(véase por ejemplo [74]). Entonces, tomando 7 = —e'®, a € (0,7) U (m,2m) de (2.52) se
sigue,
n
- T 1
Fo(r) = —

i @ —cos (M>
n

Los calculos pueden verse en la Tabla 2.9.

Ejemplo 2.1.44 (El logaritmo natural) Aqui estamos interesados en la aproximacion de
log(1 4+ x). Tomando p(t) = 1 y escribiendo F),(x) = ffll -4t entonces log(1l + z) =
F,(1+ %). Ahora, 1(0) = |sin(f)| que es una medida de tipo Jacobi (por medida de tipo
Jacobi en T nos referimos a una medida de la forma j1(f) = (1 — cos0)*(1 + cos0)?,
a, > —1/2). Aqui, los pardmetros de Verblunsky se conocen explicitamente (véase por
ejemplo [68]): 6, = 1;(7(%1); n=20,1,2,....

Los errores son mostrados en las Tablas 2.10 y 2.11.
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Tabla 2.9: Errores absolutos de los aproximantes tipo Padé y Padé del ejemplo 2.1.43.

x (O/10)PTA, 7 =i | [4/5]PA | [9/10]PA
2 1,320E — 11 6,921F — 06 | 1,319E — 11
2i 7,987E — 13 1,510E — 06 | 8,022E — 13
3+ 6,179E — 15 2,474F — 08 | 7,628E — 15
1 5,329F — 15 1,773E — 09 | 5,995E — 15
1+ 0,5 2,667E — 06 4,061E — 03 | 2,667E — 06
0,3i 1,622E — 02 3,300E — 01 | 1,622F — 02
0,2+ 0,17 9,030E — 01 1,924E + 00 | 9,030E — 01

T (9/10)PTA, 7=1i| [4/5|PA [9/10]PA
1 3,128E — 07 3,047E — 06 | 5,939E — 12
—2i 1,201E —09 | 1,237E — 08 | 7,966F — 15
== 5,709F — 08 5,727E — 07 | 2,587E — 13
180200 7,093E — 06 7,446E — 05 | 2,616E — 09
—2i 5,277F — 12 5,393F — 11 | 4,829F — 15
24 2i 1,564F — 03 1,788F — 02 | 8,971E — 05
3 8,258F — 11 8,323F — 10 | 7,994F — 15

Tabla 2.10: Errores absolutos de los aproximantes tipo Padé y Padé del ejemplo 2.1.44.

x (9/10)PTA, 7 = —0,09090909090909 + 0,99585919546394i
1 9,757E — 09
i 1,142E — 11
=2 1,205E — 09
[50_2001 3,158 — 07
—£i 1,433E — 14
242 1,380 — 04
3 5,131F — 13

Tabla 2.11: Errores absolutos de los aproximantes tipo Padé con parametro 6ptimo del
ejemplo 2.1.44.

Ejemplo 2.1.45 (La inversa de la tangente) Sea
“odt
Arctanw = / —.
o 1412

+1 dt

Consideramos F),(z) = || Tt después de algunas manipulaciones, se tiene que

Arctanw = —~F, (1+ ). Siendo la medida asociada [1 en T de tipo Jacobi, j1(6) =

\/‘f”‘i(% = +/1+ cosf. Los parametros Verblunsky vienen dados explicitamente por 6, =
—COSs

%, n=20,1,... Los experimentos numéricos estan recogidos en las Tablas 2.12 y 2.13.
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w (9/10)PTA, T =i | [4/5|PA [9/10]PA
V10, 6,225F — 10 1,293E — 08 | 2,576F — 14
Y1020 6,157TE — 12 1,262E — 10 | 1,519E — 14
Y3/ 3775E — 14 | 9,436E — 13 | 9,714E — 15
N#g—?%ﬁ 8,919F — 11 1,844E — 09 | 2,102E — 14
Yo 8,882F — 15 1,910E — 14 | 6,883F — 15
Y L 6,681E — 14 1,594F — 12 | 1,019E — 14
2,/44900_15715% 1,311E — 14 1,832E — 13 | 8,494F — 15

Tabla 2.12: Errores absolutos de los aproximantes tipo Padé y Padé del ejemplo 2.1.45.

d (9/10)PT A, 7" = —0,04761904761905 + 0,998865569685861
@i 1,383F — 11
—— 1,145F — 13
@ 7,299E — 15
2/—725—290:
—— 1,730F — 12
@ 4,885E — 15
2/—1515—15150s
m 7,870F — 15
—— 5.955E — 15

Tabla 2.13: Errores absolutos de los aproximantes tipo Padé con parametro 6ptimo del
ejemplo 2.1.45.

Ejemplo 2.1.46 (Integral exponencial) Sea

oo ,—wt
En(w):/l etn dt, Rw) >0, n=1,2,....

Podemos restringirnos al cason = 1 ya que se verifica la relacion de recurrencia E,, 11 (w) =
—w__ . . e

%E"(“). Estaremos pues interesados en la estimacion de Ei(w) la cual puede ser

expresada tomando t = v/w, como Ey(w) = [*° “=dv, |arg(w)| < w. Ahora, considerando

Fu(z) = fjll 62;(:1) dt, tras algunos célculos E1(w) = e'™¥ {El(l) - F, (‘:—ﬂ)]donde

Ei(1) ~ 0,2193839343955203. En este caso, los momentos ¢, = [ t*¢2/t=Ddt pueden
ser recursivamente computados procediendo de forma similar a como se hizo en [96]. En las
Tablas 2.14 y 2.15 se muestran los correspondientes resultados numeéricos.

De las tablas anteriores se ve que los aproximantes tipo Padé compiten favorablemente
con los aproximantes de Padé. Ademas, la mejora al elegir el parametro éptimo 7* se
muestra claramente. En este aspecto, cabe indicar que (véase [14]) para cada n existen dos
parametros éptimos 7* y 7*. Ademas, ambos parametros producen el mismo aproximante. En
efecto, si denotamos por F, () = Fy,(z,7) el (n — 1/n) PTA correspondiente a 7 € T\{#1},
por (2.52) se sigue que E,(x,7) = F,,(z,7).

62



2.2. Féormulas de Cuadratura de tipo-Gauss con un nodo prefijado en el interior

w | (9/10)PTA, 7=1i]| [4/5]PA [9/10]PA
2 7,445E — 15 1,509E — 14 | 5,600F — 15
— 4,104F — 11 8,605F — 11 | 1,270 — 14
2—4 1,203E — 13 2,492F — 13 | 7,077E — 15
o 1,147E — 10 2,354F — 10 | 1,238F — 14
5 1,399F — 08 [ 2,710E — 08 | 1,621F — 14
- 4,573F — 08 8,752E — 08 | 3,422F — 13
s 2,210F — 07 4,121F — 07 | 7,958 — 12

Tabla 2.14: Errores absolutos de los aproximantes tipo Padé y Padé del ejemplo 2.1.46.

w [ (9/10)PTA, 7" = —0,39240172254712 + 0,91979393786981
2 3,886E — 16
2= 3,560F — 13
2—i 5,825F — 16
== 1,337TE — 12
3 4,033F — 10
- 1,616E — 09
s 1,078E — 08

Tabla 2.15: Errores absolutos de los aproximantes tipo Padé con parametro 6ptimo del
ejemplo 2.1.46.

Finalmente, como era de esperar, dado que los aproximantes satisfacen condiciones de
interpolacion en el infinito, la mejor estimacién para F), es obtenida cuando = € C\[-1,1]
esta suficientemente lejos del origen.

2.2. Formulas de Cuadratura de tipo-Gauss con un nodo prefija-
do en el interior

En esta seccion presentaremos una caracterizacion de las formulas de tipo-Gauss con
un nodo extra prefijado en (—1,1), estudiadas en [12] aprovechando la conexién entre el
intervalo [-1,1] y la circunferencia unidad, asi como sus consecuencias desde un punto de
vista computacional.

2.2.1. Caracterizacion

Tal y como vimos en el capitulo anterior existen situaciones especiales en las aplicaciones

que para estimar integrales del tipo

Ju(f) = / fa)dula) (2.53)

siendo x una medida positiva en [—1, 1], es ventajoso considerar férmulas de cuadratura
con las siguientes caracteristicas, Sea z, € (—1,1), r,s € {0,1} yn > 1+ r + s, pesos
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AP ADTAGTy {127 y nodos distintos {a°}"={~*"! C (—1,1) de manera que,

n—1—r—s

T(f) = oA FO) 4 s\ F(—1) 4+ AL () + Z o F
= Ju(f)v para toda f € ]P)Q(nfl)frfsv (2.54)

con J,,(f) dada por (1.9).

Sabemos que estas formulas de cuadratura existen y sus pesos son positivos, véase [12].
Nuestro objetivo en esta seccién es recuperar parte de los resultados obtenidos en [12], como
consecuencia de su conexién con ciertas férmulas de cuadratura de Szeg6é-Radau (Lobatto).
Concretamente con el fin de caracterizar la férmula (2.54), sin usar argumentos de cuasi-
ortogonalidad tal y como se hizo en [12], trasladamos con la transformacion de Joukowsky
x = j(z), (2.53) y (2.54) a la circunferencia unidad. Para lo cual, la medida x sobre [—1, 1]
induce una nueva medida simétrica /() = p(cos 0)|sin 0| sobre T o equivalentemente sobre
cualquier intervalo de longitud 27, que tomaremos sin pérdida de generalidad [—, 7].

Por un lado, cuando r = s, veremos que siempre existe JS’O(f) o bien J,"! pero nunca
ambas a la vez. Por otro lado, cuando r # s sucede algo parecido, existe sir =1ys =06
r =0y s = 1 pero no simultdneamente. Es mas, en aquellos casos donde la existencia este
garantizada sera Unica y sus pesos positivos.

De la proposicion 1.4.7 la existencia de J;,*( f) queda determinada por la de una formula
de Szeg6-Lobatto que tiene por nodos fijos a z, y Z, donde R(z,) = x4, la cual vendra dada
por el Teorema 1.3.17.

Teorema 2.2.1 Sean ji una funcién peso simétrica sobre T, p, el n-ésimo polinomio de

Szegé monico para [i y z, € T\{£1}. Tomemos a := 2!~ 3’;:2722"; € T. Entonces,

1. sia = +Z, (y por tanto, a # =+1), tomando 7,, = +1, entonces existe una Unica
formula de Szegd-Lobatto con n nodos simétrica con nodos prefjjados en {ZasZa }
y cuyos nodos son los ceros de By (z,7,) = zpn—1(2) + Tapi_1(2) con pp_1(z) =
2pn-2(2) F Taphy_o(2).

2. Sia = £1 (y por tanto, a # +z,), entonces {z,, %z} son ceros de B,,_1(z,F1). La

formula de Szegé con (n — 1) nodos determinada por este polinomio, es una regla de
Szegb-Lobatto simétrica.

3. Sia # +1 yaz, # £1 (caso general), tomemos v = —jffj) #0yr= ‘ (aza )‘ > 0.
Entonces, y—r € (—1,1) 6y+r € (—1,1), pero no ambos simultdneamente. Adem4s,

tomando 6,1 = {y — .,y +r} N (=1,1), s, = sgn <s?$i)> y

spn+1

T = £(—1) 2

Sidp_1 =+,

existe una unica formula de Szegb-Lobatto con n nodos simétrica con nodos prefijados
{%a,Za} ¥y cuyos nodos son los ceros de B, (z,7,) = zpn—1(2) + ™p}_1(2) con

Pn-1(2) = zpn—2(2) + gnflp;—2(2)‘

En todos los casos, las férmulas de cuadratura son exactas en A_(,,_2) ,,_o-
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Demostracion.- La demostracion en todos los casos se sigue del Teorema 1.3.17
tomando z3 = Z, y b = @ y del hecho de que debe verificarse que b1 € (—1, 1)ym, =+l

Para el primer caso se sigue de la Nota 1.3.18 que dn_1 debe tomarse en (=1,1) yenel
segmento que une v; = —a y 2 = —a. Por tanto, b1 = —R[a] y la expresion para 7, sale
aplicando la obtenida en la Nota 1.3.18. La prueba en el segundo caso es directa.

En la tercera situacion, 6,,_; debe ser real y escogerse en el arco ' N D # (), siendo I"
el circulo con centro v y radio . Como el centro es real y bn_1 € (—=1,1) deducimos que
debemos tomar 6,,_; = ~ & . Asi, hemos de probar que |y — 7| < 1 < |y +r| > 1. De
[79, Ecuacién (27)] imponiendo que 4,,_; sea real, se tiene que dn_1 €S Una solucién de la
ecuacion

2% — 2yx + 29yR[a] — 1 = 0.

Como sabemos que la regla existe, la ecuacion tendra dos soluciones reales dadas por

8;5_1:7[&\/2}, A::1+1(1—2%[a]) >0,
7\

y por tanto queda probar que tan solo una de ellas se encuentra en (—1,1). Claramente,
cuando |y| > 1 se sigue que |5 ;| > 1, asi, solo queda analizar el caso |y| < 1. Si
v € (0,1), como R[a] < 1 se tiene que v/A > 1, lo que implica 47 , > 1. De manera
similar, si v € (—1,0), como R[a] > —1 ahora /A > %,teniendo 6+ | < —1. Finalmente, la
expresion para 7, € {£1} se sigue del caso general en el Teorema 1.3.17. [

Del Teorema 2.2.1, vemos que para cada z, € T\{£1} puede ser construida una Unica
formula de Szeg6-Lobatto simétrica con n nodos, donde {z,,Z,} estan prefijados, exacta en
A_(h—2)n—2-

La Proposicion 1.4.7 y el Teorema 2.2.1 son la clave para la construccion de féormulas
de cuadratura del tipo (2.54) desde la circunferencia unidad. Consideremos z, € (—1,1)
fijo y escogiendo z, y Z, sobre T\{+£1} tal que R(z,) = z, y construimos una férmula de
cuadratura de Szegd-Lobatto simétrica.

Por un lado, si consideremos primero un nimero par de nodos en la circunferencia unidad,
esto es 2n. Los nodos seran los ceros de

BQTL(Z7 72271) = zﬁ?n—l(z) + %QTlﬁ;nfl(z) con ﬁ?n—l(z) = Zp2n—2(z) + SQn—lp;n72(z)7 (2.55)

siendo p9,_o el polinomio de Szegé moénico de grado 2n — 2 para ji, don_1 € (-1,1) y
Ton, € {£1}. Por tanto, hay dos posibilidades

e 73, = 1. De (2.55) vemos que By, (£1,1) # 0. Por tanto, sus 2n ceros restantes
aparecen en pares complejos conjugados sobre T.

n—1
() = Aalf(za) + FGI + D Nilf(z) + £(Z))]
=1
= Ii(f), para f € A @n-2)2n2- (2.56)

Entonces, de la Proposicion 1.4.7 con N = 2n — 2 se observa que podemos computar
una férmula de cuadratura satisfaciendo (2.54) con » = s = 0. En efecto, tomando
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Ta = R(za), A0 = A, x?,o =R(z)y )\?’O = 5\]-, j=1,...,n—1se sigue que,

n—1
IO = A F () + Y AT F (@) = Ju(f), para f € Py, s, (2.57)
j=1

Es bien sabido que los pesos en (2.57) son todos positivos.

e T2, = —1. De (2.55), vemos que Bgn(:lzl, —1) = 0, ya que po,_1 tiene coeficientes
reales, y que el resto de ceros de Bs,(z,—1) aparecen sobre T\{£1} en pares
complejos conjugados. La correspondiente formula de Szeg6-Lobatto simeétrica con 2n
nodos fg‘n(f) puede expresarse como

n—2
jgn(fo) = )O\oc[fo(zoc) + fo(ga)] + 5‘-1—.]3(1) + 5‘—.]3(_1) + Z 5‘][fo(zj) + fo(zj)]
j=1
= Iﬂ(f)a para f € A (2n—2)2n—2- (2.58)

De nuevo por la Proposicion 1.4.7, reemplazando n por n + 1, tendremos computada
la formula (2.54) cuando r = s = 1. En efecto, tomando z, = R(za), Ao’ = Aas

)\i’l = 5, ALt = % x;’l =R(z)y )\Jl.’l = S\j,j =1,...,n — 2 se sigue que,

n—2
TR = AV AN A1) 4 AL F(ra) + DDA )
j=1

= Ju(f), para f € Pg, o. (2.59)

A continuacién, consideremos la férmula de Szegé-Lobatto simétrica de (2n — 1) nodos
I (f) para i donde z, y Z, estan prefijados. Ahora los nodos de la cuadratura son los
ceros de Bon-1(2, Tan—1) = 2pan—2(2) + Ton-1P3,1(2), donde pon_2(z) = zpan-3(z) +
don—2p5,_3(2), d2n—2 € (—1,1), Top—1 € {£1} y siendo pa,—3(2) el (2n — 3)-ésimo polinomio
ménico de Szegd para fi. Como antes, analizaremos las dos posibilidades para 72,1 € {+1}.

o Top—1 = 1. Como po,—2(£1) = g5, _,(£1) se sigue que z = —1 es el tnico cero real

de By,,_1(2,1), estando los otros 2n—2 sobre T\ {1} en pares complejos conjugados.
La férmula sera por tanto de la forma

n—2
By () = Af(=1)+Aalf(za) + FGa) + D Alf () + £(3))]
j=1
= Ii(f), para f € A (on-3)2n-3- (2.60)
Nuevamente, cuando tomamos N = 2n — 3, la Proposicion 1.4.7 nos permite computar
la formula de cuadratura de (2.54) con r = 0y s = 1. En efecto, tomando 2O — %‘
A0l = A, x?’l =R(z)y )\(]).’1 = ij,j =1,...,n — 2, entonces,
n—2
) 5 ,1
TN = A0+ A f(wa) + D AT ()
j=1
= Ju(f), para f € Py,_3. (2.61)
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e T9,_1 = —1. Ahora, con argumentos similares Bgn,l(z,—l) tiene un Gnico cero
real en z = 1y el resto sobre T\{+1} en pares complejos conjugados. Por tanto,
la correspondiente (2n — 1)-ésima férmula de Szeg6-Lobatto puede expresarse como

n—2
() = Af) + Aalf(za) + FED + Y Nl (2) + f(z))]
j=1
= Iu(f), parafe An-3)2n-3- (2.62)

De la Proposicion 1.4.7 con N = 2n — 3, obtenemos (2.54) con = 1y s = 0, se sigue
directamente. En efecto, tomando )\fr’o = %* A = A, lefo = RN(z;) y A;’O = S\j,
j=1,...,n— 2. entonces,

n—2
T = MR+ A () + 3 A F )
j=1

= Ju(f), para f € Pyy_3. (2.63)

Del andlisis anterior podemos enunciar el siguiente resultado

Teorema 2.2.2 Dados r y s en {0,1}, zo, € (=1,1) y 2z € T tal que o, = R(z4).
Sea 1 una funcién peso sobre [—1,1] y [ la funcién peso sobre T dada por (1.52). Para
n > 1+ r + s consideremos la formula de cuadratura de Szeg6-Lobatto simétrica de
(2n — r — s) nodos para ji donde z, y Z, estan prefiados. Sean SQH,(HsH) € (-1,1)y
Ton—(r+s) € {£1} los pardmetros que caracterizan esta cuadratura. Entonces, la formula de
cuadratura Jy,°(f) construida en (2.57)-(2.59)-(2.61)-(2.63) coincide con (2.54), si y solo si,

Ton— (r+s)+2rs — (=1)".

Nota 2.2.3 Debido a la positividad de los pesos en una formula de Szeg6-Lobatto se sigue
que los pesos de cualquier férmula Jy,*(f) satisfaciendo (2.54) son positivos.

Dado que el Teorema 2.2.2 caracteriza las férmulas de tipo-Gauss con respecto a una medida
1, parece natural que nos planteemos reescribirlo de manera que la informacion inicial sea
en términos de . Para nuestro propdsito, y en virtud de la simplicidad, nos restringiremos a
la cuadratura de n nodos (2.54) cuando r = s = 0, ya que el resto de casos, salvo matices,
se desarrollan de manera similar. Consideremos pues, la férmula de cuadratura de Gauss-
Radau

n—1
TOF) = TE(F) = Aaf (@a) + D Nif(x)), (2.64)

7j=1
tal que J,(f) = JK(f), para todo f € Pg,_o, donde por simplicidad en la notacion
suprimiremos el super-indice (0, 0). Teniendo en cuenta el Teorema 1.2.8 el polinomio nodal
R, (x) = (x — z4) H?;ll(x — x;j) es ortogonal a IP,,_>. Si denotamos por {p;}32, a la
sucesion de polinomios moénicos ortogonales para y, donde P,_1(z,) # 0, se sigue que
R, (z) = pp(x) — Cppn—1(x) con C,, = f,(z,) donde f,(z) = pfif(ﬁi) paran > 1. Sabemos
(véase, por ejemplo [106]) que el polinomio R, tiene al menos n—1 ceros distintos en (—1, 1).
Sin embargo, un cero podria situarse fuera del intervalo. Por tanto, nuestro objetivo es dar
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condiciones sobre z, con el fin de todos los ceros de R,(z) sean distintos y situados en
(—1,1).

Haciendo uso de las relaciones existentes entre las sucesiones de polinomios ortogonales
asociados con p y [z respectivamente (Teorema 1.4.4), se sigue que si p,, denota el polinomio
ortogonal ménico para . de grado n y pa, el 2n-ésimo polinomio de Szegé moénico para f,
de (1.54) se sigue

L @) 1 Ba(z))
2”(1 + 62n) AL 2"(1 + 52n) AL

conz = J(z2)y Bay(2) € Pa,.
Podemos escribir R,,(x) = 27 "[Ban(z) — Cp,zBay—2(2)]. De las relaciones de recurrencia
de Szegb (1.27) es facil comprobar la relacion,

R, (x) = 72 [Z (Z + -1 — 7) poan—2(2)

pn(x) = , (2.65)

1+52n

Cn . 1+ d2,
+ (1 +z (62n_1 1 6%)) p2n2(z)] = 72T(z), (2.66)

con x = J(z)y siendo T un polinomio ménico de grado 2n. Por lo tanto, si admitimos que que
R, tiene n ceros distintos en (—1,1) y los denotamos por =, =1, ..., z,—1 de manera que
To =cosayx; =cosb;, j=1,... n —1lcona,b; € (0,7), el poIinomio T tiene 2n ceros
distintos sobre T, {z4,Zs} U {zj,E]}] {,donde z, = ey z; =€, j=1,...,n— 1. Porla
Proposicién 1.4.7, vemos que los ceros de T'(z) son los nodos de laférmula de Szegé-Lobatto
simétrica con 2n nodos para ji: donde z, y Z, estan prefijados. Por tanto,

T(2) = 2pan-1(2) + FonPin_1(2), €ON pan_1(2) = 2pan—2(2) + d2n—1P5,_o(2).  (2.67)

Comparando las expresiones (2.66) y (2.67) se comprueba facilmente que 7, = 1y
0on_1 = Oop_1 — fﬁ Entonces, la existencia de la féormula de cuadratura J},(f) dada

por (2.64) exacta en IPy,,_o es equivalente a 52n_1 € (—1,1), necesariamente,

’8271—1’ <l& (1 + 5271)(5271—1 - 1) < fn(xa) < (1 + 5271)(1 + 5271—1) (268)
con fn(xy) = % Por otro lado, por (2.65) y como los polinomios de Szegb tienen

coeficientes reales (por la simetria de [1) tenemos

P2n(_1)

pan-2(—1)° (269

o p2n ) _
fa(1) = om0 y fu(=1) =

En [109] podemos encontrar la siguiente relacién entre las normas Lg de pn(2), pn(£1)
y los correspondientes parametros de Verblunsky:

1+5 - 1715
—HpnnMH 5 a1 = (1" ol H\/;H(s

donde [lpnl% = J7_ pn(e”)?i(0)d0 = TTj—, (1 — |5;]*). De (2.69), estas relaciones nos
permiten escribir,

Jn(1) = (1 + 620) (1 + b2n—1) ¥ fu(=1) = —(1 = 020) (1 + J2n—1).

68



2.2. Féormulas de Cuadratura de tipo-Gauss con un nodo prefijado en el interior

Finalmente, por el Teorema 2.2.2 y (2.68) se concluye que la existencia de la férmula de
cuadratura de Gauss-Radau con n nodos como (2.64) con z, € (—1,1) prefijado esta
caracterizada por la condicién f,,(—1) < fn(za) < fn(1). Este resultado fue obtenido en [12]
haciendo uso de la teoria de polinomios cuasi-ortogonales de hasta orden uno con respecto
a la funcién peso p sobre [—1,1]. Concluyendo que hemos obtenido una demostracion
alternativa aprovechando la vinculacion entre la circunferencia unidad y el intervalo.

2.2.2. Aspectos computacionales

En esta subseccion estudiaremos los aspectos computacionales derivados de la
caracterizacion de las férmulas tipo-Gauss mediante formulas de Szegé-Lobatto simétricas.
Concretamente, analizaremos como la féormula de cuadratura con n nodos J,,°(f) dada
por (2.54) con z, € (—1,1) prefijado y donde +1 son también posibles nodos, puede
ser computada eficientemente mediante la solucién de un problema de autovalores de
dimensién n, asociado a ciertas matrices tridiagonales. De la Proposicién 1.4.7 y el Teorema
2.2.2, vemos que la computaciéon de J;,°(f) para p, siendo p una medida en [—1,1], es
equivalente ala computacic’m de la férmula de Szegd-Lobatto con (2n — r — s) nodos para

=" F(e)j(8)dh, donde ju(0) = p(cos 0)| sin 6|, con nodos prefijados z, y Z, sobre

"JI‘ de manera que z, = R(z,). Si denotamos por I}, () a esta formula, se tiene que

jgn—r—s(L) = I,LL(L)7 para L € A—[2(n—1)—7‘—s},Q(n—l)—r—s

Ademas, existe una nueva medida simétrica ﬁ de manera que,
~2n r— s(f) ll(f) = f( ) ( ) para f € A (2n—r—s—1),2n—r—s—1

es decir, I}, .~ S(f) es realmente una férmula de cuadratura de Szegd simétrica para fi.
Al mismo tiempo, por la Proposicion 1.4.7 deducimos facilmente que J;,*(f) representa una
férmula de tipo-Gauss para i1, siendo /i la medida sobre [—1,1] tal que /1(0) = ji(cos )| sin 6]
Si denotamos por {6k} y por {6k} 60 = 5y = 1) los n primeros coeficientes de
Verblunsky para iy ji respectlvamente se tiene que &y = O, k = 0,1,...,n — 2. Ademas,
On1 depende de {0} y puede ser facilmente computado mediante el Teorema 2.2.1.

En resumen, la computamon de J,°(f), si existe, se reduce a la computacion de ciertas
formulas de tipo-Gauss con n nodos con respecto a la nueva medida i que proviene de ﬁ
Por tanto, si asumimos que conocemos los pardmetros de Jacobi {a,}3, y {br}72, de u
y filamos x, € (—1,1), nuestro primer objetivo serd computar para cada n los parametros
de Jacobi {a;}}~] y {Bk}Z;é asociados a fi. Para ello necesitaremos las relaciones de
Geronimus dadas en el Teorema 1.4.9, que relacionan los correspondientes coeficientes de
Verblunsky y los parametros de Jacobi y procederemos como en [60] de la siguiente forma:
consideremos la sucesion {uy}7°  definida mediante los coeficientes de Verblunsky,

U = %(1 — 5k)(1 + (5]9,1), (2.70)

teniendo en cuenta (1.59) deducimos que by + 1 = uy, ai = UopUok—1Y b +1 = uop +uok i1,
para k > 1. Realizamos la factorizacion LU de J + I, es decir: J + I = LU, donde I es
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la matriz identidad, £ y U son las matrices bidiagonales inferior y superior respectivamente
dadas por,

1 0 O up 1 0 0
ug 1 0 0 0 w3 1 O
=] 0 u 1 0 , U=\ 0 0 u 1
0 0 w 1 0 0 0 wy
y
bp 1 0 O
a? by 1 0
J=1 0 a3 by 1 (matriz de Jacobi ménica).

0 0 CL?)’ b3

Una vez computada la sucesion {u;}7° , de la descomposicion LU de la matriz J + I, por
(2.70) se obtienen recursivamente los parametros de Verblunsky 6o = 1y {0},

2uk

5k:1—m,k21, (2.71)
0 equivalentemente,
Sp=1— : 2;‘5k_1 (2.72)
9 _ 2up—2
2
2 22—u21

A continuacién, describiremos las pautas computacionales para el célculo de J;,°(f) dada
por (2.54).Para fijar ideas, supongamos de nuevo el caso r = s = (, teniendo en cuenta el
Teorema 2.2.2 nuestro problema se reduce a la construccién de la unica férmula simétrica
de Szegb6-Lobatto con 2n nodos para /i con z, Yy Z, prefijados (z, = R(z4)). Tomaremos
Ton, = 1, para que 1 no sean nodos de la férmula de cuadratura. Finalmente, la Proposicion
1.4.7 nos proporcionara la formula de cuadratura deseada.Sin embargo, nuestro objetivo es
reducirlo a un problema de autovalores para una cierta matriz de Jacobi modificada. Una
vez tengamos los parametros {Sk}ﬁ’ol y Ton, que caracterizan la formula de Szegé-Lobatto
simétrica anterior, podremos obtener las correspondientes entradas de la matriz de Jacobi
modificada {ay, Ek}Z;é haciendo uso de (1.59). Esta estrategia la podemos esquematizar de
forma algoritmica de la siguiente manera:

Paso 1 Calcular la factorizacion LU de la matriz 7,, + I,, donde paran > 1, 7, representa la
submatriz principal de orden n de J y I,, es la matriz identidad de orden n.

Paso 2 De la factorizacién anterior obtenemos {uy };™ ", (ug = 0). Entonces, por (2.71) 0 (2.72)
podemos computar facilmente de manera recursiva los parametros dg,d1, ..., 02,2
junto con los dos parametros que caracterizan la formula de Szegé-Lobatto con 2n
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nodos, dy,,_1 € (=1,1) y 79, € {£1} (segun Teoremas 2.2.1 y 2.2.2). Como estamos
trabajando en el caso r = s = 0, claramente 75,, = 1 implica la existencia de J(f) y
o = —1 implica la no existencia®.

Paso 3 Los nameros dg, 61,...,09n,2Y 52n_1, como hemos dicho, representan los 2n primeros
parametros de Verblunsky de una nueva funcion peso simétrica /z. Asumiendo /() =
fi(cos 0)|sin 0], sean {ax }5o | y {bx }3 , los coeficientes de Jacobi para ji. Entonces, de
las relaciones de Geronimus (1.59) se tiene,

ap, = ap, 1<k<n-—1,
by = bp, 0<k<n-—2,
n_1 = Oon_3[l — an_2] — dan_1[1 + on_a).

Paso 4 Consideremos la matriz de orden n

h) aj 0 0 e 0

al bl a9 0 . 0

0 a3 b2 as te 0 , (2.73)
0 0 0 -+ ap1 bpa

que representa la n-ésima truncacion de la matriz de Jacobi asociada a ji. Entonces,
sus valores propios son los nodos de J5 (f) y la raiz de la primera componente del
vector propio unitario correspondiente al nodo x; proporciona el peso A;.

Por otro lado, como sabemos que x, es un valor propio de (2.73) podemos usar
un método de deflacion (véase por ejemplo [84, pags 242-245]) para solo computar

TlyeeesTp—1Y A, ..., \p—1. Obsérvese que,
n—1 +1
)\a:co—Z)\j, con 60:/ du(x).
i=1 !

Nota 2.2.4 E/ anélisis de las otras cuadraturas Jy,°(f) en (2.54) conr + s > 0 conduce a la
computacion de formulas de Gauss-Radau y Gauss-Lobatto con n nodos para i

Con el fin de ilustrar numéricamente este proceso, consideraremos funciones peso de tipo
Jacobi, ju(x) = (1 — x)*(1 +2)? con a, 3 > —1, que dan lugar a los polinomios ortogonales
de Jacobi. Cuando tomamos «, 8 € {i%}, aparecen las funciones peso de tipo Chebyshey,
que dan lugar a las familias de polinomios ortogonales de Chebyshev de diferentes especies.
De hecho, sus correspondientes formulas Gaussianas son de las pocas cuyos coeficientes o
pesos son conocidos explicitamente.

Por otro lado, cuando uno desea aproximar una integral pesada J,,(f) = fﬁl f(z)p(zx)dx
donde el integrando f posee singularidades préximas a [—1, 1] pero no en él, una técnica
usual consiste en agrupar todas las singularidades en una nueva funcion peso i y escribir

2En [12] se obtiene una particién de [—1,1] que consiste en regiones “buenas” (zonas donde la férmula
Gaussiana con z, prefijado existe) y “malas” (donde tal féormula no existe). La eleccién 72, = —1 se
corresponderia con haber elegido x, en una regién mala. Véase [12] para los detalles.
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Ju(f) = Ja filg(x)ﬂ(x)dx, siendo g una funcién lo suficientemente suave y i = p(x)u(x)
tal que f(x) = p(z)g(x). Cuando consideramos singularidades polares podemos escribir
[ = g/P de maneraque J,(f) = fil g(x)ji((?) dx, con P un polinomio positivo en [—1, 1]. Por
tanto, la teoria de polinomios ortogonales con respecto a modificaciones racionales de una
medida toma relevancia (véanse por ejemplo [8, 69] y [88]). Cuando p es de tipo Chebyshev
y consideramos fi = u/P, con P(xz) > 0 sobre [—1, 1], la familia de polinomios ortogonales

en la circunferencia unidad con respecto a la medida

s . : f1(6)
1(0) = fi(cos0)|sinf| = ——=—,
[h(e?)[?
con /i dada por (1.52) y h(z) un polinomio del mismo grado que P(z), se les conoce como
polinomios de Bernstein-Szegb ([113, Seccion 2.6.]).
Consideremos funciones peso de la forma u(x) = % cona=p3=-1/2y P
un polinomio positivo en [—1, 1], en particular, consideraremos
P(z) = (1 — ~yx)™ con v € (—1,1) es decir, u(x) = W Las férmulas
Gaussianas para este tipo de funciones peso han sido analizadas en [11, 47]. En este caso
tenemos, salvo un factor multiplicativo,

[1(0) = pu(cos 0)|sinf| = |z — 5| 2™ conz = e’ y 5 € (—1,1),

(véase [11]), y los polinomios de Bernstein-Szegd mdnicos vienen dados explicitamente por
pn(z) = 2" ™(z — 4)™ para n > m. Obsérvese que los pardmetros de Verblunsky d,, son
cero para todo n > m.
Ahora, haciendo uso de los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2, se tiene la siguiente
Proposicion 2.2.5 Consideremos la funcion peso
1
x)=plx,v,m)=
plx) = p(e, v, m) 0y a2

con m un entero no negativo, v € (—1,1) y fijemos xz, € (—1,1). Entonces, la
correspondiente férmula de cuadratura Jy,°(f) dada por (2.54) con 2n > m + r + s existe, si

y solo si,
(-1 (z§<m‘”+<r+5” <z°“ - 7) ) <0, (2.74)

Za =7
donde z, = x4 +i\/1— 22 y7 = 2(% +7)~ L
L =, funcion de Chebyshev de primera

Nota 2.2.6 Cuando tomamos m = 0, p(z) = o
especie. La condicion (2.74) se convierte en este caso en (—1)"sin(2(n — r — s)a) > 0,
donde z,, = cosa cona € (0, 7).

Comprobemos ahora la existencia de las férmulas de cuadratura JS’O(f) conn = b5 para
wu(x,v,m) y diferentes valores de x,,v y m. Recordar que la existencia es equivalente al
hecho de que el parametro 79,, sea igual a 1. Como ilustracién computaremos el parametro
de Verblunsky modificado Sgn,l € (—1,1). Los resultados se muestran en las Tablas 2.16,
2.17 y 2.18. Finalmente en las Tablas 2.19, 2.20 y 2.21 se muestran los nodos y pesos de
la férmula de cuadratura Jg’o(f) para u(x,~y, m), cuando tomamos distintos valores del nodo
fijo x, y de los pardmetros m > 0y v € (—1,1).
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Lo

d2n—1

0,108

0,5403023059

0,6292798876

—0,4161468365

0,6320230660

0,2836621855

0,2637597967

—0,1455000338

0,9476575187

0,8

0,5403023059

0,7016549910

—0,4161468365

0,9199641453

0,2836621855

—0,9990300645

—0,1455000338

0,4674202023

—0,975

0,5403023059

—0,1654997820

—0,4161468365

0,3231354585

0,2836621855

0,4172583460

—0,1455000338

—0,0003754590

Tabla 2.16: Valores de 52n_1 y Ton, €n la férmula de cuadratura de tipo-Gauss de 5 nodos y

., prefijado para la funcién peso p(z,v,1) = (1 — yz)~1(1 — %)~ /2.
i Lo d2n—1 Ton
0,198 0,5403023059 0,8796981024 1
—0,4161468365 | —0,7176506326 | —1
0,2836621855 | —0,3967315251 | —1
—0,1455000338 0,8576175107 | —1
0,8 0,5403023059 0,2487954650 | —1
—0,4161468365 | —0,3573679249 1
0,2836621855 | —0,4104362350 1
—0,1455000338 | —0,0236154680 | —1
—0,975 0,5403023059 | —0,5574209200 1
—0,4161468365 0,4703245040 1
0,2836621855 0,8612859631
—0,1455000338 | —0,9686333180 | —

Tabla 2.17: Valores de Szn,l y 7o, €n la férmula de cuadratura de tipo-Gauss de 5 nodos y
z,, prefijado para la funcion peso u(z,7,2) = (1 —yx)~2(1

B $2)71/2_
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B Lo 5271—1 7~—2n
0,198 0,5403023059 0,7720906475 | —1
—0,4161468365 | —0,9675093827 1

0,2836621855 | —0,9555341247 | —1
—0,1455000338 0,3958561706 | —1
0,8 0,5403023059 | —0,2506629030 1
—0,4161468365 0,7740235707 1

0,2836621855 0,4519582710 | —1
—0,1455000338 | —0,2694822410 1
—0,975 0,5403023059 0,3412054340 | —1
—0,4161468365 0,6308007416 | —1

0,2836621855 | —0,6425455683 | —1
—0,1455000338 0,2181996360 1

Tabla 2.18: Valores de Sgn_l y Top, €n la férmula de cuadratura de tipo-Gauss de 5 nodos y
., prefijado para la funcién peso p(xz,7,5) = (1 — yx) 5 (1 — 22)~1/2,

Nodos Pesos
—0,97035702489884 | 0,13392360961570
—0,68189701062008 | 0,17294724994672
—0,09789314234364 | 0,20380393821627

0,54030230586814 | 0,23382327343744
0,94520492821188 | 0,25550192878387

Tabla 2.19: Nodos y pesos de la féormula de cuadratura para la funcién peso pu(z,v,1) =
(1 —~x) (1 —2?)~Y2, 4 = 0,198 y 2, = 0,5403023059.

Nodos Pesos
—0,92665900212908 | 0,01742444926955
—0,41614683654714 | 0,02856457507296

0,27257424007750 | 0,07461067432043
0,77100893618287 | 0,25265989346182
0,97790662465163 | 0,62674040787524

Tabla 2.20: Nodos y pesos de la féormula de cuadratura para la funcién peso p(z,v,2) =
(1 —72)"2(1 —2?)" Y2,y = 0,8y 24 = —0,4161468365.

Nodos Pesos
—0,99626590974071 | 0,82277669947417
—0,92371281332772 | 0,16466476654577
—0,50317756406768 | 0,01000588863206

0,28366218546323 | 0,00173973046429
0,90885111943214 | 0,00081291488371

Tabla 2.21: Nodos y pesos de la férmula de cuadratura para la funcién peso p(x,v,2) =
(1 —~z) 2(1 —2?)" Y2, v = —0,975 y 24 = 0,2836621855.
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Capitulo

Conexi6n entre la circunferencia unidad e
intervalos no acotados de la recta real

En este capitulo estudiaremos conexiones existentes en temas de ortogonalidad y
cuadratura entre intervalos no acotados de la recta real y la circunferencia unidad desde
diferentes perspectivas. Comenzaremos poniendo de manifiesto que la funcion peso de
Hermite en R induce una funciéon peso en la circunferencia unidad, que no es otra
que la conocida funciéon peso de Rogers-Szegdé. Como consecuencia de esta vinculaciéon
analizaremos y caracterizaremos ciertas formulas de cuadratura para aproximar integrales
sobre la recta real. Las ideas expuestas en esta seccion seran generalizadas a continuacion
considerando funciones pesos mas generales definidas en R, que dan lugar a nuevos
ejemplos de funciones peso en la circunferencia unidad. Las correspondientes férmulas de
cuadratura seran también estudiadas y caracterizadas. En la Seccién siguiente haremos
uso de los resultados obtenidos en las secciones anteriores en un ejemplo practico, la
aproximacioén de la transformada de Fourier, centrando nuestra atencion principalmente en
los casos con singularidades polares cercanas. Finalmente en la Gltima seccién, damos una
alternativa mas general a las presentadas en las secciones anteriores, mediante el uso de
una cierta transformacién de Moebius' conocida como transformacién de Cayley.

3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funcién
peso de Hermite y de Rogers-Szego.

3.1.1. Foérmulas de cuadratura

Sea f una funciéon 27 periédica y acotada en R de manera que \f(x)\e*“fxg cony >0
sea integrable. Nuestro objetivo sera el construir férmulas de cuadratura con n nodos que
aproxime la integral

I,(f) = / " f@ps (2)de

"También llamada transformacion de Mdbius.
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

py(2) = \/ie‘w”2 , 7> 0. (3.1)
T

La estrategia que emplearemos sera pasar de la recta real a la circunferencia unidad.
Surgiendo de manera natural la funcién peso sobre [—, 7] asociada a fi:

donde

fir(0) = u(0) = /2 Y 02, (3.2)

Teorema 3.1.1 Sea f una funcién 2n periédica sobre R tal que |f|n, es acotada e
intergrable. Entonces,

0)do = / F(@)pn (2 (3.3)
con 1, y ji dadas por (3.1) y (3.2), respectivamente.

Demostracion.- Para algun 0 € [—, ], se sigue claramente que

ST A0 O < max [£(0)] (142 e U= (3.4)

j:—oo j=1
Por el criterio del cociente, la serie es convergente pues

(27 (j-1))? PLy
M8, eaGr e T =0<t 5.9
Por lo tanto, la serie a la izquierda de la desigualdad (3.4) es uniformemente convergente en
[—7, 7] de manera que la integral y el sumatorio pueden ser intercambiados,

o0

£0) > e 02 g = N F(0)e 02 g (3.6)

j=—o00 j=—o0” T

Por tanto, la prueba se concluye haciendo el cambio de variable x = # — 275 en cada una de
las integrales anteriores y teniendo en cuenta que f es una funcién 27 periédica. [ ]

Debemos observar que si normalizamos la funcion peso /i, es decir, [" i(0)d6 = 1,
recuperamos la medida Gaussiana envuelta® (funcién peso de Rogers-Szegd) con q =

_1
q(y) = e 2.

0 — 2j)
Fleg o Z; ( Tog (/g )) ,0<qg<1. (3.7)

_]_OO

Nos centraremos por tanto en la construccion de férmulas de cuadratura en la circunferencia
unidad para la integral

L= [ He)o)o (3.9)

con el fin de estimar la integral J,(f). Para este propdsito, es crucial que la sucesién de
momentos trigonométricos para i sea facilmente computable. Del Teorema 3.1.1 se deduce
inmediatamente el siguiente

2Wrapped Gaussian measure (véase [109])
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3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funciéon peso de Hermite y de
Rogers-Szeg6.

Corolario 3.1.2 La sucesion {ju;,}7° ., de momentos trigonométricos para i viene dada por

2

L = / e~k 5(0)d0 = ¢, k € Z. (3.9)

La funcién peso de Rogers-Szegd no solo se caracteriza por el hecho de que sus
momentos trigonométricos son conocidos explicitamente y son facilmente computables,
si no que la familia de polinomios de Szegd también es conocida (véanse por ejemplo
[4, 35, 59, 78, 91] y [109, Capitulo 1.6]), concretamente: definiendo ahora para 0 < ¢ < 1 los
usuales coeficientes g-binomiales por

() = L—g)d—g)(1—q"),
——_— (n)g  (A—g" 7. (1—q")
L W i M G DO s BT B (3.10)

donde (0)q = [g], = [2], = 1. Como ya hemos dicho, pocas funciones peso dan lugar a
expresiones explicitas de la familia de polinomios de Szegé. Sin embargo, del Corolario 3.1.2
podemos deducir el siguiente (véase [109, Teorema 1.6.7] para una prueba alternativa).

Teorema 3.1.3 La familia de polinomios de Rogers-Szeg6 mdnicos viene dada explicitamen-
te por

n

p(2) =3 ()" [, ¢ (3.11)
j=0
y
lonll = V1 —q)---(1—qm). (3.12)

Demostracion.- Procederemos por induccién. Claramente, o = po(z) = ¢o(z) = 1y
paran = 1, de (1.30) tenemos 01 = —pu_1/p0 = —+/q, por tanto p1(z) = z — /g y de (1.31),
| p1 lla= v/1—q. Supongamos ahora que (3.11)-(3.12) es cierto. Ahora, de (1.30) y como
(1], = [n"4], se sigue que

n— (k+1)2
N .
R > il Y Y
D oh—o(=DF [k, a2 7

De (3.11) tenemos que p%(z) = (—=1)"¢~ 2 p,(qz) y por tanto, de (1.27) y (3.13),

(3.13)

n
Pt (2) = 2pn(2) + Sur1ph(2) = 2 B + > i,
k=1

siendo
n—k+1

_ ik _
se=—va(=1D)"" a2 + ()" ], 2
De (3.10) se comprueba faciimente por induccion que [i"1], + ¢* [}, = [”;ﬁ“]q y por tanto

sp = (—1)nti-k [ngl]qq—“%‘k. Finalmente, de (1.31) y (3.13) se prueba que || pp+1 [|p=

V3I=q"" | pn [l u

La caracterizacion de los nodos y pesos de las formula de cuadratura de Szegd para /i
dada por (3.7), ver Teoremas 1.3.5, 1.3.7 y 3.1.3, queda recogida en el siguiente Teorema
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

Teorema 3.1.4 Sean p,, el n-ésimo polinomio de Rogers-Szegé mdnico dado por (3.11) y
IN(f) =>2" 1 \if(z)) la formula de Szeg6 con n nodos 1. Entonces,

1. Los nodos {z;}}]_, son las raices de

n

Bu(2) =Y a; [1+7(-1)"¢ 5] 21, || =1 (3.14)
j=0

donde a; = (~1)"7 [}] ¢"7.
2. Los pesos {5\j }i—, vienen dados por

5. (1-9q)...(1-q") L i=1,....n. (3.15)

=
2R |25 (21)pn(27) | + 1 lon(2)) )

En resumen, las férmulas de cuadratura de Szegd para i vienen dadas explicitamente en
términos de los polinomios de Rogers-Szegd, que pueden ser computados bien directamente
de (3.11) o, ya que son conocidos los parametros de Verblunsky (3.13), recursivamente por
medio de las recursiones de Szegd (1.27)-(1.30), o también mediante un enfoque matricial.
En ambos casos, fijado 7 € T, necesitamos resolver la ecuacion algebraica de grado n dada
por (3.14).

Con carécter ilustrativo, en la Tabla 3.1 se muestran los nodos y pesos de la férmula de
Szegd (7 = 1) con diez nodos y distintos valores del parametro q.

g=0.1 g=0.25
nodos pesos nodos pesos
—0,940400 + 0,3400701 0,045960 —0,922051 + 0,3870691 0,019577
—0,531157 + 0,8472734 0,066977 —0,473103 4+ 0,8810077 0,046639
0,066882 + 0,9977614 0,100057 0,119954 + 0,9927794 0,094758
0,624424 + 0,7810861 0,133157 0,650270 + 0,7597031 0,150362
0,955949 + 0,2935331 0,153848 0,959239 + 0,2825961 0,188665
g=0.5 g=0.75
nodos pesos nodos pesos
—0,842988 + 0,5379321 0,003120 —0,517559 4+ 0,855648i 0,000197
—0,333209 + 0,9428531 0,020792 0,009618 + 0,9999541 0,005415
0,234605 + 0,9720914 0,073793 0,467501 + 0,8839931 0,043984
0,703537 + 0,7106591 0,163017 0,801825 + 0,5975591 0,158275
0,965879 + 0,2589941 0,239274 0,977622 + 0,2103691 0,292128
g=0.9
nodos pesos

0,112467 £ 0,993655i | 0,0000222
0,475746 £ 0,879582i | 0,0001739
0,734593 & 0,678508i | 0,0276214
0,904709 & 0,426031i 0,146351
0,089421 =+ 0,145076i 0,324221

Tabla 3.1: Nodos y pesos para la formula de cuadratura de Szegé con parametro 7 = 1, diez
nodos y diversos valores del parametro q.
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3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funciéon peso de Hermite y de
Rogers-Szeg6.

En la Figura 3.1 se ilustran los ceros de los polinomios de Szegd, podemos una idea de
su distribucion con respecto a la circunferencia unidad a medida que ¢ aumenta.

q=0,1 q=0,25 q=20,5

q = 0,75 g=0,9

Figura 3.1: ceros de los polinomios de Szegd con parametro 7 = 1, diez nodos y diversos
valores del parametro q.

Como alternativa, podemos aproximar /;(f) por medio de una férmula de cuadratura de
tipo interpolatorio donde sus nodos son las raices n-ésimas de 7 € T, exactas en A_,. ; donde
r+s=n— 1. En[105] se deduce la siguiente expresion para los pesos en esta situacion:

s 1 V( .
Aj:—zu_kT, j=1,...,n (3.16)

~ , 2mi . L, o~ P 1~ .
donde z; es unaraizde 2" = 7, v = e » (notar que el j-ésimo nodo sera z; = v’ 12)). Si
reescribimos (3.16)

r

3 1 «— g 1 — - 1 ke~ .
\j = - Z U VRZE — ~ Z ukz}“ = uszz? , J=1,...,n, (3.17)
k=—s k=—s k=—s

reemplazando t = k + s + 1 en la Ultima expresiodn, se tiene la siguiente

Proposicion 3.1.5 Sea fﬁ‘(f) = 2?21 ijf(,%j) la n-ésima formula de cuadratura de tipo
interpolatorio exacta en A_, s conr+s = n—1y nodos los ceros de Qy(z) = 2" — 7, |7| = 1.
Entonces,

5 I
A= pp_s1Z paraj=1,...,n.

nrt
k=1

Si consideramos ahora la funcién peso /i dado por (3.7) se tiene el siguiente
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

Corolario 3.1.6 Sea I/(f) = > i1 \;f(Zj) la n-ésima férmula de cuadratura de tipo
interpolatorio exacta en A_, s conr + s = n — 1, [1 dada por (3.7) y nodos los ceros de
Qn(z) = 2" — 71, |7| = 1. Entonces,

3

;& ‘
)\j:_ q 2 zZ: ]:1,...,1”&. (3-18)
nrt

k=1

En general, los pesos \; en (3.18) son complejos, como se ilustra en la Tabla 3.2 para
diferentes valores de r, s, 7, n y un valor fijo para el parametro ¢ = 0,8. desde el punto de vista
practico resulta interesante encontrar condiciones que hagan que los pesos sean reales.

r=3s=1 =1 r=1,s=3 7=1
A1 0,7590423518 A1 | —0,07977404066 + 0,01595864337¢
Ao | 0,1477252365 + 0,03216861944 A2 0,01983869415 — 0,099093103:
A3 | —0,0272464129 — 0,0520499197¢ A3 0,3010529561 + 0,1443773658¢
Aq | —0,0272464129 + 0,05204991977 A 0,6868823906 — 0,1345143819:
As | 0,1477252365 — 0,0321686194¢ As | 0,07199999965 + 0,07327147598¢
r=3s=17=1 r=s=2,17T=1
A1 | 0,1134661419 4 0,086533858371 3 [ 07763085726 — 0.1131370850i

23134 1 2371
Az | 0,0828134769 + 0,16768652370 | == e 0 1131370857

Az | —0,0008645466 + 0,2008645478: < -
’ : A —0,0500344026 — 0,113137085
Aq | 0,6041994877 — 0,40419949164 3 : : ’

s | —0,03427831878 + 0,1131370850i
s | 0,2508854389 — 0,05088543939: 4 ’ +0, i

Tabla 3.2: Pesos para la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio para diversos valores de
r,s,7,mYyq=0,8.

El siguiente resultado nos caracteriza cuando las férmulas de cuadratura de tipo
interpolatorio tiene pesos reales.

Proposicion 3.1.7 Bajo las condiciones de la Proposicion 3.1.5, tomando m = min{r, s},

entonces los pesos 5\]- son reales paraj = 1,...,n, si y solo si, bienr = s or #* s,
pk = Tln—r param +1 < k < n/2 y también yi,,/5\/7 € R cuando n es par.

Demostracion.- De (3.17), tomando M = max{r, s} tenemos que

m M
SmE |+ > A(k)} . j=1,...,n
k=1

3 1
)\j = — {MO + 2R
n k=m-+1

donde como es usual Z?:p a;j=0sig<py

~k .
upzZ? si. m =s,
A(k) = { F s me
prz; st om=r.
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3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funciéon peso de Hermite y de
Rogers-Szeg6.

Por tanto, la prueba cuando r = s es trivial y el caso r # s es equivalente a probar que
~ M ~ .
D(Zj) = Y j—pi1 M2 € Rparaj=1,...,n.

Notese que 2% = 7z;*. Ahora, D(3;) = Z,ZJmH pkZE + 7ok Z; " sines impar y
paraj=1,...,n,
D(zj) eR <+ S(D(%)) =0
15
= Tt = - TR =0
k=m+1
5]
= Z (pg — T,un,k)éf + (Tpn—1 — m),%]—k =0
k=m+1
& E—E Y 51—k
— (k= Thn—k)Z; > + (Tpn—k —FK)Z;* ~ =0.
k=m+1

Nétese que como I(D(z)) es un polinomio de grado a lo sumo n—1 con n raices distintas,
entonces $(D(z)) =0y pr = Thn_x. Con el mismo argumento cuando n es par, concluimos
param + 1 <k <n/2y i, /2/7 €R. [ |

Es mas, se puede mejorar para 7 = 1,

Corolario 3.1.8 En las mismas condiciones que la Proposicion 3.1.5, si los momentos
trigonométricos son reales, T = 1 y |r — s| < 1, entonces los pesos \; son reales para
7=1,...,n.

Por la Proposicion 3.1.7 vemos que cuando r = s los pesos A; son reales. En particular,
cuando consideramos la funcién peso de Rogers-Szegb, los pesos son reales. Cuando r # s
tenemos el siguiente,

Corolario 3.1.9 Seal,(f) =}, S\jf(éj) = 1;(f) paratoda f € A_, 5, siendo i la funcién
peso (3.7) y {%; "'_1 las raices n-ésimas de T € T. Asumiendo que |r — s| > 1, entonces

alguno de los pesos )Q\j no puede ser real.

Finalmente, desde el punto de vista computacional es (til considerar la expresion (3.16) de

los pesos S\j, yaqueparaj=1,...,n
N 1 - v\* i, v\"
o= — P —jk P —jk
i= Mo+ZM k<z1) v +72an(zl) v ;
k=1 k=s+1

observando que los pesos {S\j}?zl puedes ser eficientemente computados por medio de
la transformada rapida de Fourier (FFT) (véase por ejemplo, [112, pags. 78-83]) cuando la
aplicamos a la sucesién

n n+1 2n )

v v v v o2mi

{/’L()?M—l <_>77,U'—n(_> 77_Mn<_> yeee s THT (_> } , V=e€en.
Al Z1 Al Z1




Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

llustraremos esto Ultimo con algunos experimentos numéricos, para ello escogemos la
situaciéon particular de 2m + 1 nodos, es decir, escogemos como nodos los ceros de
Qam+1(2) = 2?1 — 7 con 7 € T y buscamos la férmula de cuadratura en A_,, .
Sabemos por la Proposicién 3.1.7 que los pesos son reales. Aqui, debemos recalcar que
cuando 7 = =1, solo la mitad de los pesos necesita ser computada puesto que los nodos
aparecen en pares conjugados. Esto, se refleja en la Tabla 3.3, donde los nodos de la formula
de cuadratura de tipo interpolatorio son las raices 11-ésimas de la unidad y los pesos se
muestran para diferentes valores del parametro ¢. Obsérvese que por el Corolario 3.1.8 todos
los pesos son reales, y que solo algunos de ellos son negativos cuando ¢ = 0,9.

Y, 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
A1 | 0,14003 | 0,18136 | 0,21631 | 0,24181 | 0,18309
Mo | 0,11360 | 0,12079 | 0,10677 | 0,06100 | —0,01262
No | 0,08008 | 0,06138 | 0,03291 | 0,00639 | 0,00601
Xs | 0,05300 | 0,02403 | 0,00634 | 0,00016 | —0,00266
X7 | 0,03727 | 0,00860 | 0,00082 | 0,00004 | 0,00077
X6 | 0,03727 | 0,00860 | 0,00082 | 0,00004 | 0,00077
X5 | 0,05300 | 0,02403 | 0,00634 | 0,00016 | —0,00266
X1 | 0,08008 | 0,06138 | 0,03291 | 0,00639 | 0,00601
X5 | 0,11360 | 0,12079 | 0,10677 | 0,06100 | —0,01262
X2 | 0,14003 | 0,18136 | 0,21631 | 0,24181 | 0,18309
M\ | 0,15023 [ 0,20768 | 0,27371 | 0,38123 | 0,65082

Tabla 3.3: pesos de la 11-ésima féormula de cuadratura de tipo interpolatorio, 7 = 1 y diversos
valores de gq.

3.1.2. Cotas de error y ejemplos numéricos

Comenzaremos esta subseccién interesandonos en la obtencién de estimaciones del
error

Ro(f) = Lu(f) = ZH(f) (3.19)
con I;(f) la integral dada por (3.8), donde /i es la funcién peso de Rogers-Szegb (3.7) y
I})(f) una formula de cuadratura con n nodos. Un primer resultado es el siguiente

Teorema 3.1.10 Sea I,,(f) = > i1 S\j f(Z;) la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio
en A_, s para [i dada por (3.7) y cuyos nodos {Z;}{ son las raices n-ésimas de 7 € T,
r+ s =mn — 1. Entonces,

Zr—i—l

; —12]2)"1/2 5
L&@NS&C@‘ X{(ll\) eD

(= =172 , 2€E,

2 —T
donde En(z) = H;(2) — Hy(2), con Hy, y H,, dadas por (1.45) y (1.46) respectivamente, y

_ @r(-1)?
2log (1/q) |

Clg)=1+2> e (3.20)
j=1
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3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funciéon peso de Hermite y de
Rogers-Szeg6.

Demostracion.- Por la representacion integral del error (1.48), se tiene que

R r+1 T ,—irf [, inf __
Bo(z) = 2 /6 (™ =7) o oyan, - T,

2 —T el — »

—T

Entonces, de la definicién de 1 y C'(q) en (3.7) y (3.20), respectivamente, la desigualdad de
Cauchy-Schwartz y el cambio de variable = = ¢’ se sigue que

. 2|Z7‘+1| g e—irﬂ(einﬁ _ ,7_)
E, = . 1(0)do
B = 2| [ i)
r+41 ™ —irf(,ind __ 2 1/2
PR il / e =) o
|z — 7| o e — 2
1/2
P T do
< A/ -
< amCl) 2N =T (/w et — z\2>
2 Zrtl dx 1/2
- 1/Fow | Z—|(/ )
i 2" — 71| \Ur (z — 2)(1 — 22)

La demostracion se sigue facilmente aplicando el teorema de los residuos. |
Como ilustracién, en la Tabla 3.4 se muestran algunos valores de C'(¢). En la Tabla 3.5
se muestran las estimaciones del error proporcionas por el Teorema 3.1.10.

q 0,01 0,1 0,2 0,3 0,4
C(q) | 1,108573620 | 1,217147241 | 1,310667467 | 1,415201772 | 1,545678334
q 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
C(q) | 1,721347520 | 1,978807594 | 2,401836626 | 3,240710059 | 5,745610791

Tabla 3.4: Algunos valores de la constante C'(¢) definida en (3.20).

f(0) q | cota de error
sin(@) |0,1] 2,434E—20
e'? 0,3 2,831E — 20

¢ 105 8,156F — 06
‘in2(9)
s | 0,7 1,758 — 04
cos>(0) -
Sz | 09 | 3:386E — 02

ecs(@) 10,11 5,362E — 07
esn® 10,9 2261F — 06

Tabla 3.5: Estimacion del Error dada por el teorema 3.1.10.

Con caracter ilustrativo, en la Tabla 3.6 exponemos las distintas cotas dadas en el
Teorema 2.1.33. Obsérvese que en este caso %(11)(23) = 7(12)(,2) si 7b,(z) > 0. En la Tabla
3.7 proporcionamos los errores de la formula de Szegd con 11 nodos y 7 = 1, para diferentes
valores.
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

z () 7 (2) 7 (z) 7 ()

0,1 0,00135 0,00135 0,01355 0,04575
0,2+ 0,2¢ 0,02043 0,02045 0,15525 0,40067
0,32 0,01123 0,01124 0,17614 0,43528
—0,4 0,00845 0,00845 0,38129 0,79982
—0,5+40,5¢ 0,04099 0,04103 2,92642 4,10048
—0,6 — 0,61 0,09090 0,09100 8,79518 10,41666
—0,71 0,10597 0,10660 2,80036 4,044189
0,74+ 0,42 3,06375 3,15123 6,39438 11,34936
0,8 — 0,97 12,78741 18,11506 31,05102 58,22001
0,4 — 0,9 7,47507 7,63481 127,39064 132,66970
0,999 1283,63942 | 1283,63948 | 1995,00505 | 1999,10330
0,999: 42,93790 43,26794 | 1995,00415 | 2012,62582

Tabla 3.6: Cotas de error dadas por el Teorema2.1.33paraz €D, ¢q=08,n=2,7=1yn

dada por (3.7).

q

W (2)

W (2)

W (2)

W (z)

0,1

8,906 — 16

8,906 — 16

1,000 — 15

3,996 F — 15

0,4

1272F — 16

1272F — 16

9,400F — 16

3,760E — 15

0,8

6,863 — 18

6,863F — 18

6,626F — 16

2,646F — 15

0,3

5,983F — 16

9,983F — 16

9,748E — 16

3,895F — 15

05

2,618E — 16

2,618E — 16

8,900F — 16

3,556 — 15

0,9

1,986 — 19

1,986 — 19

9,795 F — 16

2,314E — 15

0,3

1,696 E — 02

1,696 E — 02

2,398E — 02

8,701EF — 02

0,6

4,572E — 03

4,572E — 03

2,092E — 02

7465E — 02

0,8

3431E — 04

3434E — 04

1,741F — 02

6,047FE — 02

0,1

1,131E — 02

1,131E — 02

1,147E — 02

3414E — 02

sin?(6)
cos(0)+3

0,5

6,883E — 03

6,883E — 03

1,087E — 02

3,142E — 02

0,9

6,843F — 05

6,843F — 05

8,628 — 03

2,124F — 02

0,2

1,438E — 01

1,438E — 01

1,559F — 01

4,147E — 01

cos®(0)
sinZ(6)+2

0,6

9,488F — 02

9,488F — 02

1,457E — 01

3,b7T9F — 01

0,8

3,067E — 02

3,067E — 02

1,353E — 01

3,003FE — 01

0,2

2,044F — 02

2,044F — 02

2,433E — 02

8,842F — 02

ecos(@)

0,6

1,572E — 03

1,572E — 03

2,003E — 02

7465E — 02

0,9

1,291E—05

1,291E — 05

1,546E — 02

5,258 — 02

0,3

1,489E — 02

1,489E — 02

2,106E — 02

7,639F — 02

esin(é)

0,7

1,527E — 03

1,527E — 03

1,69EF — 02

5,966 — 02

0,8

3,015 — 04

3,015 — 04

1,529E — 02

5,309F — 02

Tabla 3.7: Estimacién del error de la 11-ésima férmula de Szegé con 7 = 1y /i dada por (3.7).

En la Tabla 3.8 se muestran las estimaciones del error producidas por (1.42) para

diferentes funciones cuando tomamos » = s = 5.
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3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funciéon peso de Hermite y de
Rogers-Szeg6.

f(9) | Cota de error
sin(d) | 1,001E — 12
e'? 1,001E — 12
¢ | 5,937E — 02
‘in2(9)
ch(g) 75 | 3,465E — 02
cos®(0)
S | 2924E - 01
e«s®) | 5937E — 02
e | 4.817E — 02

Tabla 3.8: Estimacion del error para reglas de tipo interpolatorio dada por (1.42).

A continuacién, haremos uso de las cotas del error dadas por el Teorema 1.3.15 en
relacion con formulas de cuadratura que integran exactamente funciones racionales con polos
prefijados fuere de T. Por tanto, cuando todos los polos se encuentran en el origen y el
infinito, las cuadraturas basadas en polinomios de Laurent se recuperan. Destacar el caracter
universal y aplicabilidad de esta cota. Una ilustracion numérica de la cota de error (1.43)
cuando la aplicamos a la funcién peso de Rogers-Szegd se muestra en la Tabla 3.9 donde
contrastamos la féormula de Szegd con seis nodos (7 = 1) y una de tipo interpolatorio en
A_55 con nodos las raices 11-ésimas de la unidad, es decir, ambas cuadraturas poseen el
mismo dominio de validez. Por lo tanto, las cotas de error para ambas coinciden si tienen
pesos positivos.

f(0) q Szegb Interpolatorio
sin(f) |0,1]2,000E — 15 | 2,000E — 15
e'? 0,3]2,000E —15| 2,00E — 15
e’ 105]1,778E — 02| 1,778E — 02
inZ(0)
Czjzw 0,7|1,737TE — 02 | 1,740FE — 02
cos®(0) .
Soes | 09| 1L,698E — 01 | 1,791E — 01
ecos® 10,1]1,778E — 02 | 1,778E — 02
esn@ 109 ]1,490E — 02| 1,572FE — 02

Tabla 3.9: Estimacion del error dada por (1.43).

Finalizamos esta subseccién presentando diversos experimentos numéricos con el fin de
comprobar la efectividad de los métodos propuestos para aproximar integrales de la forma
I™_ f(e)iu(6)do con ji la funcién peso dada por (3.7).

Comenzaremos comparando los resultados producidos por una formula de tipo interpola-
torio con nodos las raices de la unidad y una féormula de Szegé (7 = 1), ambas con el mismo
dominio de validez, A_55. En la Tabla 3.10 se muestran los errores absolutos de ambas
cuadraturas tomando diferentes valores del parametro q.

Ahora, nos centraremos en la computacion de integrales sobre larectareal [*_ f(x)u (x)dz,
donde f es una funcién 2w periédica tal que | f|u, es integrable en Ry i (z) = \/ge*“fx2

con v > 0. Esta integral puede ser computada eficientemente por medio de una férmula
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

q f(0) Interpolatorio Szegb
0,9 1 1,339F — 20 | 6,924E — 15
sin(30) 4,597E — 10 | 7,590E — 08
0,8 & 2,236E — 20 | 5,013E — 17
cos®(0) sin?(9) | 7,100E — 11 | 3,340E — 08
0,7 e 5,099E — 20 | 3,030F — 18
sin®(9) 1,751E — 02 | 1,305E — 03
0,6 1 2,312EF — 20 | 9,200F — 19
C;;?éfb 9,058E — 11 | 3,667E — 10
05| =% | 14208 07 | 2441 — 05
e 3,902E — 03 | 2,608E — 01

0,4 cos(46) 7,069F — 10 | 7,803E — 10
cos(0)sin(f) | 4,585FE — 10 | 2,040FE — 10

0,3 310 1,332E — 20 | 2,080E — 20
cos® ()

TUGES: 4,167E — 04 | 2,510F — 03

0,2 eti0 9,999F — 21 | 2,600E — 20

O 6,480E — 08 | 9,987F — 05

0,1 1 2,035E — 20 | 0,000E + 00
s (6)

IO 9,909F — 11 | 3,245E — 11

Tabla 3.10: Comparacion entre las férmulas de tipo interpolatorio Szegb.

de cuadratura de Gauss-Hermite. Por otro lado, por el Teorema 3.1.1, f_oooo f(@)py(x)de =
ffﬂ f(0)(0)dl con 1 dada por (3.7). Por tanto, parece natural comparar ambas férmulas. En
la Tabla 3.11 se muestran los errores absolutos correspondientes a las férmulas de Szegd
(r = 1) y Gauss-Hermite (ambas con seis nodos). Podemos observar que independiente-
mente del parametro ¢, las férmulas propuestas son competirias con Gauss-Hermite.

f(0) q Szegb Hermite
cos(d) | 0,1 | 1,000E — 20 | 2,307E — 04

¢ 10,3 1,000E — 20 | 6,108E — 06

e’ 10,5]5,453F — 04 | 3,443E — 02
sin(6) | 0,7 | 9,900E — 19 | 8,023E — 06
cos3(0) [ 0,9 | 6,015E — 15 | 3,871E — 07

Tabla 3.11: Comparacioén entre las férmulas de Hermite y Szegbé.

También comparamos las férmulas de Gauss-Hermite, Szegd y de tipo interpolatorio. Los
errores absolutos de las férmulas se muestran en la Tabla 3.12.
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Rogers-Szeg6.

3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funciéon peso de Hermite y de

f(0) q | Interpolatorio Szegb Hermite
ij;zg?gg 0,1 | 7,050E — 08 | 1,132F — 04 | 5,324F — 03
05| 1,263E — 07 | 2,170E — 05 | 3,507E — 05
0,9 | 2,964E — 05 | 7,213E — 05 | 4,502E — 10
=D 102] 7015E - 05 | 1,208 — 03 | 6,794E — 02
0,6 | 2,595E — 04 | 8,580F — 03 | 6,544FE — 03
0,8 6,423E — 04 | 1,486E — 04 | 5,678E — 04
|sin(20) + 5] | 0,3 ] 2,010E — 09 | 3,001E — 09 | 2,595E — 09
0,7 | 2,089E — 09 | 7,810E — 07 | 2,595E — 08
0,9 1,753E — 09 | 1,464F — 03 | 2,595E — 09
|cos (0)] ]0,1]1,035E —02 |2,773E — 02 | 1,639E — 02
0,5 | 4,638E — 02 | 5,747F — 03 | 2,504E — 02
0,8 | 6,497TE — 04 | 2,159E — 04 | 2,156 — 04
ee0s(0) 0,2 | 1,700E — 08 | 3,674F — 05 | 3,246 E — 02
0,6 | 1,153E — 06 | 7,544F — 06 | 8,035E — 04
0,9 | 1,452E — 05 | 1,430E — 06 | 4,290E — 07
esin(9) 0,3 ] 1,300E — 08 | 2,673E — 05 | 2,830F — 03
0,7 | 2,423E — 06 | 1,583E — 06 | 5,716E — 05
0,8 | 6,608E — 06 | 1,380F — 07 | 4,523E — 06

Tabla 3.12: Comparacion entre las férmulas de tipo Interpolatorio, Szegé y Hermite.

De las tablas anteriores, podemos deducir que como consecuencia de la periodicidad, las
formulas de cuadratura en la circunferencia unidad proporciona mejores resultados que las
formulas Gaussianas, especialmente cuando tratamos con integrandos analiticos y pequefos
valores del parametro ¢q. Ademas, se puede observar que en muchos casos, las féormulas de
cuadratura de tipo interpolatorio proporcionan resultados similares a las férmulas de Szegd,
lo cual pone de manifiesto el interés del estudio de este tipo de formulas de facil computacion.

3.1.3. El caso limite

En esta seccién, justificaremos la distribucion que parecen seguir los nodos de las
formulas de Szegd para la funcion peso de Rogers cuando ¢ varia hacia los estremos 0 y
1. como muestra la figura 3.1. Para nuestro propésito, consideremos primero la siguiente
clase de funciones (clase de Schwartz)

S={feC®:Va,B €N v,45(f) =sup|z*D f(x)| < oo}
z€eR
Tenemos el siguiente
Teorema 3.1.11 Sea
1 z?

e R
27 log G) 2log (5)
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

Entonces, para todo ¢ € S se tiene que

o0

im [ p(x)u(z, q)dz = ¢(0),
g—1 00
es decir, la funcion peso u(x, q) converge a una distribucion ¢ de Dirac cuando ¢ — 1.
Demostracion.- Por simplicidad, haremos A = 2logl/q y demostraremos que
2

limy o+ fp ¢(x)\/+r_Ae_de = ¢(0) paratodo ¢ € S. En efecto,

12 B 1 =
/qu(x)me Adm—qb(())‘— me dxl .

Ahora, por el teorema del valor medio se sigue M = ¢/(c) para algun ¢ € (0,z) y
puesto que ¢ € S, existe una constante global C' de manera que

/ [6(z) — 6(0)]
R

1 2

<C/||xA2d 20/OO —xd
— xTle L = ——= Te X.
VA VAR Vv Jo

. . . . 2 .
Finalmente, haciendo el cambio de variable ¢ = %- concluimos que

2
_z—
e rxdx

/ [6(z) — 6(0)]
R

2 o) 2 00
2¢ xe” Ndr = C\/X/ e tdt = CvV\ — 01 cuando \ — 0.
Vv Jo 0

Podemos probar también el siguiente

Teorema 3.1.12 Consideremos la funcion peso de Rogers-Szegb

Entonces,

lim / T o ade = 3 é(n))

-
q— [ j=—00

paratoda¢ € S, es decir, la funcion peso de Rogers-Szeg6 converge a una suma doblemente
infinita de distribuciones ¢ de Dirac cuando q — 1.

Demostracion.- Como antes, consideremos A = 2log 1/q. Queremos probar que

o0

{ 1 > (x — 2mj)? .
lim [ ¢(2) ——=—= Z exp | ——5— | de = Z $(277)
A=0t SR 27 log <%> j=—oco 2log <%) Pl

para toda ¢ € S. Ahora bien, como podemos intercambiar la integral y el sumatorio, es
suficiente ver que
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3.1. Relacion entre las formulas de cuadratura para la funciéon peso de Hermite y de
Rogers-Szeg6.

1 (z—27j)*
lim T e x dx = ¢(2myj),
Jim [ o) = o(2mj)
lo cual se puede probar de forma similar al de la demostracion del Teorema 3.1.11. |

Con caracter illustrativo en la Tabla 3.13 se muestran los errores absolutos de una regla
de tipo interpolatorio en A_5 5 con nodos las raices de la unidad cuando ¢ = 1.

f(6) | Valor Error
sin(@) | 0 [1,039E — 20
cos(0) 1 | 0,000E + 00

et 1 [3,000E —20
tan(0) | 0 |7,639E — 20

A2
Cfg@% 0 | 1,054E — 20
s | 1/3 | 1,000E — 20

e e | 0,000E + 00
ec0s(0) e | 0,000E + 00
esin(®) 1 [ 2279E — 20

Tabla 3.13: Errores absolutos de cuadraturas de tipo interpolatorio en A_5 5 con nodos las
raices de launidady ¢ =1

Para el otro caso limite ¢ — 0T tenemos:

Teorema 3.1.13 Denotemos por I\ (f) = > )\E»q) f (z](q)) la n-ésima férmula de Szeg6
para 1(0) = [1(0,q) dada por (3.7) y 7 € T. Sea I,(f) = Z?Zl S\jf(zj) la n-ésima formula
de Szegb para la medida de Lebesgue normalizada % y mismo parametro T. Entonces,

lim I (f) = L,(f).
q—0t

Demostracion.- De (1.27) y los Teoremas 1.3.5 y 1.3.7 vemos que los coeficientes
{5\5.‘1)};‘:1 y nodos {zj(.‘”}?:1 dependen continuamente de los coeficientes de Verblunsky

{5,&‘1)}2":0 de /1. Ahora, de (3.13), (5,(51) = (=1)k¢*? parak = 1,2,...y 56’1) = 1. Entonces,

h’m+ 5,(;’) =0Oparak=1,2,...y h’m+ 58") = 1, esto es, los coeficientes de Verblunsky para
q—0 q—0

la medida de Lebesgue y por tanto la demostracion se sigue por argumentos de continuidad.
|

Finalmente, se tiene también,

Teorema 3.1.14 Sea I3 (f) = Zj.v: L \i(@)f(Z;) la férmula de cuadratura de tipo interpolato-
rioenA_, s (r+s= N —1)con nodos las raices N-ésimas de T € T para la funcion peso de
Rogers-Szeg6 tomando q € (0,1). Entonces, lim,_,o+ I3, (f) = In(f) = Z?’:l A f(%;) don-
de In(f) denota la N-ésima férmula de cuadratura de Szeg6 para la medida de Lebesgue
normalizada % y parémetro .

Demostracion.- Por simplicidad, tomaremos 7 = 1y »r = s = n de manera que
N = 2n + 1. Por tanto, los nodos de la férmula de tipo interpolatorio con (2n + 1) nodos
en A_, , son las raices (2n + 1)-ésimas de la unidad, que son también los nodos de la
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

(2n + 1)-ésima férmula de cuadratura de Szeg6 para la medida de Lebesgue %. Por otro

lado, los pesos de la cuadratura de tipo interpolatorio vienen dados por, ver (3.1.7)

" Zntl (k—n—1)2 k

\, 7ﬂ+1)zq 2z j=1,...2n+1 (3.21)
k=1

j:(2n

Todo se reduce a probar que 5\j tiende a ﬁ cuando ¢ — 0*. Esto sigue facilmente de
(38.21) teniendo en cuenta que cuando ¢ — 0% todos los sumandos son cero excepto el
correspondiente a k = n + 1, es decir

gngptl o gEntl

3 ; 1
lim \j = lim 21— = = )
a0t T T S el ntl) 2n+d

Nota 3.1.15 E/ Teorema 3.1.14 podria explicar los excelentes resultados proporcionados por
las formulas de tipo interpolatorio para pequefios valores del parametro q.

3.2. Aplicacion de los polinomios de Szeg6 al calculo de integra-
les pesadas sobre intervalos no acotados.

3.2.1. Formulas de cuadratura

En esta seccion, extenderemos algunos de los resultados de la Seccién 3.1 a funciones
pesos mas generales. Mostraremos cémo las formulas de cuadratura en la circunferencia
unidad, tanto las de Szegb como las de tipo interpolatorio, pueden ser usadas para calcular
integrales de la forma

/I~ f(@)u(z)dz, (3.22)

donde p es una funcion acotada no negativa en un intervalo no acotado I y f es una
funcién 27 periédica de manera que |f|u sea integrable sobre I. Ademds, asumiremos que
s ~ ~ _ 7]{: « .
la sucesion {cy }rez tal que &, = [7e " u(x)dx pueden ser computados eficientemente.
El resultado clave de la estrategia a seguir viene dado por el siguiente

Teorema 3.2.1 Bajo las condiciones anteriores, asumamos la convergencia puntual de la
serie Y, (0 + 2mj) a la funcion i en casi todo punto sobre [—m, . Entonces [1(f) es una
funcién peso en [—m, 1] y se tiene que

1008 = [ f@nta)ds. (3.23)

Demostracion.- Definimos /io(0) = (), fior(0) = fiok—1(0) + (0 — 2km) y figg—1(0) =
fiok—2(0) + (0 + 2km), para todo k£ > 1. Como p es no negativa, se sigue del teorema de
la convergencia monétona aplicada a la sucesion {1;(0)}72, que la integral y el sumatorio
pueden ser intercambiados, obteniendo

oo T

_W 1(0) ‘Z (0 + 27j)do = ‘Z F(0) (6 + 2m5)db. (3.24)

j=—o00 j=—00” T
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3.2. Aplicacién de los polinomios de Szeg6 al calculo de integrales pesadas sobre intervalos
no acotados.

Por tanto, la demostracion se concluye haciendo el cambio de variable © = 6 + 275 en cada
una de las integrales en (3.24) y teniendo en cuenta que f es una funcién 27 periédica. MW

Corolario 3.2.2 Sea u una funcion acotada no negativa enR y f es una funcion 2w periddica
de manera que |f|u sea integrable sobre R. Asumamos que existen dos nimeros reales a y
b, —o00 < a < b < +00, de manera que 1. sea mondtona no creciente en (b, +c0) y monétona
no decreciente en (—oo, a). Entonces, la funcion 2x periddica [i definida por

o0

) = 6+ 2mj) (3.25)

j=—00
es una funcion peso en |—m, | y se verifica (3.24).

Demostracion.- Sin pérdida de generalidad, asumiremos que tanto a como b son enteros.
Tenemos que

a b 0o

(0) = > p0+2m5) + > 0 +2m5) + > (0 + 2m5). (3.26)

j=—00 J=a J=b

Tomando M > 0 tal que u(x) < M para toda z € R, entonces

a

a(f) < Z p(r+2m5) + M —a) + Z p(=m 4+ 2mj).
P j=b

Ahora, por el criterio de la integral y la monoticidad de p podemos ver que la primera y
tercera serie en (3.26) son convergentes. Ademas, se puede comprobar que ambas series
son uniformemente convergentes en [—m, ]. La prueba sigue del Teorema 3.2.1. |

Nota 3.2.3 Los casos de intervalos no acotados de la forma I = (—o0,a) 0 I= (b,0) se

pueden reducir al caso (—oo, o0) tomando p como cero fuera del intervalo I.

De (3.23) vemos que la computacion de la integral (3.22) puede ser obtenida a partir de
la correspondiente férmula de cuadratura para una nueva funcién peso [ definida por (3.25).

Con respecto a los momentos trigonométricos de /i, por el Teorema 3.2.1 se tiene para
k=0,£1,£2 ... que

= [ Moo = [ e pta)dn =

—T —00

asi que podemos decir que los correspondientes momentos trigonométricos pueden ser
facilmente computados. En resumen, estamos en disposicién de usar cuadraturas sobre la
circunferencia unidad.
’ n N s o
Asi, sean I,(f) = Zj:l Ajf(zj) una férmula de cuadratura con n nodos para [ y
zj = €% con 0; € (—, 7). Entonces,

L(f) = / T @@ = 3 A 0) = L),
o 2
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

Seguidamente, trataremos las estimaciones de error. Aqui, puesto que asumimos que f es
una funcién 27 periddica, podemos escribir f(z) = f(e*) = f(e'*). Ademas, asumiremos
en el resto de la seccion que f es una funcién analitica en una region G del plano complejo,
conteniendo a la circunferencia unidad, siendo I" su frontera. Entonces, se tiene el siguiente

Teorema 3.2.4 En las mismas condiciones que el Teorema 3.2.1, sea I,,(f) = > i1 5\j (%)
la formula de cuadratura de tipo interpolatorio en A_, s (r y s enteros no negativos con
r+s = n— 1) para [i dada por (3.25) y cuyos nodos {Z; }?:1 son las raices n-ésimas
de T € T. Tomemos ; = ¢ paraj = 1,...,ny Ru(f) := [ f(2)u(z)dz — 30, A £(0).
Entonces,

i) < 2070(D) m{\% e r} , 3.27)
donde
C= > plm+2mj)+Mb—a)+ ) p(—m+2mj), (3.28)
j=—o0 j=b

I(T') es la longitud de T, v, = max{yn 1,2} ¥

o ) |Z|7‘+1
Vn,1 := MAax zeDNT 3,

o=l VI= P

Yn.2 := MAax ‘Z’TH
n,2 =
| EEEN/E

Demostracion.- Haciendo uso de los teoremas de Cauchy y Fubini, se puede probar
(véase [74]) que

zEEﬂF}

Rulf) = 3 [ (T2) = H2) gl 8.29)

donde g(z) = —%. Tomando E,(z) = H;(z) — Hy(z) para z ¢ T, se tiene que

Ba1)] = (/)] < 1 (mx{'%' :¢er}) [1E@le. e

Finalmente acotamos E,,(z) procediendo de la misma manera que en la demostracioén del
Teorema 3.1.10, concluyendo asi la prueba. |

3.2.2. Ejemplos y aplicaciones

En esta subseccion ilustraremos los resultados anteriores por medio de varios ejemplos
de funciones p que dan lugar a funciones peso i sobre T cuyos momentos trigonométricos
puedan ser deducidos explicitamente, y consecuentemente las cuadraturas sobre T pueden
ser computadas eficientemente. En lo que sigue, nos referiremos a & como la funcion peso
asociada con .

92



3.2. Aplicacién de los polinomios de Szeg6 al calculo de integrales pesadas sobre intervalos
no acotados.

3221p(w)_u7(m)_\/7e 7#* cony >0y I =R.

Este ejemplo fue extensamente estudiado en la Seccion 3.1. Presentaremos aqui como
aplicacion, la evaluacién del llamado operador de Weierstrass

WO'(f’ t)

1 00 _(@-t)?
:ma/ flz)e 22 da, (3.31)

asumiendo que f es una funcién acotada y 27 periddica en R. Haciendo u = = — t, tenemos
que

Wy (f,t) / flutt)e 2:2 du. (3.32)

\/_
Claramente de (3.32) y para un valor fijo ¢, W,(f,t) puede ser estimado por medio de una
formula de Szegd con n nodos para ji dada por (3.7) con ¢ = e~7". Concretamente, sea
{L,(f)}>2, una sucesion de férmulas de cuadratura de Szegb tales que paran > 1,

= " Njnf (zm), (3.33)
=1

donde z;,, = e%in con -1 < 0;, <7Tparal <j<ny im > 0. Entonces,

(fa \/— Z )‘J nf 0] n + t) n(fa t)a (334)

para todo ¢t € R. Podemos afirmar que

Proposicion 3.2.5 Sea f una funcion 2 periddica y analitica en una region que contenga a
T. Entonces, la sucesion W, (f,t) dada por (3.34) converge uniformemente a W, (f,t) sobre
cualquier compacto K de R.

Demostracion.- La convergencia puntual de {W,,(f,¢)} es consecuencia del hecho de que
cualquier sucesion de formulas de cuadratura de Szegd es convergente en la clase de las
funciones acotadas integrables con respecto a [ (véase [18]).

Sea K un compacto cualquiera de Ry tomemos ¢ € K. Puesto que g = 1y |f(x)] < M,
se sigue que,

1 "L
Wa(f,t)] = N Z)\j,nf(ej,n-i—t)

IN

M
\/—Z)‘Jn‘f‘gjn‘f‘t 27?02 \/ﬁ'

Ahora, la prueba se sigue del teorema de Stieltjes-Vittali (véase [76]). |
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

3.2.2.2 u(x) = conb? —4ac <0y I =R.

am2+bw+

Proposicion 3.2.6 Los momentos trigonométricos de la correspondiente funcion peso
asociada [ vienen dados por

Reescribiendo u(x) = con K, > 0,tenemos

Lk = /7T e—zk@[&(a)de _ e—|kh+a)oki'
—T
Demostracion.- Por el Teorema 3.2.1 tenemos para k = 0,£1,+2,... que

,uk:/ e_ikejl(Q)dQ:/ e~ (2)da.

—T — 00

Asi, up con k= 0,£1,+£2, ... es la transformada de Fourier para p, por tanto la demostracion
se sigue usando propiedades de la transformada de Fourier (véase por ejemplo [58]). [ ]

Si particularizamos K = v = 1y zg = 0, de forma que u(z) = m para x € R. Por el
Teorema 3.2.1,

oo

. 1

j=—o00

En este caso, podemos sumar la serie (3.35), obteniendo

Proposicion 3.2.7 La funcién peso asociada (3.35) coincide con el ntcleo de Poisson (1.3.8)
conr = 1/e, esto es,

1—r? 1 oe| ]
27 (1 — 2r cos(0) + r2)’ . o

[1(0) =
Demostracion.- Proporcionaremos dos demostraciones,
Demostracion 1, por La Proposicion 3.2.6 vemos que los momentos trigonométricos
vienen dados por pi = Ik, con r = 1/e. Asi, la prueba se sigue del Ejemplo 1.3.8 y de
la unicidad de soluciones del problema trigonométrico de los momentos (véase [80]).

Como alternativa, damos una prueba directa.
Demostracion 2, consideremos la funcién Digamma

>~ /1 1
\P(a—i—l):—’y—i—E (E_a+k>’
k=1

con v = 0,57721566... la conocida como constante de Euler-Mascheroni. Asi, podemos

escribir
7 {\IJ<1 9—!—1) (1 9—1)}
— 1+ (0 —27j)2 + (60— 271'] T 4 21 27

ji_wm - (5) v ()}
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3.2. Aplicacién de los polinomios de Szeg6 al calculo de integrales pesadas sobre intervalos
no acotados.

Ahora, haciendo uso de la féormula de reflexion U(1 — z) — ¥(z) = 7 cot(nz), se sigue que

Z m:i{cot( 5 Z) — cot <TZ>} (3.36)

j=—00

. . . —2i .
Finalmente, teniendo en cuenta que cot(z) = i1, concluimos de (3.36) que

oo

3 1 - 1—7? L1
, 1+(0—2m5)2 2 (1 —2rcos(f)+7r2) = ¢

j=—00

|
Se observa claramente la ventaja obtenida al calcular la suma de la serie por medio de la
relacion entre los momentos.

3.223 u(x) =z e cony > —1,A >0y T = (0,00).
Proposicion 3.2.8 Los momentos trigonométricos para [i. vienen dados por

['(7)
-\ p—0,41,42,....
Hk (A+k’[/)’y’ 0’ 9 9

Demostracion.- Del Teorema 3.2.1 tenemos para k = 0,+1,+2,... que

,uk.:/ eike,&(ﬁ)dﬁz/ ey (x)dx.
0

—T

Por tanto, los momentos trigonométricos . son la transformada de Laplace para p, y la
prueba se sigue usando propiedades de la transformada de Laplace. (véase, por ejemplo
[58]). |

3.2.2.4 p(z) = exp(—(ax + b/x)) cona,b > 0y I = (0, c0).

Este es un tipico ejemplo de funcién peso fuerte de Stieltjes, esto es una funcién peso
definida en (0,00) de manera que los momentos ¢, = [;~ 2"o(x)dx existen para cualquier
entero k. Esta funciones pesos han sido exhaustivamente estudiadas por su conexién con
el problema de momentos fuertes de Stieltjes y topicos relacionados, véase por ejemplo
[55, 82] y [90], para mas detalles. Haciendo uso nuevamente de las propiedades y tablas
de la transformada de Laplace (véase [58]) podemos probar el siguiente resultado donde
como es usual, BesselK[a,b] representa la funcién de Bessel modificada de segundo tipo
con parametros a y b.

Proposicion 3.2.9 Sea i la funcién peso asociada con . Entonces, sus momentos
trigonomeétricos viene dados por

~ 2VbBessel K[1,2Vbv/a + ik]
Hk = Ja+tik

, k=0,%1,£2,...
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

Nota 3.2.10 Tomando ju;(x) = 27" 'e™ y us(z) = exp(—(ax + b/x)), vemos que ambas
funciones peso coinciden cuando v = 1, a = A y b = 0. Si denotamos por ju.1 ¥ pir2 a los
respectivos momentos trigonométricos, observamos que

, 2V bBessel K[1,2v/bva + ik ] 1 I'(1)
lim pro = hm - = b1
b—=0" va+ik Va+ikva+ik T a+t ki ’

3.2.3. Experimentos numéricos

En esta subseccién presentaremos algunos experimentos numéricos en orden de ilustrar
el potencial de las cuadraturas propuestas, asi como la bondad de las cotas de error cuando

aproximamos la integral
= sewe

con f una funcion 27 periédica y p alguno de los ejemplos propuestos en la Subseccion
anterior.

Comenzaremos haciendo una comparacion entre las formulas de cuadratura de Szegd y
las de tipo interpolatorio ambas con el mismo dominio de validez, en este caso, A_5 5. Asi, la
formula de Szegb tendra seis nodos y la de tipo interpolatorio 11, tomados como las raices
11-ésimas de la unidad. Los errores absolutos para estas cuadraturas se muestran en las
Tablas 3.14, 3.15y 3.16.

o | v f(x) Interpolatorio Szegb

0 |1 sinx 2,043E — 16 | 0,000F + 00
11 COoS T 1,063E — 15 | 2,165F — 15
2 |1 sin® 6,360F — 04 | 2,702E — 02
3|4 cos'V 9,661F — 05 | 8,788E — 02
3 | 4] costasin®z | 1,006E —05 | 3,124FE — 02

Tabla 3.14: Errores absolutos para las formulas de tipo interpolatorio y de Szegé exactas en

™y

A_5 5 para p(z, zo,7) = W

cony>0yxeR.

MMyl f(z) Interpolatorio Szegb

1] 1| 255 | 7.878E — 06 | 3,844E — 05

2|1 e 2,037E — 04 | 4,393E — 05
3

1] 2| g% | 2,525E — 05 | 4,172E — 03

22| cos'Vax | 4,567E —03 | 3,800F — 04

3[3] sinz | 5,782E —17 | 2,706E — 16

Tabla 3.15: Errores absolutos para las formulas de tipo interpolatorio y de Szegé exactas en
e Mcony>—1,A>0yx € (0,00).

A_s5 para ji(z, A, y) = 277!
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3.2. Aplicacién de los polinomios de Szeg6 al calculo de integrales pesadas sobre intervalos
no acotados.

f(zx) Interpolatorio Szegb
e 1.920F — 08 | 2,978E — 07
7,438FE — 06 | 8,981F — 05

T
&
(&

cos'®z | 1,807FE — 03 | 1,389F — 04
2

Sneroos | 313TE —03 | 6,709E — 05

sinx 1,025F — 17 | 3,816 F — 17

NDININ—= | =2
WIN[=N| =

Tabla 3.16: Errores absolutos para las férmulas de tipo interpolatorio y de Szegb exactas en
A_55 para pu(x,a,b) = e=@+D) cona,b>0ya € (0, 00).

De las tablas anteriores vemos que ambas proporcionan unos resultados aceptables, y
que las formulas de tipo interpolatorio compiten favorablemente con las de Szegé. Destacar
que las de tipo interpolatorio se computan muy facilmente.

Seguidamente, compararemos los resultados obtenidos por nuestras cuadraturas con los
proporcionados por las cuadraturas Gaussianas para u, siempre que su construccion sea
posible. Obsérvese que para la funcion peso p considerada en la Tabla 3.14 y definida en
R, las integrales I,,(z*) para k > 1 no existen y consecuentemente las clasicas formulas
Gaussianas carecen de sentido. En la tabla 3.17 se presenta una comparacion para funciones
peso de tipo Laguerre, mostrando los errores absolutos de las férmulas de Gauss-Laguerre y
las formulas de Szegé ambas con el mismo ndmero de nodos, seis en este caso.

Ay f(zx) Gauss-Laguerre Szegb

1] 1 el 2,671E — 04 | 6,355F — 15
2|1 sin® 6,562E — 05 | 1,305E — 15
1]2 ST 5,763E — 02 | 5,247F — 06
2| 2| ]sin(2z) +5/ | 8532E —01 |5773E —15
33| oootigy 4,242F — 02 | 9,688E — 04

Tabla 3.17: Errores absoluto para las formulas de cuadratura de Gauss-Laguerre y Szegd con
seis nodos: pu(z, A\, y) = 27 e cony > —1,A >0y z € (0,00).

Con respecto, a las cotas de error, consideremos primero la dada por (3.27) en el Teorema
3.2.4 que solo es valida para las férmulas de tipo interpolatorio con nodos las raicesde 7 € T
(en nuestro caso, 7 = 1). Los resultados se muestran en las Tablas 3.18, 3.19 y 3.20.

llustraremos también la efectividad numérica de las cotas de error dadas por el Teorema
1.3.15 aplicado a las formulas de Szegd y de tipo interpolatorio, ambas con el mismo dominio
de validez, A_5 5, es decir, r = s = 5. Como en este caso los pesos de las férmulas de tipo
interpolatorio son positivos tenemos la misma cota de error, como se muestra en las Tablas
3.21,3.22y 3.23.
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

xo | Y f(x) Cota de error
0 [1 sin x 6,888E — 16
1|1 cos T 3,730F — 16
2 |1 sin® z 1,909F — 05
3|4 cos'0x 3,070E — 03
3 | 4] costasin®x | 4,548F — 04

1

Tabla 3.18: Cota de error (3.27) para ju(x, xg, ) cony > 0,x € Ryonce

nodos.

A v | f(z) | Cotade error
1] 1] 2525 | 6201E 05
2|1 e 1,421E — 05
1] 2] L | 17176 + 00
212 cos'Va | 4,382F — 04
3|3 sinz 5142F — 17

Tabla 3.19: cota de error (3.27) para u(z, \,7) = 27 te ™ cony > —1,A > 0,2 € (0,00) y

once nodos.

al|b f(x) Cota de error
11 22 | 5975E — 08
1]2 e 5,997F — 06
211 cos'®2 | 5,948F — 03
22| gevas | 39738 — 02
23] sinz | 4327E —16

Tabla 3.20: Cota de error (3.27) para pu(z,a,b) = e~ (“*+2) con a,b > 0, 2 € (0,00) y once
nodos.

o | v f(x) Interpolatorio Szegb

0|1 sinx 4,000E — 15 | 4,000E — 15
1 ] 1 oS & 4,000F — 15 | 4,000E — 15
2 |1 sin® 2,667 2,667E + 00
3|4 cos'V 1,399F + 01 | 1,399F + 01
3 |4 | costasin®z | 2,963FE — 01 | 2,963F — 01

Tabla 3.21: Cotas de error dadas en Teorema 1.3.15 para férmulas de cuadratura de Szegd
y de tipo interpolatorio exactas en A_5 5 para p(x, xg,v) =

98
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3.3. Aplicacion a la computacion de la transformada de Fourier bajo la presencia cercana de
singularidades polares.

Ayl flx) Interpolatorio Szegb

1] 1] Sve [ 29855 - 06 | 2,285E — 06
2|1 9,894EF — 03 | 9,894F — 03
1|2 ] e [ 14168 - 05 | 1,416E — 05
2|2 cos®x | 3,393E + 00 3,393
33

sinz 1,481F — 16 | 1,481F — 16

Tabla 3.22: Cotas de error dadas en Teorema 1.3.15 para férmulas de cuadratura de Szegd
y de tipo interpolatorio exactas en A_5 5 para p(z, \,y) = 7 e Mcoony > -1, A >0y
x € (0,00).

f(zx) Interpolatorio Szegb
Sz 13 759E — 07 | 3,759E — 07
2,484F — 03 | 2,484F — 03

T
&
(&

cos'Oz | 9,478E —01 | 9,478E — 01
2

gz | 1,311E +00 | 1,311E + 00

sinx 2217E — 17 | 2,217TE — 17

NDININ—= | =2
WIN[=N| =

Tabla 3.23: Cotas de error dadas en Teorema 1.3.15 para férmulas de cuadratura de Szegd
y de tipo interpolatorio exactas en A_s 5 para p(x,a,b) = e~(@+3) con a,b>0yz € (0,00).

3.3. Aplicaciéon a la computacion de la transformada de Fourier
bajo la presencia cercana de singularidades polares.

En esta seccion, presentamos una aplicacién de nuestros resultados obtenidos en las
secciones anteriores, concretamente el calculo de la transformada de Fourier de funciones
que presentan singularidades polares.

3.3.1. Formulas de cuadratura

Comenzaremos viendo como podemos aproximar una integral del tipo,

I /(@)
x’
—oo P(2)
donde P es un polinomio con coeficientes reales que no se anule en la recta real. Asi,
podemos asumir que P(z) > 0 para todo = € R. mediante la descomposicién en fracciones

simples de 1/P(z) y tras realizar algunos cambios elementales de variable, podemos
restringirnos al estudio de integrales de la forma

S () = /R %d& (3.37)

con p un nimero natural y o un nimero real distinto de cero, aunque suficientemente cerca
a cero. Veremos como las formulas de cuadratura en la circunferencia unidad pueden usarse
para computar (3.37). Por el Teorema 3.2.1 podemos enunciar el siguiente,
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

Corolario 3.3.1 Sea y,(z) = (22 + ?)7P, paraa # 0, p > 1, y consideremos f una funcion
27 periddica. Entonces,

donde

. 1
ol0) = ]EZ; (@t 2mi2 + a2 (3.38)

Asi, del Corolario 3.3.1 se sigue claramente que la computacién de la integral (3.37) en la
recta real, se reduce a la computacion de una integral pesada en la circunferencia unidad.
Como hemos visto, cuando usamos cuadraturas en la circunferencia unidad para aproximar

la integral .J;,, (f) en (3.37), los momentos trigonométricos de ,(¢) son la informacion basica
requerida, es decir, las integrales

s
P — / e R0 (0)dh, k=0,+1,+2, ... (3.39)
—Tr
necesitan computarse previamente. Con este proposito tenemos la siguiente

Proposicion 3.3.2 Los momentos trigonométricos M;(f ) dados por (3.39) satisfacen

» _ L [2=3 v, K e

—~alk| 1 —~alk|
1 e T 9 + alk|)e T
dondeu§€>:7yué>:( k) _

2a3
Demostracion.- Obsérvese que Mgf) = I, (e7™*) y la relacion o?I, (e=*7) =
I, (e7**) — I, (z*¢~"**). La prueba sigue de aqui aplicando dos veces la integracion
por partes en la expresion I, (z%e =), |

Nota 3.3.3 E/ caso p = 1 ya fue estudiado en la subseccion 3.2.2.2 dando una expresion
explicita de la funcion i1 dados por (3.38). En efecto, fue probado que salvo un factor
multiplicativo

MOESS ( ! = 1 z=e", (3.41)

N2 1 o2 a2’
= 0+275)? + « |z — e

Asi, tomando r = e~ %, se sigue que j11(0) = (nucleo de Poisson).

1
1—2r cos 0+r2

Para el caso p = 2 tenemos también una expresion explicita de o como veremos en el
siguiente

Teorema 3.3.4 Bajo las consideraciones anteriores se sigue que

M(Q)_WM(H)_M@Q (csc( 5 )—i—csc( 5 >>
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singularidades polares.

Demostracion.- Consideremos la funcion Poligamma

> 1
_ (_1\nt+1
Yn(2) = (=1) n!];:O: (z + kyntl’ n > 1.

La siguiente formula de reflexion (véase [1, pag. 260]) satisface:
Yo(1 — 2) —aho(2) = weot(mz), Y1(1— 2) + h1(2) = 2 esc?(nz). (3.42)

Procediendo como en la demostracion de la Proposicion 3.2.7 para p = 1 y tras algunos
calculos elementales, pero tediosos, obtenemos la siguiente relacion:

S (@@ + (0 +2m)?) " =

JEL

B (5 () o (2
() ()
) e (55

Asi, la demostracién se sigue de la ultima relacién junto con (3.42). |
En resumen, los pasos necesarios en orden de estimar la integral (3.37) haciendo uso de
una férmula de Szegb con n nodos seran los siguiente

1. Dado p > 1, los correspondientes momentos trigonométricos u,(f), k=0,4+1,42,...

son computados por (3.40).

2. Mediante las relaciones de recurrencia (1.27) (Ley de Szegd) computamos los
parametros de Verblunsky requeridos d1,...,0,-1 € D (5 = 1).

3. Fijando 7,, € T junto a los anteriores parametros, la férmula de cuadratura de Szegd
con n nodos para i, (#) dada por (3.38) puede ser computada de manera eficiente.

4. Sea I,(f) = Zglzl S\jf(Zj) la cuadratura obtenida, se sigue que z; = e para
7 =1,...,n. Entonces,
_ f(z) ~ o "
Jup () = /R mdz ~ ]Zl)\jf(@j) = Jh"(f)- (3.43)

Como ilustracién, para ji2 con o = 1 han sido computadas las correspondientes férmulas
de Szegd con n nodos. Los correspondientes parametros de Verblunsky, nodos y pesos se
muestran en las tablas 3.24 y 3.25, respectivamente.
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On
1
—0,735758882342885
0,295067408390062
—0,070167828110242
0,016768660288210
—0,004008490277504
0,000958231141502

S|k |lwiNn—=Ool3

Tabla 3.24: Parametros de Verblunsky asociados con fi2(f) para o = 1.

n Nodos Pesos

-1 0,032800634680708

5 0,65541206018352 + 0,9978498636135907 0,127576179753945
0,91344356814822 + 0,4069654135287714 0,641421666303148

—0,758428421357609 =+ 0,6517563422606691 0,033983915212768

6 0,314685214430238 =+ 0,949196089234989: 0,157719992791071

0,933150164882000 = 0,3594868144723104¢ 0,593694255393610

Tabla 3.25: Nodos y Pesos de la férmula de Szeg6 con n nodos para fi2(f) conn = 5,6y
a=T1,=1.

Nota 3.3.5 Pocas funciones peso en la circunferencia unidad dan lugar a expresiones
explicitas de sus correspondientes polinomios de Szegl. El anterior procedimiento muestra
como computar los polinomios de Szegé y las correspondientes férmulas de cuadratura para
la funcion peso ji,, definida en (3.38) la cual, por lo que sabemos, no han sido estudiadas con
anterioridad en la literatura parap > 1. Puesto que trabajamos con funciones peso simétricas
en [—m, m|, los polinomios de Szegé tienen coeficientes reales y por tanto los pardmetros de
Verblunsky 6,, estan en (—1,1) paran > 1, como se muestra en la Tabla 3.24. La eleccion del
parametro t,, = 1 implica que consideramos una férmula de cuadratura simétrica, es decir, los
nodos pueden ser reales ({+1}) o aparecer en pares complejos conjugados. Ademds, como
sabemos, los pesos asociados a dos nodos complejos conjugados son iguales. Por otro lado,
el caracter simétrico de [, asegura la existencia de una funcién peso ji, en [—1,1] para la
cual [i, es la transformacion Joukowsky de 1i,. Estudiar las propiedades de los polinomios
ortogonales para la funcién peso 11, en [—1,1] es una cuestién abierta de interés.

Por otro lado, sabemos que la integral I;, (f) puede ser aproximada por una férmula de
tipo interpolatorio con n nodos en A_,. con r + s = n — 1, tomando como nodos a las
raices n-ésimas de 7,, = €'*". En esta situacion, solo necesitamos computar los momentos

trigonométricos ug”,...,ugp) cont = max{r,s}. Seaz; = Y =€ w ,j=1,....n,

la férmula de tipo interpolatorio con n nodos en A_, s viene dada por I,,(f) = 2?:1 S\jf(zj‘),

donde \; = J7 1;(0)1,(0)d0, con I; € A, , tal que 1;(z;,) = J; . Asi, tomando z = e se
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obtiene,

?
N

3 A T 2" =20
o= / I (6)d6 (3.44)
nep 1))

1 1 — —1\
= /7r o (z”fl + 22"+ 2 22+ zj 1) fip(0)d6
2

1 n
_ k
B Zj Mr+k—n-

J k=1

Finalmente, obtenemos la aproximacién

In(h = [ IO e SR 105 = (), (3.45)
j=1

(a2 + 22)p

con \; dada por (3.44) y 0; = “2t2T j— 1 . .
Concluimos esta subseccioén con un resultado de convergencia. Del Teorema 1.3.10 se
sigue

Teorema 3.3.6 Sea f una funcién acotada y 2r periédica de manera que f(z)(x? + a?)~P
conp=1,2,... ya # 0 sea integrable en R. Entonces,

i J2 () = lim T (7) = [ F@nyla)da,
R

n—oo n—oo

donde p,(z) = (z2 + a2)P, con Ji*(f) y JK* (f) dadas por (3.43) y (3.45) respectivamente.
P

3.3.2. Aplicacion a la transformada de Fourier

En esta subseccion aplicaremos los resultados obtenidos a la estimacién de la
transformada de Fourier

Glw) = [ gl da.

para los valores discretos wy = % k=0,£1,+£2,...yg(z) = };((f;)) con f suficientemente
suave y P un polinomio real tal que P(z) # 0 para z € R.

Como vimos, podemos restringirnos sin pérdida de generalidad a la computacién de

G(wk):éme de, k=0,+1,+2,...

con p un natural fijo. Para ello, asumiremos que f es una funcién 27 periédica. Por tanto, por

el Corolario 3.3.1 se tiene que,

1
[(0 + 27j) + a2

G(k) = G(wy) = i £(0)e™ ,(6)d6 donde f1,(0) = > (3.46)

JEZ.

Aqui, f1, es una funcién peso cuyos momentos trigonométricos pueden ser calculados por
el Teorema 3.3.2. Claramente, bajo estas condiciones el valor de la transformada de Fourier
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G(k) puede ser aproximado por medio de una férmula de cuadratura con n nodos en A_, 4
de maneraque r 4+ s =n — 1. Asi, sea

n—1
In(g) = Njg(z)
j=0
una férmula de Szegd para /i, de manera que aplicada a la integral (3.46) resulta
n_l o . . o
G(k) = Y Nif(0))e™ = Gu(k), 2z =€, 0; € [-m,7), A\; >0, (3.47)
§=0

0; #0;sij#kparaj=0,...,n—1.

Si asumimos que f es real, tenemos que Gn(k) = Y17 Aif(0;)zF = Gn(—k).
Por tanto, en este caso nos restringiremos a valores no negativos de k. Si tomamos k£ =
0,...,n — 1 entonces (3.47) transforma la sucesion f(j) = f(#;) paraj =0,...,n —1en
Gn(0),...,Gp(n — 1) (comparar con la transformada discreta de Fourier). Asi, vemos que
(3.47) pude reescribirse en notacion matricial como G,, = D, f,,, donde

Gn:(Gn(O)van(n_l))Tv fn:(f(o)vvf(n_l))T y

Ao A1 e An—1
AoZ0 A121 ot Ap—1Zn-1
Dn = . .
\ n—1 y _n—1 \ n—1

Claramente, como 5\]- >0y z; # 2, 8l j #k, setiene que

11 1
o o 20 21 o Zp—1

det(Dn) = Ao~ Aor| . .. |#0
A7 AT e

Asi podemos escribir f,, = D, 'G,,, de manera que la transformada inversa de Fourier puede
ser también recuperada.

Supongamos ahora que (3.46) es aproximada por una férmula de cuadratura de tipo
interpolatorio de n nodos en A, ,, con r +s = n — 1 y tomando como nodos las raices
n-ésimas de un niumero complejo 7, € T; consideremos 7,, = 1. Para esta formula, sea

n—I1
L(f) =" Nif(x)),
j=0

conzj = 1paraj=0,....,n—1y {S\j}?;ol dados por (3.44). Asi, cuando lo aplicamos a
(3.46) obtenemos

n—1 _

) : A 27
(k) = Gu(k) = 3 A £(6;)e’™ donde 6; = %J j=0,...,n—1 (3.48)
=0
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27 e
Tomando w = e » , podemos escribir

n

n—1 _ .
Gl ~ Guk) = Y- Ay con £05) = 1 (0. (3.49)
7=0

Realmente, (3.49) pude ser considerada como una transformacion lineal llevando la sucesion
f(0),..., f(n—1) enlasucesion Gy, (0),...,Gu(n — 1). De nuevo, (3.49) puede ser escrita
de manera matricial G,, = D,, f,,, donde

én: <én(0)7vén(n_1)>T’ fn:(f(0)77f(n_1))T y

é\o }\1 Ao
[)n _ Ao Aw oo )\nfl’wn_l
5\0 ilw”_l cee )g\nflw(n—l)(n—l)
Claramente
1 1 1
- 3 3 1 w s w1
det(Dn) = o= Auct| . . . 40,
si y solo si, 5\j # 0,paraj = 0,...,n — 1. En este caso, podemos escribir f,, = D;lén.

Ahora, haciendo uso de la conocida identidad

nz:lwr(]k) _ 1-— w”(]_k) _ n S|] = k,
= 1—wi—k 0sij#k,

Tenemos para k fijo que

n—1 n—1n—1 _ n—1n—1 _
é(r)w_kr = )\]f(j)w”w_k’" = Z Z )\]f(j)w(]_k)T
r=0 r=0j=0 r=0 j=0
n—1 _ n—1 -
— N fG) Y S wI R = A f(k)n
7=0 r=0

Por tanto, siempre que A, # Oparak =0,...,n—1, f(k) = ﬁ S G (r)w™*" dard una
k

aproximacion a la transformacion inversa.
Cuando n tiende a infinito, por el Teorema 3.3.6, encontramos para las estimaciones
Gn(k)y G, (k) dadas por (3.47) y (3.48) lo siguiente

Corolario 3.3.7 Sea f una funcién acotada y 2 periédica de manera que f(x)(z? + a?)~P
con « # 0 y p un numero natural fijo, sea integrable en R. Entonces, para cualquier entero k,

lim G, (k) = lim G,(k) = /R (f&e“mdx.

n—00 n—00 12 —+ a2 )p
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Finalmente, usaremos el Teorema 1.3.15 con el fin de obtener una cota de error para G,, (k)
y Gn(k). Teniendo en cuenta que cualquier funcién 27 periddica en R puede verse como una
funcién en T y suponiendo que f es analitica en cierta region que contenga a T, se tiene para
las estimaciones G, (k) y G (k) de

Corolario 3.3.8 Bajo las condiciones anteriores, existen numeros reales o1 y 0o con 0 <
01 < 1 < oo de manera que para cualquier entero k,

lo siguiente:

k B () B QT+1 Ql s
G| =) =G,k < o™ (ul I, 1 2 , =n—1, (3.50
6 (55 ) ~Guto| <o (4 1) (g + 12 ) rrs =1 a50)
k ®) of 0"
G| — ) = G,k)| <2ul omar , 3.51
‘ <27T> ()‘_ fo-@ <1—@%+1—@52 (357
L 0™ = méx < of || £ llr,, 05 || vy, i (0 & @iy | In 1=
donde, o™ 0 F ey @5 1 Flleg, b s = S =/ I I I=

2?:_01 ]ij\,Fa ={zeC:|z|=a}y] fHB: max{|f(z)] : z € B}, paraa >0y B C C.

Nota 3.3.9 Obsérvese que ambas cotas superiores (3.50) y (3.51) dependen esencialmente
del dominio de analiticidad de f y del dominio de validez de la férmula de cuadratura usada.

3.3.3. Ejemplos nhuméricos

A continuacion ilustraremos numéricamente la efectividad de los procedimientos dados
para computar la transformada de Fourier de funciones de la forma f(x)/P(z), siendo P un
polinomio con coeficientes reales que no se anula en la recta real. Para nuestro proposito,
tomaremos f(z) = fj(z), j=1,2 con

sin?

fi(x) =cos"x, folx) = P(z) = (2* + a*)% (3.52)

cosx + 2 y
Como estimaciones consideraremos férmulas de cuadratura exactas en A_5 5. Concretamen-
te, férmulas de cuadratura de Szegd con 6 nodos con 7¢ = 1 y formulas de tipo interpolatorio
con 11 nodos, los cuales son las raices 11-ésimas de la unidad. Ambas aproximaciones se
comparan con los resultados obtenidos usando el conocido método de la Transformada Dis-
creta de Fourier (DFT). La transformada de Fourier

G(w) :/R( f](fL') eQﬂiwxdx’ ]: 1’2

22 + a?)?

serd computada para los valores discretos w = wy, = 5, k = 0,...,5. Los errores relativos
son expuestos en las Tablas 3.26 y 3.27.

De los resultados obtenidos observamos que los errores relativos obtenidos usando
férmulas de tipo interpolatorio son muy competitivas en comparacion con las férmulas de
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a | k| Interpolatorio Szegb DFT

1 10] 3,327TE — 04 | 2,690FE — 02 | 5,013E — 01
1 13| 1,103 —02 | 3,664F — 01 | 5,145F — 01
1 [ 4] 4257TE—-02 | 7,713E — 01 | 6,058E — 01
0,51 2193E —03 | 1,755F — 02 | 5,171E — 01
0,521 9,641E — 03 | 4,027F — 02 | 5,931E — 01
0,5|5| 1,851F — 01 | 5,084F — 01 | 8,819F — 01
0,1 10| 5,444F — 04 | 1,362E — 04 | 9,666 F — 01
0,1 3] 7,729FE — 03 | 2,089F — 03 | 9,775F — 01
0,14 1,825FE — 02 | 4,654F — 03 | 9,858 F — 01

Tabla 3.26: Errores relativos de la formula de Szegd con 6 nodos, de tipo interpolatorio siendo
sus nodos las raices 11-ésimas de la unidad y la Transformada Discreta de Fourier en la

estimacion de G(wy) para f1(x) dada por (3.52).

a | k | Interpolatorio Szegbd DFT

10| 1,118E —05 | 2,b32FE — 03 | 5,114F — 01
11| 6217E—06 | 1,415F — 02 | 4,875F — 01
112 2,582FE —04 | 5,876FE — 02 | 5,187F — 01
13| 1,108 —03 | 2,521F — 01 | 5,020F — 01

Tabla 3.27: Errores relativos de la formula de Szegé con 6 nodos, de tipo interpolatorio siendo
sus nodos las raices 11-ésimas de la unidad y la Transformada Discreta de Fourier en la
estimacion de G(wy) para f2(x) dada por (3.52).

cuadratura de Szegd y que ambas cuadraturas mejoran los resultados obtenidos por medio
de la DFT, especialmente cuando los polos se encuentran préximos al rango de integracién,
es decir, cuando « esta proximo a cero. Recalcar que, a pesar de que la férmula de tipo
interpolatorio usa 11 nodos, estos son las raices 11-ésimas de la unidad y por tanto el esfuerzo
computacional para estas cuadraturas es menor que el coste computacional requerido para
la construccion de las formulas de cuadratura de Szeg®é.

Ahora, comprobaremos la bondad de las cotas de error dadas en el Corolario 3.3.8.
Consideramos

1
= = |M|>1 .
@) = fs(@) (cosx + M)’ M| > (3.53)
en (3.37) y p = 2. En este caso podemos escribir
F@) = Fe') con f(z) = g
FI=JRe T A Mt U

(obsérvese que f(z) = f(1/z)) tiene dos polos reales dados por y; = —M++v/ M2 — 1y yy =
—M — /M2 —1 = y;. Asi, en el Corolario 3.3.8 podemos tomar g; < min{|yi|, |y1|"*}
y 02 = 91_1. Consideraremos como antes, las formulas de cuadratura de Szegd y de tipo
interpolatorio con el mismo dominio de validez A_5 5.Numéricamente observamos que los
correspondientes pesos de las formulas de tipo interpolatorio son positivos y por tanto, las
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cotas de error seran iguales para ambas cuadraturas. Los errores absolutos se muestran en
la Tabla 3.28.

M | k| errorcota

5 10|2,558E —03
5 12|2,998E — 03
5 14]4,110FE — 02
10| 1|2,877TF — 07
10 | 3| 1,039F — 04
10 | 4| 1,973E — 03
2010 | 3,391F — 08
20 |2 | 1,076 — 07
20 | 3 |6,361F — 07

Tabla 3.28: Cotas de error del Corolario 3.3.8 para las féormulas de Szegd y de tipo
interpolatorio exactas en A_s5 5 en la estimacién de (3.37) con f(x) = f3(x) dada por (3.53) y
p=2.

3.4. Latransformacion de Cayley.

Hasta ahora, hemos estudiado cémo aproximar integrales en intervalos no acotados
mediante el uso de férmulas de cuadratura en la circunferencia unidad, pero con la condicion
de que la funcién f considerada debia ser 27 periédica. En esta Gltima secciéon veremos un
procedimiento alternativo usando la conocida transformacién de Cayley, que nos va a permitir
considerar que la funcién f no sea periddica. Es mas, el desarrollo de esta seccidn servira
como motivacién para el siguiente capitulo de esta memoria, donde se estudiaran funciones
racionales ortogonales que generalizan a los polinomios ortogonales.

3.4.1. Foérmulas de Cuadratura
Consideramos la integral

() = / f@)u)d, (3.54)

la cual estamos interesados en aproximar por medio de una férmula de cuadratura de la forma
n
T =Y Nif (), w) # wpsij # k, (3.55)
j=1

con pesos {)\j}?zl positivos. Trasladamos nuestro problema a la circunferencia unidad
mediante la transformacion de Cayley,

i+

z=c¢e ,t€R, z€T,0¢€[—mmn| (3.56)

Concretamente
2dx
1422

I5) = [ f@te)iz =5 [ @)+ 2)nt)
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Tomamos ‘
fu(0) = fi(e”)), donde fi(x) = (1 + 2%)u(x) (3.57)
y sustituyendo = = i (%) = p(2), 2z =€, es decir,z = i GJ;@) se sigue que df = £22%;,
entonces o X
T =5 [ ateito)s = 31.(0) (3.5

donde g(e) = f(p(e)).
Sea If,(g) = > i—1Ajg(zj) una férmula de Szeg6 de n nodos para ji con z; € T, 2; # 2
sij#£ky 5\]- >0,j=1,...,n. Portanto, para J,(f) tenemos

1 n
~3 Z%g %) ZA Flag) =D Nif () = Ji()) (3.59)
j=1
— >‘7 — 1—zj R A i —
donde \; = F yuz; = ¢(z) = Z<1+z > j = 1,...,n. Obsérvese que si z; = —1

resulta en z; = oo, esto podria ser un problema, ya que la existencia de J,(f) no implica
que lim;_,~ f(z) sea un nimero real. Para salvar este inconveniente debemos imponer la

condiciéon de que z = —1 no sea un nodo en la férmula de Szegd. Esto puede hacerse
exigiendo que p,(—1) + 7pi(—1) # 0 o equivalentemente tomando 7 € T de manera
pn(=1)

que 7 # — i) es decir, T # (= )"“p"g B Si u es simétrica, también lo es [y
los coeficientes de p,, son reales. Por tanto, las condiciones anteriores se convierten en
P

T (-1

Proposicion 3.4.1 En las condiciones previas, J,(R) = J§(R) para toda funcién R(z) =

%, donde P € Py, _».

k

Demostracion.- Consideramos Ry (x) = dm 0 <k <2n — 2. Entonces,

7w =5 [ ae)io)ao,

donde gi(e) = Ry(p(e?)) y u(8) = l(e?)) = (1 + e%)u(p(e?)). Como & = il==,

(z =€), L= U2 Por tanto,
k _
R = (o) e
k (1+ 221 1+ 2 qn—1n—1
A e L o R £ 16
Toyn—1 sn—1 Ton—10

con Py € Py, o, de manera que gx(z) = zn( 1) € A_(y—1),n—1- Concluimos pues

n

Ju(Re) = - %Z = 2 Af ) = ).
=1

2

109



Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

Nota 3.4.2 Notese que una férmula de Szegbé con n nodos integra exactamente cualquier
polinomio de Laurenten A_, 1,1, es decir, cualquier funcion racional con polos en z = 0
y z = oo ambos con multiplicidad a lo sumo n — 1. Puesto que la transformacion de Cayley
lleva las raices de x> + 1, es decir, +i en el X-plano a los puntos z = 0 y z = cc en el Z-plano
respectivamente, los polinomios de Laurent se transforman en funciones racionales con polos
multiples en +i. Asi, podemos decir que la transformacion de Cayley preserva el dominio de
exactitud de las férmulas de cuadratura I}, (g) y Jh (f).

También podemos probar el resultado reciproco de la Proposicion 3.4.1.
Proposicion 3.4.3 Consideremos la férmula J} (f) = Y1 Ajf(xj) conxj # xy sij # k.

Supongamos que

/ F(@)u(e)de = Jo(R) = JH(R), VR(x) = %, PePy s

Entonces, para z; =

Hx e’]I‘y)\ =2)j,j=1,...,n tenemos que

Ii(g) = / g(e)(0)d0 = 3" Asg(z;) = I(g),
B 2
para cualquier g € A_ g,y »_1, donde (i(6) = i(p(e?)) y i) = (1 + 22)u(x).

Demostracion.- La condicion de exactitud para J5 (f) implica que \; > 0,7 =1,...,n,
asique A\; > 0, j = 1,...,n. Fijemos un entero k, —(n — 1) < k < n — 1, sin pérdida de
generalidad asumamos k£ > 0. Entonces,

L(4) = /7r zkﬁ(e)dH:Q/R (2li>ku(x)dx:2(—1)]{/1&%/4@(&

—T

_ / re(@)u(@)de, z = e,
R

donde 74 (z) = (_gi(f;)?% = (1+1;(27§2l—1 y P, € Py,,_». Por tanto,

—gzm%_gz (”) Z)\

[ |

El espacio de funciones racionales de la forma R(z) = (lfm(%, P € Py,_5 donde
JL(f) es exacta, tiene dimension 2n — 1y J/(f) depende de 2n parametros. Por tanto,
cabe pre?untarse lo siguiente: como una férmula de Szegd con n nodos depende de 7 € T
Bn =) ), ¢ées posible elegir 7 de manera que la formula de Szegd correspondiente
determlne una formula de cuadratura con n nodos para u exacta en funciones de la forma:

%COHPEPQTL 17

Si consideramos ., () = (1&% n = 1,2,... obtenemos una familia de funciones

pesos de manera que para cada n los momentos ¢, = [ (L‘;(f)ndﬂ Jg #* i (x)dz existan
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parak = 0,1,...,2n — 2 (asumimos que p es integrable en R). Ademas, supondremos que
fR xp(z)dx existe, por lo tanto, ca,—1,, € también finito. Entonces, construimos la férmula de
Gauss con n nodos para p,, s decir, existen n nodos distintos Z1, ..., Z, sobre Ry n pesos
positivos Ay, ..., A, tales que [p 2" pu, ()dz = 377_ )\ji'f, 0<k<2n-1,y

/ zF o Z 1—|—x) _Z”:;\‘ s
g (14 22)n-1 (1+73) = T+ @)t

con )\ = (1 +i§)”_1)\j >0,j=1,...,n. Como resultado hemos construido una férmula de
cuadratura

£ =Y Xf(#) (3.60)
=1

tal que J,,(f) = J,.(f) para toda funcién f(z) = (HI;(%, P e Py, ;.

Por la Proposicion 3.4.3, la féormula de cuadratura sobre T,

n ~
hg) =D NG, (3.61)
=1
con 5\]- =2)\;y% = % Jj=1,...,n,esunaférmula de cuadratura de Szegd con n nodos

para ji(0) = fi(p(e)) = (14 [(¢(e?))]*)(u(p(e?))). Por tanto, existe un tnico 7 € T tal que
{2}, son los ceros de B, (2, 7) = pn(2) + Tpy(2).

Dado que, z; # —1,j = 1,...,n. En efecto, supongamos que existe 7 con 1 < r < n tal
que z, = —1. Esto significa que para el correspondiente z, tenemos —1 = gg:, Zr € Rlo
que nos lleva a una contradiccion.

. , ~ =~ 2n—1
Seguidamente, veremos como computar el valor 7 € T. Sabemos que J}) (ufmm) =

I <%) o equivalentemente,

Jhx) = Ju(2) = e, (3.62)

recordar que se ha supuesto que esta ultima integral existe.
Las Proposiciones 3.4.1y 3 4.3 implican que la igualdad J,,(z) = J,(x) es equivalente a

I <1 ) I“ <1+z> y como 1+z = z+1 — 1, por lo tanto (3.62) es equivalente a

14z
.. 1 1 ,
IF =1 = et 3.63
n(zH) M<z+1),z ¢, (3.69)

donde fﬁ(g) viene dada por (3.61) con /1(6) = fi(p(e™)).

Sea p,, el n-ésimo polinomio moénico de Szegbd para i y escribamos p,,(z) = Z?:o ajzj
con a, = 1yay = pp(0) = 6, (n-ésimo pardmetro de Verblunsky). Como sabemos, los
nodos de f,‘;‘(g) son los ceros de

By(z,7) = Bn(z) = pn(2) + 7p;(2), para un ciertor # (—1)". (3.64)

Por otro lado, del caracter interpolatorio tenemos que fﬁ(g) = I;(Ly-1(g)) donde
L,—1(g)(2) es el tnico polinomio de Laurent en A_, s (r y s enteros arbitrarios no negativos
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tales que r +s = n — 1) interpolando a g en Z;: L,_1(9)(%;) = 9(%), j = 1,...,n. Sin

pérdida de generalidad, asumamos que r =0y s =n—1ysea L, 1(g) € Agn—1 = Pp_1.

si denotamos por L,,—1(z) al polinomio interpolador de g(z) =
Ahora, podemos comprobar facilmente que

1
m,]zl,...,n.

lm,mz):_é (anlij?(—w> mmdegn@):jéaj+%an])y

Asi, considerando los momentos trigonométricos i para g, pr = ffﬁ e~ [1(0)do,
- ]
k=0,%£1,...ytomandov; = > 7 (=D)*ugi1-4, 5 = 1,...,n, vemos que

_ 1 1 n & ~
Ih <Z+ 1> = B = Za]”}/j +7’Zan,]”)/j . (3.65)
n j=1 7j=1

Por otro lado,

1
I <z n 1) =g —ici con ¢y = /kau(:c)d:c, k=0,1. (3.66)

Finalmente, de (3.63), (3.65) y (3.66) se sigue,
> i1 @575+ pn(=1)[co —ici]

5o _ 1 o (3.67)
> =1 Gn—jv; + p(=1)[co — ici]

La férmula de cuadratura (3.60) correspondiente a una férmula de Szegd con n nodos
con 7 € T dada por (3.67) la denominaremos férmula de cuadratura racional tipo Gaussiana
de n nodos para .

Hasta el momento hemos trabajado con férmulas de cuadraturas para aproximar
fR x)dzx, generadas por formulas de Szeg6 para /i,

con funmones peso u Yy ji relacionadas por (3.57). Cuando u deja de ser una funcién peso
(es decir, 1 > 0 en casi todo punto de R), las cuadraturas de Szegb para [i podrian carecer de
sentido. Como es usual, podemos usar como férmulas de cuadratura con n nodos para /i con
menor dominio de exactitud que las férmulas de Szegd. Por ejemplo, podriamos considerar
féormulas de tipo interpolatorio con n nodos, con nodos prefijados distintos z1, ..., z, sobre T
(z; # —1). En efecto, para enteros no negativos fijos r y s tales que » + s = n — 1 existen

coeficientes \q, ..., \, satisfaciendo

B9) =D Nig(z) = Lilg), Vg € Aps.

Ademas, )O\j = I;(l;) conly € A_, , tal quet [j(z;) = 0. Tomando \; = 2 Ly xj =1 (Lj)
j=1,...,ny procediendo como en Proposicion 3.4.1, podemos demostrar la siguiente

Proposicion 3.4.4 Sean{z;}7_ C T,z # —1 yIﬁ(g) una férmula de cuadratura exacta en
A, s para [i. Entonces

ZAM - [ re@mteyts = 5,00,
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para toda f de la forma f(z) = ﬁ 0 < k < 2p, siendo p = min(r, s). Reciprocamente,
Si

TR (f) = Ju(f),
para toda f de la forma f(z) = (lf%)p 0 < k < 2p, entonces L’%(g) es una férmula de

cuadratura para 1 exacta en un subespacio de los polinomios de Laurent que contiene en un
ah_pp.

Nota 3.4.5 Obsérvese que el subespacio de funciones racionales donde J}(f) dada en
Proposicion 3.4.4 es exacta, tiene dimension 2p + 1. Asi, cuando r = s = p, es decir
n = 2p + 1, entonces el numero de nodos coincide con la dimension del subespacio, y
JL(f) se llamara de tipo interpolatorio.

A continuacién nos centraremos en funciones peso simétricas y, es decir, u(—z) = p(z),
x € R. Recalcar que en este caso [i es también simétrica. En este caso, y tal y como ya
hemos mencionado, parece natural elegir los nodos de la formula de cuadratura simétricos,
0 equivalentemente, que los nodos de la formula de cuadratura para i aparecen en pares
complejos conjugados sobre T. Demostraremos que la Unica familia de cuadraturas de n
nodos dependientes del parametro 7 € T que satisface la condicion de simetria es la féormula
de cuadratura racional tipo Gaussiana con n nodos.

En efecto, si i es simétrica, entonces ¢; = 0, y como ;i es también simétrica los
coeficientes de p,, son reales. Por tanto 7 dado por (3.67) es real, esto es 7 € {£1} y se
expresa como

> 157 + copn(—1)
> i1 n—jj + (=1)"copn(=1)°
Como ilustracion consideremos los siguientes ejemplos.

(3.68)

F=-

Ejemplo 3.4.6 Sea pu(x) = ﬁ de manera que [1(0) = 1 (medida de Lebesgue). En este
caso po = 2w y pu, = 0, k = £1,%2,... (co = & = ). Se sabe también que p,(z) = 2",
an=1ya;=0,0<j<n—1 Ademds, vj = Yo (—1)fups1-; = (1) 121,1 < j <n.
Por tanto,

 awvmtpa(=De _ ()"2r 4 (—1)n

pp(=Deco ™
= =D D)0 = (=D

Ejemplo 3.4.7 Sea u(x) = ﬁ cona # 0y a # 1 La constante K se elige de
manera que la correspondiente funcion peso . este normalizada. Ademas, por simplicidad
asumiremos « > 0. En este caso obtenemos

. 9 1—r? 11—«
f(0) = (L + [p(2)]")ulp(2)) =

- 2|z —r[?’ "T1ta
es decir, el nucleo de Poisson (obsérvese que o« = 1 proporciona r = 0 y por tanto,
[1(0) = 2 es la medida normalizada de Lebesgue) Ahora, juy, = r!*l, k = 0,+1,+2,... y
pn(z) = 2"(z—7), (n > 1). Ademas, ¢y = & = 3. Se puede comprobar que ¥ = 7, = (—1)".
En efecto,

e (—1,1), z =€",

7 (_1)71 + Copn(—l) _ (_1)n + %(_1)n(_1 - T) _ (_1)n
(=7) + cop (1) —r+ 5 (r=1) '
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Podriamos preguntarnos si la propiedad 7 = (—1)" de los dos ejemplos anteriores es
consecuencia exclusivamente de la simetria.

De acuerdo con (3.67) parece que en orden de probar este resultado necesitamos
conocer explicitamente los coeficientes {a;}'_, de los polinomios monicos de Szegd, y como
sabemos esto solo es posible en muy pocos casos similares a los dos anteriores.

En lugar de esto, seguiremos un argumento alternativo y probaremos lo siguiente,

Proposicion 3.4.8 Sea u una funcién peso simétrica sobre R. Entonces, el parametro T dado
por (3.68) puede expresarse como

F=Fu= (1" n>1 (3.69)

Demostracion.- De (3.68) se sigue que 7,, € {£1}. Por otro lado, como vimos, los nodos
z1,...,%y de la formula racional tipo Gaussiana son reales y finitos, asi que los nodos de
la correspondiente formula de Szegb Zi,...,%z, € T satisfacen z; # —1, 5 = 1,...,n
Ademas, como 21, ...,T, son los nodos para una férmula de cuadratura con n nodos para
pn(z) = % x € R, simétrica, los nodos también lo son. Por tanto, cuando n es par los
nodos {Z;}" "'_, aparecen sobre T\{£1} en pares complejos conjugados y cuando n es impar
uno de los nodos sobre T es igual a uno, y el resto aparecen de nuevo en pares complejos
conjugados. Ahora, la demostracion se sigue directamente de la Proposicion 2.1 en [13]. W

En resumen, teniendo en cuentaquesiz € Ty x = ¢(z) =i (1+z> entonces ¢(z) = —x

y ¢(1) = 0, la construccién de la férmula racional tipo Gaussiana con n nodos para una
funcién peso simétrica u se hard como sigue:

1. Computamos los momentos trigonométricos i.

2. A partir de la familia {u}, computar los parametros de Verblunsky d,,, n > 1 (Ley de
recurrencia de Szeg0d).

3. Sines par, tomando 7, = 1, computamos los nodos z1,..., 2, (2; # —1) y pesos
)\ )\ de la correspondiente formula de Szegd con n nodos para ji.
Sea ahora \; = 7’ y z; = z<112> (recalcar que \,—j = A\j Yy 2p_; = —xj,
Jj=1,...,3). Portanto,
n/2
TH() = Y NlF () + (=)
j=1
4. Sin esimpar, tomando 7, = —1, para L’%(g) podemos escribir
(n—1)/2 )
Ailo(z)) + 9(Z)] + Ang(1)
7=1
Por tanto,
(n—1)/2
TR =M fO) + Y Nlfa) + f(=a;)]
j=1

con {A\;}7_; y {z;}}_, dados como en el paso 4.
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1

llustraremos el esquema anterior con el siguiente ejemplo u(z) = a2

(medida de Lebesgue).
Sabemos que p,(z) = 2" y también que para todo 7 € T, \; = %’T j=1,...,n.

Consideremos primero el caso en el n es par asi que, 7, = 1y los nodos z; € T son las
; (2j—L)mi | ~ _
raices de B, (z) = pn(2) +p;(2) = 2" +1,estoes, z; = e S i=1,.. )2, Znj =%
Por tanto, z; = %% j=1,...,n/2,y la férmula racional tipo Gaussiana con n

nodos viene dada por

es decir, 1(0) =1

n/2
T
TE(F) = =D F ) + f (=)
j=1
De manera similar, cuando n es impar, entonces 7,, = —1, teniendo

i (n—1)/2
Ty =~ [FO+ D [Fla) + fl==)]|

J=1

- _sin(2j7/n) . n—1
con z; = Treos(@in/n)’ ) = 1,.. S . . . .
Mencionar también que las férmulas racionales tipo Gaussiana correspondientes al

. . K . Ny o 1—~2
ejemplo 3.4.7, es decir, ju(z) = 75, @ > 0y a # 1, induce la funcion peso ji(0) = ﬁ
v =172 € (—1,1). En este caso z; = % donde z; = €%, j = 1,...,n son los ceros

A

Pz =)+ ()" =72) =0y N = F = oS e

3.4.2. Ortogonalidad

En esta subseccién deseamos establecer conexiones similares a las dadas en el Teorema
(1.4.4), entre ciertos polinomios ortogonales asociados con u definida sobre R y fi(0) =

(1+ [2(2)]?)1(o(2)) definida sobre T con p(z) = i (%) )

Nuevamente, pu,(z) = % n = 1,2,... y consideremos la sucesion {Qx .},
k=0,1,...,n = 1,2,... de polinomios ortogonales ménicos con respecto a {y,}>>; de

manera que Qo () =1y paran,k > 1,
[ P Qualelm(a)de =0, 0<j < k=101 (3.70)
R

La condicién ¢; = [ zu(x)dz < oo garantiza la existencia de tales sucesiones {Qx}72,
satisfaciendo (3.70), donde (), es un polinomio de grado exactamente k. Sea {pi};2,
la sucesién de polinomios de Szegé ménicos para ji. Como vimos, los ceros de Q. ()
proporcionan los nodos 1, ..., x, de las llamadas férmulas racionales tipo Gaussiana p, es
decir, existen pesos positivos A1, ..., A\, tales que

1(F) = SN Flwg) = T(f) = /R f(@)u)dz,
j=1

para cualquier funcion f(x) = (pr(% con P € Py,_1. Ademas, existe un Unico parametro
71—

7 € T tal que z; = — son los ceros de B, (z,7) = pn(2) + Tpi(2). Asi, tenemos para
J 1+ n
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r=iiZ z=elyreR

L ofl-z 11—z i II1 (22 — 22)
Qun(z) = jl;[l<w—%> :Ef <1+z - 1+Zj> CILn O+ z)+2)r
(=1)r2r 1 (2 — %)

[ +2) (1+2)"

Ahora, [T7_,(z — zj) = 220 asi Q () = 22 Como [T/, (1 + 2;) =
1"1’7'671 Hgfl( .7) 1“1’7671
(=1)" Ban (1)

T rd Y pn(—1) + Tpk(—1) # 0, hemos deducido el siguiente
Teorema 3.4.9 bajo las condiciones anteriores,

_ (20)" pn(2) + 7pi(2)
Qnn(z) = O B s s g (3.71)

Anteriormente vimos que si 1 es simétrica, entonces 7 = (—1)", y por lo tanto (3.71) se
convierte en este caso en

Quala) = (20" pul2) + (=1)"03(2)
’ pr(=1) + (=1)"p5(—1) (1+2)"
(i)' pal) + (1)"7a(2). 572
2pn(—1) (1+2)"
dado que p;(—1) = (=1)"pa(—1) = (=1)" pa(~1).
Ejemplo 3.4.10 Sea u(x) = m En este caso () = W n=1,..,00)=1y
pn(z) = 2" Como z = 22, y 2 + 1 = 2L, (3.72) implica:

@2 (i)
Qo) = gy |

(i = 2)" + (1" + )"
i+or

Como (p,(—1) = (—1)"), se tiene que Qnn(x) = 1 [(x — )" + (x +i)"], es decir, Qu(z) =
R(x +14)™ 6 equivalentemente

(3]

Qual@) =Y (5, ) (1", (3.73)
k=0

w[3

K
$2+Oé2 ’

1(0) = ﬁ Y pu(z) = 2" 1z —7) cony = 172 € (—1,1). Por tanto por (3.72), Vx € R
y para todon > 1,

Ejemplo 3.4.11 Sea u(x) = con K > 0,a >0 ya # 1. Como ya hemos visto,

(i—2)" =y [(i—2)" (i +2)+ (=1)"( —2)(i+ )" ] + (=1)"(i +2)"
(=1)"2(1 + )
R(x+i)" — Rz +49)"(z - 2)
1+~

Qnn(z) =
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Asumamos a continuacién que una férmula de cuadratura con n nodos,

=Y NG = [ f@ulads (3.74
i=1 ®

satisface J)(f) = J,(f) para toda funcion f(z) = (lfm(% con P € Py, 5y que existe
P € Py, tal que JE(f) # J.(f) donde f(z) = %. Por la Proposicion 3.4.3 existe
Tn €T, 7, & {Tn, — E B} (7, viene dado por (3.67)) tal que z; = Zﬂ ,j=1,...,nsonlos
ceros de By, (z,7n) = pu(2) + Tup;,(2). Tomando Qn(z) = [}, (z :c]) y considerando la
base ortogonal {Fy, Py, ..., P,} para P, con respecto a u,(z) = W de manera que
Py(z) = lyparaj = 1,...,n, Pj(x) es un polinomio ménico de grado exactamente j tal

que [ kaj(:C),un(:C)d:C =0parak =0,1,...,5— 1. Larelacién (3.74) implica que @, (z) es
ortogonal a ,,_». Por tanto, podemos escribir Q,,(z) = P, (z) + C,,P,—1(x) con C,, # 0. Por
otro lado, un argumento similar al usado en la demostracion del Teorema 1.3.5, implica

(20)" Pn(2) + Tnpi(2)
po(=1) + 7o (=1)  (L+2)" 7

Qn(zr) = (3.75)

obsérvese que p,(—1) + 7,p5(—1) # 0. Obtenemos pues el siguiente resultado:

Teorema 3.4.12 Sea J, = [, f(x)u(x)dx tal que [ xp(x)dr < oo, consideremos Jh(f) =
> =1 Nif(x;) conx; # wp sij # k y tomemos Qn(x) = [[j_, (v —z;). Entonces, las
siguientes dos afirmaciones son equivalentes,

1. JB(f) = Ju.(f) para cualquier funcién f(z) = #

P e Py, , tal que J" (W) £, (Hi(f%)

con P € Py, o y existe

2. Existen C,, € R\{0} y 7, € T\{7, —ZZE:B} tales que

- B B (2i)" pn(2) + Tupy(2)
Qn(z) = Po(z) + CpPooa(z) = pn(=1) + Tppt (—1) (1+2)n '

Conz—H—xETy:cE]R

Como es usual, {p,}>, denota la sucesion de polinomios de Szegé ménicos para
(0) = (1 + [p(2))?)ule(2)), 2 = €.

Finalmente, mencionemos la conexién de lo anterior con ciertas funciones racionales
ortogonales, y que como hemos dicho al inicio de esta subseccién, motivara el abordar el
estudio de funciones racionales ortogonales en el siguiente Capitulo.

Sea {&:}72, una sucesion en C\R, con posibles repeticiones. Definamos r;(z) =
si & = oo, rp(z) = (v — &) si & # oo, k = 1,2,..., tomemos Dy = 1
Di(z) = ri(2)re(z) - rp(z) para k = 1,2,... el definamos el espacio £, como L
{P(z)/Dy(z), P € Py}. Sea L = |J;=, Lr. Denotaremos por L, £, el conjunto de productos
de un elemento de £, y unode £, = {R(z) : R € L,}.

|l < —
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Sea p una funcién peso sobre R de manera que todos los elementos de £ - £ sean
integrables con respecto a ella. Definamos el producto interior (-, '>u sobre L por

(9, = /R @)@ ) das

Ahora podemos, construir una base ortogonal {v}7°, en £ de manera que ¢y € Lo
y ¥ € Li\Lr—1 para k = 1,2,... (por ejemplo, usando el proceso de ortogonalizacién
de Gram-Schmidt a la base {z*/Dy(x)}72,). Por lo tanto, {¢;}°, es una sucesion de
funciones racionales ortogonales con respecto a p y polos prefijados en {{;}72, C @\R.
Para cada k£ > 0, v representa la funcion ortogonal racional de grado k, determinada
de manera Unica salvo una constante de normalizacién. Para nuestro propésito tomaremos
Yp(z) = g’z((?) donde P, es un polinomio ménico de grado exactamente k. Se sabe que 1,
tiene exactamente n ceros reales y distintos (véase por ejemplo [20]).

Por otro lado, dado que £,,_1 es un espacio de Chebyshev de dimensién n, si disponemos

de n nodos distintos x4, ..., x, sobre R existen pesos \y,..., \, tales que
JH(R) = Z)\jR(acj) = / R(z)p(x)dx, VR € Ly,—1. (3.76)
j=1 R

Ahora, un argumento similar al usado en el libro clasico [20] cuando se considera el caso
particular £, = oo para k > 1 nos conduce al siguiente resultado.

Teorema 3.4.13 Sea J,(f) = [, f(x)u(x)dx. Fijando los nimeros reales x1, ..., x, tales
que x; # xy si j # k junto con los pesos Ai,. .., \, y tomemos J(f) = Z?Zl Nif(xj)y
Ry(z) = [[}_1(x — z;)/ Dy, € L, Entonces, para0 < k < n — 1 son equivalentes:

1. J.(f) = JN(f),Vf € Ly - Ly.
2. Ju(f)=JE(f), Vf € Ly Y {(Rn,r), =0,Yr€ Lycon0<k<n-—1
En el caso particular k = n — 1 se tiene lo siguiente.

Corolario 3.4.14 Bajo las condiciones anteriores,
TH() =Y Nif (a5) = Ju(f) = /Rf(w)u(:c)d:c, Vf€Ly Lo ==
j=1

1 JH(f) = Ju(). V] € Loy,

2. Los nodos {z;}7_, son los ceros de vy,

Ahora, fijando n > 1 y tomando la sucesién de polos prefijados {;; }7° , como sigue,

Si=8=""=-1=1§ = x,

siendo el resto elegidos de manera arbitraria, entonces,

P(x)
(14 x2)n-
Sea p,, el n-ésimo polinomio ménico de Szegé con respecto a /i1(0) = ji(¢(2)), z = €,

donde ji(z) = (1 + 2?)u(z). Entonces por la Proposicién 3.4.3, los Teoremas 3.4.9 y 3.4.12
y el Corolario 3.4.14, tenemos

£n 'Zn—l = {
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Teorema 3.4.15 Para todo xz € R,

B 2i pn(2) + TP (2) 2i B,(z,7T)
L ey o N T I R L

con z = =2 y 7 = 7, dado por (3.68).

Nota 3.4.16 La relacion (3.77) muestra que la n-ésima funcion ortogonal racional i, (x) se
relaciona en este caso con un polinomio B, (z,7), (T € T), para-ortogonal con respecto a .
Obsérvese que v, es una funcion racional con un polo de multiplicidadn — 1 enx = —i y un
polo simple en el infinito, en cambio Bn(27) posee un polo de multiplicidad n — 1 en el infinito

z+1
y un polo simple en z = —1. Puesto que la transformacion de Cayley llevaax =1 yx = oo
enz = oo y z = —1 respectivamente, podemos decir que ésta preserva las singularidades de

las funciones ortogonales racionales

3.4.3. Ejemplos huméricos

Finalizamos este Capitulo presentando algunos experimentos numéricos basado en los
resultados obtenidos anteriormente, con el objetivo de aproximar integrales sobre la recta real

Ju(f) = / f(@)p(z)de, (3.78)

pasandolas a la circunferencia unidad por medio de la transformacion de Cayley x = p(z) y
considerando la integral

o) = [ gte®)io)i. (3.79)
de manera que .
%Uﬁzyﬂwcmg@%=ﬂwdhz=€¢ (3.80)

Consideraremos modificaciones racionales de la medida de Lebesgue sobre la recta real. La

funcién peso yu(x) = 175z induce
1™ s
50 =5 [ ateito)as, (3.81)
con i(6) = 1 (medida de Lebesgue en T). Por esta razén, u(z) = m, donde P(x) es

un polinomio real positivo sera llamada una modificacién racional de la medida de Lebesgue
en R.

Ademas, de la descomposicion en fracciones simples de % se muestra que es
suficiente considerar tan solo el caso

1

>0, yb® —4dac <0 3.82
1+x2)(ax2+bx+c)m’m_ Y =5 (3.82)

M@=(

0 equivalentemente,

1
MO = T e - o) — o)

—,cona€C, y3(a)>0. (3.83)
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Tomando z = i (%) z=¢"€T,0c [—n, 7], tenemos:
Ju(f) =K [ g(€”)ju(0)d0 = K1;(g), (3.84)
donde
|14 B]7™ 1 [(14+2)21™" 1 (1 + cosB)™ i—
K=1"TP1 )= — _ _
i1 A0) =5 | b o b7 YB=y

es decir, u es una modificacion racional de la funcién peso de tipo Jacobi (1 + cos 0)™, siendo
m un entero no negativo.

Seguidamente, computaremos los momentos. Por simplicidad omitiremos la constante 2%
de manera que, 11—, = |"_e™*[i(6)d6, k > 0, teniendo:

L[ 2P +2)%  dz
k== . 3.85
SR e .

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que |3| < 1, de manera que el integrando en la

expresion

1 k—1 1 2m

b = _,/ G e ) S T S (3.86)
i Jr (2= B)™(1 = Bz)™

tiene en el interior de D un polo simple de multiplicidad m en z = g cuando k > 1. Parak = 0

se afade un polo simple en z = 0. Ahora, los momentos pueden computarse facilmente

usando el teorema de los Residuos. Por ejemplo, cuando m = 1 es decir,

1
14+ 22)(z —a)(z —@)’

() = (

tenemos:

R(B)+1
-8 ~

o = 1/T N (L+2)" dz = 2n[Res(z = 0) + Res(z = )] = 4~ 0,

i 2= B)(1 - Bz)

dado que |5] < 1. Para k > 1 se tiene

_1 zk*1(1+z)2 - - - ,kal(l—i—,@)Q
Pk = - /11‘ B Bz)dz = 27mRes(z = ) = 27?—1 —BE

Tomando el caso particular o« = ¢ en (3.83) se tiene

(0) =
r)=—= 75 1-
H (1 + 22yt
_ o °(0) — — (tcoso)™ _ O\ Aef
Como en este caso 8 = =2 = 0 obtenemos ji(0) = ji,,,(0) = o = (14 cosO)™. Asi,
los momentos " satisfacen
0 sik >m,
pi = pl = 2m (3.87)
%fn;ﬁ) sik <m.
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Proposicion 3.4.17 Los correspondientes parametros de Verblunsky 6;',n = 0,1,2, ... para
fm(0) = (1 4 cos @)™ vienen dados por

m

5 = (—1)" (3.88)

n+m’

Demostracion.- Sea {J;}(° la sucesion de parametros de Verblunsky para la familia de
funciones peso (tipo Jacobi) i(0) = (1 — cos 9)‘”%(1 + cos 9)5+%, donde a, 5 > —1,y
0 € [—m, . Es bien sabido (véase por ejemplo [118]) que

a+p+1 a—p
Ogp = ————————— y 0 = 3.89
2n 2n+a+ﬁ+1y 2n+1 Mmt+at B2 ( )
Claramente la funcién peso fi,,(#) = (1 + cos#)™ se corresponde tomando a = —% y
3 =m — %y se concluye la prueba. [ |

Nota 3.4.18 Como la formula (3.88) es valida para cualquier numero real no negativo m la
computacion de integrales de la forma fR a _{( )) dx, m > 1 puede por tanto llevarse a cabo.

_ S 1 _ 1
V(1+a2)3 (1422372 7~ (1+a2)v/1+a?’
Entonces [1(0) = /1 + cos 8 y los correspondientes pardmetros de Verblunsky vienen dados
por

Por ejemplo, supongamos J,,(f) = [ dzx, es decir, u(x) =

2 (=)"
n+1/2 2n+1’

Sp = (=)™ n=01,....

Sea L’%(g) una férmula de cuadratura con n nodos para /i, es decir, I,’;‘(g) = 2?21 j\jg(zj‘),
zj # 21, sl j # k. Entonces (3.84) proporciona,

— / f@)p(@)de = > A fla)).
R =1

1+Z]'
Jj = 1,...,n). Las férmulas de cuadratura para aproximar a I;(g) que hemos presentado
son:

donde \; = Kj\j y r; = 2(1—_2]) j = 1,...,n (aqui debemos asumir que z; # —1,

1. La férmula de Szegd de n nodos con parametro 7,, dado por (3.67), determina la

férmula racional tipo Gaussiana con n nodos, Ji(f) = > 7_; A;f(x;) exacta en
£n 'Zn—l = {% P e PQn 1}

2. Una cuadratura de tipo interpolatorio con el mismo dominio de validez que la formula de
Szeg6 de n nodos, es decir, A_,_1),_1 cuyos nodos son las raices (2n — 1)-ésimas
de la unidad. Aqui los nodos de la cuadratura de tipo interpolatorio resultante para
J,u(f), es decir, an (f) = Zf”ll)\ f(2;) que integra exactamente en £,,_1 - L1 =

{% P e Py, 2} viene dada por i; = i <1+Zj> con zj = exp (%) j=
1,...,2n—1. Ademas los pesos, pueden ser computados eficientemente por medio del
algoritmo de la FFT.
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En algunos casos, la integral J,,(f) = [, f(x)u(z)dz puede ser también aproximada por
medio de una férmula Gaussiana con n nodos, cuando esta es posible de construir.
Para ilustrar esto, consideraremos la siguiente integral,

0o ,—x2 . o ,—(az)? .\«
/ e cos(:c)d 1 / e cos(a:c)dx’

oo (22T a2l (x2+1)P

para distintos valores de o y p. Haremos una comparacién entre las cuadraturas usual de
Gauss-Hermite,la férmula racional tipo Gaussiana y la de tipo interpolatorio. Las dos primeras
tendran el mismo nimero de nodos, 10 en este caso, mientras que la de tipo interpolatorio
tendra 19 nodos. Los respectivos dominios seran: P19, Lig - Lo y Ly - Lg. Ademas, puesto
que u es simétrica 7 = 719 = 1. En las Tablas 3.29 y 3.30 se muestran los nodos y pesos
de las férmulas de cuadratura racionales tipo Gaussiana con 10 nodos y de tipo interpolatorio
con 19 nodos respectivamente, con p = 4. La simetria de la formula de cuadratura se puede
apreciar claramente. Obsérvese que los pesos de la cuadratura de tipo interpolatorio son
positivos, algo que en general no puede ser asegurado, Los errores absolutos de las formulas
propuestas se muestran en la Tabla 3.31.

Nodos Pesos

Nodos Pesos

£2,09127604130993

0,00344327645779

+1,17775123999842

0,03711287401198

+0,16687048621324

0,30453865291332

£0,70911047697203

0,14632265679427

+0,34330043362379

0,23673890119461

+0,12366341675207

0,47033670328257

+0,54117293709352

0,15302541273914

+0,38717909951697

0,32453219370020

+0,77833124187158

0,07986422735408

+1,08628957511291

0,03191845202440

£1,53061394545393

0,00885326068757

+2,27977036941909

0,00138933692420

£3,94891069622917

0,00007237377074

+12,06820527949776

0,00000010487087

0

0,33069396353577

Tabla 3.29: Nodos y pesos de la férmula
racional tipo Gaussiana de 10 nodos para
p=4

Tabla 3.30: Nodos y pesos de la férmula de
tipo interpolatorio con 19 nodos para p = 4

Supongamos que estamos interesados ahora en aproximar integral

= fl=)
/OO a +x2)3/2dx,

para diferentes funciones f, mediante las férmulas de cuadratura racionales tipo Gaussiana
y de tipo interpolatorio, con 10 y 19 nodos, respectivamente. En la Tabla 3.32 se muestran los
errores absolutos obtenidos.

Finalmente, consideremos

) = .

(1+ 22) (22 — 2z +2)’

que se corresponde conm = 1y a = 1+ en (3.83). Aproximaremos J,(f) = [ f(z)u(x)dx
para diferentes funciones f. Aqui, debe recalcarse que p no es simétrica, y por tanto no
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3.4. La transformacion de Cayley.

p| « Hermite Tipo Gaussiana | Interpolatorio
1] 1 | 2,55E—03 2,721F — 03 | 9,469F — 05
2|1 1 |9728E —-03| 3,998E —04 | 1,112FE —05
311 |2192F—-02| 1,123E —04 | 5,560F — 07
41 1 |3830F—-02| 1,675bE —05 | 4,152E — 07
112 |3976F —06| 5,599E —04 | 1,783E — 07
2| 2 |5506E —06| 1,874F —05 | 8,732F — 08
3| 2 |4345E —-06| 5,416FE —07 | 1,182F — 08
41 2 |2,572E - 06| 1,446F —07 | 5,121FE —10
1105 |1,821F —01| 3,439FE —02 | 1,106F — 06
2105 |1,761E4+00| 6,941E —03 | 8,095E — 04
3105 |1,080E+01| 1,868E—03 | 1,431FE —04
4105 |5438E +01 | 2278E —03 | 5,143FE — 05
110,1|2,196FE 401 | 1,222E 400 | 4,736F — 01
2101 |1,526E+03| 2,501F+00 | 3,8383F —01
3101 1,171E+05| 1,065F +01 | 6,063F — 01

Tabla 3.31: Comparacion entre los errores absolutos de las férmulas de Hermite, racional tipo

Gaussiana y de tipo interpolatorio.

f(z) | Tipo Gaussiana | Interpolatorio
e’ 1,604E — 03 | 2,040E — 06
e 1] 2,160E — 02 | 1,294F — 02
22~ | 1283E —03 | 9,145E — 05
w2e 11| 5892F — 03 | 1,844E — 03
o7 1,076E — 07 | 4,840FE — 09
cos(z) | 5,981E —02 | 5,938E — 03
|sin(z)] | 2,220E — 01 | 4,734E — 02

Tabla 3.32: Comparacién entre los erroes absolutos de las férmulas racional tipo Gaussiana
y tipo interpolatorio.

podemos asegurar que 7, = (—1)". Como necesitamos conocer esto parametros para
la computacién explicita del polinomio de Szegé de grado n, tomaremos 7 = 1, asi,
obtendremos asi una férmula de cuadratura racional exacta en £,,_1 - £,,—1 que llamaremos
quasi-Gauss. Compararemos nuevamente con una de tipo interpolatorio tomando de nuevo
10 y 19 nodos respectivamente. Los errores absolutos se muestran en la Tabla 3.33.
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Capitulo 3. Conexion entre la circunferencia unidad e intervalos no acotados de la recta real

f(z) | quasi-Gauss | Interpolatorio
e~ | 8,710E — 04 | 1,692F — 05
e~ | 3,049E — 04 | 1,910E — 05
cos(z) | 3,546F — 02 | 2,529F — 03
== | 2,132E — 06 | 1,242E — 09
z | 5,928 — 02| 3,812F — 04
lz| | 5,170F — 02 | 1,480F — 04

Tabla 3.33: Comparacién entre los errores absolutos de las férmulas Quasi-Gauss vy tipo
interpolatorio.

Analizando las tablas anteriores concluimos que tanto ambas férmulas racionales tipo
Gaussiana o quasi-Gauss, como las de tipo interpolatorio proporcionan una razonablemente
buena aproximacion en comparaciéon con las de Gauss-Hermite, especialmente en el caso
en el que los polos poseen un alto grado de multiplicidad o se colocan cerca de la recta
real. Mencionar también que las formulas de tipo interpolatorio son sencillas de computar y
proporcionan mejores resultados que las férmulas racionales tipo Gaussiana o quasi-Gauss.
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Capitulo

Fl caso racional

Se ha demostrado numéricamente que cuando deseamos aproximar una integral, bien
sobre el intervalo o bien sobre la circunferencia unidad, con singularidades proximas al recinto
de integracion. Entonces las férmulas de cuadratura racionales, basada en considerar polos
en el espacio de funciones donde la regla es exacta, proporciona mejores resultados. El
propdsito de este capitulo sera extender al caso racional ciertos resultados obtenidos en el
Capitulo 2 de esta memoria.

4.1. Ortogonalidad y cuadratura racional

Para obtener el espacio de funciones racionales donde vamos a trabajar, que generaliza
al espacio de polinomios ordinarios, debemos extender la teoria polinomios ortogonales a la
teoria de funciones racionales ortogonales con polos prefijados, véase [20]. En lo que sigue,
asumiremos que los polos estan fuera del intervalo I, y por tanto, sus imagenes mediante
la transformacion de Joukowsky proporcionaran una nueva sucesion de polos fuerade T. La
relacion entre funciones ortogonales racionales en I y T, que generaliza el conocido resultado
de Szegd, ha sido descrita para el caso de polos reales en [123] y mas en general en [52].

Para cualquier funcién compleja f(t), definimos la operacién involucién o conjugacién
super-estrella por f.(t) = f(1/t). Definimos la conjugacion super-c por f¢(t) = f(t), y en
consecuencia f¢ por f£(t) = f(1/t). Nétese que, si f(t) tiene un polo en ¢t = p, entonces
f«(t) (respectivamente f°(t) y f<(t)) tiene un polo en ¢t = 1/p (respectivamente t = Dy
t = 1/p). Ademas, denotaremos por ™ a la inversa de la funcion f, para evitar confusiones
con la notacién f~! =1/f.

4.1.1. Foérmulas de cuadratura sobre /

Sea una sucesion de polos complejos A = {a1,a9,...} C C; fija. Al menos que se
indique lo contrario los polos en A son complejos arbitrarios o infinito, por tanto, no tienen por
que aparecer en pares conjugados. Definimos las funciones base

X

bo(v) =1, br(x) =bx-1(2)Zk(x), con Zy(z) k=1 (4.1)

- 1—z/ay’
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Capitulo 4. EIl caso racional

Estas funciones base generan el espacio de las funciones racionales con polos en A definido
por

L_1={0} y Ly:=L{oa,...,an} =span{by,...,br} = {pj/m;:p; € P;},, k> 0.

donde A
J
mo(z) =1, mi(z) = H(l —z/ag), 0<j<n.
k=1

Con la definicién de la conjugacion super-c definimos £ = {f : f¢ € L;}. Notese que Ly,
y L. son generalizaciones del espacio PP, de los polinomios de grado menor o igual a k. En
efecto, si todos los o; = o0, la expresion dada en (4.1) se transforma en Zy,(v) = Z;(z) =«
y bi(x) = b (x) = 2.

Consideremos la integral

1
Ju(f) = / F@no).

donde 1 es una medida de Borel positiva y acotada (para resumir, una medida) sobre I. Para
aproximar J,(f), donde f es una funcién con singularidades (posiblemente cercanas, pero)
fuera del intervalo, las formulas de tipo interpolatorio racionales son a menudo las preferidas.
Una n-ésima férmula de cuadratura de tipo interpolatorio racional se obtiene integrando una
funcién racional interpoladora de grado! n — 1 (al menos), y es de la forma

Ja(F) = D Mef (@), {andioy © 1, a5 # asij # k, {}io CR,
k=1

de manera que J,,(f) = Ju(f) paratoda f € Ry, = L, - Lo ={f-9°: f € Ly,g € Ly}, con
p+q<2n—-1y0<gq<p<n.Elespacio R, , es entonces llamado el dominio de validez.
Los pesos A en la formula de cuadratura son reales si y solo si

Ry, = RS, (4.2)

En efecto, supongamos que los pesos son reales. Entonces, paratoda f € R; , tenemos que

Tu(f) = Tu(F) = Tn(F) = D Mef(an) = D> A (wn),
k=1 k=1

lo que significa que la cuadratura es exacta para toda f € R}, también. En la direccion
contraria, supongamos que R, , = Ry .. Entonces. para toda f € R, , tenemos que

D e (@r) = Ju(f) = Tu(F) =D Mef (zr).
k=1 k=1

De aqui es facil comprobar que los peso son todos reales. Nétese que parap = ¢ = n — 1,
la igualdad en (4.2) es cierta para cualquier sucesién de polos, y que la igualdad es también
cierta parap =ny g =n — 1 con la condicién de que a,, € R;.

TEl grado de una funcién racional se define como el maximo de los grados de los polinomios en el numerador
y denominador
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4.1. Ortogonalidad y cuadratura racional

Sea ¢, € L, \ L,-1 una n-ésima funcién racional ortogonal (ORF) con respecto al
producto interior

(rg), = / @ @dn(o);

es decir,
( ) = 0, k<n
ProPhln =\ 1, k=n.

Cuando a,, € Ry, los ceros z;, de o, () son todos distintos y estan en (—1, 1), por tanto,
pueden ser elegidos como nodos para la formula de cuadratura J,(f). En esta direccion,
obtenemos que la férmula de cuadratura Gaussiana racional con n nodos tiene maximo
dominio de validez, es decir, la aproximacion es exacta para toda funcion f € R, ,—1.
Véanse [20, Capitulo. 11.6], [120], [53, Teorema 2.3], y [49, Thm. 2.3.5].

Consideraremos férmulas de cuadratura de tipo-Gauss racionales, estas poseen j nodos
prefijados, donde 0 < j < n, y con los restantes n—j nodos elegidos para alcanzar el maximo
dominio de validez. La existencia de estas féormulas dependera de los nodos prefijados.
Cuando existan, la dimension del dominio de validez, en general, decrecera uno por cada
nodo prefijado. Casos especiales de formulas de cuadratura de tipo-Gauss racionales son las
Gauss-Radau racionales (5 = 1) y las Gauss-Lobatto racionales (j = 2). En [51] se prueba
que los nodos en una férmula de cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos, =, € [
prefijado y dominio de validez R,,_1 ,,—1 son los ceros de las llamadas funciones racionales
quasi-ortogonales (qORF)

Zn () _ _Zﬁ—l(xa)wn(xa)

7@ T T e ()

n

Qn,r, () = on(2) + 70 eC. (4.3

Se prueba, en esta misma referencia que esta qORF es ortogonal a £,,_1 con respecto a la
medida i soportada en un subconjunto de R, y que los correspondientes pesos en la férmula
de cuadratura de Gauss-Radau racional viene dados por

—1

n—1
Ne= | lei@)?| , k=1,....n, (4.4)
§=0
donde {x1}}_, son los ceros de @, -(x). Como {wo,...,¢n—1,@nr } €S una sucesion de

ORFs, podemos usar, bajo la condicién de que todos los polos son reales, la relacion de
Christoffel-Darboux [20, Teorema 11.3.1] para obtener que

n—1
> lei(an)? = By (1 — wn/an) Qo () (1 = 2p/ 1 )pn—1 (1), (4.5)
=0

con

By= lim —nm(®

v=an—1 Zp(2)pn-1(7)

La relacién de Christoffel-Darboux, sin embargo, no se tiene si algun polo no es real. Por

lo tanto, hasta el momento no se ha probado la igualdad en (4.5) en general. Lo haremos

con el Corolario 4.3.10, usando las relaciones entre formulas de cuadratura de Gauss-Radau
racionales y Szegb-Lobatto racionales.

. (4.6)
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Capitulo 4. EIl caso racional

Finalmente, nétese que debido al dominio de validez R,,_1 ,—1, los nodos restantes en una
férmula de cuadratura de Gauss-Radau racional con nodo prefijado en =, € I no dependen
de a,,, por tanto, en lo que sigue podemos considerar que o, € R;.?

4.1.2. Formulas de cuadratura sobre T

Para la circunferencia unidad, trabajaremos con otras funciones base. Dada una sucesion
de nameros complejos B = {f1, B2,...} C D, definimos los productos de Blaschke® para 3
por

Bo(z) =1, By(z) = Br-1(2)Ck(2), con (i(z) = IZ _Bﬂkza k=1 (4.7)
— B

Estos productos de Blaschke genera los espacios encajados de funciones racionales L4 =
{0}y L}, = span{By, ..., By}, k > 0.

Con la deEiniciép de la conjugacion quper-e;strella y super-c podcoemos definir fk* =
{f + foe Ly}, L5 = {f « fC e Lpyy Ly, = {f : f¢ € Ly}. Notese que Ly,
y ig son generalizaciones racionales de P, también. En efecto, si todos los 8; = 0 (o
equivalentemente, I/Bj = oo para todo j), la expresion en (4.7) se convierte en (i(z) =

(i(2) = 2y Bi(2) = Bji(2) = 2~
Consideremos ahora la integral

)= [ FGdo), = = e,

donde /i es una medida de Borel positiva sobre T.# Sea una férmula de cuadratura de tipo

o

interpolatorio racional para aproximar I;(f) de la forma
n
L(f) =Y Mf(zr), {an=e"Y CT, zj #zsij#k {M}io CR,
k=1

asi que I,;(f) = In(f) para todo f € 7°3p7q = ﬁop . Loq*, conn—1<p+qg<2n—-2y
0 < ¢ <p < n-— 1. Claramente, los pesos son reales ahora si y solo si 7°3p7q = 703(1,,(1)*, lo que
implica que p = gq.

Sea ¢, € Ly \ L,,_1 una n-ésima ORF con respecto al producto interior

(1), = | Feu i)

El coeficiente director &, (es decir, el coeficiente de B,,(z) en la expansion de ¢,,(z) en la

base{By,. .., B,}) viene dado por &, = ¢*(3,), donde ¢%(2) = B, (2)¢pn«(2). En lo que

2E| parametro 7, en (4.3), sin embargo, depende de o, por medio de la ORF ¢,,.
®Estos productos llevan el nombre de Wilhelm Blaschke, quien los introdujo por primera vez en [7].
*La medida /2 sobre T induce una medida sobre [, 7] para la cual usaremos la misma notacion /i.
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4.1. Ortogonalidad y cuadratura racional

sigue asumiremos que &, € Raﬂ Ademas, sean 6, € D, e, € Rar y pr. € T dadas por

((F32) oven)

1-B2 IR . 1— ’/ka 1

o = E0< )<k, ekZ\/( > ,
<(1 B 12) ¢Z,¢j>u 1 —1Bk=11?) (1 —|6x|?)

k(B — Be—1)Pr—1(Br) + (L = By_18k) 0% _1 (Br)

k(Br = Br—1)de-1(Br) + (1 = Br_1B8) %, (Br)|

)

En[20, Capitulo 4.1] se prueba que las ORFs ¢, k > 0, con respecto a la medida / satisfacen
una relacién de recurrencia de la forma:

g0 - () % 2118 Y140 8] [53) wo

con By = 0y (p(z) = z. Ademas, se tiene que

Pk (Br-1) (4.9)

25 —
POk = 61 (Br-1)

Cuando reemplazamos el n-ésimo coeficiente 6, p,, ¥ e, en la relacién por, respectiva-
mente

On
fn — we'ﬂ‘ (f—neT)’
pn+pnTn5n
T Fupadn R
on = MET y gn—en|pn+7—npn5n‘eR8—7
|pn+7'npn5 ‘

obtenemos las llamadas funciones racionales para-ortogonales (pORF) para /i:

O (2) = sngﬁlﬁ—[’;lz (Gt (D6t (2) + nd1(2)] = 60(2) 4 7 (2) = 71 (2):

(4.10)
Los ceros z; de ann(z) son todos distintos y contenidos ene la circunferencia unidad T, y
por tanto, pueden ser elegidas como nodos paras las formulas de cuadratura In(f). De esta
manera, obtenemos una férmula de cuadratura de Szeg6 racional con n nodos, que es una
formula de cuadratura de tipo interpolatorio racional sobre T que tienen maximo dominio de
validez (p = n — 1), véase [20, Capitulo 5].

Debido a la presencia del parametro 7,, en (4.10), los nodos y pesos en una féormula de
cuadratura de Szegd racional con n nodos no es Unica (a diferencia del caso del intervalo).
Por la misma razén, una férmula de cuadratura de Szeg6é-Radau con n nodos siempre existe y
posee maximo dominio de validez, mientras que una férmula de cuadratura de Szeg6-Lobatto
racional con n nodos tiene dominio de validez 70371—2 cuando esta existe. En [17] se prueba
que los nodos en una férmula de cuadratura de S~zegé'>-Lobatto racional con n nogos con z,
y 25 prefijados sobre T son ceros de una pORF Q,, 1, (2) = ¢n(2) + #ndi(2) € L, 7 € T,
de grado n para la cual la sucesion de ORFs {<73n}2:0 es generada por medio de la relacion
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Capitulo 4. EIl caso racional

de recurrencia (4.8) con la sucesion de parametros {01,02,... ,6n,2,5n,1,5n} c D,® donde
5n—1 y
~ on
En = w T (4.11)
pn + pnTnén

vienen determinados de manera Unica por los nodos z, y z3. Es facil demostrar que la
sucesion de ORFs {gf)n}k _o forma un sistema ortonormal en L, con respecto a medidas
modificas 1 sobre T; por ejemplo, con respecto a

d[l(z) = {1 + éa,ﬁB(n—l)*(Z)Q2(n—1),f“r2(n_1) (Z)} d[l(z), 70'2(,1_1) e, (4.12)

donde Qog(n 1) fy(n_1) €S UNA pORF en Eon 1- £°n 1 con respecto a la medida i, y ¢, 3 €s

una constante dependiente de z, y z3 de manera que ¢, 3B, 1)« (2 )Q2 (n—1), 7o 1)( z) = —1
paratoda z € T.

Ademas, los correspondientes pesos en la férmula de cuadratura de Szegd-Lobatto
racional viene dados por

n—2
> o)l +
3=0

De [11, Proposicion 4.1] y anﬂe.n(zk) =0« &n(zk) = —Tné;;(zk), se sigue que

n—2
D10 +
7=0

-1

én_l(zk)r C k=1,....n. (4.13)

— 2'5
buatenl| = G 03

3125 ~
N %Q%%(zkwn*(%)%(%), (4.14)

En contraste con (4.5), se prueba que las igualdades en (4.14) son ciertas para toda sucesién
de nimeros complejos 5 C D.

Finalmente, para una medida /: sobre T, Consideramos la transformada de Herglotz-Riesz
s
t .
Hy(z) = | D(t,2)di0), Dit,z) = —=, t=cW.

r t—z

Las llamadas funciones racionales de segunda especie, asociadas con ¢y, vienen dadas por

[ ] =w e {[56]- [5G 1) ([0 ] 5o

Estas funciones racionales de segunda especie estan generadas por la misma relacion de
recurrencia (4.8) que las ORFs ¢y, pero con [ ¢x o5 1Ty [ dx—1 ¢;_, |7 reemplazadas
respectivamente por [ v —; 1T y[ vr_1 —¢;_, |T; véase [20, Capitulo 4.2]. Ademas,
para k > 1 se puede ver que

Ur(2) | _ - bx(-) &_ r(2)
] - <D<, >{[¢Z(,) [ £2- | o }}) 9f € Lene(1/B) {0},
(4.16)

donde L(k (W) = {f € L(k 1 f( ) = 0}, véase [20, Lem. 5.2.2].

®Nétese que una vez fijo 5 en la recurrencia, también j. y ey.
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4.2. Féormulas de cuadratura de tipo interpolatorio racionales positivas

4.1.3. Relacionentre /[y T

Recordemos que la transformacién Joukowsky = = J(z) = (2 + z71), lleva el disco
unidad D en C; y la circunferencia unidad T en el intervalo I. Cuando z = ¢!, entonces
x = J(z) = cosf. En lo que sigue, asumiremos que x y z estan relacionadas por esta
transformacion. A la sucesion A = {ay, as,...} C C;le asociaremosotra B = {31, B2,...} C
D, de manera que J(8;) = ag, Yy B = {B1, b2, ...} € D con

Bok = Bop—1 =By k> 1. (4.17)

Ademas, si o, € Ry, podemos asumir que 3, € (—1,1).

Una conexién entre las formulas de cuadratura en la circunferencia unidad y el intervalo
I es dado, por ejemplo, en [20] y [14]. Si 1 es una medida sobre I, obtenemos una medida
sobre T tomando

a(E) = p({cosh,0 € EN[0,7)})+ p({cosb,0 € EN[—m,0)}), (4.18)

que puede también escribirse como /i(E) = [ |du(cosf)|. Usando la descomposicién de
Lebesgue de p no es dificil ver que /(6) = p/(cos @) [sinf|. Claramente esta media /i es
simétrica de manera que Iﬁ(ff) = I;L(f) para toda funcion f sobre T.

Finalmente, notese que por medio de la transformacion de Joukowsky, una funcién
f(x) se transforma en una funcién f(z) = (f o J)(z), de manera que f(z) = f(zfl) y
Ju(f) = %I,;(f). Ademas, de [54, Lema 3.1] se sigue que toda funciénf € Li \ Lx_1 se
transforma en una funcion f € (Eoz L)\ (5271 -Lo(k_l)*); véase también [49, Capitulo 3.2].
Ademas, la siguiente relacién entre las ORFs sobre I y sobre T se probo en [52, Teorema
4.2].

Teorema 4.1.1 Sea ;. una medida sobre I y ji la correspondiente medida sobre T, dada
por (1.52). Sea ¢, una ORF con respecto a 1, y sea ¢, la ORF con respecto a ji. de manera
que ki € Rar . Entonces existen constantes no nulas ¢, y d;. de manera que

() = ek Bra(2) {951 (2) + 931, (2)} = diBrs (2){G (2)Por—1 (2) + 9551 (2)}. (4.19)

La constante c;, viene dada explicitamente por

. —1/2
Ck:/)k{l-i—w} , pr €T

Rk

4.2. Formulas de cuadratura de tipo interpolatorio racionales
positivas

En [13] se vio que en el caso polindmico existe una intima relacién entre las férmulas
de tipo Gauss y ciertas formulas de cuadratura de Szegd donde las medidas u y i estéan
relacionadas por la transformacion de Joukowsky (1.52). En este respecto, las formulas
de cuadratura de Szegd estan basadas en los ceros de polinomios para-ortogonales con
T € {£1}. Més tarde, haciendo uso de polinomios para-ortogonales con 7 # +1 en [14], se
obtiene una familia uniparameétrica de formulas de cuadratura de tipo interpolatorio con pesos
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positivos para p. En esta seccion, generalizaremos estos resultados al caso de funciones
racionales. Primeramente, necesitaremos el siguiente Lema en relacion a los ceros de la n-
ésima pORF y los pesos en una férmula de cuadratura racional de Szegé con n nodos basada
en los ceros de la pORF @nd:l(Z) = ¢n(2) £ ¢k (2).

Lema 4.2.1 Supongamos que los numeros B, 1 = {B1,...,Bn.-1} son reales o aparecen
en pares complejos conjugados. Asumamos que [i esta definida por (1.52)y sea Q.+, () =
on(2) + T} (2) la n-ésima pORF con respecto a ji donde T,, € T. entonces,

1. Los ceros de én,m(z) aparecen en pares complejos conjugados si y solo si T, = +1.

2. QWn (z) tiene un cero en

a) z=1siysolosit, =—1,
b) 2= —1siysolosit, =(—1)"*,

3. Seal,(f)=> 1, Meof (zx) una férmula de cuadratura de Szeg6 racional con n nodos
para [i, basada en los ceros de la pORF (), +1(z). Entonces, parak = 1,...,n, los
pesos A correspondientes al nodo z;, es igual al peso \; correspondiente al nodo
Zj = Z-

Demostracién.- Supongamos que & y & son ceros de Qnm(z). Entonces, ¢,(§) +

anb;kl(f) =0y ¢n(£) + Tnﬁb:l(g) = 0. Asi,

0= ¢n(§) + 7} (§) = G4 (E) + Tudyy’ (§),
y como ¢ (z) = ¢n(z) se tiene que
0 =¢,(8) +Tndi (§) = Pn(&) + Tndp(§)-

Consecuentemente, 7, = — ¢, (§)/d% (£) = Tn, lo que concluye la demostracion de la primera
parte. )
Sea ahora, { € {£1}, entonces tenemos que @, -, (§) = 0 si y solo si

0= 0n(&) + Tndpn(§) = n(&) + T Bn(§)Pn(§) = ¢n(§) + T Bn ()¢5 ().
Como ¢S (z) = ¢n(2) y Bn(§) = £", se tiene que
0= ¢n(£) + Tan(§)¢$L(§) - (1 + Tnfn)¢n(§)

Puesto que los ceros de ¢n(z) estén todos en D (véase [20]), se sigue que ¢, (&) # 0. Por
tanto, Qn.~, (§) = 0 Siy solo si 7,, = —£™. Esto concluye la demostracion de la segunda parte.

Finalmente, nétese que para la sucesion dada de numeros B3, 1 se tiene que

anq,nq)* = Rn—1,n—1. Consecuentemente, puesto que la medida i es simétrica, tenemos

paratoda f € 702,1_17”_1 que

> Akf(ak) = Lilf) = Li(f9) = D> Meflzr) = Y Mef ()
k=1 k=1 k=1
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Puesto que para cada indice k para el cual Z, # zi, existe un indice j # k de manera que
Z, = zj, se finaliza la demostracion. u

Sea ¢, € Ly \ Ln—1 la n-ésima ORF con respecto a la medida p sobre [—1,1], y
¢n € Ly \ Ly—1 la n-ésima ORF monica con respecto a la medida ;1 sobre T, dada por
(1.52). En [52, Teorema 5] se prueba que existe una constante distinta de cero C), de manera
que

#n() = CnB(2) { $5(2) + $3,(2) } = CuBe(2) Q2 (2). (4.20

La segunda igualdad es verdad pues nuestros polos son reales o aparecen en pares
complejos conjugados, y el Gltimo B, = 3, es real, asi que é;n(z) = ¢on(2). La relacion
dada por (4.20) es una generalizacion racional de la conexion entre polinomios ortogonales
con respecto a la medida f: en la circunferencia unidad y los polinomios ortogonales con
respecto a la medida i en [-1,1], la cual fue establecida por Szegd en su conocido libro
[113, Teorema 11.5], y que juega un papel crucial en la conexién entres las férmulas de
cuadratura Gaussianas y de Szegd. Consecuentemente, con esta generalizaciéon racional
podemos probar los siguientes dos teoremas.

Teorema 4.2.2 Sean i dada por (1.52), y I, (f) = Zz’;l Mif (z1) una férmula de cuadratura

racional de Szegé con 2n nodos para [i, basada en los ceros de la pORF 6022”71(2) =
q?)zn(z) + &;n(z). Supongamos que los ceros estan ordenados de manera que z,i = Zi
parak = 1,....n, con z, # Z; paracadal < k < j < n, y siendo z, = el% para
k = 1,...,n. Entonces, cuando tomamos x = cosfi y A\ = S\k parak = 1,...,n, la
formula J,,(f) = >_,_, \if(xk) coincide con la férmula de cuadratura Gaussiana racional de
n nodos para i1, basada en los ceros de la n-ésima ORF ¢, € L, \ L,—1.

Demostracion.- De la primera y segunda parte del Lema 4.2.1 se sigue que @gn,l(z)
tiene 2n ceros, diferentes de 1 y —1, apareciendo en pares complejos conjugados.
Seguidamente por la tercera parte del Lema 4.2.1 se tiene que )O\n+k = S\k. Considerando
ahora una funcién arbitraria f € R, ,—1 = L, - L = Lf - L,_;. Claramente, la

correspondiente funcién f esta entonces en (£, - L"g, ) (L, £°n Dw = (Lo - LS ) -
(Lyn - L 1)« = Ran—12n—1. Consecuentemente,

Ta(f) = D Meflan) = Z)\kf 2k) Z)\kf Zk)
k=1

1. . 1 .

= §I2n(f) = §Iﬁ(f) = Ju(f)
Finalmente, como la igualdad se tiene para cualquier f € R,, ,—1, la formula con n nodos es
la formula de cuadratura Gaussiana racional con n nodos. [ |

En la direccion contraria tenemos el siguiente

Teorema 4.2.3 Sea J, ( ) Zk 1 Ak f (xk) la formula de cuadratura Gaussiana racional
con n nodos para J,( f f(z , basada en los ceros de la n-ésima ORF

on € Ly \ Ln—1. Tomemos Tk = COS Hk, y def/namos {z}3n, y {)‘k}k:1 por medio de

_ e 2
2 = el%, Ak = A }k—l n

i 8 =1,...
Zngk =€k Appk = Mg
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Ademés, sea ji dada por (1.52). Entonces Io, (f) = 322" Mef (21) = o0y Melf (z1) + F(Z1)]
coincide con una férmula de cuadratura de Szeg6 racional con 2n-nodos para [i, con nodos

los ceros de la pPORF Qogml(z) = don(2) + 63, (2).

Demostracion.- Consideremos una funcion arbitraria f € R, ,—; y la correspondiente
funcion f € Ra,—1,2n—1. Tenemos entonces que,

2n n n
Lu(f) = D Mf(z) =2 Mf(z) =2 Aef(an)
k=1 k=1 k=1

= 2J,(f) = 2Ju(f) = Ia(f).

Por tanto, la férmula racional con 2n-nodos es exacta para toda funcion f € 703271,172”,1
para la cual f(z) = f(z~'). Consideremos ahora la pORF Qogml(z) = ¢on(2) + &35, (2) con

~

ceros en {Z;}7",. De la primera y segunda parte del Lema 4.2.1 se sigue que 6022”71(2)
tiene 2n ceros, todos diferentes de 1y —1 (pues 72, = 1), que aparecen en pares complejos
conjugados. Asi, supongamos que estan ordenados de manera que Z, = Z,4k = el% para
k = 1,...,n, y consideremos la formula de cuadratura de Szegd racional con 2n-nodos
fgn(f) = zzl )O\kf(ék) para ji. Por la tercera parte del Lema 4.2.1 se sigue que )O\n+k = S\k.
Asi, considerando de nuevo una funcion arbitraria f € R,, ,—1 y la correspondiente funcién
f € 702%_172”_1. Como la formula de cuadratura de Szegd racional con 2n nodos fgn(f) es
exacta para toda f € 702%_172”_1, se sigue del Teorema anterior que la férmula de n nodos

Jn(f) = S0, Akf(Zk), con &y = cos Oy y Ay = Ar, es una formula de cuadratura Gaussiana
racional con n nodos también. Puesto que las ORFs ¢;, j = 1,...,n, son (salvo un factor de
modulo uno ) Unicas, y por tanto, los nodos y pesos en la férmula de cuadratura Gaussiana
racional con n nodos son Unicos también (véase la demostracion de [49, Teorema 2.3.5]),
se sigue que J,,(f) coincide con .J,,(f), y pon tanto, que jzn(f) coincide con Iy, (f). [ |

Seguidamente, consideremos la medida variante compleja (véase [49, pag 200])

anl (En_l—x)\an—x\

y denotemos por ¢,,—1(x) la (n—1)-ésima ORF sobre I con respecto a esta medida, asociada
con la sucesién A,,_; C C;. Ademas, denotemos por ¢,, € ﬁon\ﬁon_l la n-ésima ORF monica
con respecto a la medida /: sobre T, dada por (1.52). De [52, Teorema 6] se sigue que existe
una constante no nula C,,_; tal que

— 72
dun_mx):%(ﬁn—l——l ) o P Gk B )

- _ By (2) Te 7
Pn-1(z) = Cn—lm {¢2n(z) - ¢2n(z)} (4.21)
. 20— - Cpue
= Co1(1 = Bn2)"Bin-1)«(2) {62;7_1(12:)} » Cno1 =77 ﬂl,%

donde (,,(z) viene dada por (4.7). Nuevamente, la segunda igualdad es cierta pues los
ndameros en esta sucesion son reales o bien aparecen en pares complejos conjugados, y

el dltimo polo (a2, = B, es real, asi que égn(z) = don(2) y C5(2) = Cu(2) = (). La
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relacion dada por (4.22) es ahora una generalizacion racional de la conexién entre polinomios
ortogonales con respecto a la medida /i en la circunferencia unidad y polinomios ortogonales
con respecto a la medida i, con dji(z) = (1—22)du(z), en el intervalo, la cual fue introducida
por Szegd en su libro [113, pag 294], y juega un papel importante en la conexién de las
formulas de Gauss-Lobatto con las de Szegé. Como consecuencia, con esta generalizacion
racional podemos ahora probar los siguientes dos Teoremas cuyas demostraciones son
anélogas a las de los Teoremas 4.2.2'y 4.2.3.

Teorema 4.2.4 Sea i dada por (1.52), y sea I, (f) = 2Af(—1) +2Bf(1) + 7" e f (21)
una férmula de cuadratura de Szegé racional con 2n nodos para [i, basada en los ceros de
la @gn,,l(z) = gﬁgn( ) — ¢>2n( ) Supongamos que los ceros estan ordenados de manera
que z, 14+ = Zx parak = 1,. —1,conz, #%Zjparatodol <k <j<n-1,y
tomemos z, = e\ con k = 1,...,n — 1. Entonces, cuando tomamos xj = cosO y A\ = ik
parak = 1,...,n — 1, la férmula J,11(f) = Af(—1) + Bf(1) + 7= \uf (k) coincide
con la férmula de cuadratura de Gauss-Lobatto racional con (n + 1) nodos para j» con nodos
prefijados en1 y —1.

En la direccion contaria tenemos el siguiente

Teorema 4.2.5 Sea J, 1(f) = Af(—1)+Bf(1)+37Z1 \r.f(x1) la férmula de cuadratura de
Gauss-Lobatto racional con (n + 1) nodos para . con nodos prefijados en 1 y —1. Tomemos
a1, = cos O y definamos {2,}2"72 y { M\ }2"5% por medio de

Zkzeiek, S\k:)\k } E—1 n—1

Znotak =€ 0 N = N
Ademads, sea ji dada por (1.52). Entonces la_ férmula Ln(f) = 2f(=1) + 2Bf(1) +
22 Nef (z1) = 2A4F(=1) + 2Bf(1) + 0= \ilf(25) + f(Z;)] coincide con una férmula
de cuadratura de Szegb racional con 2n nodos para i, con nodos los ceros de la pORF

é2n,fl(z) = §£2n(2) - éf;;n(z)

Hemos conectado las formulas de cuadratura racionales de Gauss y Gauss-Lobatto con
las férmulas de cuadratura de Szegd racionales, veamos ahora que ocurre en el caso de
las cuadraturas de Gauss-Radau racionales con un nodo fijo bien en 1 0 en —1. Para ello,
necesitaremos el siguiente

Teorema 4.2.6 Denotemos por ¢,, la n-ésima ORF mdnica con respecto a la medida i sobre
T, dada por (1.52), y definamos ¢ | € L,,_1 por

B, 1).(2) N
s = SR 00 .22
_ Buia(2) 2
= WQ% 1,41(2),

donde Bgn_l = B,, = Bn. Entonces se tiene que

Q) = (1570 ) 7

1—z/ay,
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(1—z/an)pn—2(z)
Tn—1(x)

es ortogonal a L,,_1(ay,) = { P Pp_g € ]P’n_g} con respecto a la medida p

sobre I.

Demostracion.- Primeramente, nétese que 7, € {£1}, asi que Qogn_Lil(z) tiene un cero
en z = F1. Seguidamente, denotando la parte derecha de (4.22) por Ril(z). Entonces con

(1+2)(1 F Bn)
(1 - an) ’

se sigue que Ril € ﬁo,’i,lﬁo(n,l)*. Ademas, tenemos que

1£¢(2) =

Rrjztﬂ(zil) = [RTiLfl]i(Z)

B, () . o
— T:L*(Z) {¢(2n—1)*(z) + Bn*(z)B(nfl)*(ZW%—l(Z)}

— %gzj:)l {Bg_l(z)é(%_n*(z) + Bn*(z)<52n_1(z)}
Bn-1+(2)
Cn(z) +1

{$01(2) £ dona(9)] = BEL(2).

Asi, hemos probado que gbffl € L,-1. Seguidamente, con z = J(z) encontramos tras

algunos célculos que

Ltz (1+57) . .
1—:C/an - 2(1:FBn)2 UiCN( )] [1:|:Cn*( )]

(1+82)
2(1FBn)?’

Asi, tomando C,, = encontramos que

QE@) = CuBiu1)e(2) {don-1(2) £ G52 (2) } [ Goua(2)]
= Co {1 Gu(2)] an1(2) + [1 £ Gu(2)] 611, (2) ]
donde R
Gon-1(2) = B(n—l)*(z)(bZn—l(z)'
Consideremos ahora una funcién arbitraria f € £,,—1(a,) y la correspondiente funcién

f eLe L n—1)x- Claramente, la funcién f es de la forma
n—1 ( )
(Z 6n)qn—2(z)(1 /an)q;72(z)

Tn-1(2)7, 1 (2)

f(Z) = y Gn—2 € PTL*Q-
Ademas, como f(z) = f¢(z) y la medida /i es simétrica (es decir, Vf : In(f2) = 1a(f)),
tenemos que

(@E. 1), = Ca (oo, 1£GI ) =0,

i

donde la dltima igualdad sigue del hecho de que [1 £ (,(2)] f(z) € Lofl_l . Eo(n,l)*, mientras
que d9,-1(z) es ortogonal a Lofl_l . f(n_l)* (véase [52, Thm. 2]). Esto concluye la
demostracion. [}
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Como Q:F(z) es ortogonal a £,,_1(c,), esto significa que Q:F(z) es una funcién racional
quasi-ortogonal (véase [20, Capitulo 11.5]) de la forma®

Zn(x)

Q5@) = e {ionla) + % 2T @) ] n € Co 423)

n—1

donde ¢y (z), k = n — 1,n, denota la k-ésima ORF con respecto a la medida p sobre I,y

s en(ED) Zo (1)
r Zn(il) Qpnfl(:tl) '

Ademaés, nétese que cuando todos los polos son infinito, el espacio £,,—1(ay,) = P,_o,
asi que el Teorema anterior es una generalizacion racional de la conexién entre polinomios
ortogonales con respecto a la medida /i en la circunferencia unidad y polinomios ortogonales
con respecto a la medida p*, donde du*(z) = (1 + z)du(x), en el intervalo (véase [13,
Teorema 4.4]). Por tanto, podemos ahora probar los siguientes dos teoremas, cuyas pruebas
son nuevamente similares a la de los Teoremas 4.2.2y 4.2.3.

Teorema 4.2.7 Tomemos ¢ € {+1}. Sean i dada por (1.52), y I, (f) = 2Af(¢) +
22" 2 e f(zr) una formula de cuadratura de Szegb6 racional con (2n — 1) nodos para fu,

basada en los ceros de la pORF an 1,-¢(2) = Bon— 1(2) — §<5§n71(z). Supongamos que
los ceros estan ordenados de manera que z,_11 = Z), parak = 1,...,n — 1, con z, # Z;
paratodol < k < j <n—1, ytomemos z;, = ik parak =1,...,n — 1. Entonces, cuando
tomamos zj, = cos 0, y A\, = \ parak = 1,...,n, la férmula Jn(f) = Af(£)+ZZ;% A f ()
coincide con la formula de cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos para . con un
nodo prefijado en .

En la direccion contaria tenemos el siguiente

Teorema 4.2.8 Tomemos ¢ € {+1}. Sea J,(f) = Af(€) + S7—1 \uf(x1) la formula de
cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos para w con un nodo prefijado en &.

Tomemos ), = cos by, y definamos {z;,}2"12 y {\}3"% por medio de
— etk N —
w=e, AT },kzl,...,n—l.
Zn—14k =€ VF, A1k = Ak

Ademés, Tomando ji dada por (1.52), entonces I, 1(f) = 2Af(E) + 221_12 )O\kf(zk) =
2AF(E) + 3021 Ml f (z1) + f(Z1)] coincide con una formula de cuadratura de Szegé racional

con (2n — 1) nodos para fi, con nodos los ceros de la an 1,-¢(2) = bon_1(2) — E¢5, 1 (2).

Finalmente, en el siguiente teorema daremos una generalizacién racional del Teorema 2.2
en [14]; es decir, probaremos para 7 # +1 que, bajo la condicién de que £, = L{_,, las
formulas de cuadratura racionales con n nodos se transforman en formulas de cuadratura de
tipo interpolatorio racionales con n nodos en el intervalo con pesos positivos, las cuales son

solo exactas en £,,_1 a menos que se haga una eleccion particular del parametro 7.

®En (4.23) usamos la conjugacién super-c de Z,,_1 () en la definicién de la funcién racional quasi-ortogonal,
pues «,,—1 puede ser un complejo arbitrario. Mientras que en [20, Capitulo 11.5], esta no aparece, pues los polos
se ha asumido que son reales.
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Teorema 4.2.9 Supongamos que los polos {ai,...,an—1} (y por tanto, los nimeros
{B1,.--, Bn 1}) son reales o aparecen en pares comp/ejos conjugados, es decir, L, 1 =
LE |y Lay = LS . Seal,(f ) = Py 1)\k; f (2j) una n-ésima férmula de cuadratura de
Szegé racional con respecto a fi, dada por (1.52), donde los nodos {z; = el i, son los
ceros de la pORFQW(z) = ¢n(2)+ 70k (2) conT # +1. Tomemos xy, = cosb, k=1,...,n
YA = )O\k /2 > 0, y consideremos la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio racional
basada en estos nodos y pesos:

= Mef (zr) (4.24)
k=1

para . Entonces esta formula de cuadratura es exacta para toda f € L, 1. Ademas, sera
exacta en L,, siy solo si

T = _¢n(ﬁn) +iy/1 - ¢%(ﬁn)

Demostracmn Como para toda funcion f € L, 1 se tiene que la correspondiente
funcién f € Ln 1 E(n s = = Lo - L(n 1)« S€ sigue que

, 1. 1. .
() = 5hlf) = S1alf) = Ju(h),
lo que implica que J; (f) es de tipo interpolatorio. Seguidamente, sea f,(z) = m%gm €

Lo\ Ly— 1, entonces se tiene que J7 (f,,) = 0. Asi, veamos ahora para que conjunto de nodos
{zr}i_, (0 equwalentemente para que valores de ) se tiene que J,(f,,) = 0. Consideremos
la correspondiente funcién fn € L, - L., entonces es f4cil comprobar que tiene la forma

i = 2~ 3)

, cn € Cy.
Por otro lado, tenemos que én,T € Eon es de la forma

Qon T(z) - dnwa dn € (C07
’ 70 (2)
asi que
Tn(2) . [le=1(z—Zk) _ p [Te=1(z —Zk)
m(z) " T(2) o)
En consecuencia, tenemos con e, = ¢,/ |dn|2 € Cp que
Fo(2) = enBnu(2)Qnr(2)Q5 1 (2)

= en B (2){n(2) + 75 (2) Hon(2) + Ty (2) }
= en{Pn(2) + 795 (2) Hbns(2) + 75, (2)}, én = enT.

Bun(2)Q5 1(2) =

Como resultado,
TulFa) = 5 [La(dnbue) + 2R{a(Gudi)}7 + [i(107)7)

én
= 5 pnlZ (1 +2R{an}r +7%),
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donde ||¢n\|§ = (¢n, ¥n);, > 0,y @, representa el coeficiente director en la expansion de ¢y,
en las bases {By, ..., B, }. Nétese que

an = (¢3,)"(Bn) = on(Bn) = ¢7,(Bn) = @n,

y por tanto, es real. Ademas, de [20, Corolario 3.1.4] deducimos que 1 = |¢>;§(Bn)|2
|pn(Bn)|?, asi que Ju(fn) = 0siysolo si 1+ 2¢,(8,)7 +72 = 0,dando 7 = —¢,(8,) +
i\/ 1- (b%(ﬂn) u

Nota 4.2.10 En el teorema anterior, asumimos que los polos son reales o aparecen en pares
complejos conjugados. Por tanto, podemos considerar los subespacios auxiliares ﬁq - ﬁp -
L,, con &, € Ry, de modo que L, = L, - LS = Ry, y p — g es minimo (claramente, la
diferencia p — q es igual al nimero de polos reales con multiplicidad impar). En consecuencia,
parat € {£1} la férmula de cuadratura de tipo interpolatorio racional con n nodos, dada por
(4.24), se reduce a la formula de cuadratura de tipo-Gauss racional basadas en funciones
racionales interpolando en L, 1 cuando p = [n/2] y ¢ = |n/2].Cuando p — q > 1, Ademds,
la férmula de cuadratura de Szegéd racional conn nodos parat € {+1} no puede relacionarse
con una de las clasicas reglas de tipo interpolatorio racionales para obtener una formula de
cuadratura para J,,(f) = f_ll f(x)du(z)

4.2.1. Ejemplos Numéricos

En esta subseccion ilustraremos los resultados obtenidos anteriormente por medio de
algunos experimentos numéricos. Para ello consideraremos la funcién peso de Chebyshev
de primera especie du(z) = dx/+/1 — x? sobre I, para la cual la correspondiente medida /i
sobre T es la medida de Lebesgue dji(z) = dz/iz. Nuestro propdsito entonces es obtener una
caracterizacion de las reglas de tipo-Gauss racionales para i dando expresiones explicitas
para la correspondiente funcién racional que nos proporciona los nodos, asi como de los
pesos en las formulas de cuadratura.

Dada la sucesion de numeros complejos B,, = {31, B2, ..., Bn} C D, la ORF moénica con
respecto a la medida de Lebesgue /i son las llamadas bases de Takenaka-Malmquist (véase
[92] y [115]), dadas por

B, 1-—
ZIn11%) "_1(2), y por tanto, ¢ (z) = W"'
1-58,% 1-3,2’
Ademas los nodos, {z;}}_, en una férmula de cuadratura de Szegd racional con n nodos

con respecto a la medida de Lebesgue /i, basada en la pORF an(z) = on(2) + 105 (2),
satisface (véase [11, Seccién 4])

On(2) = (1= |Bul?) (4.25)

2k Bp—1(2k) = —Tn,

mientras que los correspondientes pesos vienen dados por (véase [20, Teorema 5.4.2])

)O\k: 27 l—i-ZP 2k, Bj)

donde P(z, ) denota al nicleo de Poisson: P(z,3) = . 5|2, conzeTypgeD.
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Recordar que para las formulas de cuaqratura rapionaleg de Gauss, Gauss-Radau y
Gauss-Lobatto trabajamos con la sucesion By, = {f1,...,02,} C D dada por (4.17), y
con 3, € (—1,1), asi que

Bop1(2) = Bi(2)Br-1(2) y  Bu(2) = Bi(2)Bi(2). (4.26)

En consecuencia, (4.20) junto con (4.25)—(4.26) da lugar a la siguiente expresién para una
n-ésima ORF con respecto a la medida i sobre I (véase [54, 100] y [49, Capitulo 3]):

o (@) :Cn(l_ﬂg){zfiﬂl( ) | B?:IE(Z)}’ C. eCy

Asi, los nodos =, = J(zi) de la formula de cuadratura Gaussiana racional con n nodos .J,, (F')
satisface

% <%> By (25)BC_1(2) = —1,

mientras que los pesos vienen dados por
—1

k‘ - 27T 1 +Z ZICHBJ +P(Zka/8 )] +P(Zk"ﬁn) . (427)

Seguidamente, en un camino similar deducimos de (4.22) y (4.25)—(4.26) que

{ 2(z = Bn) By (2 ) (1 = $n2) Bin—1)«(2)

Sbnfl(x) = Cnfl 1

} , Cho1 €.

Asi, los nodos z;, = J(zx) en la formula de Gauss-Lobatto racional con (n+1) nodos J,,+1(F)
conxz =1y x = —1 prefijados, satisfaciendo

2k — /871
———— | B B¢ =1
2k <1 _,ank> n—1(zk) By 1 (2k) = 1,
mientras que los pesos vienen ahora dados por (véase Teorema 4.2.4)
—1

L {1402 [P B) + Pt B)] + Pl )} o 2 #1
.

-1
{1+Z ! [P(zr, B) + P21, B))] —|—P(zk,ﬁn)} . 2=1
Finalmente, tras algunas computaciones (4.22) y (4.25)—(4.26) nos proporcionan que

_ A2
SériLfl(‘r) = (Z :t(ll)(iﬂlnz /871 {ZB’n 1 )iB(nfl)*(Z)} :

Asi, los nodos xf = J(z,f) en la férmula de Gauss-Radau racional con n nodos J,,(f) con
nodo prefijado en x = F1 satisface

2 By_1(25)BS_ (2) = F1,
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y los pesos vienen dados por (véase Teorema 4.2.7)

o {14 S0t (PGB + PGB o #

Ap =
{1+ [P B) + P Bl ) e =L

En los ejemplos numéricos, usaremos las anteriores expresiones para computar los nodos
y pesos en las cuadraturas racionales sobre I. En [122] se describe un procedimiento
numeérico para computar los nodos y pesos de la cuadratura Gaussiana racional hasta el
grado de precisiéon de la maquina en un nimero de operaciones de O(m -n), donde n denota
el nimero de puntos de interpolacién y m representa el nimero de polos diferentes (dos
polos «; y oy, se dirdn diferentes si o; # oy, y a5 # @j,). Este procedimiento esta basado en
las anteriores expresiones para los nodos y pesos para la cuadratura Gaussiana racional, y
fue implementado en MATLAB®. Un procedimiento similar puede usarse para computar los
pesos y nodos en las cuadraturas de Gauss-Radau y Gauss-Lobatto racionales. sin embargo,
por restricciones de tiempo decidimos usar una implementacién mas corta y simple, aunque
menos eficiente (y tal vez menos precisa para largos valores de n) en MAPLE® Todas las

computaciones se han hecho con 30 digitos de precision en MAPLE® 9.5.

Ejemplo 4.2.11 Definimos la funcion fl*(z) = Of_;l, con a = J(B) € C;. En [119,
Teorema 3.2(2)| se prueba que

! dx
7 [04:/ ol (%2 _ g
M(f ) 71f (x)m 71',3
Consideremos ahora la sucesion de polos {aq, ..., a4} = {—%i, %, 3T_i, oo}. Computaremos
numeéricamente J,(f1) and J,(f2), con
1
fil@) = TR + 7 @) + @) y b =A@+ L @)

por medio de la formula de cuadratura Gaussiana con n nodos (respectivamente Gauss-
Radau racional con n nodos y Gauss-Lobatto racional con n + 1 nodos), basadas en la
sucesion de polos

{ag,...,ap_1,0}, 2<n<b.

Notese que la solucion exacta J,(f1) = J,(f2) = 1. Seguidamente, aproximaremos J,,(f1)
y Ju(f2) por medio de una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio racional con n
nodos, basada en la sucesion de polos

{ar,an,...,a,ak, 00,00} st n=2k+2,
{a,aq,...,qp, @, 00} si n=2k+1,
para4d <n <8, con T, = iF = —%(1 ++/3i) y con 7, = —i (es decir, el valor 6ptimo para

Tn € T\ {£1}). En las Tablas 4.1-4.3 se muestran los errores relativos en la aproximacion:
Error i = [J,(fi) — Ju(fi)| / |J.(fi)], i = 1,2. Estas tablas nos muestran claramente que la
aproximacion es exacta cuando el integrando f; esta en el dominio de validez.
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n Error 1 Error 2 n Error 1 Error 2

214,079F — 01 | 4,079F — 01 2| 2,500F — 01 | 2,500F — 01
3| 5,736 — 02 | 5,736 K — 02 3| 7393F — 02 | 7,393F — 02
4| 0,000FE + 00 | 0,000E + 00 4 | 1,000E — 29 | 0,000E + 00
5 | 0,000F + 00 | 0,000F + 00 5 | 0,000F + 00 | 0,000F + 00

Tabla 4.1: Errores relativos en las formulas de cuadratura Gaussiana racional con n nodos
(izquierda) y Gauss-Lobatto racional con (n+1) nodos (derecha) para la estimacion de J,( f;)
donde f; viene dada por (4.28) parai = 1, 2.

n Error 1 Error 2 n Error 1 Error 2

219011F —-01|6,511F — 01 2 | 8,145F — 01 | 5,645F — 01
3|6,846F — 02 | 1,310F — 01 3| 1,401F —01 | 2,026F — 01
4| 1,000E — 29 | 3,125FE — 02 4 | 1,000 —29 | 3,125FE — 02
51 0,000FE 4 00 | 0,000F + 00 51 4,000E — 30 | 0,000F + 00

Tabla 4.2: Errores relativos en la formula de Gauss-Radau racional con n nodos, prefijando

x = —1 (izquierda) o z = 1 (derecha), para la estimacién de J,(f;) donde f; viene dada

por (4.28) parai = 1, 2.

n Error 1 Error 2 n Error 1 Error 2

4 | 1,502E — 01 | 1,502E — 01 416,280 — 02 | 6,286 E — 02
5| 2,544F — 02 | 5,669F — 02 5| 3,482F — 02 | 3,482F — 02
6| 2,716 — 02 | 2,716 E — 02 6 | 8,039F — 03 | 8,039F — 03
71 1,000E —29 | 1,563F — 02 71 6,000E — 30 | 1,000E — 30
8 | 0,000F 4 00 | 1,000E — 29 8 | 2,000F — 30 | 0,000F + 00

Tabla 4.3: Errores relativos en la formula de cuadratura de tipo interpolatorio racional con n
s 47

nodos, con 7, = e'’s (izquierda) y 7, = —i (derecha), para la estimacién de J,,(f;) donde f;

viene dada por (4.28) para: =1, 2.

Ejemplo 4.2.12 Finalmente, consideremos la funcion

pio = Lan (s

- o w2> . weRy, (4.29)

tomada de [121, Ejemplo 5.7]. Esta funciéon posee una singularidad esencial en x = w y
x = —w. Para w > 1 pero cercana a 1, esta funcién es extremadamente oscilatoria cerca
de dichas singularidades. Como una singularidad esencial puede verse como un polo de
multiplicidad infinita, esto nos sugiere tomar

ap=(-1)fw, k=1,...,n. (4.30)
Para w = 25/24 obtenemos que J,(f3) ~ —0,458645566330016385598360747362 con la
ayuda de MAPLE® 9.5. Primeramente, aproximaremos J,u(f3) por medio de la férmula de
cuadratura Gaussiana con n nodos (respectivamente Gauss-Radau racional con n nodos y
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Gauss-Lobatto racional con n + 1 nodos), basadas en la sucesion de polos (4.30), para

n = 3,...,15. La Figura 4.1 muestra los errores relativos |.J,,(f3) — J,(f3)| / |J.(f3)| como
funcién del nimero de nodos en la cuadratura (nodos prefijados incluidos). Para el caso de
las Gauss-Radau racionales, solo mostramos el caso en el que el nodo prefijado sea z = 1

(el resultado para el nodo prefijado en z = —1 es practicamente el mismo). Seguidamente,

aproximaremos J,,( f3) por medio de una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio racional
. .. s

con n nodos, basada en la misma sucesién de polos, con 7;,, = e'3

Tn

= —2(1 4+ V/3i) y con
—1i (es decir, el valor 6ptimo para 7, € T \ {£1}). En la Figura 4.2 se muestra el

error relativo en la aproximacién, junto al error relativo cuando se usa la clasica férmula de
cuadratura Gaussiana (es decir, todos los polos «y, situados en el infinito).

Cuadraturas tipo-Gauss racionales
0
10
-5
10~ ]
v
o T
= L) - )
(U h— ‘ - -
2 -10 -
9 10 B ‘—' 1 ! ‘— T
S L
L "l ‘_
o
1
-15 -
10 B \ T
Gaussiana racional 1
= = = Gauss-Lobattoracional 1
20 ' == Gauss-Radau racional
10_ 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16
Numero de puntos de interpolacion

Figura 4.1: Errores relativos en las formulas de cuadratura de tipo-Gauss racionales para la
estimacion de J,,(f3), donde f3 viene dada por (4.29).

Notese que obtenemos 18 digitos correctos con la férmula de cuadratura de Gauss-Radau
racional con 15 nodos, mientras que las cuadraturas Gaussianas clasicas apenas alcanzan

un digito correcto para el mismo niumero de nodos. Para obtener la misma precisién de 18
digitos correctos esta necesitaria n = 112 nodos.

Finalmente, para n

=2m+ 1, m

1,2,..., se tiene que las funciones racionales
interpoladores tienen polos en ambas singularidades de f3, cada una con la misma

multiplicidad m. Esto podria explicar el caracter oscilatorio de los errores relativos como
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Cuadraturas de tipo interpolatorio racionales

10 T T T T T T
0
10 | > G, i
g 107 |
©
o
e
o 10 1
10—6 | Gaussiana .racior?al )
= = = |nterpolatoria racional
1= = |nterpolatoria éptima
g trrrrvr Gaussiana clasica
10 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16

NuUmero de puntos de interpolacion

Figura 4.2: Errores relativos en las férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio racionales,
s 47

cont, =e€'3 = —%(1 ++/3i) y 7, = —i, y en el caso racional y clasico de las férmulas de

cuadratura Gaussianas para la estimacién de J,,(f3), donde f3 viene dado por (4.29).

funcién de n, con mejores resultados donde n es impar para la mayoria de cuadraturas
racionales. Sin embargo, esto no explica el por que lo contrario (es decir, mejores resultados
cuando n es par) ocurre para las cuadraturas Gaussianas racionales. Ademas, tenemos
que las formulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales tiene dominio de validez
Ry-1n-1 = L{(=1)w, j = 1,...,2(n — 1)}. Asi, ambas singularidades de f; tienen la
misma multiplicidad » — 1 en la sucesion de polos correspondiente al espacio R,,_1 1, l0
cual podria explicar los mejores resultados de las Gauss-Radau racionales (comparadas con
las Gaussianas racionales) cuando n es impar.

4.3. Relacion entre las formulas de Gauss-Radau racionales y
Szego-Lobatto racionales

En la seccion anterior las férmulas de cuadratura de Gauss-Radau con n nodos y
zq € {£1} prefijado se relacionaron con las férmulas de cuadratura de Szeg6é-Radau con
(2n—1) nodos y z, € {£1} prefijado. En esta seccién consideraremos férmulas de cuadratura
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de Gauss-Radau racionales con n nodos, y todos los nodos (incluido el nodo prefijado x,,)
n (—1,1). Nuestra intencién es relacionarlas con férmulas de cuadratura de Szegé-Lobatto
racionales con 2n nodos con z, = zZg = J"""(z,) € T prefijados, y encontrar una relacién

entre el parametro 7, en la QORF Q,, -, y el parametro Sgn,l en la pORF anv;n € Z‘,Qn.
Nétese que po, € {£1} y da, € (—1,1) debido a que &5 (2) = dp(2) para k € {2n — 1,2n},
mientras se sigue inmediatamente del Lema 4.2.1 que 7,, debe ser igual a uno, asi que fgn,
definida por (4.11), debe ser también igual a uno. Tenemos ahora, lo siguiente

Teorema 4.3.1 Sea p una medida sobre I y ji la correspondiente medida en T, dada
por (1.52). Consideremos la sucesion de ORFs {gf)k} v, basada en la sucesion de numeros
Boy, que esta generada por med/o de la relacion de recurrencia (4 8) con la sucesion
de pardmetros {d1,02,...,0n—2, 0p—1,0,} C D, y sea Ign(f) Y f(za) + )\gf(za)
Zi’jﬁ Mef(z1) una férmula de cuadratura de Szegé-Lobatto racional con 2n nodos con
{zasZa} C T\ {—1,1} prefijados, para ji, cuyos nodos son los ceros z; de la pORF
ézm (2) = ¢on(2)+3,(2). Ademds, supongamos que los ceros estan ordenados de manera
que z, 14 =z parak =1,...,n—1,conz, #%Z; paratodo1l < k < j <n — 1. Entonces,
cuando tomamos x, = J(24), Ao = Mo yag = J(zp) Yy e = M parak =1,....,n—1, la
formula J,,(f) = Aaf(xa) + 32021 A f(x1) coincide con la férmula de cuadratura de Gauss-
Radau racional conn nodos y x,, € (—1, 1) prefijado para ., basada en los ceros de la QORF
Qn,r, € Ly \ L1, dada por

Zy_1(za)n(Ta)
Zn(xa)gpn—l(xa) '

Demostracion.- (La demostracion es similar a la del Teorema 4.2.2) Por la primera y

Qnﬂ'n(x) - f(an*(z)QOQn,l(Z)7 Rn € Cy, con 1,=-—

segunda parte del Lema 4.2.1 se tiene que 6022”71(2) tiene 2n ceros, todos diferentes de 1
y —1, apareciendo en pares complejos conjugados. Seguidamente, de la tercera parte del
Lema 4.2.1 se sigue que 5\01 = 5\5 y que S\n_1+k = )O\k parak =1,...,n — 1. Consideremos
ahora una funcién arbitraria f € R,,—1,—1 = £,—1 - L _;. Claramente, la correspondiente

funcion f(z) = (foJ)(z) estaen (L,_; -f;fl)c-(ﬁon_l -ffhl)* = Ron_o. En consecuencia,

n—1 n—1
Jn(f) = )\af(xa) + Z )‘kf(xk:) = )O\af(za) + Z S‘k:f(zk) =
k=1 k=1

2n—2

; {)\ (Za) + )\ﬁf Zoc Z )\kf Zk } = %IQn(f) = %I,u(f) = Ju(f)
Finalmente, puesto que la igualdad se tiene para todo f € R,,_; ,,—1, la férmula de n nodos
es la férmula de cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos y z, € (—1,1) prefijado.
Esto concluye la demostracion. [ |

Recordar que la qORF @, -, dada por (4.3), es ortogonal con respecto a medidas /i
soportadas en un conjunto S ¢ R. Sin embargo, no hemos probado por el momento que
alguna de las medidas /i esta soportada en I cuando los ceros de @, ., estan todos en
(—1,1). Asi, suponiendo que la qORF @, -, tiene un cero prefijado en z,, € (-1, 1), primero

necesitaremos comprobar si es posible construir una pORF (2,1 con ceros prefijados en
2o = Zg = J"™(z,) antes de poder hacer cualquier afirmacién en la direccién opuesta

145



Capitulo 4. EIl caso racional

al Teorema 4.3.1. En otras palabras, estamos interesados ahora en la relaciéon entre los
parametros 7,, en la qORF y don_1 €N la pORF, para averiguar si bon_1 €D para un 7, dado.
Para ello, asumiremos que la qORF @), -, es ortogonal con respecto a medidas modificadas
i1 soportadas en I, por ejemplo, con respecto a

dii(x) = {1 + capon-1(z)} du(z), (4.31)

donde ¢2,-1 € R, ,,—1 es ortonormal en R,,_1,,—1 con respecto a la medida y, y ¢, es una
constante dependiente de z, de forma que c,p2,—1 () > —1 este en I. Ademas, sea /i la
correspondiente medida en T para /i, dada por (1.52), y ¢2, € Ly, - L, la ORF con respecto

a jL con Ro, € ]R . Entonces se sigue del Teorema 4.1.1 que existen constantes k,, € Cyy
1/2
En = Pn {1 + @#(f")} € Cy de manera que

ann,Tn( ) = CnBps« ( )QQn 1( ) = Jan*(Z){Cn(Z)QEWLfl(Z) + &;nfl(«z)} (4.32)

En [17] se prueba que las férmulas de cuadratura de Szegd-Lobatto racionales con nodos
prefijados en z, y z3 sobre T puede existir solamente si bn_1 Se encuentra en un segmento
circular en D con un cierto centro y radio. En el Lema 4.3.3 veremos expresiones simples
para este centro y radio en el caso especial en el que la medida sea simétrica y la sucesion
de nameros complejos {Bj}?zl son reales o parecen en pares complejos conjugados, con
Bn € (—1,1). Pero primero, necesitaremos el siguiente Lema.

Lema 4.3.2 Sea ji una medida simétrica sobre T, y sea ¢; la j-ésima ORF con respecto
a 1 y con coeficiente director i; € RJ. Asumamos que los nimeros {3, ;:11 son reales o
aparecen en pares complejos conjugados, y que i, € (—1,1). Entonces, existen constantes
br, € Cy y ax, con R{ar} = 0, de manera que

8 1(2) = <i> [bCoo (2)60-1(2) + axd1 (=)} - (4.33)

z— B

Las constantes satisfacen las siguientes igualdades:

09 <2<
pkék - Pk‘sk 9 =
= _— b = 5 .
ag < 1= [on? > Y bk = pi + orak

Demostracion.- Nétese que bajo las condiciones dadas sobre la medida /i y los nimeros
{Bj}le, se tiene que ¢ (2) = ¢x(2). Asi, se sigue de la relacién de recurrencia (4.8) que

) = e (G (e a(2) + i o)

— Bt G ()61 (6) + B (9] = i (2)
66 = P () (2) + 61 o)

— bR G (6 () + 01 (2)] = o ),
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y por lo tanto que

Br—1%

ex D2 (1 15308 (2)65 1 (2) = udn(2) — Bidkdi(z) =

1 — Brz
1_3 L _o_
ek%gkiz (poz — 5252)@:—1(2)¢k—1(2) + (Pozék; - 5;519)@171’271(2) .

La igualdad en (4.33) se sigue ahora facilmente. |

Claramente, ¢f_,(2) en (4.33) no depende del pardmetro J;. Por tanto, también las
constantes ay y by en Lema 4.3.2 han de ser independientes de d;; es decir, para todo
parametro 6k € D que corresponda con una medida simétrica modificada /i sobre T, se
debe verificar que

~ ~ _~2T
P23k — Pron

ap = | t——— b = p2 —|—§ ag;
k 1 |5k|2 Y O = pg kQk
0, equivalentemente, B
brOk — brox 9 =
ap = ————~~ = by, — dpay. (4.34)
k L+ (352 Y Pk k kG

Por otro lado, de la relacién de recurrencia (4.8) se sigue

5 3B = B () + (1= BuaBdia(B) 4.35)

Ok(Br — Br1)dk—1(8k) + (1 — Br_1Br) %1 (Br)

lo que nos deja con tres condiciones para solo 2 parametros ;. Y pr. Sin embargo, el siguiente
Lema muestra que estas 3 condiciones no son linealmente independientes.

Lema 4.3.3 Las Constantes ag y by, definidas como en el Lema 4.3.2, satisfacen la siguiente
igualdad: |b,|> = 1 + |ax|>. Ademds, cuando a;, = 0, las igualdades en (4. 34) —4.35) s

satisfacen con &, = 5“bk, para toda 5“ € (—1,1). Se tiene entonces que pk = Pk Si, por otro
lado, aj, # 0, entonces las /gua/dades en (4. 34)—(4 35) son satisfechas para todo 6, € C N D,

donde C' representa el circulo con centro <§§Zi %, %) y radio |ak|’1

Demostracion.- Sea 6, € D satisfaciendo la primera igualdad en (4.34). Primero,
probemos que si pr € T viene dado por (4.35), entonces d; y p satisface la segunda
ecuacioén en (4.34) también. Para ello, asumamos que a,?; =bp — 5kak, y definamos

O(2) = akékliif?g:lf[gk1<z>¢k1<z>+-8k¢zl<z> . Bre(-1,1), & RS
o
Entonces se sigue del Lema 4.3.2 que
D) ~ IR () = BT (L [RPIGE (2005 (2)
:@%%%ﬁf@%—ﬁixkmamluwwﬁ&—aﬁwﬁ1@>

= o.¢n(2) — 5k§k<52(z)-
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Asi, tomando fi(2) = d(2) — d5(2) y Ok = ﬂg € I, obtenemos que

Ju(2) = Cufii(2) & fi(2) = Culfi ()] = Cufu(2),

y por tanto,
fr(2) = Gk fi(2)-
Como C}, € D, se sigug que fr(z) = 0. En cgnsecuencia, gi;k(z) = g?)g(z) y &Z(ﬂk) € R, lo

que significa que oy, = py, 0 o}, = —py, donde py, es dado por (4.35).
Seguidamente, asumamos que a; = 0, se sigue que \s{bkék} =0 que es valido para
todo 5k = 5“bk con 6“ e R. Como 4;, € I, encontramos que 6“ e (—|be|™", |bx| 1), donde

Finalmente, para a; # 0 tenemos que

T 7T 712 2 2
b0k — bro ~ b br|” — |a
ak:kkak@‘é b | [bx] |2k|’
1+ ‘519’2 ay ]ak]
donde usamos el hecho de que @;, = —ay. Por otro lado tenemos que
|
k—bk—ékaké 5k+ = 5
Qk |ag|

. . . 23
Asi, obtenemos dos circunferencias con el mismo centro (ggﬁ, gf{[zg) y al menos un punto

dr, en comun. Por esta razén, sus radios han de ser los mismos, lo que concluye la prueba.
|

Lema 4.3.4 Cuando (B € (—1,1), las constantes ¢y y dy en el Teorema 4.1.1 viene dadas
por

Ck = Pk {1 + 5219}_1/2 y di = prpok {1 - 5%}_1/2 . por € {£1}.

Demostracion.- Como la medida /& en el Teorema 4.1.1 es simétrica, y ng = 0B =
boi(Bi) ¢2k(5k) c (_

Rak Rak
Loy —1/2
Ckzpk{l+52k} :

Seguidamente, por medio de la relacion de recurrencia (4.8) obtenemos, con égk(z) = égk(z)
que

kB (2){don (2) + 031,(2)} = crbarpor(L + dor) Bra (2){ G (2) doar—1(2) + ¢55_1(2)},

y por tanto, que

Bor_1 € (—1,1), se sigue de (4.9) que doy, = (2,00 = 1,1). Por tanto

1+52k

.2 2 5 5 L 712
di = créokpar(l + 02k) = prpok —5 = PkP2k {1 - 52k} :
1= |b

|
El siguiente Lema nos proporciona ahora una expresion de @, -,, en términos de ¢z, 2 y

¢;n72'
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Lema 4.3.5 Sea 1 una medida sobre I y sea i la correspondiente medida sobre T, dada
por (1.52). Sea @, ., la QORF con respecto a i, y <bk la ORF con respecto a [ con
ki € Rar . Ademas, asumamos que )y, -, es ortogonal con respecto a medidas modificadas
[ soportadas en I, sean C, € Cy y Wy, (z) definidas por

- . 1- B2 1
Cn = ﬁnpo n < - ) = = y
i \/ L= 1Bt ) (1= 5o ) (1 — d20)

Wn(2) = pon-1(2 = Br) + pon_102n-1(1 — B2),

con py, €T, pon € {£1}, don € (—1,1), y los pardmetros do,_1 y pon—1 Satisfaciendo

B2n7182n71 - Banngnfl
1 + |52n71|2

A 39 2 = A
(op—1 = Pop—1 = ban—1 — 02p—102n—1,

donde agy,—1 y Bgn_l estan definidas como en el Lema 4.3.2. Entonces, existe una constante
no nula k,, de forma que

FnQur, (2) = éan*(z)(ll__B% {@0(2)n1(2)ban-(2) + T ()03, ()} . (436)

Demostracion.- De (4.32) y el Lema 4.3.4 se sigue que

—1/2

kaQur (@) = pupon {1 = 8o} Bus(2){Ca(2)dan1 (2) + 501 ()},

con pggn € {+£1}, bon € (—=1,1). A continuacion, aplicando la relacién de recurrencia (4.8)
sobre ¢2,—1 Yy ¢35, obtenemos que

(1 _Bn—lz) «
(1 - an)z

{ |:52n71(z — Bn) + Egnflg2nfl(1 - /an)] Cne1(2)P2n—2(2)+

~ 3 < —1/2 ~
anTL,Tn (-T) = PnP2n {1 - 52n} €2nlen*(2)

[Prncsboncale = Ba) 4 B a1 = 302)] G0l

donde

~ 3 N —1/2
PnP2n {1 - 5271} €on—1 = Cn
Finalmente, tenemos que

QU;;(Z) = 52n,1(1 — an) + 52n—182n—1(z - 671)7

lo que concluye la prueba. |
Por otro lado, en base a (4.3) podemos probar también la siguiente expresion de @, -, en

términos de ¢o,—2 Y 95, 5.
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Lema 4.3.6 Sea ;. una medida sobre I y sea ji la correspondiente medida sobre T, dada
por (1.52). Sea Q)+, 1a qORF con respecto a 1, y ¢;, la ORF con respecto a ji con iy, € RaL .
Ademas, sean C,, € Cy y w,(z) definidas por

A 2 1— B2 1
Cn = pnpo n < & ) = = y
? \/ L—1Bn-11) (1 = |02n-1]2)(1 — d2n)

Wn(2) = pan1(z = Bn) + poy_102n-1(1 = Bn2),

conp, €T, Egn e {£1}, Sop € (-1,1), y o1 y 52n_1 los coeficientes en la relacion de
recurrencia (4.8). Entonces se tiene que

Qnr (@) = é@@%{ [(2) + Fbon-1(1 = By_12)| Guo1(2)P2n-2(2) +

lwmz) b #2(1 = By yian) ( . L)] ). (@57

1- anla'Qn—l

donde
. 2 -
PO o 1+ 5 1— |8, a?) O~ ‘52”—1‘ )(1 =63,
n npnpo2n 1+ Bifl 1-— ,8721 (1 + ’AY2n72) )
8277,—27 671—1 (= (_17 1)
Pn—1 € T7 ’3/271—2 = g{ﬁgn_lﬁgn_l} 17|5n—1|2 B 7 (438)
St \1-|fa[ ) Bn-1 & (—1,1)

con Gg,—1 ¥y ba,—1 definidas como en Lema 4.3.2.

Demostracion.- Nétese que con z = J(2) y ax = J(0) tenemos que

n

Zo(@) _ (1482 \ (1= Bus2)(z ~ Bur)
Zi @ \1+7,) 0Bz Fn)

Por tanto, de (4.3) y (4.19) se sigue que

Qnro () = dnBre(2){Ga(2)P2n-1(2) + &3,y (2) )1+

T ( 1+ )(1—Bn1z><z— B )

1 + 5721_1 (1 _ /an)Q Cn—an*(z){égn—Q(z) + égn—Q(z)}

Seguidamente, usando la relaciéon de recurrencia (4.8) para qggn_l y qg’gn_l, junto con el
Lema 4.3.2 para ¢5,,_,, y tomando C,, = d,,é,_1 Y

" " 1 +Bi71 €an—1dn
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se tiene que
Qn,’rn ((L‘) = éan*(Z)X

n — 2
1- : = 3 . 1-B,_ )
{ [ (%) (P2n-1Gn(2) + Pn102m-1) + Tuban 1 (%) }cmz)qbznz(m

[ (1 - ﬁ) <p°2n132n1<n<z>+52nnmm[(l—ﬁn1z>a2n1+<z—5n1>1} a»znz(z)}.

1- an (1 - an)z

Ahora,la igualdad en (4.37) se sigue facilmente.
Finalmente, de (4.33) deducimos que

. $on—2(Bn—1), Bn-1 € (—1,1)
R{o5 h—1)f =4 . “1Bn1l® ) -
{92n-2(Fn-1)} { A2n—1 <761nf|15j51|,1> Ron—2, Pn-1 ¢ (=1,1).
Esto concluye la prueba. |

En los dos lemas previos hemos obtenido dos expresiones para @, ., en términos
de don_s y qB;an. La primera igualdad (4.37) se tiene siempre, mientras que la primera
igualdad (4.36) es tan solo cierta bajo la asuncién de que @, -, es ortogonal con respecto a
medidas modificadas soportadas en I. Comparando las expresiones para @, -, en (4.36)
y (4.37), encontramos que los parametros 7, y Sgn,l deben satisfacer las siguientes
igualdades:

Ky (2) —n(z) = %nl}%_l(l — Bp_12)
~ % % S ) - Bn—lfa'?n—l (439)
Kai(z) = #3(2) = F(l = Bygiinn-) (2 = L5t

donde wy,(2), Wy (z) y T, son definidas como antes, y

Cn o ﬁnngn \/(1 B ‘8271—1‘2)(1 - 5271)

K, = — = - - -
kncn knpnpOZn (1 - ‘5271—1‘2)(1 - 52n)

e Cyp.

Tenemos ahora el siguiente Lema.

Lema 4.3.7 Sea 1. una medida sobre I y sea ji la correspondiente medida sobre T, dada
por (1.52). Sea (), -, una qORF con respecto a j. y con un cero prefijado en z, € (—1,1), y
asumamos que Q,, -, es ortogonal con respecto a medidas modificadas [i soportadas en I.
Ademas, sea g?)k la ORF con respecto a ji con k. € ]Rar, generada por medio de la relacion de
recurrencia (4.8) con coeficientes Sk ehD yf)k € T. Supongamos py, € T, ax yBk son definidas
como en el Teorema 4.1.1 y el Lema 4.3.2 respectivamente, y sean 5271—1 eDy Egn_l eT
los coeficientes modificados en la construccion de la pORF ézn,l con ceros prefijados en
2o =7 = J™ (), satisfaciendo las igualdades en (4.34). Entonces los parametros ,, en
la QORF y don_1 €N la PORF estan relacionados por

7\1715271—18271—1(1 - Bn—lﬁn) + an—l(l - Br%)
Tnpen1[(Bn = Bn1) + an-1(1 = By 1)) + (1= B3)
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Capitulo 4. EIl caso racional

donde T,, viene dado por (4.38). O, equivalentemente,

- pSQn—l(an—l - 5271—1)
pg%nfl(l - anlﬁn) + S2n*1(5n71 - IBTL)

Demostracion.- Nétese que (4.39) es equivalente a

Kné2nfl(§ _IBnpg%n D)~ éQn 1@ _ﬂnégnfl) = Fbon—

Kné% 1(5:271 1Bn = 1) — éQn 1(02n-1Bn = PR _1) = Fabon- B (4.41)
Knﬁznfl(l) 10201 = Bn) — Pan— 1(B3n_102n—1 — Bn) = a1 — 1a2n,1)
Knpon1(Pn102n-18n — 1) = pap_1 (P 102m—18n — 1) = %, (Bn 1 — a2n-1) -

Por tanto, obtenemos por este camino cuatro ecuaciones con dos incégnitas do,_1 y K,,. con

~ ~ = = ~ —1
39 N N
Pon_1 = bop—1 — dap_102p—1 = [anfl + 62n71a2n71} eT

- - —1
29 > x . s s .
Pon_1 = ban—1 — dap_182n—1 = [anfl + 52n71a2n71] €T,

las dos primeras ecuaciones en (4.41) se convierten en

Ky pop—1[02n—1(Bn + G2n—1) — ban—1] — pap_1[02n—1(Bn + d2n-1) — ban_1] = Faban—18n_1 »

{ Knp2n 1[5271 1(1+6na2n 1) /Bni)Zn 1] 5% 1[8271 1(1+6n&2n 1) /3n82n 1] 7\18
(4.42)

y las dos ultimas en

bon—1+02n—102n—1 b2n—1+02n—102n—1

= Snf 1_nAn7_nEnf R Snf 1_nAn7_nl§n7 S ) -
Knp2n1[2 1(1=Bnazn—1)—Pnb2 1}_/)2”1[2 1(1=fBndon—1)=fnb 1]:Tn(1—5n1a2n1)

= 5n (Bn—a2n—1)— 17?271 1 3 82n71(6n_d2n71)_z2n71 v A
Knpop_q |72 — P2n—1 T = Tn(B —a
_ _ = e 1~ G2n—1
" ban—1+02n—142n_1 " bon—1+02n—1G2n—1 " " )
(4.43)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (4.42) para Kng%_l y ggn_l, obtenemos

KTLEanl = E2n71 {1 + 7u—n/8)2n71 <(ﬁn — 5"71) +1a_2n621(1 — Bnlﬁn)) } ’ (444)

y(52n 1 dado por (4.40). Por otro lado, resolviendo el sistema de ecuaciones (4.43) para
Knpzn 1Y 52n 1, Obtenemos que

- = Fupanal(Ba — Budiza—s — (1= By 1Bu)] = Sani (1 B2)
Oop—1 = bop—1 = — =
7\ianQn—l(/Bn—l - Bn)(l - CAl%n—l) - an—l(l - Br%)
%npg2n—1[(3n—1 - ﬁn)&%—l — (1 — Bn—lﬁn)] - 8271—1(1 — 6721) (4_45)

- = ’

Fabon—1(Bp_1 — Bn)ban—1 — (1 — B2)
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mientras que Knﬁ%_l viene dado de nuevo por (4.44). Asi, queda probar que las igualdades
dadas por (4.40) y (4.45) son equivalentes. Eliminando 7,, en (4.40) y (4.45), encontramos
que se debe dar

ngn_1(§2n—1 - SQn—l)
(ban—1 — dan—1420-1)(1 = Bp_18n) + 020—1(Bn_1 — Bn)
pSQn—l(SQn—l - 8271—1)

(a2n-1 — 02n—1b20-1)(Bp_1 — Bn) — (1 = Br_15n)’

0, equivalentemente,

~

_/\2 ~ — ~ A ~ I 72 = —_
{ﬁ2n_1<52n_1 o) = Bt (o — 5zn_1>} {(1 B 1Ba) + o 1321 (Bt — m} _o.

Ahora, tenemos que

=2 =
5

Pon—1(02n—1 — 02n-1) — P31 (d2n—1 — dan_1) =

(bon—1 + don_182n1)(O2n_1 — an—l) — (bgn_1 — an—l&Qn—l)(s%z—l —bop_1) =
2. 2
- ‘52%1‘ > =0,

Concluyendo la prueba. |
El siguiente Lema muestra que (4.40) proporciona una manera rapida y facil de comprobar
cuando para un 7, dado, los ceros de la qORF @, -, estan todos en (—1,1).

_(62n7182n71_B2n7152n71)+(62n7182n71_62n7152n71)+&2n71 <‘32n1

Lema 4.3.8 Consideremos la qORF (@), ,, con 7, € C, y sea Sgn,} dada por (4.40).
Entonces los ceros de la QORF ), -, estan todos en (—1,1) siy solo si 2,1 € D.

Demostracion.- Notese que, debido a la igualdad en (4.32), es suficiente probar que uno

de los ceros de 79, 1(2) := =——{Cn(2)on_1(2)+ &%, 1(2)} tiende a1 o0 —1 cuando ‘Sgn,l‘

€an—1
tiende a uno. O equivalentemente, 79,,—1(1) =00 79,—1(—1) = 0 si don_1 € T.
Asi, sea v € {£1}. Entonces tenemos que rg,_1(r) = 0 si y solo si

éQi—l {Cn(V)<52n—1(V) + BQn—l(”)&@n—l)*(”)} =0
= 2:52 {&271—1(1/) + BQn—2(V)<5(2n—1)*(V)} =0
& —{a0)+[Br0)] B} =0
2n—1
PN (5211—1(’/) -0
€2n—1 _
& sznlll__ﬁigiy [Cnfl(y)¢§2n72(y) + 82n71€£;n72(y)] =0, (4.46)
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lo que implica que %ﬂz) es (salvo un factor multiplicativo) una pORF. En consecuencia,
de (4.10) junto con (4.46) y el Lema 4.2.1 deducimos que rg,—1(v) = 0 si y solo si

< 2 52 —132 -1 —VE —
don—1 = o 1= —————— 2L €T, (4.47)

P2n—1 = VPan—102n—1

Como dan_1 y ,5271,1 satisfacen la igualdad en (4.34), se sigue del Lema 4.3.3 que la igualdad
en (4.47) solo puede verificarse si

égn_l € {£1} para ag,—1 =0 o} égn_l eCNT para asp_1 # 0,

donde C es definida como en el Lema 4.3.3. Si a9,,_1 = 0 se sigue de (4.47) que égn,l = —v,
la cual esta en {£1}. Esto prueba el caso de ag,—1 = 0.

Finalmente, consideremos el caso as, 1 # 0. De la primera igualdad en (4.34) deducimos
que fgn,l € C'NTsiy solo si

bon—1€on—1 — bon_1€9,_1 = 2d2n_1. (4.48)

Teniendo en cuenta que

~ ~ =2 =
59 A
p2n—152n—1 - p2n—152n—1

1-— \5271—1\2

N 2 29 = N
(op—1 = Yy bop—1=p3,_1 + O2n—1G2n—1,

encontramos que (4.48) es equivalente a

29 2 =32 = 2 2
Pon—1&2n—1 — P2n—1§2n—1} (1- ’52n—1’ ) =
= ~ ~ = ~ ~ =2 =
(2 = d2n—162n-1 — 02n—1&2,_1) {/3%71—15%1 — /32n—152n1} . (4.49)

Tras reemplazar égn_l por la expresion en la parte derecha de (4.47) y simplificar, se ve

claramente que la igualdad en (4.49) es cierta para todo b1 € D y ,3271,1 € T, lo que

concluye la prueba. [ |
Basandonos en los dos lemas anteriores, podemos ahora probar el siguiente,

Teorema 4.3.9 Sea . una medida sobre I y sea ji la correspondiente medida sobre T, dada
por (1.52). Sea J,(f) = Aaf(za) + ZZ;% Mo f(zy) la formula de Gauss-Radau racional
con n nodos con x, € (—1,1) prefijado para ., cuyos nodos son los ceros de la QORF
Qnr € L\ L_1. Tomemos z, = cos 0, y definamos {z;}2"7% y {\}2"72 por medio de

ZlL. = € =
k . },kzl,...,n—l.
Zn—i4k =€ 7k, Ap_i4k = Ak

Ademds, sea zo = Za = J"(140) ¥ Ao = Aa. Entonces In,(f) = Maf(za) + Aaf(Za) +
S22 N\ f (21,) coincide con la férmula de cuadratura de Szegé-Lobatto racional de 2n nodos

154



4.3. Relacion entre las formulas de Gauss-Radau racionales y Szeg6-Lobatto racionales

con {zq,zZo} C T\ {—1,1} prefijados para [i, basada en los ceros de la pPORF an,l de la
forma

éQn,l = Ko, Cn71(2)¢~>2n71(2) + 452_1(2) ) Ko, € Co,

con

Q?)anl( )—P2n 1€2n—1 1_52 - Cnfl(z)€£2n72(z)+32n71§£§n71(2) )

donde és,_1 € D viene dada por (4.40), donde éy, 1 € ]Rar y pggn,l € T son los
correspondientes coeficientes de recurrencia definidos por(4.8).

Demostracion.- La prueba se sigue directamente de los Lemas 4.3.7-4.3.8y (4.32). W
Como consecuencia de los Teoremas 4.3.1 y 4.3.9, podemos probar lo siguiente.

Corolario 4.3.10 Sea i una medida sobre 1. Sea y;, una ORF con respecto a u, y
supongamos que la qORF Q,, -, definida por (4.3), tiene ceros en {x}}_, C (—1,1).
Entonces, se tiene que

Z o5 (@) = Byt (1= a0/ an) @y () (1 = 21/ 00 —1) 5 (),

donde E,, esta definida por (4.6).

Demostracion.- De los Teoremas 4.3.1 y 4.3.9, junto con (4.4), (4.13) y (4.14), se sigue
que

n—1 i 2n— ) 9 _ 9
> lei@ol? = a7t = A7t = 7 [di(a)| + [danr(a0)| =
% =
(Zk - IBln)—( 32 'ank) QQn 1(Zk)BTL*(zk)BTCL*(zk)&;n(zk)v

donde x = J(z). Primero, nétese que

(2l = Bn) (L = Bnzk)(z — Bn=1)(1 — Bn-12k)
(14 82)(1+82_1) '

(1—z/an)(1—x/ap—1) =

Por otra parte, debido a (4.32) tenemos que

/ Cn / 2 2 222
Q.7 () = . [Bn*(Z)QQTL,l(Z) + Bn«(2)Q5;,1(2) FORREE
Ly —1/2

donde k, € Coy ¢, = pn {1 + 52n} € Cy. Resulta,

Z lpj(zi)” = (1 = 2p/an) Q. (x1) (1 — 21/ 1) Fr (28),
donde

knl‘f’ﬂg 1+672L7 Z2—1 c ~
Fy(zg) = P4 PO ) Gi D) pe (0da ().

2¢,(1 - 2) (2t = Bn—1)(1 = Bn-121)

155




Capitulo 4. EIl caso racional

Como &;n(zk) = —g?)gn(zk), obtenemos de la relacion de recurrencia (4.8) que (recordar que
don € (=1,1) y p3, = 1) ) )
D5—1(2k) = —Cnl2k) 201 (2k), (4.50)
asi que . o i
G5 (21) = 2npan(02n — 1)Cn(2k) d2n—1(2k)-

Aplicando de nuevo la relacion de recurrencia para 9527171 y &;,H, se sigue de (4.50) que

b n b n— S n—
/_)gn_l_—i—C (2k) p2n—162 1]’ (4.51)

Cn1(21)Pon—2(21) = — 03, o (1) [g E .
p2n7152n71 + Cn(zk:)p2nfl

asi que

y p 1= Bz = % ; 1 t+¢ Zk;52 10901 -
¢2n71(2k) = €2n—1 <#> P2n—1 [62n1 - _;2n 1: n( ) “ = “ ¢2n—2(2’k)
nek Pon—102n—1 + Cu(2k)P2n—1

. 2 _
<‘52n—1‘ - 1) (1—B,_12k) )
= éQn_l_; = = (b;n—Q(zk)
p2n—152n—1(1 - /ank) + (Zk - 6n)p2n—1
Por tanto, obtenemos que
Ln(zlg - 1)((71—1)* (Zk)
(1 — Bo-126) (Pan_1020-1(1 — Buzi) + (zk — Bu)p2n—1)

Fn(Zk) = B(Cn—l)*(zk)é;n—Q(zk)v

con

< ~ 2
Budon(1+ 821+ g2 |17 0) (1 = [oon| )
2Pn (1= B2)(1 = |Baal)

Seguidamente, del Teorema 4.1.1 y el Lema 4.3.2 deducimos que

L, =

Pn-1(@) = Cn-1B(,_1),(2) { [1 — Q2n—1 (%)} Pon—2(2)+

=2 N ~ 1- Bn— Z e
(Pop—1 — 02n—1G2n—1) (Mﬁ) 2n2(z)} .

Asi, con la ayuda de (4.51) encontramos que

_ _:2 = - 1-— B _ 1%k
@51 (2k) = Cn1 3 (Pap_1 — O2n—1d2n—1) | T2 | —
1 — Bn—12k

_ 2k — Bn-1 Egn_l + Cn(zk)/§2n—1(§2n—1
1 —agp-1 T C(n—l)*(zk-) = = =
n—1%k Pan—102n—1 + Cu(2k) P2n—1

} B(Cnfl)* (zk)$§n72 (zk)

Tras algunos célculos obtenemos que

Fo(zk) = ¢5_1 (2)Gr(2k),
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con
G(2k) = Lty Ly (2 — DH  (2) Y
2

Hy(2) = {(anl — bon—1d20-1)(2 = Bn1)(Pan_102n-1(1 = Bn2) + (2 = Bu)fan—1)—

- L 1
(1= Bn-12) — a2n—1(2 — Bn-1)] [(1 — Bn2)pop_1 + (2 — ﬁn)52n7162n71} } .

Tomando H,(z) = A,22 4+ Bpzr — Ch, se tiene que

An = (g;n_l — San—1an1)(Pan—1 — Bupan_109n-1) + (Bu1 + dzn—1)(Pan—1021 — Bupon_1)
= 11— Buc1Bn) + (Bt — Ba)p2n—182n—1
Co = (honr = San1im-1)B01 (Pan—102m-1 — Bupon—1) +
(1 + G2n-1Bn-1)(pan—1 — Bub2n-102m-1) = pap1(L = Bu-16n) + (Bu—t — Bu)p2n—102m1

Bu = (ans — S30-1830- ) (o —102n-1 — Bun-1) — Bt (Ban-1 — Buban102m-1)]+
(Bn—1 + dZn—l)(EZn—l — Bupon—102n-1) — (1 + a2n—18n—1)(P2n_102n_1 — 5715271—1) = 0.
Resultando,
Ly,
Cnot[pzn-1 (1= Ba1Bn) + (Buot = Bo)fzn-102n1]
Finalmente, se tiene que

E*l — lim Zn(m)@nfl(x)

" T—Qn—1 Qn,Tn (:C)

kncn—1(14 B82)(1+ B2_,) T {égn—ﬂz) + <73§n—2(z)}
1m

Gn(z) =

2¢y z2=fn-1 (1 - IBTLZ)Q{QEWL(Z) + égn(z)}
_ e (L4 A+ B )V = b
2ﬁn52n

o) (8 11)
lfm " ;
z=bn-1 (1 = Bp2){(z — Bn)dan—1(2) + (1 = Bn2)@5, _1(2)}
_ n h'm _ é;n72(z) _
Cn1 7Bt PL(2)Cno1(2)dan—a(2) + Pa(2)85, o (2)]

donde

Pi(z) = 52n71(2 — Bn) + EQn_ngnfl(l — Bnz), ¥y
Py(2) = pon—1020-1(2 — Bn) + Pon_1(1 — Bnz).
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Capitulo 4. EIl caso racional

Como ¢4, o(Bn_1) = Ron_o € Rfy bon—2(Bn_1)| € R, se sigue que

Ln,

) —
" Cn—1P2(Bn-1)

|
Concluimos esta seccion con las siguientes notas.

Nota 4.3.11 En (4.31) hemos dado un ejemplo de medida modificada en el caso del
intervalo. Aqui, la medida modificada [i se asumi6 absolutamente continua con respecto a
la medida p. Los resultados en esta seccién no dependen de esta suposicion hecha en el
ejemplo (4.31), pero es claro que, si la qORF @, -, es ortogonal con respecto a medidas
modificadas fi que son absolutamente continuas con respecto a pu, entonces una de estas
medidas modificadas seréd de la forma dada por (4.31). El Lema 4.3.8 prueba la existencia
de medidas modificadas que estan soportadas en I cuando los ceros de la qORF @, -, estan
todos en (—1, 1), pero esto no prueba que alguna de ellas sea absolutamente continua con
respecto a p. Por tanto, puede ser interesante seguir investigando si se verifica también
cuando los ceros de la qORF @, -, estan todos en (—1,1). La misma nota puede darse
para el ejemplo (4.12) en el caso de la circunferencia unidad.

Nota 4.3.12 La relacion entre formulas de Gauss-Radau racionales y Szegb-Lobatto
racionales implica que los calculos para construir una n-ésima formula de cuadratura de
Gauss-Radau racional puede hacerse tanto en el intervalo como en la circunferencia unidad.
Lo mismo puede decirse de la construccion de una 2n-ésima formula de cuadratura de
Szegb-Lobatto racional basada en una pORF con 19, = 1 si la medida es simétrica y los
polos aparecen en pares complejos conjugados o teniendo multiplicidad par cuando son
reales. Como se conoce mas sobre ORFs en la circunferencia unidad que en el intervalo,
tales computaciones pueden a veces ser mas faciles en la circunferencia unidad. Por otro
lado, claramente es menos costoso computar los nodos y pesos de una n-ésima formula
de cuadratura de Gauss-Radau racional por medio de un problema de autovalores de una
matriz tridiagonal de orden n, que computar los nodos y pesos de una 2n-ésima formula
de cuadratura de Szegdb-Lobatto racional por medio de un problema de autovalores de
una matriz pentadiagonal de orden 2n. Suponiendo que los coeficientes en la relacion de
recurrencia son solo conocidos (por ejemplo) para las ORFs en la circunferencia, primero
necesitaremos conocer la relacion con los coeficientes en la relacion de recurrencia para las
correspondientes ORFs en el intervalo. Esta relacion hemos visto que se conoce en el caso
polinomial, pero por el momento no ha sido generalizada al caso racional.

4.3.1. Propiedades de convergencia

En esta seccidn asumiremos que para todo n, los nodos en las férmulas de cuadratura de
Gauss-Radau racionales y Szeg6-Lobatto racionales son fijos de manera que las cuadraturas
existan. La idea de esta seccidn sera mostrar como la relacion existente entre las férmulas
de cuadratura de Gauss-Radau racionales y Szegd-Lobatto racionales puede usarse para
transformar propiedades sobre convergencia en minimos cuadrados, radio de convergencia y
cotas de errores para las férmulas de Szeg6-Lobatto racionales al caso de las Gauss-Radau
racionales. La principal ventaja de esta relacion es que la investigacion de estas propiedades
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4.3. Relacion entre las formulas de Gauss-Radau racionales y Szeg6-Lobatto racionales

puede restringirse al caso de las férmulas de cuadratura de Szegé-Lobatto racionales cuando
no se conoce para ninguna de las férmulas de cuadratura. Como se conoce mas acerca de
OREFs en la circunferencia unidad que en el intervalo, esta investigacion suele ser mas facil
en la circunferencia unidad. En los corolarios que sean consecuencia directa de la relacion
entre cuadraturas y los teoremas/lemas anteriores, se prescindira de la demostracion
Recordar que los nodos y pesos de la n-ésima férmula de Szegé-Lobatto racional para la
medida /1 sobre T son de hecho los nodos y pesos de una n-ésima férmula de Szegb racional
para una medida modificada /i,, sobre T. Con esto en mente podemos probar el siguiente

Lema 4.3.13 Sea 1 una medida sobre T, y sea ji, una medida modificada sobre T
correspondiente a una n-ésima férmula de cuadratura de Szegl-Lobatto racional. Si
> 5=1(1 = |Bj]) = oo, entonces se tiene que lim;, o fin = fi y

, H 19
Jim [ f (") dfin (6 / fe
para toda funcion f continua sobre T.

Demostracion.- Denotemos por M,,(T) el espacio de medidas de Borel positivas y
acotadas v, sobre T tal que {¢k}k (2) forma un sistema ortonormal en Ln 9 €on respecto

a la medida 7, y el producto interior < > = f f (z)dv, (0). Para todo n entonces

se tiene que 1 € M, (T) y fi, € My(T). La prueba se sigue del Teorema de Favard [16,
Teorema 3.5]. [ |

Como consecuencia del Lema previo y de la relacién entre férmulas de cuadratura de
Gauss-Radau racionales Szegé-Lobatto racionales, tenemos el siguiente

Corolario 4.3.14 Sea i una medida sobre I, y sea u, una medida modificada sobre I
correspondiente a una n-ésima férmula de cuadratura de Gauss-Radau racional. Si’y 5> =1 (1—

| (aij)|) = oo, entonces se tiene que limy, oo fin = 11 ¥

i [ fe)dn(e) = [ Fa)duto
n—oo
para toda funcion f continua sobre I.

Resultados de convergencia para las formulas de cuadratura de Szegé-Lobatto racionales
son ahora facilmente obtenidos por medio de resultados conocidos para férmulas de
cuadratura de Szegd racionales. Comenzaremos con la convergencia en minimos cuadrados,
tenemos el siguiente

Teorema 4.3.15 Sea [ una medida sobre T, y consideremos los subespacios de funciones
racionales L)L)+« donde p(n) y q(n) son enteros no negativos tales que p(n)+q(n) =

p(n+1) = p(n), q(n+1) = q(n), ylim, o0 g(n)/n =r € (0,1). Tomemos L,, := L p(n)” Eq(n)
y asumamos que 3~ (1 — ‘Bj‘) = o0. Sea {z.}p_, C T, n = 2,3,... , el conjunto de
nodos de la n-ésima férmula de Szegé-Lobatto racional para fi. de forma que I;,( F) = L.(f)
para toda f € Zn_g . Eg(n,z)*. Entonces para toda funcion f acotada sobre T, para la cual

159



Capitulo 4. EIl caso racional

la integral de Riemann-Stieltjes I;( f ) exista, la sucesion de funciones racionales S, €

o

Lpn-1) - Lym—1)« que interpola a f en los puntos {z;}}_, converge a f en norma E’o‘, es
decir,

lim Hf - Sn_luﬁ —0,

n—oo
donde HFH o= <13’, a > . Lo mismo ocurre para los subespacios de funciones racionales
f f
Lg(n)  Lynysr €ON L, 1= E;(n) “Ly(n)-

Demostracion.- Sea /i, una medida modificada sobre T correspondiente a la n-ésima
férmula de cuadratura de Szeg6-Lobatto racional. Entonces tenemos que

™

|-l < [

§2) = Saa)] WG — i) O)] + 7 = 54

<2/:(V@)

De [21, Teorema 4.1] para el caso de los subespacios de funciones racionales ﬁp(n) . ﬁ"q(n)*
(respectivamente, de [50, Teorema 6] para el caso de los subespacios de funciones racionales
L:;(n) - Ly(n)«) S€ sigue que

fn

g |sn1<z>|2) (i = )@ + [/ = S jin

lfm Hf— Sn_l‘

n—oo

=0.

fin
o 2
Seguidamente, con M; = méx.er ‘f(z)‘ < oo, tenemos del Lema 4.3.13 que

™
3 J_ 1

|d(ie = i) (0)] < My lim [ |d(j = fin) ()] = 0.

‘2 )
n—oo [

™

Finalmente, denotemos por R la clausura de U;’L":O 7°€n, donde 7°2n = £°n . fn*. Como para
todo n tenemos que |Sn,1(z)|2 € R, 1, se sigue que ll’rmHoo|Sn,1(z)|2 € R. Como
consecuencia directa del criterio de la clausura discutido en [2, p. 244], tenemos ahora que
R es denso en la clase de funciones continuas sobre T con respecto a la norma uniforme,
asi que podemos aplicar nuevamente el Lema 4.3.13 para encontrar que

K
’ 2 o °
m [ [Sp1(2)]" |d(ft = fin)(8)] = O.
n—oo J_ .
Esto concluye la demostracion. [ |
Como consecuencia del Teorema previo y de la relacién entre férmulas de cuadratura de
Gauss-Radau racionales Szeg8-Lobatto racionales, tenemos el siguiente

Corolario 4.3.16 Sea ;1 una media sobre I, y asumamos que >~ (1 — | T (a))]) = oc.
Sea {z;};_, C (—1,1),n=1,2,..., el conjunto de nodos de la n-ésima férmula de Gauss-
Radau racional para . de forma que J,,(f) = Jn(f) para toda f € R,,_1 ,—1. Entonces para
toda funcion f acotada sobre I, para la cual la integral de Riemann-Stielties J,,(f) exista,
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4.3. Relacion entre las formulas de Gauss-Radau racionales y Szeg6-Lobatto racionales

la sucesion de funciones racionales R, € L,_1 que interpola a f en los puntos {x}}_,
converge a f en norma LY, es decir,

Jim [|f = Rnal, =0,

donde | F|| , := \/{F\ F),,.

Estudiaremos, a continuacion, las cotas superiores para la aproximacion de la integral
Iﬁ(f) por medio de una férmula de cuadratura de Szegd-Lobatto racional con n nodos In(f).
En [32] y [33], se derivan cotas superiores en el contexto de cuadraturas de tipo interpolatorio
racionales en el intervalo y la circunferencia unidad respectivamente. Nétese, sin embargo,
que los resultados en [32] para el caso de Gauss-Radau racional se obtienen facilmente de
los resultados en [33] para el caso de Szegd-Lobatto racionales, por medio del Teorema 4.3.9,

junto con la siguiente identidad:

en(f) = ‘Ju(f) - Jn(f)’ = ’Ju(f - Rn—l)’ (4.52)

- % Iﬁ(f — SQn—l)‘ - % ‘Iﬁ(f) — Ia(f)] = éan(f)7

con f(2) = (foJ)(2) Yy San_1(2) = (Rn_10J)(2) € L, - Loi(n,l)*. En el siguiente Lema
reescribirlos las cotas superiores de [33] para el caso de las férmulas de cuadratura de Szegd-
Lobatto racionales.

Lema 4.3.17 Sea ;i1 una medida sobre T y f una funcion analitica en un entorno de la

o

circunferencia unidad T, supongamos que I,(f), n > 2, es una férmula de cuadratura

o o

de Szeg6-Lobatto racional con n nodos para (. de manera que 1;(f) = I,(f) para toda
f € R,_o. Definimos F,,_5 por

Fr_9(2) = fn_a(2)(n_0)s(2) f(2), donde o(z) =1, @m(z):=[[(1—B;2), m >0,

m
J=1

y sea U el dominio de analiticidad de I‘%n_g. Ademas, sea
Coi={z€C:|z| =p},

y supongamos que r < 1 < R de forma que C,, UCgr C U. Entonces
rnfl . R3fn R 1
I:(1 —Gn— = Gn— ) ’
e m{l_ﬂ (1) + 2(R>}

Fn,g(z)‘ 1z €Cp UCR}, y

Galp) = — /27”11_[271 dt, |p| <1
n—2\pP) = o al, P )
2r Jo AU ppyet

enlf) = 1) = ()| < 2| B

donde ‘ Fn,Q

= méx{

CrUCR

con el producto en el integrando igual a 1 cuando n = 2.
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Capitulo 4. EIl caso racional

o o

Tomando R = 1/r en el Lema anterior, y reemplazando ¢, (f) por €, (f) (y por tanto, n,
By 1;(1) por 2n, Bj y J.(1) respectivamente), obtenemos la cota superior de [32] para el
caso de las formulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales.

En el caso de las férmulas de cuadratura de Szegd racionales, se sabe que
1imy,—s00 én(f) = 0 para toda funcion ji-integrable f, cuando > ie1(1=1Bj]) = oo (véase [26,
Seccién. 4]). Lo mismo es cierto para férmulas de cuadratura de Szegé-Lobatto racionales’.

Teorema 4.3.18 Sea ji una medida sobre T, y supongamos que 37~ (1 — |3;]) = ooc.

Asumamos que I,( f ), n = 2,3,... , son las férrzvulas de Ocuadratura d§ Szegb-Lobatto
racionales con n nodos para (. de manera que 1;(f) = I,(f) para toda f € R,_», y sea

o

én(f) definida como en el Lema 4.3.17. Entonces se tiene que

°

lim é,(f) =0

n—00

para toda funcién [i-integrable f .

Demostracion.- Se sigue directamente de [33, Proposicion 1], junto con el hecho de que
cualquier sucesion de reglas con pesos positivos que converja para toda funcién continua,
converge para toda funcién fi-integrable (véase [48, pags 127—129]). [ ]

Como consecuencia del Teorema anterior, tenemos el siguiente

Corolario 4.3.19 Sea i1 una medida sobre I, y supongamos que Z;";l(l — |Ji””(aj)|) = 0.
Asumamos que J,,(f),n=1,2,..., son férmulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales
con n nodos para i de manera que J,(f) = J,(f) para todo f € R,,_1 -1, y sea e,(f)
definida por (4.52). Entonces se tiene que

lim €,(f) =0

n—oo

para toda funcion p-integrable f .

Finalmente, en orden de obtener estimaciones para el radio de convergencia (limite de
la raiz del error), definimos el aproximante multipuntual racional de orden (p + 1,q + 1), con
p+qg=n—1y1<p,q<n-—2 alatransformada de Herglotz-Riesz F};(z) como

Fo(z) = B 2 mvn(z) (4.53)

bn(2) + anz;;;(z) ’

donde zﬁn denota la funcion racional de segunda especie (véase (4.15)), asociada con
la ORF gz~5n y la medida modificada /i,,. De [27, ecuacién (3.17)] se sigue entonces que
F,(z) = I,(D(-, z)), mientras se sigue del Teorema 4.3.18 y [27, Teorema 3.4] que {F},(z) :
n = 3,4,...} converge puntualmente a Fj(z) en Cr. Supongamos que f es analitica en
una region cerrada y conexa G paralacual T ¢ G, GN (B U B, U {0,00}) = (), donde
B. = {1/B,,1/B,,...},y cuya frontera dG es una union finita de curvas de Jordan. Entonces
se tiene de [27, Corolario. 3.2 y Teorema. 5.4] que

lim supé, (f)]Y/" < € = max{er, ez}, (4.54)

n—oo

"véase también [17, Teorema 7]).

162



4.3. Relacion entre las formulas de Gauss-Radau racionales y Szeg6-Lobatto racionales

con

— méax limsup |Fy,(2) — F, ()" = max limsup|F;(2) — E,(2)|"/",
1= mix lmsup|Fa(z) — Fa(2)|"" y e = méx limsup|Fy(z) - Fa(2)

donde E := {z € C: |z| > 1}. Asi, queda obtener expresiones para ¢;, i = 1,2, y probar que
€ < 1 (como se hizo en [27] para el caso de formulas de cuadratura de Szegd racionales).
Para ello necesitaremos el siguiente

Lema 4.3.20 Sean F,.(z) y mm(2) definidas en (4.53) y Lema 4.3.17 respectivamente, y sea
Xn(2) = %n(z)én,;n(z). Entonces para todo = € DUE yn > 3, el error viene dado por
0 ik - - C
Fu()— Fale) = zwn,%(z)wn 2(2) / O i(n( ) O di(6)
Xn(2) —r (E = 2)75 o () 7n—2(t)
25 _5(2)fn—2(2) / " "3 Xn ()
z"*4)~<n(z) L /
2o a(2)Fna(2) { / P
Pn—2(2)Xn(2) 7

dondet = €',

o iy ) (1 B Bnt)(l B anlt)
7971 = Cp—2 . Qn,Tn (t — 671—2)

dji(6), (4.55)
YPn2(2) =cpo02" 24+ ... €EP, 9, cho€C.

Demostracion.- Sea L(v,w) = {f € Ly : f(v) = 0 y f(w) = 0}. Para toda

f* € Lon,g(ﬂn, Bn—1) tenemos que anf* € R,,_o. Por esta razén,
Ii(Qu f) = Tn(Quz, f) = 0,

lo que implica que QnTn es ortogonal sobre fn_g(ﬁn,ﬁn_l) con respecto a la medida fi.
Ademas, Sea la [1,, medida modificada correspondiente a la férmula de cuadratura de Szeg6-

Lobatto racional I,,(f). Entonces es facil comprobar que
K

D(tv Z)[g(t) - g(z)]d(ﬁ - ﬁn)(e) = 07 v.q € 7%/71—2-

—T

En consecuencia, con la ayuda de (4.16) encontramos que para toda f* € Lon,g(ﬁn, Brn-1),

Fiz) = Fa(2) = I(D(.2) + —— I, (D DO @uin () — F()@ns(2)])
f(Z)Qn,’?n (Z)
1 Y Pt
= L(D(2) + ————I; (D) )@ () = F(2)Qnr (2)]
g F(2)0nr (2) a )
= 1 (DA Ot ()
f(z)Qn,f’n z
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Capitulo 4. EIl caso racional

Supongamos ahora que n > 3,y sea f(z) = (1 —3,2)(1 = B,,_12)[(z — Bu—2)(z — Bu_3)] .
Claramente, f, € Lon,g(ﬂn,ﬂn,l) asi que

(1 - Bnt)(l B /Bn—lt)

(Z - ,anQ)(Z - /anB)
) (t - an2)(t - /anB)

(1= Bo2)(1 = Br12)Qn,2, (2)

Usando la férmula de interpolacién de Newton mas un termino de error para D(t,z)
(véase [24, ecuacion (2.5)])

Fu(2)=Fu(2) =

" Quan DU, 2) (o).

n—4 o o
2y 1(2) 2t 4 (2) S
D(t,z)=1+2) =21 2 n—d P(2) = 2P (1/Z

junto con la para-ortogonalidad de an con respecto a fi, obtenemos la primera
igualdad (4.55).

A continuacién, de [27, Lema 3.1], junto con [27, ecuaciones (3.7)y (3.19)] (conp =n—2
y ¢ = 1), se sigue que

) F () = 22Tna(2)(A = By pz) (T Xn(t) dji(6)
R Xn(2) / 75 o(t)(1 = Byt) (E—2)

Teniendo en cuenta que 2(t — z)~! = t~1[D(¢t, 2) + 1], y usando la férmula de interpolacién
de Newton mas un termino de error para D(t, z) (véase [24, ecuacion (2.7)])

n—3 ko n—2o
tim_1(2) " —3(2)
D(t =—1+42 2
(t2) = —1+ ;ﬁ’“ i) (= )i a()

junto con la para-ortogonalidad de QnTn con respecto a i, obtenemos la segunda
igualdad (4.55).
Ademaés, para todo p,, o € P,,_» de laforma p, 2(z) = ¢, 22" 2+4...,conc, o € C, se
tiene que
pn72(t) - pn72(2)
t—=z

= Cnf2tn73 + Qn74,z(t)’ Qn—4,2 € Pp_4.

Por tanto,

I <pn_2<t>—pn_2<z>> nll) o)

. —_ 7 o (D)ina(?)
— " anj_n (t) (Cn_Qtnig + qn—4vzo(f))(1 - Bnt)(l - Bn—lt) dﬁ(ﬁ)
-n 7Tn—2(t)
T < n-31 _ A3 )
= Cp—2 Qn,f’n (t)t (1 ?ft)(l 6n_1t) dﬁ(@) =: Y.
) 7rn—2(t)

Ahora, se sigue facilmente la tercera igualdad (4.55). Finalmente, como ¢" 3 = T _a(t) +

’:4 d;7%(t), encontramos por la para-ortogonalidad de Qn + con respecto a it que (4.55)
7=0 *7"5 p ,Tn
es también cierta. [ ]

164



4.3. Relacion entre las formulas de Gauss-Radau racionales y Szeg6-Lobatto racionales

Las igualdades (4.55) y (4.55) son extensiones de [27, Teorema. 3.5] al caso de Szegd6-
Lobatto racional, mientras que la igualdad (4.55) puede considerarse como una extension
de [27, Teorema. 3.6]. Asi, la igualdad (4.55) es la necesaria para obtener una estimacion
del radio de convergencia, véase también la primera nota en la pagina 10 de [27]. Pero
primero, necesitaremos conocer algo sobre la distribucion de los nimeros complejos B =
{p1,52,...} CD. Sea ﬁg la medida contadora normalizada la cual asigna un punto de masa
a f3;, teniendo en cuenta la multiplicidad de /3;.

Lema 4.3.21 Consideremos una n-ésima férmula de cuadratura de Szeg6-Lobatto racional
I,.(f) para la medida ji sobre T, basada en la pORF Q. 2, (2) = én(2) + i (2), y sea

0 a2
jn) = [ —= g o
—T ’elt _ /Bn‘ ‘(bn(elt)‘

Entonces, i, es una medida modificada correspondiente a la formula de cuadratura de
Szegb-Lobatto racional I, ( f ), satisfaciendo la condicién de Szegé para todon > 0 finito. Para
n — oo Se satisface la condicion de Szegb (respectivamente, la condicion de Rakhmanov
(i, > 0 en casi todo punto) si y solo si [1 satisface la condicion de Szegé (respectivamente, la

Condicién de Rakhmanov (i’ > 0 en casi todo punto).

Demostracion.- La primera parte se sigue directamente de [16, Lema 3.3]. Ademas, para

2
n finito, tenemos que i/, () = — Hf’f‘ — € R paratodo 6 € [—m,7]. Finalmente, la
! |e0=ga[*[dn(@0)]" 0
Ultima parte se sigue del Lema 4.3.13. [ |

Lema 4.3.22 Sea 1 una medida sobre T que satisface la condicién de Szegé

/ log i’ (6)dO > —oc. (4.56)

—T
Ademas, tomemos la sucesion B contenida en un compacto de D, y asumamos que ﬁg
converge para alguna medida i® en topologia débil estrella. Entonces se tiene que

/n < exp[A(z)] < 1 para todo = € D;

1. limsup,, . [Fu(2) — Fu(2)]
2. limsup,, .. |Fu(z) — Fn(z)ll/n < exp[\(1/Z)] < 1 para todo = € (E \ supp {13%/3}»'

con

Az) = / log G (w)| dPP(w),  Colu) = 22 (4.57)

Demostracion.- Como consecuencia del Lema 4.3.21, la asintética para (p)ORFs que se
derivo en [27, Seccidn. 4] bajo ciertas condiciones sobre la medida /i y los nUmeros complejos
B, siguen siendo validas para las (p)ORFs modificadas correspondientes a la formula de
cuadratura de Szegd-Lobatto racional, sin necesidad de condiciones adicionales sobre las
medidas modificadas /i, .

Asi, supongamos que Qon_277°—n72 es una (n — 2)-ésima pORF para la medida i, y
sea el polinomio p,_2 en (4.55) dado por p,_2(z) = %n_g(z)én,g,;n_Q(z). Entonces, la
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Capitulo 4. EIl caso racional

constante c¢,,_2 en (4.55) es igual a %n_ngn,Z;.n_Q(O). Como B esta contenida de manera
compacta en D, se sigue que existe una constante positiva M; (independiente de n) tal que

|'l9| < My Ci)n—2,7°'n72 (O)‘ Hén,f'n

Hf”oo = méx‘f(z) = méx ‘f(z)‘

z€T zeDUT

, con
00

o n
Puesto que Mll/” — 1,y ‘Qn,g,;.n_Q(O)‘ — 1y — 1 debido a [27, Teoremas

4.8(1) y 4.9], se sigue que limsup,,_, |19|1/" <1
Consideremos ahora el caso en el cual z € D. De (4.55) se sigue que

Tn (Z) 1

) 1@ (20002, (2)|
/Z

0 ‘ Qun (1025, (1)
Asi, existe una constante positiva M, (independiente de n) tal que

o _o(t) t— 2]
|Fi(2) = Fu(2)Y™ < My SY™(2) (To(2) + [0a]) /"

[Fu(2) = Fa(2)] < 212 X

djt(8) + [0 | . (4.58)

donde
1

2)Qn—2.4 (Z)‘

én,%n (t)én—2,%n,2 (1) ‘
|t — 2|

y

T—2(2)
Tn(t) ‘

Tn(z) = /_ 7; 7.0 di(0).

Procediendo como en la demostracion de [27, Teorema 5.2], obtenemos que

lim sup |Fj;(z) — F, ()" < ( lim |Bn,2(z)|1/”> méx {h’msupTé/”(z), 1}

n—o00 n—0o0 n—o00

= exp[A(2)] - méx {h’m sup T/ (2), 1} ,

n—oo

1/n 1/n
lim sup T01/™(2) = hm HQnTnQn 2% s /

n—o0

< lim \C’zn,;-n

n—oo

hm HQn 2,Tn—2

En [27, Teorema. 5.2] se probo que A(z) < 0 para todo z € D. Ademas, de [27, Teorema 4.9]
se sigue que lim sup,,_, . Tl/"( ) < 1. Esto concluye la demostracion para z € D.
Finalmente, consideremos el caso en el cual z € <E \ supp {yn/ﬁ}). De (4.58) y [27,
Teorema 4.8(2)] se sigue que
lim sup | Fy(2) — Fo(2)|Y" < ( lfm |Bn(z )|1/") X
n—oo n—oo

z

(z = Bn)(z = Bn-1)

1/n
<1i7rfisolép ) exp[—2A(2)] = exp[—A(z)] = exp[A(1/Z)].
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Esto concluye la prueba. |
Con la ayuda del Lema anterior y (4.54), se prueba facilmente el siguiente

Teorema 4.3.23 Sea 1 una medida sobre T que satisface la condicion de Szegd (4.56). Sea
la sucesion B contenida en un compacto de D, y asumamos que ﬂﬁ converge para alguna
medida ® en topolog/a deébil estrella. Consideremos las férmulas de cuadratura de Szego-
Lobatto racionales I, (f) n=2,3,..., de manera que I, (f) =1, (f) paratoda f € R_o, y
sea [i,, una medida modificada sobre "JI‘ correspondiente a la n-ésima formula de cuadratura
de Szegb-Lobatto racional. Ademas, supongamos que f es analitica en una region cerrada y
conexa G paralacual T C G, GN (BUB,U{0,00}) =0, donde B, = {1/B,,1/Bs,..-}, ¥y
cuya frontera OG es una union finita de curvas de Jordan. Entonces se tiene

lim sup[é, (/)] < e < 1,

n—oo

donde é,(f) es definida como en el Lema 4.3.17, y

= m{ mis {expA(:)]}, ergg)rgE{eXP[/\(l/?)]}} |
con \(z) dada por (4.57).

Finalmente, reemplazando en(f) por égn(f) en el Teorema anterior (y por tanto, n, 5; y
(f) por 2n, BJ y Izn(f) respectivamente), y usando la siguiente identidad:

[Ean (/)22

en(pm = 22—,

el radio de convergencia para el caso Gauss-Radau racional se obtiene facilmente.

Corolario 4.3.24 Sea ;. una medida sobre I que satisface la condicion de Szegé
fl Iog“(’”)dx > —o0. sea la sucesion A = {«ai,qo9,...} acotada fuera de I, y asuma-

mos que la medida contadora normalizada e para la sucesién B = {B1, B1,Ba, B2, .-},
con 3; = J™ (), converge para alguna medida i° en topologia débil estrella. Considere-
mos las férmulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales J,,(f), n = 1,2,..., de manera
que J,(f) = Jn(f) paratoda f € R,,_1 1, y sea ju, una medida modificada sobre I corres-
pondiente a la n-ésima férmula de cuadratura de Gauss-Radau. Ademdas, supongamos que f
es analitica en una region cerrada y conexa H para la cual I C G, HN (AU AU {oc}) =
donde A¢ = {@y, o, ...}, y cuya frontera OH es una union finita de curvas Jordan. Entonces
se tiene que

lm supe, ()] < mix {expl2A(J ™ (2))]} < 1,

n—00 r€0H

donde

Az) = / log |G (u)] di(u), C.(u) =

1—2zu
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4.3.2. Ejemplos

En esta subseccion ilustraremos los resultados obtenidos anteriormente por medio
de algunos experimentos numéricos. Para ello, al igual que en la subseccién 4.2.1
consideraremos la funcién peso de Chebyshev de primera especie du(z) = dz/v1 — 22
sobre I, para la cual la correspondiente medida ;2 sobre T es la medida de Lebesgue
di(z) = dz/iz.

Por tanto, (4.36) junto con (4.25)—(4.26) nos proporciona la siguiente expresién para una
n-ésima qORF con respecto a la medida u sobre I:

Wy (2) By, 1 (2) + Wi (2) Bl 1)« (%)
(L= Bn/2)(1 = Bnz) ’
donde se sigue del Lema 4.3.3, (4.38) y (4.40) que

Qn,rn(-r) =Cy C,, € Cy,

ZDn(Z) == Z(l - Sanlﬁn) - (ﬁn - anfl)] 5

con

T 2
5 = Tn(l__ Bn—15n) 1),y A =1 1+ /3721 1— ‘671—1’ '
ey S eyt Rk AR AL L e K\

Como resultado, los nodos x;, = J(z;) de la férmula de cuadratura de Gauss-Radau con n
nodos J,,(f) satisface

Rk — /én c _ 2 . /Bn — SZn—l
2k (1 _ Bn2k> anl(zk)Bn—l(Zk:) =—1, /Bn = 1_ 82n_1,3n’ (4-59)

donde debe considerarse que

~ 1+ 25Bn-1(24)B5_1(2a)
- 7 4.60
o= T+ Bur(2a)BEy (20) e

para tener un nodo prefijado en z, = J(z,) € (—1,1). Nétese que para 7, = 0 (y por tanto,
dan_1 = 0), se tiene que 3, = (.. Ademas, de (4.59) se verifica facilmente que 3, € (—1,1) si
y 5010 Si da,,_1 € (—1,1). Por tanto, los nodos de una férmula de cuadratura de Gauss-Radau
racional con n nodos con respecto a la funcién peso de Chebyshev de primera especie son de
hecho los nodos de la férmula Gaussiana racional de n nodos con respecto a la misma funcién
peso, pero con maximo dominio de validez L{«, ..., 01,60y} - LS| (véase también [51,
Seccion. 6]).8 Como £,,_1 - LS, es un subespacio de L{a1,...,an_1,05,} - LS4, se sigue
que los pesos \; de la férmula de cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos .J,,(f)
con z, € (—1,1) prefijado, son también los pesos de esta férmula de cuadratura Gaussiana
racional con n nodos, por tanto, ellos vienen dados por (4.27)

En los ejemplos usaremos el mismo método numérico propuesto en la seccion 4.2.1
junto con las expresiones anteriores para computar los nodos y pesos de las formulas de
cuadratura de Gauss-Radau racionales.

8Esta observacion no es valida para todas las medidas, por ejemplo, no se tiene para la funcién peso de
Chebyshev de segundo tipo du(xz) = v/1 — x2dz (véase [51, Seccion. 6)).
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Ejemplo 4.3.25 Definimos la funcién f1¢(z) = 22=1 con o = J(3) € C;. Como vimos

1 dx
J. (fld :/ A e A——
ufteh = | fel@) = =7
Consideremos ahora la sucesion de polos {a1, . ..,a13}, con

. J (115 - 02k +isin |50 ]) k<10
k =
o0, k > 10.

Aproximaremos J,(f1) y J.(f2), con

10
filw) = %?R {Z f“’”(w)} y @) = A+ (4.61)
k=1

por medio de una férmula de cuadratura de tipo interpolatorio racional con n nodos. Ndtese
que la solucion exacta es J,,(f1) = J.(f2) = 0,5. Como la férmula de cuadratura Gaussiana
racional con n nodos, basada en la sucesion de polos {a1,...,a,}, no existe para 1 <
n < 10, consideraremos una férmula de cuadratura de Gauss-Radau racional con n. nodos,
basada en la sucesion de polos

{alwn,anfladn}a dn:J(Bn)ERIa 2<n<13.

Primeramente, consideremos el caso en el cual el dltimo polo es fijado por &,, = oo, y
entonces consideramos el caso en el cual Bn dada por (4.60), es elegido de manera que
la férmula de cuadratura tenga un nodo prefijado en z,, € {0,0,1,—0,5}. En las Tablas 4.4—
4.5 mostramos los errores relativos en la aproximacion,

Ju(fi) = Ju(fi)
Ju(fi)

El simbolo ’/’ significa que la férmula de cuadratura no existe (es decir, alguno de los nodos
de la qORF esta fuera de I pues don—1 ¢ D).

Estas tablas muestran claramente que la aproximacion por medio de una féormula de
cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos (cuando existe) es exacta paran > 11
siit =1yparan > 12 sii = 2, respectivamente. Ademas en el caso en que &, = o0,
la féormula de cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos para n > 10 es de hecho
la formula de cuadratura Gaussiana, lo que explica la exactitud de estas cuadraturas para
n=11sii=2.

1=1,2.

) )

Errori =

Ejemplo 4.3.26 Finalmente, consideremos la funcion

1, 1 N
fg(x) = ;sm <m> N (NS I, w € R s (462)

esta funcion posee singularidades esenciales en x = v + wi. Para w muy préximo a 0, esta
funcidn es extremadamente oscilatoria cerca de tales singularidades. Como una singularidad
esencial, puede verse como un polo de multiplicidad infinita, tomaremos

ap=v+ (=D)*ui, k=1,...,n. (4.63)
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Qp = 00 Ta =0 o = 0,1 o = —0,5
n Error 1 Error 1 Bn Error 1 Bn Error 1 Bn
2 | 1,29E +01 | 2,53E 401 5,13e — 02 | 2,44E 4 01 1,56 E — 01 | 1,4TE 4+ 01 —4,74E —01
3 | 5,93E 400 | 243E + 01 2,68 —01 | 1,87E 401 3,99FE —01 | 9.83E +00 —3,71E —01
4 | 9,17TE 400 | 2,37TE 4+ 01 5,66 — 01 | 1,24FE 401 7,63E —01 | 6,26 +00 —2,58FE —01
5 | 6,63E +00 | 2,34E 4 01 8,34F — 01 / 1,19E +00 | 4,62E 400 —1,93E —01
6 | 5,36 +00 | 2,80F + 01 8,78E — 01 / 1,37TE+00 | 3,882 +00 —1,88E —01
7 | 1,79E 400 | 8,65F 4 00 4,84E — 01 / 1,15E6 400 | 1,55 +00 —1,62E —01
8 | 1,41F£ 400 | 1,83E + 00 9,21E — 02 | 2,75E + 00 7,04FE — 01 | 2,45E 4 00 3,11E — 01
9 | 699E —01 | 437TE —01 —3,22E—01 | 8,07E — 01 3,02E — 01 / —1,03E + 00
10 | 147E —01 | 5,08 —-02 —7,64E—01 | 1,47TE —01 —5,10E —03 / —2,68F + 00
11 | 4,22E — 15 / —1,06E +00 | 1,64FE —14 —1,56E — 01 / —9,24E + 00
12 | 3,80E — 14 | 2,29FE — 14 9,44F — 01 6,62E 4+ 00 | 2,44F — 14 —8,92FE —01
13 | 7,09F — 14 / —1,06E£ +00 | 7,11FE — 15 489FE — 02 | 9,04FE — 14 1,21E - 01

Tabla 4.4: Errores relativos en las formulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales con el
o con nodo prefijado z,, para la estimacién de J,(f1), donde f; viene dada

ultimo polo fijo &,

por (4.61).
Qp = 00 o =0 o = 0,1 o = —0,5
n Error 2 Error 2 Bn Error 2 Bn Error 2 Bn
2 | 1,29E 4+ 01 | 2,52FE + 01 5,13E — 02 | 2,47TFE + 01 1,66F — 01 | 1,39FE + 01 —4,74FE — 01
3 | 5,93F +00 | 2,40F + 01 2,68E —01 | 1,92FE + 01 3,99E —01 | 9.38E+00 —3,71FE —01
4 | 917E+00 | 2,32E + 01 5,66 —01 | 1,31E + 01 7,63E —01 | 6,04E+00 —2,58F —01
5 | 6,63E +00 | 2,28E 4+ 01 8,34F — 01 / 1,19E +00 | 4,47TE+00 —1,93E —01
6 | 5,36E 400 | 2,73F + 01 8,78F — 01 / 1,37E+00 | 3,74E 4+ 00 —1,88E —01
7 | 1L,L7OE +00 | 8,29E + 00 4,84F — 01 / 1,15bE+00 | 1,438 +00 —1,62E —01
8 | 1,41E+00 | 1,77E + 00 9,21F — 02 | 2,32FE + 00 7,04E — 01 | 2,26 + 00 3,11F — 01
9 | 6,99E —01 | 5,56 —01 —3,22F —01 | 6,95E — 01 3,02F — 01 / —1,03F + 00
10 | 1,47TF —01 | 2,03E —01 —7,64E —01 | 148E —-01 —5,10FE — 03 / —2,68F + 00
11 | 4,44F — 15 / —1,06E +00 | 2,25FE —02 —1,56E — 01 / —9,24F + 00
12 | 3,97TF — 14 | 2)25E — 14 9,44F — 01 6,62E + 00 | 2,25F — 14 —8,92F —01
13 | 7,62F — 14 / —1,06E +00 | 6,22FE — 15 4,89F — 02 | 8,90F — 14 1,21FE — 01

Tabla 4.5: Errores relativos en las férmulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales con el
dltimo polo fijo &, o con nodo prefijado x, para la estimacién de J,,(f2), donde f> viene dada
por (4.61).

477

Parav = R{J(0,20+0,751)} = £ yw = [3{J(0,20 4+ 0,751)}| = 2L,

MAPLE® 9.5 que Ju(f3) ~ 0,4259620458467829.

Puesto que «y, ¢ R para todo k > 0, la férmula de cuadratura Gaussiana racional con
n nodos, basada en la sucesion de polos {aq, . .., oy}, no existe para todon > 0. Por esta
razén consideraremos una formula de cuadratura de Gauss-Radau racional con n nodos,
basada en la sucesion de polos

obtenemos con

{on, ... 01,6}, an=J(B,) €R;, 2<n<33.
Primeramente, consideremos el caso en el cual el dltimo polo esta fijado por &, = oo, y
entonces consideramos en caso en el cual 3,,, dada por (4.60), es elegido de forma que

la formula de cuadratura tiene un nodo prefijado en z, € {0,0,1,0,2}. En la figura 4.3 se
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muestra graficamente el error relativo

Jn(f3) = Ju(f3)
Ju(f3)

como funcidn del numero de nodos en la formula de cuadratura, mientras que los resultados
numeéricos, junto con el parametro 3,,, se muestran en la Tabla 4.6 para algunos valores n.

Error 3 =

Error relativo
B
O‘
g1
T

10 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Numero de puntos de interpolacién

Figura 4.3: Errores relativos en las férmulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales con
el tltimo polo fijado en &,, o con un nodo prefijado en z,, para la estimacioén de J,( f3), donde
f3 viene dado por (4.62). (Para n = 31, obtenemos con el ultimo polo fijo en &, = oo que

Error 3 =0.)
Gy = 00 To =0 o = 0,1 o = 0,2
n Error 3 Error 3 Bn Error 3 Bn Error 3 Bn
2 | 6,32E —01 | 1,30E + 00 9,94F — 01 / 1,74F + 00 / 5,00E + 00
3 | 4,85E —01 / 1,60E + 02 / —1,81E+00 | 4,92E — 01 —2,17E —01
4 | 3,87TE —02 —1,02E + 00 | 3,13E — 02 3,62E — 02 1,62E + 00
5 | 2,12E —01 | 2,04 —01 —1,25FE —02 / 1,53E 4+ 00 | 6,22FE — 01 —8,20FE — 01
8 | 3,15E — 03 / —1,04F + 00 / 1,35E 400 | 3,46E — 01 3,509E — 01
9 | 1,37TE—-02 | 1,71E—-02 —2,51F —02 / —2,60F + 00 / 2,46 E + 01
16 | 8,41E — 05 —1,10E+00 | 1,06E —04 —2,30E —01 —7,84E + 00
17 | 1,44E — 05 | 1,49E — 05 —5,02E —02 | 7,99E — 06 9,48E — 01 | 1,28 — 05 1,21E — 01
32 | 2,61E — 16 / —1,22E +00 | 1,30FE — 16 5,03E — 01 / —2,36E + 01
33| 7,82E —16 | 391E—-16 —1,01E—01 / 6,28 £+ 00 | 2,61FE — 16 4,16 — 02

Tabla 4.6: Errores relativos en las formulas de cuadratura de Gauss-Radau racionales con el
ultimo polo fijo &, o con nodo prefijado z,, para la estimacién de J,(f3), donde f3 viene dada
por (4.62).
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El grafico muestra que globalmente las cuadraturas se comportan igualmente bien, pero
localmente pueden ser a veces una mejores que otras, o no existir alguna de ellas. Ndtese
que las cuadraturas de Gauss-Radau racionales no existen para

{3,4,7,8,11,12,15,16,19, 20,23, 24,27,28,31,32} si x4 =0
ned {2,3,56,809,11,12,14,15,18,21,24,27,30,33}  si zo =0,1
{2,4,7,9,11,13,14, 16, 18, 20, 23, 25, 27, 30, 32} si 2o =0,2.

Asi, para asegurar la existencia de la formula de cuadratura para todo n, es mejor fijar el
ultimo polo &, en lugar del dltimo nodo x.,.
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Open problems

1. Characterization of positive Gauss-type quadrature formulas with prescribed
nodes inside the interval of integration.

In the second chapter we studied the characterization of n-point positive Gauss-type
quadrature formulas with a prescribed node inside the interval of integration and
maximal domain of validity, already done in [12], by passing to the unit circle. Contrary
to the classical Gauss-Radau rules, the quadrature formulas here does not always exist,
depending on the measure and the location of the prescribed interior node. The case
of two prescribed interior nodes has been also characterized in [12], taking advantage
of a result due to Shohat (see [106]) concerning the location of the zeros of quasi-
orthogonal polynomials of degree two. Thus, it is an open question to characterize n-
point positive Gauss-type quadrature formulas with an arbitrary number of prescribed
nodes inside the interval of integration and maximal domain of validity. This could be
done by considering orthogonal polynomials with respect to variable-signed measures
or by studying properties of the zeros of quasi-orthogonal polynomials of an arbitrary
degree.

2. Characterization of positive quadrature formulas on the unit circle with prescribed
nodes

In the second chapter we have revised that a one parameter family of positive n-point
Szeg6 quadrature formulas can be constructed with exactness in A_,_y,_;. This
parameter, that must be of modulus one, can be choosen in order to fix a node on the
quadrature rule. Thus, a unique positive n-point Szegé-Radau quadrature rule always
exist with exactness also in A, _1),,—1-

A characterization of positive Szeg6-Lobatto rules has been also revised. Here, the
domain of exactness is A_(n_Q)vn_Q, and the quadratures depend on one parameter
located in an arc inside the unit circle. So we have a one parameter family of positive
n-point Szegd-Lobatto quadrature formulas with the exception that if both prescribed
nodes are accidentally roots of a para-orthogonal polynomial of degree n — 1, then the
rule has n — 1 nodes (that is, the corresponding (n — 1)-point Szeg6é quadrature formula
is exact in A_(, 9,2 and has the two prescribed nodes).

A current research problem (see [12] in the list of published papers) is to show how
the free parameter in positive n-point Szegd-Lobatto quadrature formulas can be used
in order to fix a third node. Here, contrary to the previous cases, the existence is not
always guaranteed and depend on the measure on the unit circle and on the location of
the three nodes.
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Thus, it is an open problem to characterize positive quadrature formulas on the unit
circle with an arbitrary number of prescribed nodes and maximal domain of exactness.
A useful result may be the characterization of positive quadrature formulas on the unit
circle and exactness in A_(,,_1_j),—1- for & > 0, due to F. Peherstorfer (see [97,
Theorem 3.1]).

. Rational positive quadrature formulas on the unit circle and intermediate domain
of exactness

We have mention in the previous open problem the result due to F. Peherstorfer about
a characterization of positive quadrature formulas on the unit circle and exactness in
A_(n—1-k)n—1-k for k > 0. We find of interest to extend this result to the context of
rational quadrature formulas on the unit circle.

. Rational positive quadrature formulas on the unit circle with an arbitrary number
of prescribed nodes

Szegd, Szegb-Radau and Szegd-Lobatto rational quadrature formulas have been
characterized in the literature in recent years essentially by A. Bultheel, P. Gonzéalez-
Vera, E. Hendriksen and O. Njastad. A next step would be to investigate how the fixed
poles of the rational spaces may have influence in the election of the appropriate free
parameter that characterizes the rational Szegé-Lobatto rules in order to fix a third node.
And even more, it is also an open question to characterize such rules with an arbitrary
number of fixed nodes.

. Study of a particular family of weight functions for the interval

In Remark 3.3.5 we already commented as an open problem to study the properties
of the orthogonal polynomials and the corresponding quadrature formulas associated
to the weight function p, on [—1, 1], related with the weight function i, given by (3.41)
by the Joukowsky transformation. Similarly, it is of interest to provide new examples of
weight functions by following the procedure explained in Subsection 3.2, which allowed
us as an application to approximate the Weierstrass operator, the Poisson kernel and
some strong Stieltjes distributions.

. Moebius transformations and orthogonality

We have shown in Subsection 3.4 how the Cayley transformation can be used in order
to relate integrals over the real line and on the unit circle. Since this transformation
is a particular case of a Moebius transformation, we can think to investigate a similar
approach by using these more general transformations.

The use of Moebius transformations has been already used in the context of Orthogonal
Rational Functions in [94] and [124].

. Connection between multi-point rational approximants

In Subsection 2.1.3 we extended the relation between the Cauchy and Herglotz-
Riesz transformations of two measures related by the Joukowsky transformation, to
the corresponding rational approximants. Such approximants are completely related
to the quadrature formulas considered in Chapters 1 and 2. It is known that the
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rational quadrature formulas considered in Chapter 4 are connected with certain multi-
point rational approximants to the Cauchy and Herglotz-Riesz transformations, so it is
reasonable to think if a similar approach to the one presented in Subsection 2.1.3 could
be done in the rational context.
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Conclusions

The birth of the study of orthogonal polynomials on the unit circle dates back 1939, when
Gabor Szegd published the Chapter 11 of his famous book Orthogonal Polynomials. His
connection between orthogonal polynomials with respect to measures on the interval and
on the unit circle related by the Joukowsky transformation (Theorem 11.5) motivated to start
studying connections between the interval and the unit circle in orthogonality questions. In
particular, a first connection between quadrature formulas in this way was done by A. Bultheel,
L. Daruis and P. Gonzalez-Vera in 2001.

This Doctoral Dissertation provides a lot of new links between the concepts “orthogonality.2nd
“quadrature formulas"from the unit circle to the interval and vice versa.

A first connection between finite intervals of the real line (without loss of generality,
the interval [—1,1]) and the unit circle has been analyzed by the use of the Joukowsky
transformation. It has been shown that this technique let us present a simpler and extended
proof of a result due to Sloan and Smith (1982) about the convergence of product integration
rules based upon Gauss-type nodes and to obtain new error bounds for such rules. Also, a
simpler proof for the characterization of Gauss-type quadrature formulas with a prescribed
node inside the interval of integration has been recovered from this technique, including a
detailed algorithm for their efficient computation. Certain rational approximants to the Cauchy
and the Herglotz-Riesz transform of two measures on the interval and on the unit circle
respectively, related by the Joukowsky transformation and an analysis of the Lo convergence
with respect to a positive measure on the interval of certain sequences of interpolating
polynomials to functions by taking some special elections on the nodes have been also linked
in the same way. The study of the exact velocity of convergence and asymptotics for the n-
th root of the rational approximants studied here, along with an extension of the well known
Erd6s-Turan theorem, have been studied.

A second connection between unbounded intervals of the real line and the unit circle has
been considered on the third chapter. Here, the use of the Joukowsky transformation is not
appropriate. First, it has been proved how the Hermite weight function on the real line is related
to the Rogers-Szegd weight function on the unit circle. Thus, taking advantage of this link,
we have characterized quadrature formulas for the computation of integrals with respect the
Hermite weight of periodic functions. These ideas have been then extended for more general
weight functions on the real line, where we have seen that Szegd and interpolatory rules can
be applied for the computation of weighted integrals on the real line of periodic functions. Some
applications to problems in Approximation Theory follows from this approach: estimations for
the Weierstrass operator, the Poisson kernel and some strong Stieltjes distributions. We have
applied the connection with the unit circle also by considering applications to the computation
of the Fourier transform under the presence of nearby polar singularities. And finally, the
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approximation of weighted integrals on the real line for non periodic functions has been carried
out, by using now a connection between the real line and the unit circle making through the
Cayley transform.

It is very well known that classical Gaussian rules provides poor estimations when dealing
with the approximation of integrals whose integrands has singularities near the interval of
integration. This reason justifies the motivation to consider connections between [—1, 1] and
the unit circle concerning the concepts “orthogonality” and “quadrature formulas”, but now in
spaces of rational functions. Thus, in the last chapter of this Doctoral Dissertation we make use
again of the Joukowsky transformation to link first rational Gauss-type and rational Szegé-type
quadrature formulas, proving that certain restrictions on the last pole of the rational spaces
are required. Secondly, extensions of the characterization of Gauss-type quadrature formulas
with a node prescribed inside the interval of integration to the rational context have been
duly analyzed by passing to the unit circle, and considering certain symmetric rational Szegd-
Lobatto quadrature formulas.

Several illustrative numerical examples of the theoretical results obtained in this Doctoral
Dissertation have been carried out with the aim to provide a more complete analysis and
showing an evidence of the applicability of our results in mathematical problems. We have
also presented a list of several open questions that have appeared during the development of
this work, and that they are interesting objects for future research.
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