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Introduccion

Las ecuaciones funcionales son una parte fundamental del Anélisis Matemético que
tiene, ademas, estrechos vinculos con otras areas de la matematica, como el &lgebra o
la Geometria (de quienes toma en ocasiones los problemas a estudiar y sobre las cuales
repercuten otras veces los resultados que se obtienen). Histéricamente podemos afirmar
que las primeras ecuaciones funcionales aparecieron relacionadas con ciertos problemas
geométricos y/o fisicos. S6lo por mostrar un ejemplo, citemos que en 1352 Nicolas Oresme
(nacido en torno a 1320, muerto en 1382) se interes6 por la ecuacion funcional

f(z1) — f(z2) _ T2
f(w2) — f(x3) 20 — 13

Oresme se referia a las funciones que resuelven esta ecuacién como “cantidades unifor-
memente deformadas” y se planted su caracterizaciéon. Posteriormente, en 1638 Galileo
Galilei (1564-1642) utiliz6 para la verificacion de sus tesis sobre la caida libre de los
cuerpos, la ecuaciéon funcional

f((n+1)t) — f(nt) _ 2n+1
fnt) = f((n=1)t)  2n—1

que es satisfecha por todo monomio cuadrético f(z) = ax?. Ademas, tras comprobar sus
tesis, anunciaria que, en su opinién, “las leyes de la Naturaleza estan escritas en lenguaje
matematico”. Sin embargo, en aquel momento aiin no se disponia de una notacién apro-
piada para el estudio no ya de las ecuaciones funcionales sino ni siquiera de las funciones
en si mismas. Para disponer de herramientas apropiadas y para explotarlas con éxito,
imprimiendo cada vez mayor fuerza sobre las palabras de Galileo -creador del método
cientifico- hubo que esperar primero a la introduccién del método de coordenadas de
Descartes (1596-1650) (a partir de 1637) y, posteriormente, a la creacion del Célculo por
Newton (1643-1727) y Leibniz (1646-1716) (a partir de 1666) y su desarrollo ulterior por
varias generaciones de mateméaticos de gran talento. Asi, la teoria de Ecuaciones Fun-
cionales surgi6 de forma espontanea desde el mismo momento en que los matematicos
fijaron su atencién en el estudio de las funciones en su sentido més general. Los primeros
trabajos que merecen ser enmarcados dentro de los objetivos y técnicas de esta nueva
teoria fueron escritos por DAlembert (1717-1783) en 1747. Concretamente, en el mismo
articulo en el que deduce y resuelve la ecuacion de ondas uz, = a?uy (articulo que se
considera en la actualidad el punto de partida de las Ecuaciones en Derivadas Parciales,

para todo x1,x2,r3 € R tal que 21 > 19 > 3. (1)

para todo t € Ry todon € N, (2)



asi como de las Ecuaciones Funcionales) él estudia la ecuacion

fl@+y)+ flz—y) =29(x)h(y). (3)

Téngase en cuenta que las funciones propuestas por DAlembert como solucién del pro-
blema de la cuerda vibrante (basadas en su método de las ondas viajeras) son de la
forma u(z,t) = 1(f(z +t/a) + f(z — t/a)), mientras que las soluciones propuestas por
Daniel Bernoulli (1700-1782) (que utiliza el método de las ondas estacionarias) se repre-
sentan como superposicion (a veces, infinita) de las soluciones del tipo u(z,t) = g(z)h(t)
[4, 5]. Por tanto, las soluciones de (3) nos deben proporcionar los bloques bésicos -ondas
estacionarias- que proponia Bernoulli. ;Y tal es el caso!

Posteriormente, en 1769, en conexién con el problema fisico de describir el com-
portamiento de la superposicion (o suma) de dos fuerzas a partir de sus propiedades
axiométicas, problema que sirve para motivar (y, de hecho, justificar) la ley del parale-
logramo, DAlembert estudiaria la ecuaciéon funcional

flx+y)+ flxz—y) =2f(2)f(y). (4)

Con el tiempo muchas otras ecuaciones funcionales fueron apareciendo progresiva-
mente en la literatura. Especialmente importantes fueron las aportaciones de Cauchy
(1789-1857), quien introdujo y estudi6 en su famoso texto de 1821, las siguientes cuatro
ecuaciones:

flz+y) = flz)+ f(y) (5)
fzy) = f(z) + f(y) (6)
flx+y) = fx)f(y) (7)

fzy) = f(z)f(y) (8)

(todas ellas planteadas originalmente para funciones reales de variable real). Cauchy se
interes6 por estas ecuaciones porque ellas resultan de gran utilidad si queremos definir
cuidadosamente algunas de las funciones elementales, como el logaritmo o las funciones
trigonométricas. También utilizo en su texto la ecuacion de DAlembert (4). Otras funcio-
nes relevantes para el Anélisis, como la funcion I' de Euler, o la funcién ¢ de Riemann,
también lograron una fundacion sélida gracias al uso de las ecuaciones funcionales. Ade-
mas, otro aspecto importante fue el uso de las ecuaciones funcionales para extender la
validez de ciertas identidades desde un conjunto limitado de pardmetros hacia otro mas
amplio. Aqui el ejemplo tipico, que se incluye con todo detalle en el texto de Cauchy, es el
Teorema del binomio de Newton. En su primera version este resultado afirma que si a, b
son dos ntimeros reales y n es un nimero natural, entonces (a +b)" = >__, (7)a*b"*,
y se conocia desde los tiempos de Tartaglia. Una demostracion sencilla de este hecho
se puede lograr aplicando induccién sobre n y utilizando que los ntimeros binomiales
satisfacen la identidad (”Zl) = (kfl) + (Z) Newton se plante6 extender la validez de
la férmula de Tartaglia para valores de n mas generales. Para ello, consider6 primero el
caso n € Qy, posteriormente, consider6 valores reales de n (y, luego, nameros complejos).
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Obviamente, para poder demostrar su teorema pagaria el precio de reconvertir la suma
finita original en una serie infinita. El problema se puede reducir al estudio del desarrollo
en serie de potencias de la funciéon (x + 1)* para |z| < 1y valores de o cada vez mas
amplios. Asi, se pretendia demostrar que

0D, oot D)
donde la suma es finita si a es un nimero natural, pero es infinita en el resto de casos.
Para probar la igualdad anterior se demuestra que el segundo miembro de dicha identidad
es convergente y, ademas, como funciéon de «, satisface la ecuacion funcional f(a+ ) =
f(a)f(B) con la condicion f(1) = x + 1, ecuacioén que caracteriza al primer miembro de
la igualdad, por lo que ambos son la misma funcién.

Tras una primera etapa en la que se emplearon numerosos métodos ad-hoc para la
solucién de las distintas ecuaciones funcionales que iban apareciendo, y teniendo ademas
en cuenta la evolucion significativa que tuvo el concepto de funcion desde los comienzos
del Célculo hasta la introduccion de la teorfa de la medida de Lebesgue, y, posteriormente,
las distribuciones (o funciones generalizadas), proceso que tuvo que caminar en paralelo
junto con el estudio de las numerosas ecuaciones funcionales que surgian por todas partes,
poco a poco fue tomando cuerpo una teoria general que acabé centrandose en dos aspectos
fundamentales: los problemas de regularidad de las soluciones y la estabilidad de las
ecuaciones.

En este trabajo nosotros vamos a centrarnos en cuestiones relacionadas con la regu-
laridad de soluciones, por lo que dejamos desde ya de lado la cuestiéon de la estabilidad.
Simplemente diremos que los estudios sobre este tema son numerosos (incluso nos atre-
verfamos a decir que han estado de moda durante décadas) y se centran en la pregunta
genérica siguiente: Si una funcién f no resuelve cierta ecuaciéon funcional pero esté cerca
de hacerlo -en un sentido que debe precisarse-, ; sera cierto que siempre existen solu-
ciones exactas de la ecuaciéon que estan cerca -de nuevo, en un sentido a precisar- de la
funcién f?

La teoria de reqularidad para las ecuaciones funcionales tiene como objetivo principal
la demostraciéon -para aquellas ecuaciones funcionales en las que ello es posible- de que si
exigimos un minimo comportamiento de regularidad como, por ejemplo, que la funciéon
f sea acotada en un conjunto con medida de Lebesgue positiva, entonces la soluciéon f
de nuestra ecuacién funcional es en realidad una funcién muy suave. Por ejemplo, podria
ser una funcién analitica, o diferenciable, etc.

Un ejemplo claro de regularidad lo encontramos en la ecuacion de Cauchy f(z+y) =
f(z) + f(y), donde se supone que f : R — R. Las soluciones de esta ecuacion se llaman
funciones aditivas. Cauchy demostr6 en 1821 que basta la continuidad de la funcién
aditiva f para garantizar que f(z) = cx para cierta constante c. Este resultado fue
mejorado por Darboux (1842-1917) en 1875, demostrando que basta la continuidad en un
punto. Es méas, Darboux demostr6 que si f es una solucién de la ecuacion de Cauchy que
se mantiene acotada en un intervalo de interior no vacio (a,b), a < b, entonces f(z) = cx.
Por mucho tiempo permanecié abierta la cuestion de si existen soluciones de esta ecuacion
que no son f(x) = cx para ninguna constante c¢. Obviamente, si estas funciones existen,

(x+1)*=14ax+

XI



deben oscilar muy fuertemente porque no pueden ser localmente acotadas. Este problema
fue resuelto en sentido positivo, por Hamel (1877-1954) en 1905, mediante el uso del
axioma de eleccién. Precisamente es en este trabajo donde se introducen las llamadas
bases de Hamel (i.e., las bases algebraicas de R como Q-espacio vectorial). Si 8 = {x; }ier
es una de tales bases, entonces la tnica aplicacion Q-lineal L5 : R — R que extiende a
la aplicacién EE :  — R dada por £2(vi) = 1 para todo i € I es un ejemplo de funcién
aditiva y discontinua. Hamel demostro, ademas, que las funciones aditivas discontinuas
poseen un grafo denso en el plano. Este resultado fue, mucho tiempo después, demostrado
por San Juan (1908-1969) sin hacer uso del axioma de eleccion. En 1926, Kormes uso
una interesante propiedad de los conjuntos medibles de Lebesgue, que habia probado
Steinhaus (1887-1972) en 1920, para demostrar que si A C R tiene medida de Lebesgue
positiva, y f es aditiva y acotada en A, entonces f(z) = cx para cierta constante c.
Todos estos resultados estan demostrados en el Capitulo 1 de esta memoria. Como se
ve, a partir de hip6tesis muy débiles, como la mera acotacién en un conjunto de medida
de Lebesgue positiva, se puede deducir que f(z) = cx y, en consecuencia f(z) es una
funcion analitica. Este es precisamente el comportamiento que deseamos mostrar cuando
afirmamos que una ecuacién funcional posee buenas propiedades de regularidad.

En la memoria examinamos varias ecuaciones funcionales clésicas y, para ellas, es-
tudiamos varios problemas relacionados con la descripcién del espacio de las soluciones
y la regularidad de las mismas. En particular, mostramos especial interés en la ecuaciéon
de Fréchet (1876-1975) -cuyas soluciones continuas, como veremos, son polinomios alge-
braicos ordinarios- y en algunas ecuaciones funcionales relacionadas con ésta, como son
la ecuaciéon monomial y las ecuaciones Kakutani-Nagumo-Walsh, y de Haruki. También
consideramos una ecuaciéon funcional que fue introducida recientemente en la literatura
por Cherrault, Mora y Ziadi. Cuando sea posible, nos ocuparemos de la descripciéon del
grafo de las soluciones de la ecuacién que estemos considerando.

Dividimos la memoria en dos partes. En la primera, que consta solamente del Capi-
tulo 1, exponemos los Teoremas de Fréchet y Montel (1878-1973), en su version original,
para la ecuacion funcional de Fréchet, que esta dada por

Apihgehmer J(2) = 0 para x, by, -+ hypg1 €R; (9)

donde Ap hyihpiy = BDhypi1 Db, -+ - Ap, representa la composicion de los operadores en
diferencias progresivas Ay, i =1,--- ,m+1, siendo Ay f(x) = f(x + h) — f(z). Se sabe
que esta ecuacion es equivalente a la ecuacion funcional de Fréchet de paso fijo,

AP f(z) = 0 para z,h € R.

El Teorema de Fréchet de 1909 afirma que si f : R — R es una solucién continua de la
ecuacion (9), entonces f(x) = ap+ai1x+- - -+a,x™ para ciertos coeficientes reales ay. Este
resultado fue posteriormente refinado y ahora sabemos que si f resuelve la ecuaciéon de
Fréchet y esté acotada en un conjunto A medible de Lebesgue, con medida estrictamente
positiva, |A| > 0, entonces f es un polinomio algebraico ordinario (incluimos una nueva
demostracion de este resultado en el Capitulo 1 de la memoria). Sin embargo, hasta el
ano 2007 nadie habia estudiado el grafo de los polinomios discontinuos. Entonces Almira

XII



y Lopez-Moreno, utilizando técnicas de interpolacién, proporcionaron una descripcion
2

cualitativa de los conjuntos G(f) cuando f : R — R es un polinomio discontinuo.
—R? . .

En particular, ellos demuestran que G(f) siempre contiene un abierto no acotado y

satisface una relacién del tipo

RQ

G(f) =Clu) ={(z,y) e R*: () <y <u(x)} (10)
para cierto par de funciones [, u : R — R U {400, —00} que poseen las siguientes propie-
dades:

(i) u es semicontinua inferior y [ es semicontinua superior.
(ii) Para cada x € R se tiene que u(z) — l(z) = +o0.

(iii) Existen dos polinomios algebraicos p,q € II. tales que p # q y, para todo = € R,
se tiene que {z} X [p(x),q(z)] C C(Il,u).

Sin embargo, no logran una definicién maés precisa para las funciones I(x), u(x) anteriores,
aunque introducen algunos ejemplos donde éstas se pueden calcular explicitamente y que
nos dan una idea de cémo pueden ser, en general.

Por otra parte, en 1937, Montel estudié la ecuacion de Fréchet desde una perspectiva
diferente. Concretamente, él estaba interesado en conocer cuéntos parametros h son sufi-
cientes para garantizar que, si f es continua y AZLH f(z) = 0 para todo z, entonces f es
un polinomio algebraico ordinario. El Teorema de Montel es la respuesta a esta pregunta.
Montel formul6 su resultado tanto para funciones de una variable como para funciones
de varias variables, y también estudié la misma cuestiéon con funciones holomorfas, esta
vez buscando una caracterizacion de los polinomios algebraicos de variable compleja.

En la segunda parte de la memoria exponemos los resultados principales de la tesis.
A saber, en el Capitulo 2 caracterizamos completamente las clausuras de los grafos de
los monomios discontinuos, dando una descripcion precisa de las funciones I(x), u(z) que
aparecen en (10) cuando f : R — R es un monomio discontinuo y, como aplicacion de las
técnicas empleadas en nuestra demostracién, obtenemos una nueva prueba del Teorema
de Hamel-San Juan -sobre la clausura del grafo de una funcién aditiva discontinua- y
del Teorema tipo Darboux para la ecuacion de Fréchet. Ademas, probamos que conocer
completamente las clausuras de los grafos de dos monomios no sirve para determinar
completamente la clausura del grafo de la suma de ambos, lo cual explica al menos
parcialmente por qué el problema de caracterizar completamente las clausuras de los
grafos de los polinomios permanece aiin abierto. En el Capitulo 3 se utilizan técnicas de
analisis funcional (sobre subespacios invariantes por traslaciones) para demostrar algunas
variaciones del Teorema de Montel en varias variables. En efecto, se obtiene una nueva
demostracion del resultado original y se demuestra que éste se puede extender tanto para
distribuciones como para funciones definidas sobre el grupo aditivo Z¢. En el siguiente
Capitulo se estudia el Teorema de Montel-Popoviciu, dando una demostracién del mismo
que, aunque en el planteamiento general es bastante fiel a la original, contiene algunos
argumentos nuevos y, ademaés, a diferencia de lo expuesto en el trabajo de Popoviciu, esta
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desarrollada con todo detalle. A continuacion se utilizan las técnicas de interpolacion que
se acaban de introducir en conexién con el Teorema de Montel-Popoviciu, para demostrar
que la clausura del grafo de cualquier polinomio discontinuo de varias variables siempre
contiene un abierto no acotado. De paso, este resultado nos proporciona un nuevo enfoque
para un Teorema tipo Darboux para la ecuacién de Fréchet en el caso multivariable. En
el Capitulo 5 se demuestra un Teorema tipo Montel para funciones f : Q, — K, donde
K es un cuerpo valuado no arquimediano que contiene (con continuidad) al cuerpo Q,
de los niimeros p-adicos. El Capitulo 6 se ocupa de caracterizar los espacios de funciones
continuas que resuelven las ecuaciones funcionales clasicas de Kakutani-Nagumo-Walsh,
de Haruki y de Fréchet en varias variables. El Capitulo 7 lo dedicamos a estudiar una
ecuacion funcional mucho maés reciente, que fue introducida en la literatura por Cherrault,
Mora y Ziadi en 1999. Finalmente, incluimos un epigrafe dedicado a las conclusiones de
la memoria, asi como a explicar algunos problemas abiertos.
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Parte 1

Preliminares






Capitulo

Los teoremas de Fréchet y Montel en su
version original

En este capitulo vamos a demostrar, siguiendo los argumentos originales, los dos
resultados principales que motivan el desarrollo de esta tesis: los Teoremas de Fréchet y de
Montel. Ademés, repasamos algunos resultados posteriores, relacionados con la ecuacion
funcional de Fréchet, que tienen especial relevancia en relaciéon con los resultados que se
demuestran en esta tesis.

1.1. Motivacién: resultados de regularidad para la ecuacién
funcional de Cauchy

Consideremos, en esta seccion inicial, la ecuaciéon funcional mas clasica de todas: la
ecuacion de Cauchy,

flz+y) = f(x)+ fy) (1.1)

Las soluciones f de la ecuacion (1.1) se llaman, por motivos evidentes, funciones aditivas.
Cauchy demostro que si f : R — R es una funcién continua que satisface (1.1), entonces
f(x) = ax para cierta constante a. Veamos como se puede demostrar esto. La aditividad
de f nos permite afirmar que, si x € Ry n € N, entonces f(nz) = nf(z). Por tanto,
f(x) = f(n(x/n)) = nf(x/n), y, en consecuencia, f(z/n) = f(x)/n para todo = real y
todo nimero natural n. Ademas, f(0) = 2f(0) implica que f(0) =0, y f(z) + f(—z) =
f(0) = 0 implica que f(—x) = —f(x), por lo que las propiedades anteriores se trasladan
inmediatamente al caso x € R, n € Z. Se sigue que, si r = n/m € Q, entonces f(rx) =
fn(x/m)) =nf(x/m) = (n/m)f(x) = rf(z) para todo nimero real z. Tomando ahora
x = 1, concluimos que f(r) = rf(1) para todo r € Q. Como Q es denso en Ry f es
continua, concluimos que f(z) = f(1)z = ax con a = f(1), para todo = € R.

Algunos afios después, Darboux demostraria que si una funciéon aditiva es continua
en un punto, entonces es continua en todos los puntos de la recta. Esto es consecuencia



de la aditividad de f , pues si tenemos garantizada la continuidad en un punto zg y
tomamos otro punto x cualquiera, entonces, para todo h € R,

[f@+h) = f(x)] = |f(z+x0+h) = f(x0) — f(2)|
= |f(@) + f(wo+h) = fwo) = f(2)| = | f(x0 + h) = f(zo)|-

Es més, Darboux demostré que si f estd acotada en algin intervalo abierto no vacio,
entonces f(x) = f(1)z para todo z € R. Este mismo resultado, en una expresion atin
més contundente, seria demostrado por Ricardo San Juan [59], uno de los primeros mate-
maéticos espanoles que alcanzaron el prestigio internacional en el siglo XX. Su argumento
es tan elegante que no podemos permitirnos aqui obviarlo. Ademés, como veremos luego,
motivé buena parte de nuestro trabajo en ecuaciones funcionales.

TEOREMA 1.1.1 (Hamel, San Juan). Si f : R — R es una funcion aditiva discontinua,
entonces su grafo, G(f) = {(z, f(x)) : © € R} es un subconjunto denso del plano.

Demostraciéon. Supongamos que f es aditiva pero no es una funcion del tipo f(x) = ax
para ninguna constante a (ya sabemos que las soluciones continuas de la ecuaciéon de
Cauchy son de este tipo). Entonces existen xg, z1 # 0 tales que f(xg)/zo # f(x1)/x1. En
otras palabras, f(x1)xg — f(zo)z1 # 0. Esto significa que el determinante de la matriz

4= { Fn) fa) }

es distinto de cero. Por tanto, los vectores (zg, f(z0)), (z1, f(x1)) son linealmente in-
dependientes. Se sigue que las combinaciones lineales que podemos realizar con estos
vectores, tomando coeficientes en Q, forman un subconjunto denso del plano. Ahora
bien, si rg,r1 € Q, entonces

ro(z0, f(w0)) + 71(z1, f(21)) = (roxo + r1z1, f(roxo + 1171)) € G(f).

Por tanto, G(f) es denso en R? O

En 1906, Hamel [29] habia introducido sus bases (es decir, las bases algebraicas
de R como espacio vectorial sobre QQ, cuya existencia estd garantizada por el axioma
de eleccion) precisamente para demostrar la existencia de soluciones discontinuas de la
ecuacion de Cauchy. En efecto, si § = {v;}ics es una de tales bases y ¢ : B — R es
una aplicacion arbitraria, entonces la tinica aplicacion Q-lineal Lg , : R — R que verifica
L(v;) = (i) para todo ¢ € I, es una funciéon aditiva, y esta funcion sera discontinua
si (y solo si) existen ig,i; tales que p(ig)/vi, # ¢(i1)/vi,, cosa que podemos forzar sin
problemas.

Posteriormente, Sierpinsky [61] y Banach [15] publicaron, en el primer volumen de
la revista Fundamenta Mathematicae, dos demostraciones diferentes de que las funciones
f : R — R aditivas medibles son necesariamente de la forma f(x) = ax para cierta
constante a. Por ultimo, Kormes [37] utilizé el teorema de Darboux y una propiedad
de los conjuntos medibles de Lebesgue, que habia sido demostrada recientemente por
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Steinhaus [63, Teorema VII|, segtn la cual, si A C R es un conjunto con medida de
Lebesgue positiva, |A| > 0, entonces el conjunto

A+ A={z+y:z,yc A}

contiene un intervalo abierto no vacio, para demostrar el siguiente resultado, mas fuerte
que los obtenidos por Banach y Sierpinsky:

TEOREMA 1.1.2 (Kormes). Si f es una funcion aditiva y acotada en un conjunto
A C R con medida de Lebesgue positiva, |A| > 0, entonces f(x) = f(1)z para todo
r €R.

Demostraciéon. Si sup,c |f(z)] < M entonces sup,ca,4|f(z)] < 2M, pues f es
aditiva y, por tanto, |f(z +y)| = |f(x) + f(y)| < [f(=)| + |f(y)| para todo x,y € A.
Se sigue que f estd acotada en un intervalo abierto no vacio y el teorema de Darboux
implica que f(x) = ax. O

Como se ve, hasta ahora las cosas han sido sencillas. La ecuacion de Cauchy ha
demostrado ser muy productiva. Ella posee la sorprendente cualidad de que, sin aparecer
ningin tipo de condiciones de regularidad en su definicion (las funciones f que satisfacen
la ecuacion pueden ser altamente irregulares), resulta que si exigimos un minimo de
regularidad sobre una de sus soluciones (como, por ejemplo, estar acotada en un conjunto
de medida positiva), entonces éstas son altamente regulares. De hecho, son monomios
del tipo f(z) = az, y tienen, por tanto, el mas alto grado de suavidad posible: son
funciones analiticas. Surge, por tanto, la siguiente pregunta natural: jhay otras ecuaciones
funcionales que tengan una propiedad similar? En este capitulo vamos a explicar algunos
resultados relacionados con esta cuestion para el caso de otra ecuaciéon funcional clésica:
la ecuacion de Fréchet.

1.2. El teorema de Fréchet clasico

En 1909 el matemaético francés Maurice Fréchet demostré que, entre todas las fun-
ciones continuas f : R — R, los polinomios de grado < m se pueden caracterizar como
las soluciones de una ecuacién funcional que generaliza de forma natural a la ecuacién
de Cauchy. Concretamente, demostro el siguiente resultado:

TEOREMA 1.2.1 (Fréchet, 1909). Consideremos el operador
Fma1(f)(@1, - Tmir) = f(@1 + 22+ + Tigr)
+ 3 (1) D s simer—iyePumrn) S @i+ T )+ (—=1)™*1f(0),
donde x1,x2, - ,Tmy1 SON variables reales y
Pim+1)={AC{1,2,...m+1}:#A=m+1—t}, t=1,2,....m.

Si f: R — R es una funcion continua, entonces se tiene que f es un polinomio algebraico
de grado menor o igual a m (es decir, f(x) = ag+a1x+- - -+am,x™ para ciertas constantes
{ai}%y € R y para todo v € R) si y solo si la funcion Fpi1(f) se anula identicamente
en R™HL



A continuacién vamos a repetir los argumentos utilizados originalmente por Fréchet
para su prueba del Teorema 1.2.1. Existen otras demostraciones posibles y, de hecho,
en esta memoria vamos a presentar también varias demostraciones nuevas del mismo
resultado. Aunque la importancia de la ecuacion de Fréchet (ni de ninguna otra ecuacion
funcional que se pueda considerar) no es comparable a la de la ecuacion de Cauchy, lo
cierto es que ésta ha suscitado, a lo largo del tiempo, el interés de numerosos matematicos,
dando lugar a algunos de los articulos que, en nuestra opinién, podrian considerarse méas
hermosos de la teoria de ecuaciones funcionales.

Por comodidad, para evitar un uso excesivo de notacién y férmulas engorrosas, vamos
a demostrar, antes de abordar la prueba del teorema de Fréchet, algunos resultados
técnicos que luego serdn de utilidad. Comenzamos con la definicion del operador en
diferencias progresivas de orden n:

DEFINICION 1. Dada una funcién f : R — R, definimos los operadores

Anf(x) = f(w +h) - f(a) (para h.z € R),

Y

Apihgets f(2) = Ay (Dpyen f) (), 5=2,3,++, (2, b, ha, -+ hy) € RETL
Ademds, si h1 = hy = --- = hg = h, usamos la notacion A} f(x) para App.... n f(2).
LEMA 1.2.2.

Ahth = Ah1-|-h2 - Ahl - Ah2 = Athl

Demostraciéon. Para probar la primera igualdad, basta hacer los célculos:

Apnyf(x) = Ap(f(z+h) — f(z))
f+he+h1) = f(z+h) = f(z+ h2) + f(x)
f@+ha+h) = f(z)+ f(@) = f(x+h)+ f(z) = f(z+he)
= Apin f(2) — Ap, f(2) — Apy f(2).

La segunda igualdad es consecuencia de que intercambiar el orden de hi, hs en el segundo
miembro de la expresién anterior, no cambia nada. O

LEMA 1.2.3. Se tiene que

1
Ay f(@) = D (=173 A £ e hy 4 ahg + -+ 5hs).

€1,€2,,Es=0

En particular,
Fnr1(£) (@1, Tma1) = Dgyeeayyy £(0).



Demostraciéon. Este resultado se demuestra por un proceso rutinario de induccién. En
efecto, para s = 2 pasos el resultado es trivial (basta mirar la demostracion del Lema
1.2.2). Supongamos que es cierto para s pasos y veamos qué sucede cuando tomamos
s + 1 pasos:

Aoy (Dhyhgeng f(2))
1
_ Z (_1)8—(€1+62+..-+€s)f(m +e1hy +esho 4+ -+ +eshs + hsi1)
£1,€2,,£s=0
1
— > (FupEe ) fg 4oeyhy o+ eghg + -+ + Eahs)
£1,€2, ,€s=0
1
= S (muptirletetetet D g 4o eyhy o+ eghg + -+ ohs + hot1)
€1,€2,,£s=0
1
+ Z (—1)sFim(Enteat=Fes) f(o 4 g1y + eahg + - - + £5hs)
£1,€2,,£s=0
1
= S (et te) (g 4 e hy + eghg + -+ Eagrhera),

€1,€2, ,€5+1=0

que es lo que buscabamos. La segunda afirmacién del lema es consecuencia inmediata de
la férmula que acabamos de probar y de la definicién del operador F,41. ]
Demostracion del Teorema de Fréchet. Hacemos la prueba por induccién sobre m.
Sim =1, entonces

Fa(f) = f(@1 +22) — f(21) — f(z2) + £(0),

por lo que, si Fa(f) se anula idénticamente, entonces, tomando g(z) = f(x) — f(0), se
comprueba que

g(z1 +x2) —g(x1) —g(x2) = f(21+22) — f(0) — f(z1) + f(0) — f(z2) + f(0)
= f(z1+22) — f(z1) — f22) + f(0) =0,

por lo que g es una solucién continua de la ecuacion de Cauchy, de modo que g(x) = a1z
para cierto namero real aj, y, en consecuencia, f(x) = ag + a1z, con ap = f(0). Esto
demuestra el resultado para m = 1. Supongamos que el teorema es cierto para m — 1
y consideremos una solucién continua f de la ecuacion Fp,4+1(f) = 0. Introducimos la
funcién auxiliar

90(x> = f(z + mm—i—l) - f(x> - f(xm+1) + f(O)

No es dificil comprobar que, si F,+1(f) = 0, entonces, para cada constante fija x,,11, se
tiene que F, () = 0. En efecto, es evidente que

(p(l’) = A:Bm+1 f(l’) - Awm+1f(0) = A$m+1 (Axf(o)) = Al’m+1xf(0)7
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y por tanto

Fm(@) (@1, s Tma1) = Az1z2~~~wmAwm+1 (Azf(0))
= A171272~"90m+1 (Amf(o))
= Aw(Ammz-“zme)(O) =0

Se sigue que podemos utilizar la hipotesis de induccién para la funciéon . Es decir, ahora
sabemos que ¢(z) € II,,_;.
Por otra parte, la funcion

Q(z,y) = flx +y) — f(z) — f(y) + £(0)

es evidentemente simétrica (es decir: Q(z,y) = Q(y,x) para todo par (z,y)), lo que nos
conduce a concluir que Q(x,y) es un polinomio en las variables =,y y su grado es menor
o igual a m — 1 en cada una de estas variables.

Dividimos el resto de la demostracién en varias etapas:

» Primero observamos que Q(z,y) satisface la ecuacion funcional

Qr,y) +Q(x +y,2) = fx+y+2)— flx) = fly) — f(2) +2f(0),

por lo que Q(z,y) +Q(x+y, z) es una funcién simétrica con respecto a las variables
x,y, 2.

» Descomponemos Q(x,y) como suma de sus componentes homogéneas,

Q=Qo+Q1+ -+Qr,

donde @); es un polinomio homogéneo de grado ¢, para ¢ = 0,--- ,r. Como esta
descomposicién es Unica para cualquier polinomio en un ntmero finito de variables,
y como, para cada i, el polinomio Q;(z,y) + Q;(x + vy, z) es homogéneo de grado
i, concluimos que los polinomios Q;(x,y) + Qi(x + vy, z) son funciones simétricas
respecto de las variables z,y, z, por serlo el polinomio Q(z,y) + Q(z + v, 2).

» Como Q;(z,y) es homogéneo de grado i, sabemos que admite una expresion del
tipo:
Qi(z,y) = apr’ + a1’ 'y + -+ ai1ay’ T + aiyf,

por lo que, si utilizamos la simetria de la funcion Q;(z, y)+Q;(x+y, z) conjuntamen-
te con la féormula del Binomio de Newton, obtenemos un conjunto de identidades
sobre los coeficientes {at}izo que, si se usan apropiadamente, nos garantizan la
existencia de cierta constante A; tal que

Qi(z,y) = A (x+y)' —2' —y'),

parat=1,2,.. 7.



En particular, los monomios z*, y* no aparecen en la expresion del polinomio
Qi(x,y), por lo que, si @ = Qo + -+ + @, tiene grado < m — 1 en cada una
de las variables = e y, entonces podemos afirmar que r < m y

Q(z,y) = > A ((z+y)' —a' —y') = R(x +y) - R(x) - R(y),
=2

donde R(z) =Y, Az’

» Consideramos ahora la funcion S(z) = f(x) — R(x) — f(0). Esta funcion satisface
la ecuacion
S(x +y) — S(z) — S(y) = 0 para todo z,y € R,

por lo que existe una cierta constante a € R tal que S(x) = az. Se sigue que
f(z) = f(0) + ax + R(x) € IL,,, lo que finaliza la demostracion.

O
Es importante observar que la prueba original de Fréchet se puede repetir sin grandes
cambios, bajo la hipotesis (mucho més débil) de que la funciéon f es acotada en un
conjunto A C R con medida de Lebesgue positiva. Para ello, basta utilizar un teorema
debido a Kurepa [40] que generaliza el Teorema de Steinhaus [63]. Concretamente, dicho
resultado garantiza que la funcion \(z) = |[AN (A — {z})| es continua, por lo que, si
|A| = A(0) > 0, entonces A(z) > 0 para todo |z| < €, para cierto € > 0. Esto implica
que las funciones del tipo g(x) = f(x 4+ a) — f(x) mantienen la propiedad de estar
acotadas en un conjunto de medida positiva, siempre que |a| sea suficientemente pequeno.
Supongamos ahora que f es una solucion de Fp1(f) = 0y supgeq |f(z)] < M < o0
para cierto conjunto A con |A| > 0. Entonces la funciéon

p(r) = f(x + zmi1) — (&) = f(@mi1) + £(0)

también esta acotada en el conjunto A (siempre que |z,,1| sea suficientemente pequeno)
y, como se prob6 anteriormente, satisface F,,(¢) = 0, por lo que podemos aplicarle a ella
la hipotesis de induccion. Esto nos conduce a que ¢ € I1,,_1. A continuacién, es evidente
que los argumentos dados relativos a la funcion Q(z,y) = f(z +vy) — f(z) — f(y) + f(0)
no requieren cambios. Finalmente, como R(x) es un polinomio algebraico ordinario, la
funcion S(z) = f(x) — R(z) — f(0) esta acotada en A y, al aplicar a ella el Teorema de
Kormes (Teorema 1.1.2), tenemos que S(x) = ax para cierta constante a, que es lo que
buscédbamos.

La ecuacion Ay, p,..h,,q f(2) = 0 se puede estudiar para funciones f : X — Y
cuando X, Y son un par de espacios vectoriales sobre Q, y las variables x, hi,- -, hpt1
representan elementos de X,

Ah1h2~~~hm+1f(1') =0 (z,h1,h2,...,hypt1 € X). (1.2)

En este contexto, las soluciones de (1.2) son las funciones de la forma f(z) = Ay +
Ay(x) + -+ + Ay (x), donde Ag es una constante y Ay(x) = A¥(x,z, -+ ,x) para cierta

9



funcion k-aditiva simétrica A% : X* — Y (decimos que Ay es la diagonalizacion de A¥)
para k =0,1,--- ;m. En particular, si z € X y r € Q, entonces f(rx) = Ay +rAi(x) +
<o A (z). Ademés, se sabe que f 1 X — Y satisface (1.2) siy solo si es una solucion
de la ecuacién funcional

m+1
AP f(z) =) (m,j 1) (=)™ =Ff(z+kh) =0 (z,h € X). (1.3)
k=0

Una demostraciéon de este resultado se sigue de un conocido teorema, debido a Djokovié
[21] (ver también [33, Teorema 7.5, pag. 160], [38, Teorema 15.1.2., pag. 418|), el cual
establece que los operadores Ap, p,...n, verifican la ecuacion

1
Apyoon, f(T) = Z (—1)61+."+ESAZ(51 ,,,,, ey n) @+ Bier ey (has -+ hs)), (1.4)
0

€1,-.,€5=

donde

s
5(61,...,63)(]7’17 T hs) = Z €rhp.
r=1

Otra demostracion de la equivalencia de las ecuaciones de Fréchet con paso fijo y con
paso variable, basada en andlisis espectral, ha aparecido recientemente en [67].

Si tenemos ahora en cuenta el Teorema de Djokovié¢ y utilizamos los argumentos
expuestos tras la prueba del Teorema de Fréchet, habremos demostrado el siguiente
resultado:

TEOREMA 1.2.4. Supongamos que f : R — R es solucidn de la ecuacion de Fréchet
A;L”Hf(:c) =0y f es acotada en A C R para cierto conjunto de medida positiva, |A| > 0.
Entonces f € 11,

El Teorema 1.2.4 ha sido demostrado varias veces, con métodos muy diversos. De
hecho, el argumento que hemos presentado aqui, aunque estéa basado en la prueba origi-
nal de Fréchet, no se ha publicado hasta la fecha -al menos, por lo que alcanza a nuestro
conocimiento del tema- y puede considerarse, en consecuencia, nuevo. Sin embargo, nues-
tra prueba depende también de la herramienta tipica con la que se ha demostrado este
resultado anteriormente: el Teorema de Kurepa. Por ejemplo, una demostraciéon de este
tipo la podemos encontrar en la monografia de Székelyhidi [66]. Otras pruebas se pueden
encontrar, por ejemplo, en [18], [25], [43]. En particular, Ciesielski [18] demostrd que, si
f R — R es solucion de la siguiente desigualdad funcional

AZHf(a:) > 0, para todo z,h € R

y estd acotada en un conjunto A con medida de Lebesgue positiva, entonces f es una
funcién continua en toda la recta real. Se sigue que las soluciones de la ecuacién de
Fréchet que no son polinomios ordinarios no pueden estar acotadas en ninguno de estos
conjuntos A.
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1.3. El teorema de Montel clasico

En un articulo de 1937, Paul Montel [44] demostr6 un resultado relacionado con la
ecuaciéon funcional de Fréchet que, muy probablemente, resulté inesperado. En vez de
centrarse en las propiedades minimas de regularidad necesarias para que la funcién f,
solucién de la ecuacién en cuestion, se viera forzada a ser un polinomio algebraico ordi-
nario, se ocup6 de conocer cuantos pasos h son estrictamente necesarios para garantizar
que una funcién continua que satisface ATk'H f(x) = 0 (para todo = y para unos pocos
valores de k), es por necesidad un polinomio. Como él mismo explicaba en su articulo, la
motivacién principal para este estudio no procedia de los resultados publicados por Fré-
chet en 1909, sino de un teorema muy anterior, debido a C.G. Jacobi y publicado en 1834,
sobre los periodos de las funciones meromorfas. En efecto, si tomamos m = 0, decir que
A}Lf(x) = (0 para todo « es lo mismo que decir que f es una funcion periédica y h es uno
de sus periodos. Jacobi habia demostrado, mediante una construccion explicita, que exis-
ten funciones f : C — C que son meromorfas, no son constantes, y admiten dos periodos
independientes. Estas funciones reciben el nombre de funciones doblemente peridédicas
(o elipticas) y son especialmente importantes para la variable compleja [35]. No existen
funciones holomorfas no constantes que sean doblemente periddicas, porque éstas deben
ser funciones acotadas y, en tal caso, el Teorema de Liouville garantiza que son funciones
constantes. Ademaés, si una funciéon meromorfa admite tres periodos independientes (ya
diremos lo que significa esto), entonces forzosamente esta funcion es constante. Montel se
preguntaba si algo similar podria suceder con los “periodos generalizados” h que aparecen
en la ecuacion de Fréchet AZ‘H f = 0. En efecto, debemos observar que cuando m = 0,
los periodos h forman un subgrupo aditivo de R, cosa que, como veremos posteriormente,
no sucede necesariamente para el resto de valores de m y que tiene el efecto de hacer el
problema muy sencillo cuando m = 0, pero complicado cuando m > 1.

Comenzamos, pues, realizando algunas observaciones sencillas, formuladas en un
contexto mas general que el originalmente planteado por Jacobi, sobre el caso m = 0.
Dados un grupo conmutativo (G,+), un conjunto no vacio Y, y una funcion f : G —
Y, consideramos el conjunto de los periodos de f, Po(f) = {9 € G : f(w+g) =
f(w) para todo w € G}. Obviamente, Po(f) es siempre un subgrupo de G. En algunos
casos especiales, estos grupos son conocidos y, de hecho, poseen una hermosa estructura.
Por ejemplo, el teorema de Jacobi de 1834 establece que si f : C — C es una funcién
meromorfa no constante, definida sobre los nimeros complejos, entonces Po(f) es un
subgrupo discreto de (C,+), lo cual reduce el estudio de estos conjuntos a los siguientes
tres casos: Po(f) = {0}, Po(f) = {nw1 : n € Z} para cierto namero complejo wy # 0,
o BVo(f) = {n1wy + naws : (n1,n2) € Z?} para un par de niimeros complejos wy, wo que
satisfacen wiwy # 0y wi/wa ¢ R. En particular, estas funciones no pueden tener tres
periodos independientes y, ademas, existen ejemplos de funciones meromorfas f : C — C
con dos periodos independientes w1, we siempre que wy/wy € R. De forma anéloga, si la
funcién f : R — R es continua y no constante, entonces no admite dos periodos que sean
linealmente independientes sobre Q. Estos resultados pueden formularse en términos de
ecuaciones funcionales, puesto que h es un periodo de f : G — Y si y so6lo si f resuelve
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la ecuacion funcional Ay, f(z) = 0 (z € G). Por tanto, el teorema de Jacobi se puede
reformular como un teorema sobre ecuaciones funcionales en el que se establece que las
funciones constantes son precisamente las funciones meromorfas f : C — C que resuelven
un sistema de ecuaciones del tipo

Ah1f(2:) - Ahzf(z) - Ahsf(z> =0 (Z € (C) (15)

para tres periodos independientes {hq, ha, hg} (decimos que {hy, ho,h3} C C son inde-
pendientes si h1Z+ hoZ+ h3Z es un subconjunto denso de C). En el caso real, el teorema
afirma que, si hihe # 0y hy/he € Q, entonces la funciéon continua f : R — R es constante
si y s6lo si es solucion del sistema de ecuaciones funcionales

Any f(@) = Any f(@) = 0 (z € R). (L6)

Paul Montel sustituy6 en las ecuaciones anteriores (1.5), (1.6) el operador en diferencias
finitas de orden uno, Ay, por el operador en diferencias progresivas de orden superior,
A’}?H y probd que las ecuaciones resultantes son apropiadas para la caracterizaciéon de
los polinomios algebraicos. Concretamente, demostroé el siguiente resultado:

TEOREMA 1.3.1 (Montel). Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) Si{h1,he} C R son tales que hiho #0 y hi1/he & Q, entonces la funcion continua
f R — R es un polinomio algebraico con coeficientes reales y grado < m (i.e.,
f(x) =ag+arx+--- 4 anx™ con los coeficientes a; nimeros reales para todo i) si
y solo si resuelve el sistema de ecuaciones funcionales

AP f(z) = AT f(2) = 0 (z € R). (1.7)

(i) Supongamos que f : C — C es una funcion holomorfa que resuelve un sistema de
ecuaciones funcionales de la forma

AP F(z) = AP f(z) = AT f(z) = 0 (2 €C) (1.8)

3

para tres periodos independientes {h1, ha, hs}. Entonces f(z) = ap+ajz+- - -+amz™
es un polinomio algebraico con coeficientes complejos y grado < m.

Veamos como demostré6 Montel el teorema anterior. Para ello, recurrimos a varios
resultados técnicos intermedios.

LEMA 1.3.2. Supongamos que hi,hy € R son tales que hi/ho € Q. Si f : R — R es
continua y Ap, f(x) = Ap, f(x) = 0 para todo x € R, entonces f(x) = ¢ es una funcion
constante.

Demostraciéon. El resultado es consecuencia inmediata de la continuidad de f y de que
si hi/hy & Q entonces h1Z + hoZ es un subconjunto denso de R y todos sus elementos
son periodos de f. O
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LEMA 1.3.3. Supongamos que h1,hy € R son tales que hi/hy & Q. Si f : R — R es
continua y

Ap, f(z) = c1, Apyf(z) = c2 para todo x € R y ciertas constantes ¢, c2, (1.9)

entonces f(x) = ax + b para ciertas constantes a,b. Ademds, si cica = 0, entonces
f(x) = ¢ es una funcion constante.

Demostraciéon. Supongamos que f satisface (1.9), y consideremos, para cada h, la
funcion gp(x) = Apf(xz) = f(x + h) — f(z). Entonces

Ahigh(:c) = AhlAhf(J}) = AhAhlf(a:) = 0, 1= 1, 2,

por lo que, aplicando el Lema 1.3.2, concluimos que gp(z) = ¢,(0) = f(h) — f(0), para
todo z, h € R. En otras palabras, la funcion f es continua y satisface la ecuacion funcional

f(x+h)=f(z)+ f(h) — f(0), para todo z,h € R.

Esto nos conduce directamente a que f(z) = ax + b para todo x € R y ciertas constantes
a,b.

Para demostrar la segunda parte del lema basta observar que si f(z) = az + b
entonces Ay, f(x) = ah para todo z,h € R. Por tanto, si ¢cjca = 0, entonces ¢; = 0 o
co = 0. En ambos casos lo que estamos diciendo es que a = 0 y, por tanto, f(x) = b es
una funcién constante. ]

LEMA 1.3.4. Supongamos que {hi,ha, hs} C C son tres periodos independientes para
la funcion continua f: C — C. Entonces f(z) = ¢ para cierta constante ¢ € C.

Demostracion. FEl resultado es consecuencia inmediata de la continuidad de f y de
que si los periodos {hq, ha, hs} C C son independientes, entonces hiZ + hoZ + hoZ es un
subconjunto denso de C.

O

LEMA 1.3.5. Supongamos que {hi,ha,hs} C C son independientes, f : C — C es
holomorfa y Ap, f(2) = cx, k = 1,2,3, para ciertas constantes ci,c2,c3 € C. Entonces
f(2) = az+0b para ciertas constantes a,b € C. Ademds, si cicacs =0, entonces f(z) =b
es una funcion constante.

Demostracion. En efecto, como estamos asumiendo que f(z) puede derivarse, y que
la derivada es una funcion continua, se tiene que, para cada k € {1, 2, 3},

A ) = Mgt LEEN G

h—0 h
h—0 h
f— 1’ — =
hli% h 0



Por tanto, el Lema 1.3.2 implica que f’(z) es una funcion constante. Es decir, f(z) = az+b
para ciertos valores a,b € C.

La segunda parte del lema es consecuencia de que si f(z) = az+b entonces Ay, f(z) =
ah para todo z,h € C. Por otra parte, si cicocg = 0, entonces ¢ =00co =00c¢3 =0
y, en todos estos casos , se concluye que a = 0 y, por tanto, f(z) = b es una funciéon
constante.

O
Demostraciéon del Teorema de Montel. Aunque las ideas subyacentes son muy si-
milares, hacemos una prueba separada para cada apartado del teorema.
(7). Supongamos que hi,ho € R son tales que hihy # 0, hi/hs € Q y supongamos
también que f : R — R es continua y satisface la ecuacion (1.7). Vamos a proceder
por induccién sobre m. Para m = 0 el resultado coincide con el Lema 1.3.2, que ya se
demostro.

Consideremos la funcion

wo(z) = Ap Ap, f ().

Entonces ¢q es continua y Ay po(xz) =0, ¢ = 1, 2. Por tanto, el Lema 1.3.2 garantiza que
©vo(x) = ap para cierta constante . Una vez tenemos esta informacion, consideramos
la nueva funcién

pi(x) = AR AT f(2).
Entonces ¢1(x) es continua y
Apypr(z) = APFTAT f(2) = AT TTAR f(z) = 0
Apypr(z) = AR AR f(2) = polz) = ao.

En otras palabras, ¢ (z) satisface la ecuacion (1.9) con ¢; = 0, c2 = «g, por lo que,
aplicando el Lema 1.3.3, tenemos que ag = 0 y ¢1(x) = aq es una funcién constante.
Este mismo argumento lo podemos repetir inductivamente con las funciones

vi(z) = Z”IAZ”;% (), 1=0,1,2,--- ,m.

En el paso i-ésimo, tendremos que p;(x) = a; para cierta constante a;. Entonces, apli-
cando los operadores Ay, (k= 1,2) a la funcién ¢;41(z), tendremos que

Apypiri (@) = ATFATED £y = AT ATH £ (1) = 0
Apypivi () = AR AR~ fz) = piz) = i,

por lo que, aplicando el Lema 1.3.3, tendremos que o; = 0y @;i+1(x) = jy1 es una
funcién constante. Evidentemente, el proceso termina cuando i = m, lo que nos lleva a
la conclusion de que existe una constante C; (de hecho, Cy = ayy,) tal que

e f(x) = Cy, para todo z € R.
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El mismo argumento, pero intercambiando los papeles de hj y hs, nos sirve para demos-
trar que
hef () = Co, para todo = € R,

para cierta constante Cs.

Consideramos ahora la funcion g(z) = f(z) — m?;llin x™. Es claro que
Rol@) = ALJ@) - LpEARE" =0 =G =0,
mo(@) = ARf(z)- ﬂfw Bt = G- G2y = c.
Por tanto, si definimos la funcién
Y(z) = Ap AR g (),
entonces
Apd(e) = AR AR g(z) = AP TIAT g(2) =0

Apto(z) = APTIAT g(x) =0,

y el Lema 1.3.2 garantiza que 1(x) = Sy es una funcion constante. Los mismos argumentos
que utilizamos antes con la funcién f, cambiando el valor m—+1 por el valor m, nos sirven
ahora para probar que g satisface las relaciones

Ahml_lg(a:) =Cly Ahm;lg(a:) = (3, para todo x € R y ciertas constantes C}, C5.

Se sigue que
ng(x) = Ay g(xr) =0, para todo z € R,

y, por tanto, la hipétesis de inducciéon nos garantiza que g(z) = ag+ayz+- - -+ am_12m

para todo x € R y ciertos ntimeros reales ag, - - - , a;,,—1. Esto concluye la demostracién
de (i), pues f(x) = g(x) + amz™, con a,, = m%{"'

(7). Este apartado admite una demostracion similar a la utilizada para (i). La diferencia
esencial estd en que usamos los Lemas 1.3.4 y 1.3.5, y que la hip6tesis de holomorfia
simplifica el argumento. La complicacion proviene de que necesitamos usar tres periodos
en vez de dos. Razonamos, como es natural, por induccién sobre m. El caso m = 0
estd probado con el Lema 1.3.4. Suponemos que el resultado es cierto para m — 1 y,
a continuacion, consideramos una funciéon holomorfa f : C — C que satisface (1.8).
Tomamos po(z) = A AR AP f(2). Entonces Ap, ¢o(2) = 0 para k = 1,2, 3, por lo que,
aplicando el Lema 1.3.4, concluimos que ¢o(2) = 7o es una funcion constante. Tomamos
ahora, como se hizo en la primera parte de la prueba de (i), i(2) = A AP A;L'?i (2),
i=0,1,...,m. Consideremos ¢1(z). Es evidente que

App1(2) = wo(2) =70, ¥ Dn1(2) = Apy1(2) =0,
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por lo que, si usamos el Lema 1.3.5, concluimos que ¢1(2z) = 71 es una funcion constante
y 70 = 0. El mismo argumento utilizado en la primera parte de la prueba de (1), nos dice
que las funciones ¢; satisfacen p;(z) = A ZZAZ;_Z (z)=0parai=0,1,--- ,m—1y
em(z) = AL AT f(2) = C para cierta constante C. Este tipo de argumento lo podemos
ahora aplicar a la funcién ¢ (z) = AR AZQ‘IAZ;A (2), y concluir que, en realidad, todas
las funciones

mAPTIATT (), i = 1,2, ,m =2

se anulan idénticamente, y la funcion A} Ahm2_1 f(2) es una constante. Nuevamente reite-
ramos el argumento -tantas veces como sea necesario- y obtendremos que A} f (z) =01
para cierta constante c;. Obviamente, si intercambiamos los parametros hi, ho, hg apro-
piadamente, llegamos a la conclusion de que

mf(z) =c1, AR f(2) = ca, ARLf(2) =c3

para ciertas constantes ci, co, c3. Como f es derivable, es facil comprobar que
() = Ay, f'(2) = AR, f'(2) = 0,

y, ahora, aplicamos la hipotesis de inducciéon para concluir que f’(z) es un polinomio
algebraico de grado < m — 1 o, lo que es lo mismo, que f(z) es un polinomio de grado
< m, que es lo que buscabamos.
O
Montel también estudié la ecuaciéon (1.3) para X = R% cond > 1,y f: R? = C
continua, y para X = C¢y f : C* — C holomorfa.

TEOREMA 1.3.6 (Montel, varias variables). Supongamos que hy,--- , hy € R? son
tales que W\Z + - - - + hyZ es un subconjunto denso de R®. Entonces:

(i) Si f € C(RY,C) es tal que Ap(f)=0,i=1,--- L. Entonces f(z) =3 ,j<n Gaz”
para cierto N € N, ciertos nimeros complejos aq, y todo = € R%. Por tanto, f es
un polinomio algebraico con valores complejos en d variables reales.

(i1) Supongamos que d = 2k e interpretamos los vectores {h;}i_, como elementos de
CFk = R Si f : C*F — C es holomorfa y satisface las ecuaciones A}Z(f) = 0,
i=1,--- 4, entonces f(z) = E\a|<N aa2® es un polinomio algebraico complejo,
en k variables complejas.

NOTA 1.3.7. Los subgrupos finitamente generados de (R%,+) que son densos en R? se
han estudiado en profundidad y, de hecho, existen varias caracterizaciones de los mismos.
Por ejemplo, en [69, Proposicion 4.3/, se puede consultar la demostracion del siguiente
resultado:

TEOREMA 1.3.8. Sea G = hZ + hoZ - - -+ hyZ el subgrupo aditivo de RY generado
por los vectores {hy,--- ,hg}. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es un subconjunto denso de RY.
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(i) Sip: R = R es una aplicacion lineal no nula, entonces o(G) € 7Z.

(iii) Six : R? = R/Z es un homomorfismo continuo, entonces x(G) # {1}.

(iv) Si hy = (hag, hok, -+ , har) son las coordenadas del vector hy respecto de la base
candénica de R? (k=1,--- ,f), entonces las matrices
[ bt hiz -0 hag ]
hoir hoy -+ hog
A(na, - yme) = | 1 ol
hat haz -+ ha
L 1 n2 o Ny |

son de rango d + 1, para todo (ny,--- ,ng) € ZE\ {(0,---,0)}.

Un caso sencillo, que se ha considerado especialmente interesante, y que motivo
histéricamente el estudio de los subgrupos densos de (R, +), es el siguiente:

COROLARIO 1.3.9 (Teorema de Kronecker). Dados 01,02, -- ,0q € R, el grupo Z% +
(01,09, ,04)Z (que estd generado por d+ 1 elementos) es un subconjunto denso de R?
sty solo si

n1by + - - - 4+ ngby € Z, para todo (ny,--- ,ng) € Z°

Es decir, este grupo es denso en R si y sdlo si los nimeros {1,01,---,04} forman un
sistema linealmente independiente sobre Q.

Demostracion. Los vectores {e;}¢_, U{(01,---,04)}, donde
k-ésima posicion
Ek:(0,0,“‘, 1 70a"'?0)a kzla"'7d7

generan el grupo G = Z% + (01,02, -+ ,04)Z. Por tanto, el apartado (iv) del Teorema
1.8.8 nos dice que G es denso en R? si y solo si

g 1 o --- 0
0y O 1 - 0
det | 1 i e
g O o --- 1
L 0 N1 N2 - N |
d
— d+2 Z d+2+k 1)k+10k det(ld_l)
1
d
= (-1 (m—Zm@)#o
k=1

17



para todo (ng,ny, - ,ng) € 791 lo cual es obviamente equivalente a que
n16y + - - +ngby € Z, para todo (ni,--- ,ng) € 72,

que es lo que buscabamos. Para demostrar la ultima aftrmacion del teorema, basta obser-
var que, si {1,01,---,04} forma un sistema linealmente dependiente sobre Q, entonces
existen numeros racionales r; = n;/m;, i =0,1,--- ,d, tales que

ro+ 7101+ +1re0q =0,

y, por tanto, si multiplicamos por m = szo my a ambos lados de la ecuacion, obtendre-
mos que

ng+mnif+---+ny0;=0

para ciertos nimeros enteros ng,ny,--- ,ny. En particular,
nf91+~~+n20d€Z.

O
En general, se sabe (ver [69, Teorema 3.1]) que si G es un subgrupo finitamente
generado de (]Rd, +), entonces la clausura topoldgica de G admite una descomposicion del
tipo
*Rd
G =VaA,

donde V' es un subespacio vectorial de R y A es un subgrupo discreto de R.
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Parte 11

Resultados Principales






Capitulo

Estudio del grafo de los monomios

Recientemente Almira y Lopez-Moreno [13] estudiaron la ecuacion funcional de Fré-
chet desde una nueva perspectiva. La idea principal fue usar las propiedades elementales
de los polinomios de interpolacién de Lagrange de una variable real. Aunque, como ten-
dremos ocasion de comprobar en el Capitulo 4 de esta memoria, esta idea habia sido
utilizada por Popoviciu ya en 1935, los autores de [13] desconocian en aquel momento el
trabajo de este importante matematico rumano, por lo que sus ideas siguieron, de hecho,
un desarrollo esencialmente diferente. Ademas, tampoco conocian el Teorema de Montel
ni el Teorema de Djokovi¢, que garantiza la equivalencia de las ecuaciones AZLH f=0
Y Apihghmir S = 0. En efecto, ellos no comprendian por qué ambas ecuaciones eran
consideradas equivalentes por todos los autores que habian tenido ocasién de leer, y lo
manifestaban abiertamente en su trabajo. Asi pues, puesto que la prueba original de Freé-
chet estaba fuertemente basada en la posibilidad de cambiar de paso h; en cada etapa,
pensaron que una nueva demostracién del teorema, valida directamente para la ecuacién
de paso fijo, era necesaria. Ellos también estaban motivados por los resultados més clé-
sicos relacionados con la ecuacion de Cauchy, los cuales pretendian trasladar al contexto
de los polinomios, aunque fuera por un mecanismo del tipo “a fuerza bruta”’. Asi, querian
probar un teorema similar al de Darboux, e intentar proporcionar algtn tipo de descrip-
cion cualitativa para los grafos de las soluciones discontinuas. Todo esto lo lograron con
técnicas sencillas que evitaban el uso de la teoria de la medida.

En particular, demostraron el siguiente resultado:

TEOREMA 2.0.10 (Almira, Lopez-Moreno). Sea f: R — R una solucion de la ecua-
cion funcional de Fréchet de paso fijo,

APt f(z) =0 (x,h €R), (2.1)

y supongamos que f no es un polinomio algebraico. Entonces su grafo, G(f) := {(x, f(x)) :
x € R} satisface la ecuacion

2

G =Clu) = {(x,y) € R2: l(x) < y < ul()} (2.2)



para cierto par de funciones l,u : R — R U {+00, —o0}, las cuales poseen las siguientes
propiedades:

(i) u es semicontinua inferior y I es semicontinua superior.
(i) Para cada x € R se tiene que u(z) — l(z) = +o0.

(iii) Ezisten dos polinomios algebraicos p,q € 11, tales que p # q y, para todo x € R, se
tiene que {z} x [p(x), q(z)] € C(l, u).

Evidentemente, el Teorema 2.0.10 implica la validez de un resultado tipo Darboux

para la ecuacién funcional de Fréchet. Ademés, establece que, para todo polinomio dis-
2

continuo f, el conjunto G(f)  contiene un abierto no acotado. Esta es, qué duda cabe,
una hermosa propiedad, que resalta de forma muy visual el hecho conocido de que las

soluciones discontinuas de (2.1), oscilan de forma salvaje.
2

En este capitulo caracterizamos con toda precision como son los conjuntos G(f)
cuando f : R — R es un monomio. Recordemos que f : R — R es un n-monomio si es
una solucién de la ecuacion funcional

% i) = f(h) (z,hER), (2.3)

la cual recibe el nombre de ecuaciéon monomial. Se sabe que f satisface (2.3) si y solo
si f(x) = F(x,---,x) para cierta funcion simétrica y multiaditiva F' : R — R, y que
[ es un polinomio si y solo si f(z) = > )_ fx(x), donde fi(x) es un k-monomio para
k=0,1,---,n.

Ademés, si f es un n-monomio, entonces Ay, 4.z, f(2) no depende de la variable

z, y la funcién F(zq, 22, ,%n) = Az 250, f(2) es simétrica y multiaditiva. (Con-
sultar, por ejemplo, las monografias [19], [38], para los detalles de las pruebas de estas
afirmaciones).

Nuestro objetivo principal es demostrar que, cuando consideramos n-monomios f,
las funciones [, u que aparecen en (2.2) admiten una expresion del tipo Az"77(z), donde
AeR, I €{]-00,0[]0,+0o[,R,0}, e € {+,—},y

(x) = 1 zel
Y7 ecoo gl

Por tanto, en el caso especial de los monomios, si WRZ # R?, entonces al menos una
de las funciones [, u es finita sobre un intervalo de longitud infinita (al cual llamamos
dominio de finitud de la funcion), y ambas funciones son de la forma Az™ con A € R
sobre sus dominios de finitud. También ofrecemos en este capitulo, como consecuencia
de nuestro calculos, una nueva demostracion del Teorema tipo Darboux para la ecuacion
funcional de Fréchet, asi como una nueva demostracion del Teorema de Hamel [29], [59],
el cual afirma que el grafo de cualquier funcién aditiva discontinua f : R — R forma un
subconjunto denso del plano R?. Finalizamos el capitulo enunciando una conjetura sobre
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las propiedades de regularidad de las funciones [, 4 cuando estan asociadas a polinomios
discontinuos arbitrarios.

Es importante resaltar que, aunque el Teorema tipo Darboux no es la expresiéon
més fina que existe para las propiedades de regularidad de los polinomios, es atin asi un
resultado no trivial, e interesante, y que nuestras demostraciones evitan el uso de ciertos
resultados técnicos de la teoria de la medida, como el Teorema de Kurepa [18], [40], los
cuales son habituales en este contexto. Ademas, con nuestro enfoque -nuevamente basa-
do en las propiedades del proceso de interpolacién polindémica de Lagrange-, cuenta con
la ventaja, para nosotros muy significativa, de que proporciona una descripcién enor-
memente precisa de la clausura del grafo de las soluciones discontinuas de la ecuacién
monomial.

2.1. Resultados principales

LEMA 2.1.1. Si f : R = R es una solucidn de la ecuacion funcional de Fréchet y
zo, ho € R, entonces existe un inico polinomio py, n, € Iy tal que fizo1ho0 = Plao+hoQ-

Demostraciéon. Sea f : R — R una funciéon que satisface Azﬂf(x) = 0 para todo
x,h € R. Sean zg,hg € R y consideremos py(t) € R[t] el polinomio algebraico de grado
< n que interpola a f en los nodos {xo + kho}}_,. Es decir, f(xo + kho) = po(xo + kho)
para k € {0,1,--- ,n}. Este polinomio existe y es tinico gracias al conocido teorema de
interpolacion de Lagrange, y existen varias férmulas que permiten su célculo, cada una
de ellas adaptada a una situaciéon concreta para la cual es especialmente 1til. Entonces

0 = A f(wo) =) <nz 1) (=)™, f(wo + kho) + f(wo + (n + 1)ho)
k=0

= > <nZ 1> (1) *po (o + kho) + f(x0 + (n + 1)ho)
k=0

= —po(wo + (n+ L)ho) + f(xo + (n + L)ho),
pues 0 = AZ:lp(ﬂJ) =) ar; (") (1) 1k po (2o + kho). Esto significa que
flxo+ (n+ 1)ho) = po(zo + (n + 1)ho).

En particular, pg = ¢, donde ¢ denota el polinomio algebraico de grado < n que interpola
a f en los nodos {xg+ kho}Zii. Evidentemente, este tipo de argumento se puede repetir
(hacia delante y hacia atras) tantas veces como queramos, lo cual permite demostrar que
po interpola a f en todos los puntos de xg + hoZ.

Tomemos ahora m € Z, m # 0, un entero no nulo, y consideremos el paso hf = ho/m,
en lugar de hg, en el argumento anterior. Entonces obtendremos un nuevo polinomio de
grado < n, que podemos denotar por pj, que interpola a f en todos los puntos del
conjunto xg + %Z. Ahora bien, es claro que en tal caso tendremos la identidad pg = pg,
pues el conjunto

h
D7ZAhZ = hoZ
m
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contiene infinitos puntos y dos polinomios diferentes s6lo pueden coincidir en un conjunto
finito de puntos. Por tanto, hemos demostrado que pg interpola a f en todos los puntos
de

h
Luoho == 2o + U EOZ =z + hoQ,
meZ\{0}

que es lo que queriamos demostrar. U

LEMA 2.1.2. Supongamos que f : R — R es un monomio y sea py, p, €l polinomio
descrito en el Lema 2.1.1. Entonces

(a) Do, ho (t) = ao(xo, ho) +ay (:Uo, ho)t + o+ (Infl(x(], ho)tn_l + An(ho)tn.
(b) Para todo t € hoQ se tiene que f(t) = Apn(ho)t".

Demostraciéon. Por lo que sabemos hasta ahora, py, s, (t) es un polinomio algebraico
de la forma

Proho(t) = ao(wo, ho) + a1(wo, ko)t + - -+ + an—1(z0, ho)t" + An(wo, ho)t",

y, por tanto, debemos demostrar que A, (xg, ho) = Ay (ho). En otras palabras, debemos
probar que A, (zg, ho) no depende de nuestra eleccion del punto x.
Dados m >0y a/b € Q, tenemos que

A%nhopﬂco,ho (370) = A%lhgf<x0)7

pues flzo+hoQ = (pxo,ho)lxo+ho<@- Por tanto, un calculo directo, que usa la hipétesis de que
f es un n-monomio, nos conduce a que

a, \» 1 . 1., a
Ap(o, ho) (gho) = AU Dao o (T0) = AL, f(w0) = (3 ho)- (2.4)
Se sigue que A(xg,ho) no depende de z¢ pues el miembro de la derecha de (2.4) es
independiente de xy. Esto demuestra (a) y (b) simultdneamente. O

Demostramos, a continuacién, un “principio de identidad” para los monomios:

PROPOSICION 2.1.3 (Principio de identidad). Supongamos que f,g : R — R son
monomios, y existe un intervalo abierto no vacio I C R tal que f(t) = g(t) para todot € I.
Entonces f(t) = g(t) para todo t € R. Lo que es mds ain, si f satisface %A}ff(x) = f(h)
siempre que {x,x + h, -+ ,x +nh} C I, entonces existe un inico n-monomio q : R — R
tal que qr = f.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 0 ¢ I y concentremos
nuestra atencién sobre f. Si utilizamos la notacién del Lema 2.1.2, sabemos que, para
todo h € I y todo r € Q, f(hr) = Ap(h)h"r™. En particular, A, (h) = f(h)/h" y

f(h)

f(t) = T
Esto significa que el valor de f en el punto h € I determina completamente (con unicidad)
el valor de f en ¢ para todo ¢t € hQ. Ahora bien, | J,c; hQ = R, pues I es un abierto no
vacio. Esto implica que f esta definido de forma tnica en toda la recta R. O

(t)" para todo t € hQ.
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LEMA 2.1.4. Supongamos que f: R — R es un n-monomio discontinuo y denotemos
por An(h) la constante que aparece en el apartado (b) del Lema 2.1.2. Entonces

(a) Si ho,h1 € R verifica An(ho) # An(h1), entonces el espacio que existe entre los
2

monomios Ap(ho)t" y An(h1)t" estd contenido en G(f)
(5) suppes | An(h)] = +oc.

Demostraciéon. Comenzamos con la demostracion de (a). Tomemos hg, h; € R tales
que A, (ho) # An(h1). Estos valores existen, evidentemente, pues hemos asumido que f es
discontinua, y sabemos que pg () = A, (h)t". Tomemos zg € hoQ\ {0} y 1 € h1Q\ {0}.
Dados ¢ € {0,1,---,n} y r € Q, definimos z;, = (1 — i)zg + irz;. Evidentemente,
ziy € (1 —i)zg + 1Q para todo r € Q. Por tanto, si consideramos los polinomios
PO = P0,hgs Y Pi = P(1—i)zo,ays (PATa 7 =1,2,--- n), entonces p;(zi,) = f(z;,) para todo
re€Qytodoie€{0,1, - - ,n}. Ademas, po(t) = po,n,(t) = An(ho)t™ y p1(t) = po s, (t) =
Po,h, (t) = Ap(h1)t". Consideremos ahora, para cada r € Q, el tnico polinomio ¢,(t) de
grado < n que interpola a f en los nodos {z; .} .

Si tenemos en cuenta que z;, se puede expresar como z;, = Zo + i(rz; — xo),
2

concluimos que ¢, = Py (re1—a0)s ¥, €1 Particular, el grafo de g, esta contenido en (f)
Utilizamos ahora que QQ es un subconjunto denso de R para forzar que el parametro r € Q

tienda a 72. Esto tiene el efecto de que el conjunto {z;,} colapsa en el punto {z¢}, pues

lim z, =x0, ¢ =0,1,---,m,
rGQ,r%ﬁ
y esto deberia forzar al grafo de ¢, a explotar cuando r — %(1) De hecho, se tiene que
lim © QT(xi,r) = lim - f(l'i,r)
7‘6@,7‘—}% TEQ,T%%

= im  pi(winr)
TGQ,T%%

= pi(.%'(]), 1= 0,1,"- ,n.
De modo que, si definimos

q(z) = Ll{i}ilo, {pi(z0) Yiol(#) ¥ (%) = Ll{i}ilo, {ar(2ir) Hiol(2),

donde L[{z}}_q, {yr}}—ol(z) denota el polinomio de interpolaciéon de Lagrange asociado
a los nodos {zx}}_, v los valores {y;}}_,, entonces g, converge al polinomio ¢ (para
reQ,r— %(1)) uniformemente sobre los subconjuntos compactos de la recta R.
Obsérvese que
. Tiy — IO .
1= ———— parai=0,1,--- n,
rr1 — X

de modo que
Tir — X0

qr(-ri,r) :aT(Z>:aT < ) 5 parai:oalv"' , .

rr1 — Xo
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0(2) = G (H) | (25

Tr1 — IQ

El teorema de los valores intermedios garantiza que
Jo = [An(ho)zg, An(h1)zg] = [po(z0), p1(20)] € ¢(R),

pues ¢ es una funcion continua, ¢(0) = po(xg) y ¢(1) = p1(xg). Queremos demostrar que
2

R
{zo} x Jp esta contenido en G(f) . De hecho, vamos a probar algo mucho mas fuerte
2

que esto, pues demostramos que {zo} x ¢(R) C G(f) .

Tomemos ¢ € ¢(R) y consideremos € > 0 cualquier nimero estrictamente positivo.
Como los niimeros racionales forman un subconjunto denso de la recta, podemos encon-
trar s € Q tal que |q(s)—c| < £/2. Sea x5, = s(rz1—xo)+xo. Entonces g, (zs,) = f(zs,).
Ademas, la formula (2.5) nos dice que

0r(Tar) = 3 (‘“””) —G(s).

rr1 — X

Ahora bien, lfmre(@’r%% g — alljo,s41) = 0, de modo que, si [r — ;—?] es suficientemente
pequeno,
|f(@sr) = cl = ar(s) = ] < ar(s) —als)[ + la(s) — ¢ <e.
R2

Por tanto, (zg,c) € G(f) , que es lo que buscdbamos. Esto demuestra que el espacio
- 2

que hay entre los monomios A, (ho)t" y A, (h1)t" esta contenido en G( f)]R , pues xg €
hoQ \ {0} se tomo6 de forma arbitraria.

Para demostrar el apartado (b) del lema, usamos que ¢(R) no esta acotado, pues
q es un polinomio no constante. Esto implica que f no puede estar acotada en ningin
abierto no vacio (se dice que la funcion no es localmente acotada), de modo que

sup |An(W)| > sup |An(h)| = sup Wlf':m

ha£0 hell,2] nefr "
O

COROLARIO 2.1.5 (Teorema de Hamel). Si f : R — R es una funcion aditiva
R2

discontinua, entonces G(f) = R2.

Demostraciéon. Es sencillo comprobar que f es aditiva si y sélo si es un 1-monomio (i.e,

Apf(z) = f(h)). Supongamos, pues, que f es un l-monomio discontinuo, y consideremos

la constante A;(h) que aparece en el apartado (b) del Lema 2.1.2. Se sigue, del apartado
(a) del Lema 2.1.4, que lo inico que debemos demostrar es que

—oo = Inf A1(h) < sup A1(h) = +oo.
inf 1(h) }#18 1(h)
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Ahora bien, la discontinuidad de f implica que existen dos valores h,s € R\ {0}
tales que Aj(h) # Ai(s). Méas aun: podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que
h,s > 0. Entonces

vy = Mgt
_ f() h f(s) s
h h—s s h—s
h S
= Ai(h)— — Ails)—
= Au(h) + (As(h) - Al(g))hi

Consideremos ahora Aj(h — rs) como una funciéon que depende de r € Q. Entonces

Ar(h—rs) = A1(h) + (Ai(h) = Ai(s)) ism = A1(h) + (As(h) = Aa(s)) 3 1_ 1

pues A;(rs) = A1(s) para todo s € R\ {0} y todo r € Q \ {0}. Por tanto,

1§ Ai(h —1rs) = (—o0) - sign(A;1(h) — A
rﬁ(h/lsr)r‘l“,re(@ 1( TS) ( OO) Slgn( 1( ) 1(5))

y
lim Aji(h —rs) = (+00) - sign(Aj(h) — A1(s)).
r—(h/s)~,r€Q
Esto concluye la demostracion. ([l

Incluimos a continuaciéon un resultado técnico, que serd necesario posteriormente
para construir algunos ejemplos de monomios con comportamientos concretos.

LEMA 2.1.6. Supongamos que f; : R — R es un n;-monomio para i = 1,2. Entonces
f(z) = fi(x) fa(x) es un (n1+na)-monomio. Ademds, si fi, fo : R — R son n-monomios,
entonces f1 + fo es también un n-monomio.

Demostracion. Soélo probamos la primera afirmacion del lema, puesto que la segunda
es evidente. Por hipoétesis, existen dos funciones simétricas multiaditivas F; : R™ — R

tales que fi(z) = Fij(z,z,--- ,x) (i = 1,2). Consideremos la nueva funcion
F(xl, o 7$n1+n2)
1
= m Z Fl(xa(1)7 T 7$a(n1))F2(xa(n1+l)7 T 7xa(n1+n2))a
1 2) O'ESn1+n2
donde Sy denota el grupo de permutaciones del conjunto {1,2,---, N}. Entonces F es

evidentemente simétrica y (n; + ng)-aditiva. Ademas,

fl(l')fg(ﬂf) = F(.’L‘, 733)'
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TEOREMA 2.1.7. Supongamos que f es un n-monomio discontinuo. Consideremos el
2
conjunto I = G(f)]R . Sean a = supp,cp+ Ap(h) y B = infrers An(h). Entonces:

(a) Sia=+ocy = —00, entonces I' = R?.

(b) Si a = 400 y B € R, entonces T' = {(x,y) : y > Bx"} cuando n = 2k es un
numero par, y I' = {(z,y) 1y < pz™ , 2 <0} U{(x,y) : y > Ba™ , x > 0} cuando
n =2k +1 es un numero tmpar. En particular, si = 0, obtenemos el semiespacio
I' ={(z,y) : y > 0} para n = 2k y la union de los cuadrantes primero y tercero,
I'={(z,y) : zy > 0}, para n =2k + 1.

(¢c) Sia e Ry B = —o0, entonces I' = {(z,y) : y < fa"} sin = 2k es un nimero
par, y I' = {(z,y) : y > B2 , 2 < 0} U{(z,y) : y < Ba" ,x > 0} sin =
2k + 1 es un numero impar. En particular, st a« = 0, obtenemos el semiespacio
I'={(z,y) : y <0} cuando n =2k y la union de los cuadrantes seqgundo y cuarto,
I'={(z,y) : zy < 0}, cuando n = 2k + 1.

Ademds, para todo valor de n > 2 existen ejemplos de n-monomios discontinuos f que
satisfacen cada una de las afirmaciones (a), (b), (c) anteriores.

Demostracion. El apartado (b) del Lema 2.1.4 implica que o« = +00 0 f = —o0 y, en
consecuencia, los tres casos (a), (b) y (¢) que se han considerado en el enunciado del
teorema cubren todas las posibilidades. Consideremos cada caso de forma separada:

Caso (a): o = 400 y 8 = —oo. Por hipotesis, sabemos que existen dos sucesiones de
nameros reales {7}, {nx} tales que A, (7%) > An(nx) para todo k € N, limg_,oo An (1) =

+o0, v limg o0 An(nr) = —o0. Ahora, el apartado (a) del Lema 2.1.4 implica que, para
RQ
cada k € N, G(f) contiene el espacio que hay entre los monomios A,, (7)t" y A, (nx)t",

w2
lo cual implica, de forma trivial, que G(f )]R = R2.

Caso (b): @« = +oo0 y 5 € R. En este caso, existen dos sucesiones de ntmeros reales

{1}, {mx} tales que Ay,(7x) > A,(ng) para todo k € N, limg_o0 Ap(7i) = 400, ¥

limg 00 An(ni) = B, de modo que, usando nuevamente el apartado (a) del Lema 2.1.4, se
2

comprueba que I' = G(f)  contiene al conjunto 31 = {(x,y) : y > f2"} cuando n = 2k
es un namero par, o contiene al conjunto ¥y = {(z,y) : 2 <0,y < Bz"} U{(z,y) : x >
0,y > pz"} cuando n = 2k + 1 es un namero impar. Debemos demostrar, en ambas
situaciones, que I' no contiene ningtn otro punto.

Supongamos, pues, para proceder por reduccion al absurdo, que n € 2Ny (zg, y9) €
I'\ £;. Entonces yo < Szf. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que (zo,y0) €

G(f) puesto que R?\ ¥; es un conjunto abierto. Entonces A, (z¢) = f%‘)) < B, 1o cual es
imposible. Esto demuestra que I' = 1. Cuando n € 2N+ 1, los argumentos son similares.
Case (c): a € Ry f = —oo. Este caso admite una demostraciéon completamente

analoga a la que se ha realizado en el caso (b) anterior.

Vamos ahora a probar que todas las situaciones descritas en los casos (a), (b) y
(c) anteriores, se producen efectivamente, proporcionando ejemplos concretos y sencillos
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para cada uno de los casos posibles. Notese que, cuando n = 1 siempre tenemos que
2

W = R?, cosa que quedd demostrada con el Teorema de Hamel. Es por esto que en
el teorema hemos asumido n > 2.

Para realizar esta parte de la demostracién, necesitamos, antes que nada, mostrar un
ejemplo concreto de funcion aditiva discontinua (este ejemplo fue introducido, de hecho,
por Hamel en su famoso articulo de 1905 [29]). Sea T = {s;}icr una base algebraica de
R como espacio vectorial sobre el cuerpo Q (estas bases existen, como es bien sabido,
gracias al axioma de eleccién, y la prueba de ello es sencilla si se utiliza el lema de Zorn,
que no es mas que una reformulacion muy tutil del mismo). Entonces toda aplicacion que
consideremos ¢ : T — R se puede extender de forma tnica como una aplicaciéon Q-lineal,
a una aplicacién real de variable real, ® : R — R. Denotemos por £ : R — R la tunica
aplicacion Q-lineal que existe verificando que £(s;) = 1 para todo ¢ € I. Evidentemente,
L(x) es un 1-monomio discontinuo, de modo que el Lema 2.1.6 implica que, para todo
a,b € Ry todo k =0,1,--- ,n — 1, la funcién g, pr(r) = az” + ba*L(2)"F es un
N-monomio.

Consideremos que el valor n € N esta fijado. Entonces f(z) = 2" 'L(x) es un
2

n-monomio tal que G(f) = R2. Para demostrarlo, basta comprobar que

a = sup A,(h) =400 y g = inf A,(h) = —oc.
heR* heRr*

Ahora bien, el grafo de £(z) es un subconjunto denso del plano, de modo que

sup L(x) =400 e inf L(z)= —o0.

z€(1,2] z€(1,2]
Por tanto, a > supje 9 Ap(h) = SUPpe[1,2] % = SUPpe1,2] % = 400y, de forma
similar, 8 < infpep g An(h) = Infpep g % = —oo. Esto demuestra que existen n-

monomios que satisfacen el caso (a). Para el caso (b), podemos tomar f(z) = Sz"+L(x)"
cuando n = 2k es par, y f(z) = Bx" + 2L(x)" ! cuando n = 2k + 1 es impar. El caso
(c¢) queda cubierto con los ejemplos siguientes: f(x) = az™ — L(x)" si n = 2k es par, y
f(z) = az™ — xL(z)" ! sin = 2k + 1 es impar.

g

NOTA 2.1.8. El Teorema 2.1.7 puede reformularse en términos de las funciones I, u
que aparecen en (2.2) del siguiente modo: Sea f un m-monomio discontinuo y sea I' =
2
G(f)]R = C(l,u) la representacion de la clausura del grafo de f dada por (2.2). Sean
a = supep+ An(h) y B = infper+ A, (h). Entonces:
(a) Sia=+o00yp=—00, entonces l[(x) = —oo y u(x) = +00 para todo x € R.
(b) Sia=+o0, f€R yn=2k esun nimero par, entonces l(x) = fz" y u(x) = +o00
para todo x € R.

(¢) Sia=+o0, fE€R yn=2k+1 es un nimero impar, entonces

l(x)_{—oo z <0 yu(x)_{ﬁx" x <0

Bx™ z>0 +00 x>0
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(d) Sia€eR, f=—oc0yn=2k es un nimero par, entonces l(x) = —oo y u(zr) = az”

para todo x € R.

(e) Sia €R, f=—00 yn=2k+1 es un nimero impar, entonces

I(z) = ax™ <0 u(z) = +o00 <0
] —o0 x>0 y ] az® x>0

Ademds, para todo n > 2 existen ejemplos de n-monomios discontinuos f que satisfacen
cada una de las afirmaciones (a), (b), (¢), (d), (e) anteriores.

2

Figura 2.1: Distintas posibilidades para G( f)R .

COROLARIO 2.1.9. §5i f : R — R es un monomio discontinuo de grado par, entonces
— R3
la funcion F(x,h) = Apf(z) satisface G(F)R = R3.

2

Demostracion. El Teorema 2.1.7 implica que I' = G(f)]R satisface I' = R?, o ' =
{(z,y) € RZ:y > Ba"}, o = {(z,y) € R? : y < az"}. Supongamos que I' = {(z,y) €
R? : y > Ba"} (los otros casos admiten demostraciones similares).
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Sea (x,h,\) € R? y tomemos ¢ > 0. Evidentemente, existe una constante M € R tal
que [z, z+h]x[M, +00) C I'. Podemos, pues, elegir a, b € [M, +00) tales que A = b—a. Por
construccion, existen dos nameros reales z*, h* tales que max{|x — z*|, |h — h*|, | f(z*) —
al,|f(z* + h*) = b|} < 5. Por tanto,

H(:c*,h*,F(m*,h*)) - (wvhv )‘)Hoo

= (" —2,h" = h, f(z"+ h") = f(2") = M

= max{|z —z|, |h = h*|, |f(z" + h") = b= (f(z") —a)}
<max{|z — 2|, |h — h*|,|f(z* + h") = b| + |f(z") —a|} <e.

3 3

Esto demuestra que (z,h,\) € G(F)]R . Concluimos que G(F) = R3, pues (z,h,\) se
tomo de forma arbitraria. 0

COROLARIO 2.1.10 (Teorema tipo Darboux para la ecuacion de Fréchet). Sea f
un polinomio, y sea f(x) = fo+ fi(z) + -+ + fn(x) su descomposicion como suma de
monomios. Si fy(x) es un monomio discontinuo, entonces f([a,b]) es un subconjunto
no acotado de R siempre que a < b (se dice que f es localmente no acotada). Como
consecuencia, el polinomio f es una funcion acotada en algin intervalo de interior no
vacio si y sélo si es un polinomio algebraico, f(x) = ag + a1z + -+ ana™.
Demostraciéon. Supongamos, que la primera afirmacion del corolario no es cierta, es
decir, supongamos que f|[qp €s una funcién acotada para cierto intervalo [a,b] con a < b.
Buscamos una contradicciéon. Tomando las diferencias progresivas de orden N sobre la
funcién f, obtenemos que

AN () = fvn),

de modo que fn deberia estar acotada cuando la consideramos restringida al intervalo
(de interior no vacio) [0, b_T“], lo cual, gracias al Teorema 2.1.7, implicaria que fn es un
N-monomio continuo, fy(z) = A,z (y esto contradice nuestra hipotesis).
Supongamos ahora que fj[, 4 es una funciéon acotada. Sea jo = max{j € {0,1,--- , N}
tal que f; es discontinuo }. Entonces g(z) = f(x)— (fjo+1(z)+- - -+ fn(x)) es una funcion
acotada [a,b] y g(z) = fo+ fi(z) + -+ fj,(z) es la descomposicion de g como suma de
monomios. El resultado se sigue, simplemente, aplicando la primera parte del corolario.

0

NOTA 2.1.11. Es importante observar que, en general, la clausura del grafo de la suma
de dos ng-monomios discontinuos, fr, (k = 1,2), con ny # na, no estd univocamente
determinada por las clausuras de los grafos de estos monomios. Por ejemplo, podemos
considerar los monomios: fi(z) = 2% + L(1)?, fa(z) = 2% + 2L(2)?, f3(z) = 2L(z)?,

fa(z) = fi(x) + f3(x) = 2 + (1 +2)L(x)? y fs(z) = fal2) + fa(x) = 2% + (2 + :r)ﬁ(rc};.

Entonces f1 y fa son 2-monomios, fs es un 3-monomio y los conjuntos ', = G(fx)
para k =1,2,3,4,5 estdn dados de la siguiente forma:

=Ty = {(x,y) €R?:y>2?}
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s = {(z,v) ERQ:xyEO}

Iy = {(z,y) eR*:2< -1,y <2?}
W(z,y) eR? iz > —1,y>a%)
s = {(z,y) eR*:2< -2,y <2’}

U{(z,y) eR?: 2> -2, y > 2%}

Figura 2.2: 'y =Ty y I's

Figura 2.3: 'y y T's

En particular, T'y # I's. Una vez hemos aclarado este punto, resulta evidente que
existen grandes dificultades para obtener una descripcion precisa de la clausura del grafo
de un polinomio discontinuo a partir de la informacion proporcionada por las clausuras de
los monomios que aparecen en su descomposicion natural como suma de monomios. En
cualquier caso, nos aventuramos aqui a conjeturar que las funciones I, u que aparecen en
la formula (2.2) cuando f es un polinomio discontinuo arbitrario, son, en sus dominios
de finitud, splines continuos.
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Capitulo

Variaciones sobre el Teorema de Montel
clasico

Recientemente, Almira [3] ha usado la estructura de los subespacios de dimension
finita de C(R, C) que son invariantes por traslaciones, para dar una nueva demostracion
del Teorema de Montel para funciones (y distribuciones) complejas de una variable real.
En este capitulo vamos a demostrar el Teorema de Montel para funciones que toman
valores complejos y estan definidas sobre el grupo abeliano discreto (Z%,+). Ademas,
también ofrecemos una nueva demostracion del teorema de Montel clésico de varias va-
riables reales, teorema que logramos trasladar al caso de las distribuciones.

Durante todo el capitulo, usamos la siguiente notacién estandar:

Sia:(oq,-'-,ad)ENd,x:(ml,-'-,xd)ECd,/\:()\l,-'-,/\d) € ((C\{O})d,yn:

(n1,--- ,nq) € Z%, entonces n® = n{'ns? - congd, = atah? e xlt A=A Ay
la] = ZZ=1 Q. Hﬁmot denota el conjunto de los polinomios complejos en d variables con
grado total < m (cuando d = 1, escribimos II,,, en vez de TI} ,.,). Ademas, IT%,  denota

el conjunto de los polinomios complejos en d variables con grado < m en cada una de sus
variables. Por tltimo, decimos que la funciéon f € C(Z%, C) es un “monomio exponencial”
si existen un polinomio en las variables ny,- -+ ,ng € Z, p(n) = Zla\SN an®, y un vector

A€ (C\ {0} tales que f(n) = p(n)A", para todo n € Z2.

3.1. Resultados principales

Para abordar el caso discreto, necesitamos apoyarnos en el siguiente conocido teore-
ma de M. Lefranc, cuya prueba se basa en argumentos de geometria algebraica y puede
consultarse, por ejemplo, en [16], [41], [65].

TEOREMA 3.1.1 (Lefranc, 1958). Supongamos que V es un subespacio vectorial ce-
rrado de C(Z4%,C) que es, ademds, invariante por traslaciones. Denotemos por Ty el
conjunto de los monomios exponenciales que pertenecen a V. Entonces V = span(I'y).



Como consecuencia inmediata, tenemos el siguiente resultado:

COROLARIO 3.1.2. Si V es un subespacio vectorial de C(Z%,C) que tiene dimension
finita y es invariante por traslaciones, entonces V.C W = span(|J;_o{n*A} : |a| <
my, — 1}) para ciertos s € N, {\;}5_o € (C\ {0D? y {my}j_o C N.

NOTA 3.1.3. Aqui, y durante todo este capitulo, vamos a asumir que A\g = (1,---,1).
Ademds, interpretamos la igualdad mg = 0 como la imposicion de que la base que estamos
considerando carece de elementos de la forma n®. Finalmente, siempre asumimos que
mg>1parak=1,---s.

DEFINICION 2. Sean E un espacio vectorial y L : E — E un operador lineal. Decimos
que V C E es L-invariante (o “invariante por L”) si L(V) C V.

A continuacién, demostramos dos lemas técnicos que luego serdn de importancia
vital para la demostraciéon de los resultados principales en este capitulo.

LEMA 3.1.4. Sean E un espacio vectorial y L : E — E un operador lineal definido
sobre E. SiV C E es un subespacio L™ -invariante de E, entonces el espacio

OP(V)=V +L(V)+ L* (V) +--- + L™(V)

es L-invariante. Ademds, O7 (V') es el menor subespacio L-invariante de E que contiene
aV.

Demostraciéon. Debido a la linealidad del operador L, tenemos que
LOMV)) = L(V) + LA(V) + L3(V) + -+ + L™(V) + L™ Y(V).

Ahora, L™TY(V) = L(L™(V)) C L(V) y L(V)+L(V) = L(V), de modo que L(O7(V)) C
arv).

Supongamos ahora que V C F' C E y F es un subespacio L-invariante de FE. Si
{ve}iy €V, entonces L¥(vy,) € F para todo k € {0,1,--- ,m}, por lo que v + L(v1) +
-+ L™(vy,) € F. Esto demuestra que 07 (V) C F. O

LEMA 3.1.5. Sean E un espacio vectorial y L1, Lo, -+ , Ly : E — E operadores lineales
definidos en E. Supongamos que L;L; = L;L; para todoi # j. SiV C E es un subespacio
vectorial de E que satisface | Ji_, L"(V) C V, entonces

oLy, Lo,,L, (V) = O, (O, _, (- (@7, (V) --+))

es un subespacio vectorial de E que es L;-invariante para todo i =1,2,--- ,t, y contiene a
V. Ademds, si'V es de dimension finita, entonces <>T1 Lo Lt(V) también tiene dimension
finita.

Demostracién. Procedemos por induccién sobre ¢t. Para t = 1 el resultado se sigue del
Lema 3.1.4. Supongamos que el lema es cierto para ¢t — 1. Evidentemente,

07[7}1@27“' Lt (V) = ?:Lt (OTI:LQ:”' L1 (V))
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Por definicién,

LT(OZLl,LQ,.--,Lt_l(V))
= L0, (O, Ly 2o (V)))
= L (o g Ly o (V) + Lec1(OF 1y, (V) + o+ L4 (0T 1y 1y (V)
= L") 1y Lo (V) + L (L1 (07, 1, ,LH(V)))
oo L (L (O, Ly 2en (V)
= L' (08, Ly Lo—o (V) + L1 (L (07 1y, 10, (V)
oo L (L (O Ly Len (V)
=07, (L (O Ly 2 (V)

pues Ly, L;_1 conmutan. Repitiendo este proceso, obtenemos que

L (o7 noy 2o (V)
=07, 1(L?(OTI,LQ,..-,Lt_Q(V)))
=07, ( E_Q(LT(OTI,LQ,M,Lt_3<V))))

=07, (07, (- @z, (ZFV)) )
cor, O, @ (V)--+))
= OTLnl,Lz,--- Li_1 V),

pues LiL; = L;L; para todo i < t, y L7"(V) C V. Esto demuestra que oﬁ,Lzy.“’Lt_l(V)
es Lj"-invariante, y el Lema 3.1.4 implica que o ; (V) =07 (7 1, . 1, (V))es
L-invariante.

Por otra parte, dado i < t, la identidad L;L; = L;L;, y el hecho de que

Li(&thLm“' L1 (V)) < 02”17112»"' Li—1 (V)

(que se sigue de nuestra hipotesis de induccion) implican que

Li(o?th,-.. ,Lt(V))

= Li(O7, (L 1y 2, (V)

= Li(oT, pg L (V) + Li(OF, g, (V) + o+ LT 1y e (V)

= Li(oF, £y L, 1 (V) + Le(Li(OF, £y, (V))) 4o+ L (Li(OF, 1y £, (V)
Cor Lo Ly V) + Le(O gy (V) + o+ L (O gy (V)

=07, (L 1o L, (V)

= OTI,LQ,---,Lt(V%

por lo que 0?1,L2,~. 7Lt(V) es L;-invariante para todo i < t. Finalmente, es evidente que
Vel (V) S - Cof pye (V). O
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Es importante observar que existen muchos ejemplos de operadores lineales T : E —
FE tales que T'y T™ poseen subespacios invariantes distintos. Por ejemplo, si T' no es un
operador del tipo T' = AI para ningan escalar \ y, ademés, satisface una de las igualdades
T =10T™ = 0, entonces todos los subespacios de F son invariantes por 1T y, por otra
parte, sabemos que existe un vector v € E tal que Tv ¢ span{v}, por lo que span{v} no
es un subespacio invariante por 7. Sin embargo, como demostramos en el siguiente lema,
a veces es posible demostrar que los operadores 1"y T™ comparten el mismo conjunto
de subespacios invariantes.

LEMA 3.1.6. Sea K un cuerpo y sea E un K-espacio vectorial con base f = {vi}}_;.
Sea m € N, m > 1. Supongamos que T : E — E es tal que A = Mg(T), su matriz
asociada respecto de la base (B, es de la forma A = A + B, donde \ € K y B es
estrictamente triangular superior con entradas no nulas en la primera superdiagonal.
Entonces la lista completa de los subespacios T-invariantes de E estd dada por Vo = {0}
y Vi, = span{vy, - v}, k = 1,2,--- n. Ademds, si A\ # 0, entonces T™ tiene los
mismos subespacios invariantes que T

Demostraciéon. Supongamos que A = Mg(T') es de la forma A = X\ + B, donde A # 0
y B es triangular superior estricta, con entradas no nulas en la primera superdiagonal,
y sea V' # {0} un subespacio T-invariante. Tomemos v € V. Como /3 es una base de E,
existen coeficientes a; tales que v = ajv1+- - -+ asvs, as # 0. Entonces w =Tv— A v € V|
pues V es invariante por T, y un sencillo cilculo demuestra que w = aqv1+- - -+ as_ 1051
con ag—1 = bs_1sas # 0, donde B = (bij)ijl' Se sigue que, V es T-invariante y v =

a1v1 + -+ -+ asvs € V, con as # 0, entonces span{vy, ve, -+ ,vs} C V. Sea kg = max{k :
existe v € V,v = ajv; + -+ + asvs y as # 0}. Entonces V = span{vy,---, vk, }. Por
ultimo, es evidente que todos los espacios Vi = spanf{vy,---,vx}, k = 1,2,--+ ,n son

T-invariantes.
Supongamos ahora que A # 0. Para calcular los subespacios invariantes de T™
tenemos en cuenta que A™ = Mg(T™) y

A" = (M +B)"

" /m
k
k=0
" (m
= X"T+mA"'B+) < )(—1)m—kAm—’fB’f.
k
k=2
Esto prueba que A™ = X1+ C, con C triangular superior estricta con entradas no nulas
en la primera superdiagonal, pues la tnica contribucién a la primera superdiagonal de
C=m\"1B+Y ", (Tg)(—l)m_k)\m_kBk proviene de la matriz mA™ B,y A # 0 . Se
sigue que podemos utilizar la primera parte del lema para el estudio de los subespacios
invariantes por T, lo que concluye la demostracion.

0

PROPOSICION 3.1.7. Supongamos que V es un subespacio de dimension finita de
C(24,C), {h1, - ,hi} CZ y hZ+hoZ+-- -+ Z = 7. Si Ap(V)CV, k=1, .t
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entonces existe W, subespacio de dimension finita de C’(Zd,(C), que es invariante por
traslaciones y contiene a V. En consecuencia, todos los elementos de V' son polinomios

exponenciales, f(n) = 32103 aj<my Wha™)AL

Demostracién. Utilizamos el Lema 3.1.5 con E = C(Z4,C), L; = Ay, i = 1,--- ,t,
para concluir que V C W = OghpAhQa“' A, (V) y W es un subespacio de dimension finita
de C(Z%) que satisface las inclusiones Ap,(W)CW ,i=1,2,---,t. Se sigue que W es
invariante por traslaciones, pues h1Z+hoZ+- - - +h;Z = Z%. Aplicando el Corolario 3.1.2,
concluimos que todos los elementos de W (y, por tanto, también todos los elementos de
V') son polinomios exponenciales. O

TEOREMA 3.1.8 (Montel, version discreta). Sea {hy,--- ,hs} C Z% tal que hiZ +
hoZi + -+ W7 = 7%, y sea f € C(Z,C). Si Ahmk(f) =0, k=1,---,t, entonces
fn) = Z|a‘<N aan® para cierto N € N, ciertos mimeros complejos aq, y para todo
n € Z% En otras palabras, f es un polinomio algebraico en Z%. Ademds, si d = 1,
entonces f(n) = ag +ain + -+ am_1n™ " es un polinomio algebraico en Z, de grado
<m-—1.

Demostraciéon. Supongamos que Aﬁ(f) =0,k=1,---,t. Entonces V = span{f} es
un subespacio de dimensién uno de C(Z?, C) que satisface las hipotesis de la Proposicién
3.1.7. Por tanto, todos los elementos de V' son polinomios exponenciales. En particular,
f es un polinomio exponencial,

S

F)=> ()" aran™)A} (3.1)

k=0 |a|<my
y podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que \g = (1,1,---,1), mg > m—1,y
Ai # A\j para todo i # j.
Sea
B={n*A, 0<|a]<my, k=0,1,2,--- s} (3.2)

y consideremos el espacio vectorial £ = span{f}, el cual tiene una base de la forma (3.2)
y, ademés, contiene a V como subespacio. Consideremos el operador lineal Ay, : S — S
inducido por el operador Ay, cuando se considera restringido al espacio £. Evidentemente,
SZP@El@EQ@"‘@Es, donde

P= span{na}oﬂa‘gmo y B = span{no‘)\g}og‘aEmM k=1,2,---,s.
Ademas, Ap(P) C Py Ap(Ex) C Ey parak =1,2,--- s, pues
da(n) = Apn® = (n+ h)* —n®
es un polinomio de grado < |a| — 1y
Ap(nAF) = ((n+h) X = n®)AL = (n(Af = 1) + da(n)N) AR
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Se sigue que, para todo h € Z?, el operador A} también satisface Ap(P) € Py Ap(Ey) C
Ej para k=1,2,--- ,5. De modo que, si g € &, entonces Aj'g = 0 si y so6lo si A}'p =0,
Aznbk:(), k=1,---,s,dondeg=p+by+---+bs,peE P, b€ By, k=1,---,s.

Fijemos k € {1,--- , s} y consideremos el operador (Ap) g, : Ex — Ei. La matriz Ay
asociada a este operador respecto de la base 8, = {na)‘Z}0§|a|§mk7 la cual es considerada
ordenada por el orden lexicografico graduado,

NN Sgriea WAL & (o] < |yl o (Jol = 1 ¥ & <iea 7)),

es triangular superior y los términos de su diagonal son todos iguales a di(h) = )\Z -1
(Recordemos que o <jep, v siy s6lo si ag, — Yk, < 0, donde ko = max{k € {1,2,--- ,d}:
o) # Yk })- Evidentemente, estos célculos implican que, si di(h) # 0, entonces (Ap) g,
es invertible y, en particular, Apby = 0 y by € E}, implica b, = 0.

Estudiemos ahora las ecuaciones dj(h;) = 0, donde estamos imponiendo que los
vectores h; = (hj1, -+ ,hjq), j = 1,---,t sean precisamente los que aparecen en las
hipotesis del teorema. Sabemos que

Ao = (P ™00, pppe®™0h2 oo gy ge?™0kd) € (C\ {0})
con piq # 1 para al menos uno de los valores de k, pues A\, # (1,1,---,1). Por tanto,
di(hj) =0 siy sélo si

27‘(i0k,1)hj71( 27Ti0k,2)hj72 - ( 27Ti9k,d)hj1d — 1’

(Pk71€

lo cual es equivalente al sistema de relaciones

Pk2€ Pk,de

{ hj1log pr1 + hj2logpra + -+ + hjqlogpra =0
Okihj1 + Ok ohjo+ -+ Opahjq €Z

Ahora, MZ + hoZ + --- + hZ = Z%, de modo que {hy,hs,--- ,h;} contiene una base
de R4, Ademés, wy, = (log py.1,10g pr.a,- -+ ,10g pr.a) € R\ {(0,0,---,0)}. Esto implica
que existe ji € {1,--- ,t} tal que hj, no es ortogonal a wy. En particular, di(h;,) # 0y
(An,, )|E, es invertible.

Consideremos la funcion f definida por (3.1). Entonces f = pg+b1+---+bs € € (con
Py = Z|C¥|§m0 apan® € Py b, = (Zla\ﬁmk g an®)A\} € Ep, k=1,---,5)y Azz_f =0
para todo j. Para cada k € 1,--- , s sabemos que AZ";}C by, = 0, lo cual implica que by = 0,
pues (Ahjk)| g, es invertible. Por tanto, f = po, lo cual demuestra la primera parte del
teorema.

Supongamos ahora que d = 1. Sabemos que f(n) = ap + ain + -+ + amn™° es un
polinomio algebraico (con mg > m — 1) y queremos demostrar que deg(f) < m — 1. Con
este objetivo en mente, fijamos nuestra atenciéon sobre la matriz A asociada al operador
Ay : Iy, — I, con respecto a la base By = {nk}zn:‘)o Un sencillo calculo demuestra
que

r0 h A% --- kMo
0 0 2n --- (”}O)hmo_1
A= | o : (3.3)
o0 0 - (m’gﬂl)h
L0 0 0 - 0 i
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Ademas, la matriz asociada a (A;L”)mmo respecto de la base [y esta dada por A™.
Ahora,
i-ésima posiciéon
1

ker(A™) = span{(0,0,---,0, ,0,--4,0):4=1,2,--- ;m}.

Por tanto, rank(A™) = my + 1 — m = dim¢(Il,,,) — m y dimc ker(A™) = m. Por otra
parte, otro sencillo célculo muestra que el espacio de los polinomios algebraicos de grado
<m —1, II,;,_1, esta contenido en ker(AJ}"). Por tanto, ker(A}") = II,,_1, pues ambos
espacios tienen la misma dimension. Esto, en conjuncion con f € ker(A}"), finaliza la
prueba.

0

COROLARIO 3.1.9. Supongamos que hi,ho € Z son nimeros enteros coprimos. Si
f € C(Z,C) satisface A} (f) =0, k =1,2, entonces f(n) = ag+an+--+ Q™1
es un polinomio algebraico de grado < m — 1.

Demostraciéon. Si hj, hy son coprimos, entonces, gracias a la Identidad de Bézout,
existen a, b € Z tales que 1 = ahq + bhy. Por tanto, hiZ + hoZ = 7Z y el resultado se sigue
directamente del Teorema 3.1.8. O

La estimacion del grado de f en el Teorema 3.1.8, cuando d > 1, se puede lograr en
ciertos casos especiales. Para demostrar un resultado de este tipo, introducimos antes el
siguiente lema de caracter técnico.

LEMA 3.1.10. Sea p(z) = Z\&ISN agx® € Clxy,x9,- -+ ,xq] un polinomio complejo de
d wvariables complejas, con grado total < N. Supongamos que, para todo

d—1
a = (ala"' sy Aj—1, Qj41, 7ad) S C

ytodoi € {1,---,d}, el polinomio gqi(t) = p(a1,--- ,ai—1,t,ai41,- - ,aq) satisface gq; €
IL,,. Entonces N < md. Ademds, el caso extremo se alcanza con el polinomio p(x) =
x{twyt -l

Demostraciéon. Fijemos i € {1,---,d} y supongamos que a = (a,- - ,q) satisface
o # 0 and a; > m + 1. Entonces

N
pla) = bp(w1, @2, @i, Tig1s - TQ) T Y bay (@1, Tis1, Tig1, o, 2q) # O,
k=0
En particular, existe a = (ay,- -+ ,a;_1,ai11, - ,aq) € C¥! tal que by, (a) # 0, pues b,

es un polinomio no nulo. Se sigue que

N
gai(t) =plar, -+ @i 1.t aip1, -+ aq) = Y _bplar,ag,- -+, ai1,aip1, - ag)th
k=0

es un polinomio de grado mayor que m, lo cual contradice nuestras hipotesis. Por tanto,
aq # 0 implica que max{a, ag, - ,aqt <my N < md. O

39



1-€S1Ma posicion

COROLARIO 3.1.11. Sean e; = (0,---,0, ,./1\ 0,---,0) €zt i=1,---,d
y supongamos que f € C(Z% C) satisface AD'f =0 parai=1,---,d. Entonces f(n) =
Z|a|§(m—1)d aan® para todo n € Z¢ y ciertos nimeros complejos an. Ademds, el caso
extremo se alcanza para f(n) = n{" tny =t pl L

Demostracién. Se sigue, de la igualdad e1Z + --- + e4Z = Z¢ y el Teorema 3.1.8,
que f(n) = Z|a|<N ann® para cierto N € N, ciertos numeros complejos a,, y pa-
ra todo n € Z?. Consideremos ahora el polinomio algebraico p(z) = 2 laj<N @GaT® €
Clxy, 22, -+ ,7q], y tomemos i € {1,---,d} y a = (a1, ,0;_1,0;41, - ,aq) € CIL.
Entonces ¢q(t) = p(ai, -+ ,ai—1,t,ai+1,- - ,aq) es un polinomio en la variable compleja
t y el polinomio ¢, ;(7) = Af'qa:(t) € Clt] satisface (¢q,i);z = 0, por lo que ¢4; =0y
a,; s un polinomio de grado < m — 1. El resultado se sigue si aplicamos el Lema 3.1.10
al polinomio p. Para demostrar la dltima afirmacién del corolario basta comprobar que
f(n) = nT_ln’Q"_l . -~n31_1 satisface A7'f = 0 para i = 1,--- ,d, lo cual es un simple
calculo. 0

En la monografia de Kuczma [38, Lema 15.9.4.] se demuestra que, si f : R? — R es un
polinomio algebraico separadamente en cada una de sus variables, y los grados parciales
de f estdn uniformemente acotados por el namero natural m, independientemente de
la variable que tomemos y los valores que fijemos sobre las otras variables, entonces
f es también un polinomio algebraico. El Corolario 3.1.11 demuestra que un resultado
analogo es cierto para funciones f : Z¢ — C y proporciona una cota concreta para el
grado de f. En el articulo [56, Teorema 14| los autores demostraron que, si K es un
cuerpo y f : K¢ = K es un polinomio algebraico separadamente en cada una de sus
variables, pero eliminamos la hipétesis sobre acotaciéon uniforme de los grados parciales
de f, entonces f es un polinomio algebraico, siempre que hayamos impuesto previamente
que K tenga un cardinal no numerable. Ademés, en el caso de que K sea un conjunto
contable, construyeron una funcion y : K¢ — K que no es un polinomio sobre K¢, pero es
un polinomio algebraico separadamente en cada una de sus variables. Esta construccién
puede trasladarse al caso de las funciones Z¢ — K. De hecho, basta imponer que K tenga
caracteristica cero y considerar la restriccion x|ze. Un problema abierto interesante es
averiguar si estas funciones se pueden también construir imponiendo que el dominio sea
Z% y la imagen esté incluida en Z.

Denotemos por Xy indistintamente al espacio C'(R?, C) o bien al espacio de las
distribuciones con valores complejos definidas sobre R%. El mismo tipo de argumentos que
hemos usado para demostrar el Teorema 3.1.8, con pequenas variaciones, en conjunciéon
con el conocido teorema de Anselone y Korevaar, que caracteriza los subespacios de
dimension finita e invariantes por traslaciones de Xy [14] como los espacios de funciones
que admiten una base del tipo

B = {zlorrade<tA> 0 <y <my;—1,i=1,---,d, k=0,1,2,--- s}, (3.4)

(donde A\g = 1y my,; = 0 debe interpretarse como la imposicion de que la variable z;
no aparece en la parte polinémica de los monomios exponenciales del tipo xae<x”\k>)
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nos conduce directamente a una demostraciéon del siguiente resultado, que es una versién
mejorada del Teorema de Montel clasico, pues estd formulado para las distribuciones:

TEOREMA 3.1.12 (Montel, caso distribucional). Sean hy,--- ,h, € R? tales que h1Z+
oo+ hyZ es un subconjunto denso de R?, y sea f € Xy4. Si Aﬁ(f) =0, k=1,---,¢,
entonces f(x) = Z|a|<N aqx® para cierto N € N, ciertos nimeros complejos aq, y todo
x € RY. Asi pues, f es un polinomio algebraico complejo en d variables reales. Ademds,
sid=1, entonces f(x) = a1+ a1z +- -+ apm_12m
<m-—1.

es un polinomio algebraico de grado

Demostracion. Sirepetimos la demostracion de la Proposicion 3.1.7, pero considerando
los operadores Ay, definidos para distribuciones f € Xy, concluimos que todo subespacio
vectorial de dimensién finita V' de X4 que satisface

Ap(V)CVparai=1,--- ¢, (3.5)

estd contenido en un espacio W que admite una base de la forma (3.4). En efecto,
podemos obtener un espacio W C X, que contiene a V' y es invariante por las traslaciones
Th, : Xa — Xa,1=1,--- ,£. Entonces W es invariante por todas las traslaciones del tipo
Th con h € hiZ + -+ + hg1Z, que es un subconjunto denso de RZ. Por tanto, W es
invariante por traslaciones y, gracias al Teorema de Anselone y Korevaar, admite una
base de la forma (3.4). Ahora incluimos el espacio W dentro de otro espacio que admite
una base del tipo

B = {xa}OS‘OASTnO U {$ae<x’>\k>7 0< |Oé| <mpyk=12--- ,S}, (36)

pues estas bases son mas apropiadas para nuestros calculos.
La demostracion finaliza tomando V' = span{f} con A}’ (f) =0,k =1,--- Ly
repitiendo los argumentos de la prueba del Teorema 3.1.8 con pequenos cambios. U

NOTA 3.1.13. En [66, Teorema 10.2, pdg. 78/, el Teorema de Anselone y Korevaar
se generalizo al contexto de las funciones medibles con valores complejos, definidas sobre
grupos abelianos localmente compactos. Entonces podriamos tener la esperanza de de-
mostrar una nueva version del Teorema 3.1.12, cambiando la condicion f € Xgq por la
hipétesis de que f : R* — C es una funcion medible. En otras palabras, surge de mane-
ra natural la pregunta de si el Teorema de Montel se satisface para funciones medibles.
Desafortunadamente, la respuesta es negativa: el Teorema de Montel falla para las fun-
ciones medibles, para todo d > 1. De hecho, supongamos que f : R* — C es medible y
que Azz(f) =0, k=1,---,¢, siendo MZ + --- + heZ un subconjunto denso de R%, y
apliquemos los argumentos del Lema 3.1.5 a V = span{f}, con L; = Ay,. Entonces V
estd contenido en un espacio vectorial de dimension finita W que es invariante por las
traslaciones de la forma 13, con h € hiZ+---+hg1Z. Pero esto, por si solo, no garantiza
que W sea invariante por traslaciones.

Evidentemente, esto justifica por qué nuestro argumento, si se lleva al contexto de
las funciones medibles, falla. Para demostrar que el Teorema de Montel es, de hecho,
falso, en este contexto, damos un contra ejemplo apropiado.
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Supongamos que d =1 y hy, he € R\ {0}, h1/he & Q. Definimos

| pq st x = phy +qhs, yp,q €L

Evidentemente, f es medible. Ademds, un sencillo cdlculo demuestra que AP f =
AZ;f = 0 para todo m > 2, pero f no es un polinomio. De hecho, f no es solucion de la

ecuacion funcional de Fréchet. Este mismo ejemplo, adecuadamente adaptado, sirve para
todo d > 1.
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Capitulo

El Teorema de Montel-Popoviciu y el
orafo de las soluciones discontinuas de la
ecuacion de Fréchet en varias variables

4.1. El teorema de Montel-Popoviciu

Aunque el articulo de Montel [44] fue publicado en 1937, él ya habia obtenido sus
resultados en 1935 y, de hecho, ese ano impartié un seminario en el que se explicaba
su teorema, en el departamento de matemaéticas de la Universidad Politécnica de Cluj
Napoca, en Rumania. En dicho seminario estaba presente su alumno de doctorado, el
matematico rumano Tiberiu Popoviciu, quien habia defendido su tesis doctoral en la
Escuela Normal Superior de Paris en 1933 [54]. Popoviciu capté inmediatamente las
ideas de Montel y, de hecho, en 1936 publicé un articulo [55] en el que se mejoraba
sensiblemente el resultado original. Concretamente, demostré el siguiente teorema:

TEOREMA 4.1.1 (Montel-Popoviciu, 1935). Sea f : R — R una solucion del sistema
de ecuaciones funcionales

Aptif(z) = A f(2) = 0, (z €R),
donde hy, hy € R\ {0}. Entonces:

(i) Para cada xg € R existe un unico polinomio P(x,y) € 112, ... tal que f(xo+ihi +
jha) = P(ihy, jha) para todo (i,7) € Z2.

(ii) Si hi/ha & Q y existe un intervalo abierto no vacio I = (a,b) tal que fi; es una
funcion acotada, entonces el polinomio P(x,y) que aparece en (i) es de la forma
P(z,y) = Ao(z+y) para cierto polinomio Ay(t) de grado < m y, consecuentemente,

m—+1

z.hl_s_thf(nr:) =0, para todo x € R, y todo i,j € Z.



(i1i) Si hi/ha & Q y f es continua en al menos m + 1 puntos, entonces f(x) = Ao(x)
(x € R), es un polinomio algebraico de grado < m.

Vamos a seguir el espiritu de la prueba original de Popoviciu, aunque nosotros expli-
caremos més detalladamente todas nuestras construcciones, algunas de las cuales difieren
de forma significativa de lo que se afirma -a veces, sin demostracién- en el articulo ori-
ginal de Popoviciu. Esta prueba servird, posteriormente, para obtener una interesante
descripcion cualitativa del grafo de los polinomios discontinuos.

Comenzamos, pues, con algunos resultados técnicos sobre polinomios de una y dos
variables reales. El primero es un resultado estandar sobre localizacion de ceros.

LEMA 4.1.2. Sea p(z) = ag+aiz+---+anz" € C[z] un polinomio algebraico de grado
exactamente N (i.e., any # 0) con coeficientes complejos, y sea & € C cualquiera de sus
ceros. Entonces

€] < méx{1, Z |ak|

Demostraciéon. Si || < 1, ya hemos acabado. Supongamos, pues, que || > 1. Como
p(§) = 0, tenemos que también ﬁp(f) = 0, de modo que, si despejamos el término lider
de esta expresion, y tomamos valor absoluto a ambos lados de la igualdad, obtenemos
que

N—
ap , a aN-1,N_1 lag| N-1
€Y = 12 By Ml L] {1l e
e < kZ| NN
N
zﬂwa
k=
por tanto, |¢| < Zg 01 ||§’“‘|, que es lo que buscabamos. O

A continuacion demostramos un resultado de naturaleza maés técnica.

LEMA 4.1.3. Sea p(z) = ag+a1z+---+aynz" € C[z] un polinomio algebraico de grado
exactamente N (i.e., ay # 0) con coeficientes complejos, y supongamos que N > 1.
Sea ademds {qn(2)}52, una sucesion de polinomios de grado < N tales que qn(z) =
aon + a1z + - +anpz, méax{|ag — agy| : k=0,1,--- N} < |ay|/2, n=1,2,--- ,00
Si {zn} es una sucesion de nimeros tal que |x,| — +00, entonces |gn(zy)| — o0.

Demostracion. Sea n € N y tomemos & un cero de g,(z). Gracias al Lema 4.1.2,
sabemos que

N—-1
< mix(1. 3 ﬂj’“"' )

Nn|

y, como |agy| < |agn, — ag| + |ag| < ‘“N| + |ak|, lann| > %4, tenemos que
N-1 lan|
, 2 + |ak
€] < max{1, M} = M.
k=0 x|
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Es decir, todos los ceros de ¢,(z) (para todo n) estan en By = {z € C : |z| < M}.
Si |zn| — oo, entonces obviamente dist(zy, Byr) — co. Ahora, si {ag,}i_; denota el
conjunto de los ceros de g, (z), entonces obviamente g,(z) = any, Hi\[:l(z — Qgp) Y, DOT
tanto,

lgn(z0)| = |anm| H | Ty, — Qen| > lan ’(dlst(xn,BM))N — 00. (n — o0).
k=1

0

COROLARIO 4.1.4. Sea P(z,y) € IIZ, .., un polinomio algebraico de grado menor
o igual que m en ambas variables. Supongamos que existen m + 1 niumeros distintos
{ozk;}m+1 y sucesiones de puntos del plano {(ukn,Vkn)} tales que g, + Vg, — oy para
n — oo para k =1,2,--- ,m+ 1. Supongamos, ademds, que |uy | — 00 para n — oo y
que {P(Uk,mvk,n)}%oﬂ es una sucesion acotada para cada k. Entonces

P(.%'7y) = Ao(.%' + y)7
donde Ag es un polinomio en una variable, de grado < m.

Demostraciéon. Consideremos el cambio de variables ¢(x,y) = (x,x+y). Si denotamos
fi ==z, fo =x+y, entonces y = fo — f1 y, consecuentemente, todo polinomio P(x,y) =
Yoo ZJ "o aiga'y? € 117, ., admite una representacion del tipo

P(x,y) = D> > aia'y’ =) Y aijfi(fa— fi)’

i=0 j=0 i=0 j=0

- fj}mjawfl Ejj@ 15 f3 )

i=0 j=0 s=0

J
= Qs j (i) ] st sl s)
0

10]03

2m
= D Af)ff
=0

2m
= > Ai(z+y)a,
=0

donde A;(t) es un polinomio en una tnica variable, de grado < m, parai=0,1,---,2m.

Una vez hemos representado el polinomio P(z,y) de la forma anterior, tomamos {(ux , vkn)}

y {ay} verificando las hipotesis del corolario. Sea N = max{i € {0,---,2m} : A; # 0}.

Entonces
N

P(z,y) = ZAz'(QH‘ y)x'y Ay #0.
i=0
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Queremos demostrar que N = 0. Supongamos, por el contrario, que N > 1. Vamos a
demostrar que Ay () =0 para k =1,2,--- ;m+1, lo cual implicaria que Ay = 0 pues
Ap(t) es un polinomio de grado < m. Supongamos, por el contrario, que An(ay) # 0
para algun k. Consideremos el polinomio

N
p(z) =Y Ai(ay)z’
=0
Como {ug, + vgn} — o para n — oo, y las funciones A;(t) son continuas, sabemos
que {Ai(ugn + vin)} — Ai(o) para todo i € {0,1,--- , N}. Es méas, podemos asumir
sin pérdida de generalidad que |A;(upr + vipn) — Ai(og)| < |An(ag)|/2,i=0,1,--- N,
n € N. Si consideramos los polinomios

N
an(z) = ZAZ(ukn +oppn)zt, n=1,2,---,
i=0
y usamos el Lema 4.1.3, obtenemos que |g,(uk,n)| — oo para n — oo. Sin embargo,
lgn(ukn)| = |P(wkn, Vkn)|, que es una sucesion acotada. Esto nos lleva a la conclusion
de que An(ay) = 0 forzosamente, que es lo que buscdbamos. [

Demostraciéon del Teorema de Montel-Popoviciu (Teorema 4.1.1).
(7). Sea f : R — R tal que

AZi“f(w) = AZ;Hf(x) =0 paratodoz € R,

Sea z¢ € R y consideremos el polinomio de interpolaciéon de Lagrange (en dos variables
x,y) que interpola la tabla de valores f; j = f(xo + ih1 + jh2), 4,5 = 0,1,--- ,m, en los
nodos (ih1,jha), i,5 =0,1, -+ ,m. Es decir,

P(ihy,jha) = f(xo +ih1 + jha), i,j = 0,1,--- ,m.

Sabemos que este polinomio esta univocamente determinado (ver, por ejemplo, [34, pag.
295], [68]). Vamos a demostrar que f(xg + thy + jha) = P(ih1, jhe) para todo i,j € Z.
Para verlo, observemos que

m+1
m ) m+1 mal— .
0 - AMHﬂ%+nM):§:< K >PD”kﬂm+%m+0M)
k=0

= > <mlj 1> (=)™  f (o + khy + jha) + f(zo + (m+ Dy + jha)
k=0

Por otra parte, como P(z,y) = > 1" g Y oty ar,sx'y®, si fijamos y = jhy y consideramos
la funcion g(x) = P(x,jhg), resulta que g es un polinomio de grado < m, por lo que
A}?Hg(x) = 0 para todos los valores x, h € R, de modo que

m+1
m m+1 m+1—
0 = aptg =Y (") o)
k=0
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m+1
k

I
NE

i
o

> (—1)m+1ikP(k‘h1,jh2) + P((m + 1)h1,jh2)

m+1
k

I
NE

b
Il
o

)(—1)m+1_kf($0 + kh1 + jhg) + P((m + 1)h1,jh2).

Se sigue que P((m + 1)hi,jh2) = f(xo + (m + 1)h1 + jho). Si hubiéramos partido
del polinomio de Lagrange que interpola los valores f; ; = f(xo + ih1 + jh) para i =
1,2,--- ,m+1,7=0,1,--- ,menlos nodos (ih1, jha) (que, como acabamos de demostrar,
coincide con nuestro polinomio P(x,y)), el mismo argumento nos llevaria a la conclusion
de que también P((m+2)h1, jhe) = f(xo+(m+2)hi+jha). De forma similar, despejando
esta vez el primer término de la sumas en vez del ultimo, y tomando como punto de
partida la igualdad Ahm1+1f(:c0 — h1 + jha) = 0, podriamos concluir que P(—hy, jha) =
f(xo — h1 + jha). Repitiendo estos argumentos infinitas veces (tanto hacia delante como
hacia atras), se obtiene que P(khi,jha) = f(zo + khy + jhe) para todo k € Z'y j =
0,1,---,m. Ahora, tomando la funcién h(y) = P(ih;,y), podemos argumentar de modo
similar que, en realidad,

P(ih1,jhg) = f(xo + ihy + jhs) para todo (i, ) € Z>.

Esto finaliza la demostracion de (7).

Nos interesa, de todas formas, observar que P(z,y) = >ty > ni, e sx'y® para
ciertas constantes oy s y, en consecuencia, gracias a lo expuesto en la demostracion del
Corolario 4.1.4, también admite una expresiéon del tipo

2m
Pz,y) =Y Ai(z+y)a',
=0

con A;(t) un polinomio de grado < m para cada i (Este hecho se usara posteriormente
en este Capitulo).

(74). Supongamos ahora que hy/hy € Q y f estd acotada en un cierto intervalo (a,b)
con a < b. Como hi/hy es irracional, sabemos que los puntos {xzg + ih1 + jha}ijecz
forman un subconjunto denso de la recta y, por tanto, fijados m + 1 elementos distintos
{a} ' C (a,b), existen infinitos valores enteros ik n, ji,n tales que Uy<pniq Unen{zo +
ik,nhl + jk,nhZ} - (a7 b)a h/mn—mo(lk,nhl + jk,nhQ) = g — To, limy 00 |7;k,nhl’ = 00,
k = 1,2,---,m + 1. Como P(ih1,jhs) = f(xo + ih1 + jh2) para todo (i,j) € Z2,
podemos utilizar el Corolario 4.1.4, para concluir que P(z,y) = Ao(z+y). En particular,

f(zo 4+ ih1 + jhy) = Ag(ihy + jhy) para todo (i, j) € Z2.

Esto, unido a que Ay(t) es un polinomio de grado < m, y a que todos los calculos
anteriores son validos independientemente del punto zg, implica que

A;Zimf(x) = 0 para todo z € R y todo (i, j) € Z°.
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(7i7). Supongamos ahora que hi/he ¢ Q y f es continua en m + 1 puntos distintos
{sk}zzrll. Esto obviamente implica que f esté acotada en un intervalo abierto no vacio
y, por tanto, para cada zp € R, existe un polinomio A, (t) de grado < m tal que
f(zo +ihy + jhe) = Ay, (ihy + jhe) para todo (i, ) € Z2. Decir que f es un polinomio
algebraico de grado < m equivale, por tanto, a decir que Ay, (x + x1 — x0) = Ay (2),
independientemente de los valores de xy y 1. Para ver esto, basta observar que, al ser
x1 arbitrario, y teniendo en cuenta la definicion de A,,, sabemos que

f(ml) = Am (O) = Axo(ml - on),

es decir, f(t) = Az, (t — o) para todo valor t € R, que es lo que buscamos.

Ahora bien, hay que probar la identidad A, (z + x1 — zg) = Az, (x) o, lo que
es equivalente, A, (z) = Ay, (z + 29 — x1). Tomemos ik,mjk,nviz,n?jz,n € 7Z tales que
2o + iknh1 + Jenhe — Sk, y 1 + i, b + 3L, he — s, para k = 1,2,--- m+ 1,y
consideremos el polinomio C(z) = Ag, (z + xo — x1). Entonces

f(sk) = lm f(zo+ignht + jrknh2)
n—oo
= lim Aa:o (ik,nhl —i—jk’nhg) = A:vo (Sk — .’L’o), 1<k<m+1.
n—oo

Por otra parte,

flsr) = lm f(x1 +ig .0+ i nh2)
n—oo
= lim Ay, (i ,h1 + Ginhe) = Agy (s —21), 1 <k<m+ 1.
n—o00 ’ ’

Por tanto,
C(sk —x0) = Az, (s — 0+ 20 — 1) = Agy (s — 1) = Az (Sk —x0), 1 <k <m+1.

Es decir, C(z) y Az, coinciden en al menos m + 1 puntos, por lo que son en realidad
el mismo polinomio. Por tanto, A,,(r) = Az, (x + zo — z1), que es lo que queriamos
demostrar.

d

4.2. Descripcion cualitativa de los grafos de los polinomios
discontinuos

La técnica de interpolaciéon utilizada por Popoviciu para su prueba del Teorema
de Montel (mejorado), se puede aprovechar para el estudio cualitativo del grafo de un
polinomio discontinuo. Concretamente, se puede demostrar el siguiente resultado, que ge-
neraliza el Teorema de Darboux para la ecuacion de Cauchy al contexto de los polinomios
generalizados:

TEOREMA 4.2.1 (Descripcion de G(f) para funciones de una variable). Si f : R — R

satisface la ecuacion funcional de Fréchet

AP f(x) =0 para todo (z,h) € R?,
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y no es un polinomio ordinario, entonces f no estd acotada en ningun intervalo abierto

no vacio. Ademds, para todo x € R existe un intervalo no acotado I, C R tal que
R2 R2
{z} x I, CG(f) . Finalmente, G(f) contiene un abierto no acotado.

Demostracion. Si f : R — R es una solucién de la ecuacion de Fréchet AZ”H f=
0, entonces el apartado (i) del Teorema 4.1.1 se puede mejorar, al demostrar que, en
realidad,

(i)* Para cada xo € R, y para cada hi, he € R, existe un tnico polinomio P(x,y) €
112 tal que f(wg + rh1 + sha) = P(rhy, shy) para todo (r,s) € Q2.

m,max

Para verlo, basta comprobar que, si aplicamos (i) del Teorema 4.1.1 a f cambiando los
pasos hi,hg por hi = hi/p,h5 = ha/q, respectivamente, donde p, ¢ son dos nameros
enteros (no nulos) arbitrarios, el nuevo polinomio, que denotamos por P*, coincide con
el polinomio original, P(x,y), en una malla infinita de puntos, pues

P(ih1, jha) = f(zo +th1 + jhe) = f(xo + iphy + jghy) = P*(iphi, jghy) = P*(ihy, jho)

para todo i,j € Z, por lo que en realidad son el mismo polinomio, lo cual implica
obviamente (7)*, pues p, ¢ eran enteros (no nulos) arbitrarios.

Se sigue que, si Azlﬂf = 0 para todo h y Py n,.h,(2,y) denota al polinomio de
I12, 00 que satisface (i)*, entonces

7R2
Fxo,h1,h2 = {(.%'0 +u+v, Pxo,hth(u, U)) U,V E R} - G(f) s (41)

pues Q es un subconjunto denso de R. Lo interesante ahora es, pues, estudiar los conjuntos
Lo b he S Pyy pyhe(x,y) = Az 4+ y) para cierto polinomio A, entonces el conjunto
I'20.h1,ho tiene interior vacio y, de hecho, no es mas que el grafo de un polinomio algebraico
ordinario, por lo que, en este caso, la propiedad (4.1) no dice gran cosa. Sin embargo,
podemos demostrar que, si f es solucion de la ecuacidon de Fréchet AZ”'H f=0ymnoesun
polinomio algebraico ordinario, entonces existen xg, h1,ho € R tales que Py b, po(2,y)
no es un polinomio en la variable x + y. Concretamente, demostramos que, para valores
apropiados de xg, hy1 y ho,

N
Prona(w:y) = > Ailw + )z, con An(t) £0y N > 1, (42)
i=0
donde A;(t) es un polinomio de grado < m para ¢ = 0,1,---, N. Evidentemente, si se

satisface (4.2), entonces, para cada o € R\ Z(Ay) (donde Z(Ay) ={s € R: An(s) =0}
es un conjunto de a lo sumo m puntos), tendremos que po(z) = Pyyp, ho(2, 00 — ) =
Zi\io A;(a)x" es un polinomio no constante y, por tanto, p,(R) es un intervalo no acotado.

Ademas,
2

{zo+ a} x pa(R) C Ty hne € G(f) -

Es decir, si demostramos (4.2), entonces f no podréa ser localmente acotada y, para todo
2

x € R existird un intervalo no acotado I, C R tal que {z} x I, C G(f)
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Veamos, por tltimo, que si P = Py, 5, n, satisface (4.2), entonces I'y, p, », contiene
un abierto no acotado. Para comprobarlo, definimos la funcién ¢ : R? — R2,

Un sencillo calculo nos revela que

N
det ' (z,y) = Py — P = — Z kA (x +y)azh !
k=1

es un polinomio no nulo y, por tanto, Q2 = R\ {(x,y) : det ¢/(x,y) = 0} es un abierto
no vacio del plano (de hecho, es un abierto denso en el plano). Podemos, pues, utili-
zar el Teorema de la aplicacién abierta para funciones diferenciales con la funcién ¢,
concluyendo que W = ¢(f2) es un abierto de R? contenido en I'y, s, 5, Las inclusiones
{zo + a} x pa(R) C 'y, 4y h, demuestran, ademas, que W no es un conjunto acotado.

Veamos ahora que, en efecto, se satisface la relacion (4.2) para cierta eleccion de
x0, h1, ha. Si esto no fuera asi, entonces, fijados hi, ho, todos los polinomios Py 4, h, (2, Y)
serfan de la forma Py, 4, h,(2,y) = Az(x + y) para cierto polinomio A, de grado
< m. Como hemos supuesto que f no es un polinomio algebraico, esto implicaréd la
existencia de dos puntos distintos xg,x; tales que Az (0) # Az,(r1 — x0). Conside-
remos ahora el polinomio Py 5, 5.1, (%,y), €l cual, por hipotesis, debe ser de la forma
Py w1 —a0,he (2, y) = A(x+y) para cierto polinomio A(t) de grado < m. Un simple calculo
nos conduce a que

A(xl - 1'0) = Pazo,xl—xo,hz (:L'l — Zo, O) = f(ffo + (xl - 1'0)) = f(xl) = A:m (0)

Por otra parte, para cada j € Z, tenemos que

A(th) = Plvo,lvlfzo,fm (O,jhg) = f(‘TO +jh2) = AIO (jh2)7

por lo que A y A, coinciden en infinitos puntos y son, en consecuencia, el mismo poli-
nomio. Se sigue que Az, (0) = Az (1 — z¢), lo cual contradice la hipotesis de que f no
es un polinomio.

O
El resultado anterior puede generalizarse al caso de varias variables:

TEOREMA 4.2.2 (Descripcion de G(f) para funciones de varias variables). Si f :
R™ — R satisface la ecuacion funcional de Fréchet

AZ"Hf(a;) =0 para todo xz,h € R",

y f(x1,--+ ,2n) no es un polinomio ordinario, entonces f no estd acotada en ningin
. . . =Rt . .
abierto no vacio. Ademds, G(f) contiene un abierto no acotado.
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Antes de abordar la prueba del Teorema 4.2.2, es necesario introducir algunas cons-
trucciones, asi como varios resultados técnicos relacionadas con ellas. Para empezar,
observemos que si f no es un polinomio algebraico en sentido ordinario, entonces exis-
ten s € {1,---,n} y (a1,a2, -+ ,as_1,0511, - ,an) € R?~! (valores que dejamos fijos a
partir de ahora) tales que

g(ﬂ?) = f((ll,(lQ,"' y s—1,T,Qs41, """ aan)

no es un polinomio algebraico. Esto ha sido demostrado de varias formas y puede consul-

tarse, por ejemplo, en [7], [38], [56]. Ademas, si tenemos en cuenta la demostracion del

Teorema 4.2.1, sabemos que, si denotamos por pg,.«.8(2,y) al tnico polinomio de an méx

tal que 7
Pzo,a,8(ic, 1) = g(xo + i + j5), parai,j=0,1,---,m,

entonces existen ag, hg, hptr1 € R, 1 < N < 2m, y polinomios Ay € Il,,,, k=0,1,--- | N

tales que

N
Pashahns: (T,9) = > Ap(w +y)a*,  donde Ay # 0.
k=0

Dejamos también fijos en todo lo que sigue los valores ag, hs, hpt1, ¥y tomamos a =
(a1, ,an) € R" hy, - Jhs_1,hsi1,hnt1 € R\ {0} (tambien fijos), y v = {Uk}Zill C

R™\{(0,0,---,0)}. Entonces, gracias a la técnica del producto tensorial, es facil demostrar
que existe un tnico polinomio algebraico P(t1,- - ,tp41) € anﬁléx tal que
n+1
P(ilhl,ighg, cee ,in+1hn+1) = f(CL + Zikhk‘vk)v para 0 <ip <m, 1 <k<n+41.
k=1
Dicho polinomio lo denotamos, a partir de ahora, por P, p, -, donde h := (hi,- -+, hni1).

La demostracién del Teorema 4.2.2 se apoya en varios lemas que enunciamos y demos-
tramos a continuacion.

LEMA 4.2.3. Se satisface la siguiente relacion:

n+1
. . . . . . 1
Pynqy(ithyiohe, - Jipgr1hnyr) = fla+ szhkvk), para todo (i1, ,int1) € Z"1.
k=1
Demostracion. Fijemos los valores de k € {1, -+ ,n+ 1} y i1, 2, -+, Gk—1, Tkt1, =,
in+1 € {0,1,--+ ,m}, y consideremos el polinomio
qk(2) = Py py(t1he, - yik—1he—1, T, i1 Pkt1, - Ing1 A1)

Es evidente que g € H}n y, por tanto,

sy m+1
0 = apta©=Y (") enmrae)
r=0
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m
m—+1 _ . . . .
= Z < )(—1)m+1 "Pany(ithy, - i 1hg—1,mhg, ik1hern, s ing1hng)

r
r=0

+aqrk((m + 1)hy)

_ Z <m + 1) (_1)m+1*7“f(a + Z ijhjvj + rhgok) + g ((m + 1)hy)

= (0<j<n+1; j#k)
- Aﬁtif(a + Z ijhjvj) — fla+ Z 1jhjvj + (m + 1)hgvg)
(0<j<n+1; j#k) (0<j<n+1; j#k)
+Qk((m + 1)hk)

= q((m+Dhe) = fla+ D izhyoy+ (m+ Dhgg).
(0<j<n+1; j#k)

En consecuencia, tenemos que

a((m+1)hy) = Pypy(irhy, - ig—1he—1, (m + 1)hg, ik1 kg1, - s fnprhngt)

= fla+ > ijhjv; + (m + 1)hgog)
(0<j<n+1; j#k)

y, repitiendo el mismo tipo de argumento (tanto hacia delante como hacia atras, y para
cada k € {1,--- ,n+ 1}), obtenemos que

n+1
Pony(ithiizhe, -+ ipgihngr) = fla+ Zikhkvk)7 para todo (i1, -+ ,ins1) € 2",
k=1

que es lo que queriamos probar. O

LEMA 4.2.4. Se satisface la siguiente relacion:

n+1
Pwh/}’(rlhlv T2h2a o 7rn+1hn+1) = f((l =+ Z Tkhkvk)v bara todo (T17 U 7TTL+1) € QnJrl-
k=1
- _mpn+l
Por tanto, G(f) contiene al conjunto o (R"1), donde
n+1
QO’Y(tl? T 7tn+1) = (CL + Ztkvkv Pa,h,"/(tla e 7tn+1))'
k=1
Demostracion. Basta tener en cuenta que, si p1,p2, -+ ,pnt1 € Z \ {0}, y aplicamos
el Lema 4.2.3 al polinomio P*(t1,--- ,t,+1) que satisface las relaciones de interpolacion
n+1
P*(iyhi,ight, - ingahl ) = fla+ ) ighjue), para 0 <ip <m, 1<k <n+1,
k=1

donde hj = hy/pr, k =1,--- ,n+ 1, entonces
P*(ithy,ighg, -+ ing1hny1) = P*(prith], p2iohs, - puitingihn )
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n+1

= fla+>_ prixhivr)
k=1
n+1

= f(a—i— Zikhkvk)
k=1
= Pyny(ithi,icho, - ing1hngr),

para 0 < iy <my 1l <k <n+1, porloque P* = P, , lo cual nos conduce a la
identidad buscada, pues p1,pa, -+ ,Ppt+1 € Z \ {0} eran arbitrarios. O

LEMA 4.2.5. Si imponemos vy, = e, para k =1,2,--- ,n y vp4+1 = €5, donde

1-€sima posicion

ei:(0,07"‘, 1 707'”70)7 izl?"'ana
entonces

So’y(tla Tt 7tn+1) - (a + (tla e 7ts—17t8 + tn—f—lats—l—l? e 7tn)7 Pa,h,'y(th o 7tn+1))7

N

Pa,h,'y<07 T 707 tsv 07 T 70a tn+1) = pas,hs,hn+1 (tsa tn+1) = ZAk(tS + tn+1)t§
k=0

Demostracion. Es trivial. Se trata simplemente de imponer las sustituciones indicadas
(i.e., vy = ex para k = 1,2,--+ . ny vp41 = e5) y utilizar la definicién del polinomio
Paghs i1 O

El siguiente lema es un resultado conocido en Geometria Algebraica. Incluimos la
demostracién con el objetivo de que nuestra prueba del Teorema 4.2.2 quede establecida
con nitidez en todos sus aspectos.

LEMA 4.2.6. Supongamos que V C R" es una variedad algebraica, V # R™. Entonces
V' no tiene puntos interiores.

Demostraciéon. Un sencillo cambio de coordenadas permite reducir la cuestion a cono-
cer si el origen de coordenadas puede ser un punto interior de V. Procedemos por induc-
cion sobre n. Para n =1 el resultado es claro (es decir, si 0 € Int(V'), entonces V = R).
Supongamos que el lema es cierto para n y asumamos que 0 = (0,---,0) € V C R**L.
Si 0 € Int(V) y H C R"! es un hiperplano que pasa por el origen de coordenadas,
entonces W = V N H es una variedad algebraica que, al estar contenida en H ~ R",
podemos interpretar de forma natural como una subvariedad algebraica de R™. Ademés,
el origen de coordenadas es un punto interior de W (en la topologia heredada de H, que
es la que tiene como subvariedad de R™). Por tanto, la hipotesis de induccién nos dice
que VN H =W = H. Como esto es cierto para todos los hiperplanos H que contienen
a 0, y éstos recubren R™"!, concluimos que V = R**! O
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Demostracion del Teorema 4.2.2 Utilizando la primera igualdad del Lema 4.2.5, se
sigue que

i 1 0 0 0 0 0 ]
1 0 0 0 0
@, = 0 0 0 1 0 1 ) (4.3)
0 0 0 o 0 o 1 0
C()Pa,h,'y 8Pa,h,,y 8Pa,h,'y aPa,hﬁ aPa’h‘,Y aPEth
T Bto Bt3 e Ots T Ot Otpnr1 -

y, por tanto, desarrollando det (p’y por la ultima fila, obtenemos que, usando la notacién
abreviada P = P,

g(tlu" : )tn-i-].) = det@fy(tla ,tn—i-l)

oP oP
— (=) VIS (et (=18 b ooee 1t
( ) at5< 1 ) 7Z+1) ( ) + 8tn+1( 1, 3 n—i—l)
., opr OP)(t foet)
- 6tn+1 ats 1, sy bn+4+1)-
Si evaluamos el polinomio ¢ en el punto (0,0,--,0,ts,0,--- ,t,41) v usamos la segunda

igualdad del Lema 4.2.5, entonces tenemos que

N
det (‘Ofy(o’ 0’ T 707t87 Oa e 7tn+1) - - Z kAk(ts + tn+1)t’;_1 7£ 07
k=1
es un polinomio algebraico ordinario no nulo en las variables 1, --- ,#,41. Por tanto, la

variedad algebraica asociada,
Z(det gp{y) = {(ala T 7an+1) € Rn+1 s det gpfy(ala T 7an+1) = 0}

es un subconjunto cerrado propio de R™*! con interior vacio. Por tanto, Q = R"!\
Z(det cp’v) es un abierto no acotado y, gracias al Teorema de la aplicacién abierta para

funciones diferenciables en dimension finita, ¢, (£2) es un abierto de R"™! que estd con-
7Rn+l
tenido en G(f) , que es lo que querfamos probar. La parte de no acotacion de ¢~ (£2)

se sigue directamente de la segunda igualdad del Lema 4.2.5.

g
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Capitulo

Teorema de Montel p-adico y funciones
uniformemente localmente polinémicas

En este capitulo demostramos una version de los Teoremas de Jacobi y de Montel
cuando las funciones que estamos considerando estan definidas sobre el cuerpo @, de los
nimeros p-adicos. Concretamente, demostramos que si

A;Lnoﬂ () =0 para todo z € Qp,

y |holp = p~No entonces, para todo xg € Qp, la restriccién de f sobre el conjunto zg +

pNoZ,, coincide con un polinomio ordinario py, () = ag(wo) + a1 (z0)x + -+ + am(z0)z™.
Motivados por este resultado, que mejora sustancialmente otro anterior de Almira

[2], calculamos la soluciéon general de la ecuacion funcional con restricciones dada por

AZH'lf(x) =0 (xeXyheBx(r)={zxeX |z <r}), (5.1)

cuando f : X — Y, X es un espacio normado ultramétrico sobre un cuerpo valuado no
Arquimediano de caracteristica cero (K, |-|) (de modo que K contiene una copia isomorfa
de Q), y el conjunto Y es un espacio vectorial sobre Q. Por motivos evidentes, llamamos
a estas funciones uniformemente localmente polindmicas.

La definicién y las propiedades bésicas del cuerpo Q, y los espacios normados ul-
tramétricos definidos sobre cuerpos valuados no Arquimedianos se pueden consultar, por
ejemplo, en [28], [50] y [57]. En todo caso, nos gustaria destacar que el teorema principal
que motiva la construccion del Analisis p-adico, el Teorema de Ostrowski de 1917 [49],
en el que se clasifican los posibles “valores absolutos” que existen sobre el cuerpo Q,
es esencialmente un resultado de ecuaciones funcionales y, como tal, puede consultarse,
por ejemplo, en el libro de Aczel y Dhombres [1, pag. 158]. Ademaés, si X es un espacio
vectorial normado ultramétrico sobre el cuerpo valuado no-Arquimediano (K, |-|) y los
vectores x,y € X satisfacen ||z|| > |ly||, entonces ||z + y|| = ||z| (ver, e.g., [50, pagina
22]).



5.1. Resultados principales

TEOREMA 5.1.1. Sea Y un espacio topoldgico que contiene infinitos puntos, y sea
N € Z. Entonces existen funciones continuas f : Q, —Y tales que

Anf(z)=0< hepVz,.
Estas funciones son, obviamente, no constantes.

Demostraciéon. Sabemos que pv Zy, es un subgrupo aditivo de Q,. Ademas, el grupo
cociente Q,/pNZ, es isomorfo al conocido grupo de Priifer Cplor) = Ureo Cpr, donde Cpi
denota el grupo ciclico de orden p*. En particular, existe un conjunto numerable infinito
Sy C Qp tal que {s+ pv Zp}ses, define una particion de @, en subconjuntos que son
simultdneamente abiertos y cerrados. Si A : Sy — Y es cualquier aplicacién inyectiva, la
funcion f: Q, — Y definida por f(z) = A(s) si y sélo si x € s +p"VZ,, s € Sy, satisface
todos los requisitos del teorema. O

LEMA 5.1.2. Sea (Y,d) un espacio métrico. Si f : Q, — Y es continua y h € Po(f),
\h|, = p~N, entonces pN7Z, C Po(f). Como consecuencia de esto, se tiene que Po(f) es
un subgrupo aditivo de Q, que es simultdneamente abierto y cerrado.

Demostracion. La continuidad de f implica que Po(f) es un conjunto cerrado. En
efecto, supongamos que {hg} C Po(f), limg_,0 hr = h. Entonces

0 < d(f(z+h), f(z) <d(f(z+h), f(x+h) +d(f(z+ he), f(z))
= d(f(zx+h),f(x+hg)) — 0 ( para k — o),

Por tanto, f(z + h) = f(z) para todo € Q,, y h € Bo(f).
: — N TR & N :
Tomemos h € Po(f), |hl, = p~". Entonces {kh}°, " = p"Z, C Po(f). Esto
finaliza la demostracion. O

COROLARIO 5.1.3 (Version p-adica del Teorema de Jacobi). Sea (Y,d) un espacio
métrico. Si f : Qp, — Y es continua y no constante, entonces Po(f) = {0} o Po(f) =
pNZp para algin N € Z. En particular, la funcion continua f : Q, — Y es una constante
sty solo si posee una sucesion no acotada de periodos.

Demostracion. Se sabe -y es facil de probar- que todo subgrupo aditivo propio y cerrado
de Q, es de la forma p™VZ, para cierto N € Z (ver, e.g., [58, pag. 283, Proposiciéon 52.3]).
O

TEOREMA 5.1.4 (Version p-adica del Teorema de Montel). Sea (K, |- |k) un cuerpo
valuado que contiene al cuerpo Q) y tal que la inclusion Q, — K es continua. Supongamos
que [ : Qp, — K es una funcion continua y definamos, para cada m € N, el conjunto

Pu(f) = {h € Qp: AT f =0},

Entonces P (f) = {0}, 0B (f) = Qp, 0 bien B (f) = pNZ, para cierto N € Z, y todos
estos casos se producen efectivamente para diferentes ejemplos de funciones f. Ademds,
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para cada a € Q, existen constantes ag, a1, -+ ,am € K tales que f(z) = ap+---+apnpa™
para todo x € a + B (f). En particular, f es un polinomio de grado < m si y sdlo si
B (f) contiene una sucesion no acotada.

Demostraciéon. Supongamos que B, (f) # {0}. Sea hg € P (f), ho # 0. Entonces
AZZ}‘*‘lf(:c) = 0 para todo € Q). Sea x¢ € Q, y denotemos por po(t) € K[t] al polinomio
de grado < m que satisface las condiciones de interpolacion f(xg + kho) = po(xo + kho),

k €{0,1,---,m}. Este polinomio existe y es tnico gracias a la férmula de interpolacion
de Lagrange, que es valida en cualquier cuerpo. Entonces
" m+1
0 = apt i) =3 (") E o+ ko) + fGoo + (m+ 1)00)
k=0
" /m+1
— Z ( L >(—1)m+1kpo(a?o + kho) + f(xo + (m + 1)hg)

k=0
= —po(xo + (m+ 1)ho) + f(xo + (m + 1)hg),

pues 0 = AZ?)Hp(a:o) =S (mljl)(—l)mﬂ_kpo(xo + kho). Se sigue que
f(zo+ (m + 1)hg) = po(xo + (m + 1)ho).

En particular, pg = ¢, donde ¢ denota el polinomio de grado < m que interpola a f
en los nodos {xg + kho}?:ﬁl. Este argumento podemos repetirlo indefinidamente, para
demostrar que pg interpola la funcién f en los nodos que pertenecen al conjunto xg-+ hgN.
Por otra parte, si |hglp, = p~ !V, entonces hgN es un subconjunto denso de p™v 2. Por
tanto, la continuidad de f implica que f‘xo +pNZ, = (po)m) +pNZ, lo cual demuestra que
las restricciones de f sobre los conjuntos de la forma zq + pv Z,, son siempre polinomios
de grado < m.

Por otra parte, la descripcion del grupo cociente Q,,/ pv Z,, como grupo de Prufer, nos
garantiza que existe un conjunto infinito numerable Sy C Q, tal que {s+ Y Zp}tsesy €s
una particion de @, en conjuntos que son simultaneamente abiertos y cerrados. Por tanto,
existe una familia numerable de polinomios {ps(t) }scs, C K]t] tales que deg ps < m para
todo s € Sy y f(x) = ps(x) siy solosi x € s +p"Z,, s € Sy.

Sea h € pVZ,. Queremos demostrar que h € Py, (f). Ahora bien, dado x € Qy, existe
s € Sy tal que =z + pNZp =s+ pNZp. En particular, fiiz oinzt2h, - atmhaot(mei)n} =
(ps)|{:p,x+h,x+2h,---,x+mh,x+(m+1)h}7 de modo que AZL—Hf(x) = AZL—HPS(«T) = 0, lo cual
demuestra que p™VZ, C B (f).

Podemos resumir los argumentos anteriores con la siguiente afirmacion: Si hg €
P (f) ¥ [holp = p~, entonces pNZ, C Pun(f) v

f(x)=ps(x) @ xcs+pVZ,ysc S, (5.2)

donde {ps(t)}sesy es una familia de polinomios ps € K[t] que satisfacen degps < m para
todo s € Sy, y {s+ pNZp}sesN es una particion de Q,. Ademaés, para toda funcion f
que satisface (5.2), tenemos que pZ, C B, (f).
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De este modo, queda claro que s6lo existen los siguientes dos casos a considerar:
Caso 1: inf{N € Z: pNZ, C P (f)} = —o0.
En este caso P,,(f) = Qp y f es un polinomio de grado < m.
Caso 2: Wmf{N € Z:p"7Z, C Bu(f)} = No.
En este caso, P (f) = pNoZ, y f satisface (5.2) con N = Ny € Z.
Esto concluye la demostracion. O

DEFINICION 3. Dada la funcién continua f - Qp — K, decimos que f es localmente
un polinomio algebraico de grado < m si para cada xo € Q, existen un radio positivo
r > 0 y constantes ag,ay, - ,am € K tales que f(x) = ap + -+ + anz™ para todo
r € o+ Bg,(r). Decimos que f es uniformemente localmente un polinomio algebraico de
grado < m si, ademds, el radio r > 0 se puede tomar igual para todos los puntos xog € Qp.

COROLARIO 5.1.5. Si f : Q, — K es continua, entonces f es uniformemente lo-
calmente un polinomio algebraico de grado < m si y solo si P (f) # {0}. Existen
funciones f : Q, — K que son localmente polinomios algebraicos de grado < m tales que

‘Bm(f) = {0}

Demostracién. La primera afirmacion es consecuencia inmediata del Teorema 5.1.4.
Para demostrar que existen funciones localmente polinémicas que no son uniformemente
localmente polinémicas, lo mejor es proporcionar un ejemplo. Para construirlo, definimos
la funcién f: Q, — Q, como sigue:

f(x)_{p”xm si neNyxep " +p"Z,
0 sio e U, o0 +0"2y)

Evidentemente, f(z) es localmente un polinomio algebraico de grado < m. Por otra
parte, si N > 1 es un ntimero natural, h € Q,, y |h| = p~, entonces

p NAD | gy g U(p_”—i—p”Zp), k=1,2,--- ,m+1.

n=0
Por tanto,
W m +1
ANy = 3 () ke
k=0
= (=1)"FLf(p Nty = pN(mtd)=Nmm+1) o
y ‘Bm(f) = {0} O

5.2. Caracterizacion de funciones uniformemente localmen-
te polinémicas

Los resultados de la seccion anterior, y, en particular, el Teorema de Montel p-adico
y el Corolario 5.1.5, nos motivan a estudiar, para funciones f : X — Y (donde X es un
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espacio normado ultramétrico sobre un cuerpo valuado no Arquimediano de caracteristica
cero, (K,|-]), e Y es un espacio vectorial sobre el cuerpo Q), la ecuacion funcional con
restricciones

A}Tﬂf(x):() (x € X,h € Bx(r)={z:|z|| <r}). (5.3)

DEFINICION 4. Decimos que f : X — Y es una funcion uniformemente localmente
polindmica si es una solucion de la ecuacion funcional (5.3) para algin valor r > 0.

TEOREMA 5.2.1 (Funciones uniformemente localmente polinémicas). Sea f una so-
lucion de la ecuacion (5.3) y sea

m+1 -1
gb(r,m):r(H max{|1/t|:t=1,2,--- ,k}) . (5.4)

k=2

Entonces, para todo xo € X existen una constante Aoz, y aplicaciones k-aditivas simé-
tricas

AR By (d(r,m)) x - -Fvee) 5 By (p(r,m)) =Y k=1,2,---,m,

tales que
flxo+2) =Aoa + ZAk:,wo (z) para todo z € Bx(¢p(r,m));
k=1
donde Ay z,(2) = AB® (2,2, -+ | 2) es la diagonalizacion de AF™ (21, -+ ,z), k=1,--- ,m.

LEMA 5.2.2. Supongamos que f : X — Y satisface (5.3), y sea ¢(r,m) la constante
definida en la ecuacion (5.4). Entonces existen una constante Ay y aplicaciones k-aditivas
stmétricas

AE B(@(rm)) -8 B(@(rm) Y, k=12, m,

tales que

f(z)=Ao+ ZAk(z) para todo z € Bx(¢(r,m));
k=1

donde Ap(z) = A¥(z,2,--- ,2) es la diagonalizacion de A¥(z,--- ,z.), k=1,--- ,m.

Demostraciéon. Supongamos que f : X — Y satisface (5.3), y consideremos la funcion
A™(x1, - Tm) = 2 Ag ggea, £(0). Entonces A™ es simétrica, pues los operadores A,
Az; conmutan. Ademas, la identidad Ay, = Ay + Ay + Ay implica que

m
A (xla"'7xk717$+y7wk+17“'axm)
m m
—A (xla"'7xk—17xaxk+17"'axm)_A (-rb'"7xk—1>yaxk+l7"'7xm)
1

= % (Awl'”mkflszﬁl"‘-'Em (AaH-y - Aa: - Ay)f(()))
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1

= % (Awl--'xk—lzk+1"-$mzyf(0)) .

Si utilizamos el Teorema de Djokovié¢ con el operador A, ,....,. ., concluimos que, si

21,00, Zm_HEBx(T/ max |1/t\)
entonces
m+1
o 1072l = 1D 3 Ful < mix (14 mix |l <7,

de modo que A, ..., f(z) = 0 para todo x € X. Se sigue que A™ es una apli-
cacion m-aditiva en Bx (r/ maxi<i<m+1|1/t|) y, en consecuencia, también lo es en to-
dos sus subgrupos aditivos. En particular, es m-aditiva en las bolas Bx(p) para todo
p < r/miaxi<i<m+1|1/t].

Definamos la funciéon

f ( ) . f(a:) — Am(x) si x € Bx(’l”/ méx1§t§m+1 ‘1/t|)
= 0 si o ¢ Bx(r/maxi<i<mi1 |1/t])

donde A, (xz) = A™(z,z,--- ,x) es la diagonalizacion de A™, y calculemos A" f1(x) para
r € Xy h e Bx(r/ maxi<t<m+1 |1/t]). Dividimos estos célculos en dos casos:

Caso 1: Suponemos que = € By (r/ maxi<t<m+1 |1/t]).

Evidentemente, z+kh € Bx (r/ maxi<t<m+1 |1/t|) paratodo h € Bx(r/ maxi<t<m+1 [1/t])
y todo k € N, de modo que A} fi(z) = A} f(x) — A7 A, (2). Calculamos separadamente
cada uno de los sumandos del segundo miembro de esta identidad. Evidentemente,

0= Aphna f(0) = A" A2 f(0) = AR f () — AR f(0),
pues x, h € Bx(r/ méxi<i<m+1 |1/t]). Esto significa que
wf(x) = A7 f(0) =m!A™(h, -, h).

Por otra parte, un calculo directo demuestra que Ay*A,,(x) = m!A™(h,--- ,h), y, por
tanto,
7 fi(z) = 0 para todo z,h € BX(r/ max |1/t|)

Caso 2: Suponemos que = ¢ By (r/ maxij<t<m+1 |1/t]).

Evidentemente, ||z|| > |[h| > ||kh|| para todo h € Bx(r/méxi<i<m+1|1/t|) v todo
k € N, de modo que |z +kh| = ||z|| y {z +kh}}, C X\ Bx(r/maxi<i<m+1|1/t]). Por
tanto, A} fi(x) = 0 también en este caso.

Asi pues, hemos probado que

f(z) = fi(x) + Ap(x) para todo x € Bx(r / max |1/t\
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m _ ’
A7 fi(x) =0 paratodoz € X y todo h € Bx(r/ | x| [1/t]).

Una repeticion de los mismos argumentos demuestra que fi(z) admite una descomposi-
cion del tipo fi(x) = fa(z)+ Am—1(x) en la bola BX(méX1gtgm+1 7 T —— ii77y)> donde
Ap—1 es la diagonalizacion de una funcion (m — 1)-aditiva y simétrica,

r

MaX| <p<m1 |1/t maxi<i<im |1/1]

A™ 1. B sy,

y fo es una funcién que satisface

W fa(x) =0 paratodo x € X y todo h € Bx( !

).

MAX1 <t<m-1 |1/t mdxi<p<m [1/]

La reiteracién de este proceso nos conduce a una descomposiciéon del tipo
f(@) = f(x) + A1(z) + A2(z) + - - - + Ap(z), para todo x € Bx(¢p(r,m)),

con Ap(z) = A¥(z,z,---,2) la diagonalizacién de una funcion k-aditiva simétrica A* :
BX(Qb(T, m)) X -k veces) X BX(¢(r7 m)) —Y,parak=1,2,--- ,m,y A}Lfm(x) = 0 para
todo z € X y todo h € Bx(¢(r,m)). En particular, esta tltima férmula implica que, si
x € Bx(¢(r,m)), entonces f,(x) = fimn(0) = Ag es una constante. O
Demostracion del Teorema 5.2.1. Definamos, para z¢p € X, la funcion g(z) =
f(zo+x). Entonces g = 74, (f), donde 7, (f)(x) = f(zo+z) es el operador de traslacion.
Es evidente que los operadores 7., y Aj conmutan, de modo que

AZ”'Hg(x) = AZ”lTIOf(:U) = TxOA;L”Hf(a:) =0 (x€ X,h€ Bx(r)={z:|z|] <r}).

Asi pues, podemos usar el Lema 5.2.2 con g para concluir que existen una constante Ag 4,
y funciones k-aditivas simétricas A¥®0 : Bx (¢(r,m)) x ---(Fveees) s By (p(r,m)) = Y,
k=1,2,---,m, tales que

flzo+2) =A0z, + Z A 20(2) paratodo z € Bx(r);
k=1

donde Ay 4, (2) = AF®(z,2,--- 2) es la diagonalizacion de A¥®0(zy, .-+ z), para k =
1, m. 0
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Capitulo

Las ecuaciones de
Kakutani-Nagumo-Walsh, Haruki y
Fréchet en varias variables

En este capitulo vamos a utilizar las propiedades de los espacios de funciones f(x)
que son invariantes por traslaciones y por otras transformaciones lineales elementales de
la variable z, como las transformaciones afines, para abordar el estudio de algunas ecua-
ciones funcionales clasicas. En realidad, ya hemos usado, en el Capitulo 4, los espacios
invariantes por traslaciones para demostrar el Teorema de Montel en varias variables,
tanto para funciones de varias variables reales como distribuciones y, en el caso discreto,
funciones definidas sobre Z?. Ahora queremos utilizar este tipo de ideas, no sélo para
la ecuacién funcional de Fréchet sino también en conexién con otras ecuaciones funcio-
nales clésicas. La idea principal que domina este estudio es que, para ciertas ecuaciones
funcionales, se puede probar que el conjunto de sus soluciones continuas forma un espa-
cio vectorial invariante frente a cierto tipo de transformaciones lineales de la variable,
y dichos espacios han sido previamente caracterizados. Concretamente, usamos que los
conjuntos de soluciones continuas de varias ecuaciones funcionales clésicas son subespa-
cios vectoriales cerrados de C'(C?, C) que son invariantes por las “transformaciones afines”
Tos(f)(2) = f(az+b), o subespacios vectoriales cerrados de C(R?, R) que son invariantes
por traslaciones y dilataciones. Estos espacios han sido clasificados recientemente ([64],
[52]), por lo que podemos utilizar esta informacion para obtener una caracterizacion di-
recta de las soluciones continuas de estas ecuaciones funcionales. La herramienta principal
para nuestra investigacién consiste, pues, en utilizar los siguientes teoremas:

TEOREMA 6.0.3 (Sternfeld y Weit [64]). Supongamos que V' es un subespacio cerrado
de C(C,C) y Top(V) € V para todos los valores a,b € C, donde Ty, : C(C,C) — C(C,C)
estd definida por T,(f)(2) = f(az +b). Entonces V = spanc (Uzzl A[(nk,mk)]) para
cierto conjunto finito de puntos {(ng, my)};._; C (N)2, donde N=NuU {+o0}, [(n,m)] =
{(a, B) € N2:0<a<n y0 < B <m} (aqui, o < +oo significa que o € N) y, dado




J C N2, Aj denota el espacio Ay = spang{z"z™ : (n,m) € J}.

TEOREMA 6.0.4 (Pinkus [52]). Supongamos que V' es un subespacio cerrado del es-
pacio vectorial C(RY,R) y S, (V) C V para todo a,b € R, donde S, : C(RY,R) —
C (R4, R) estd definida como Sqp(f)(x) = f(a-x +b). Entonces

V = spanp (U B[nk]>

k=1

para cierto conjunto finito de puntos {ny = (g1, - ,"kd)}r_q < (N)d, donde [n] =
{a € N?:a <n}y, dado J C N%, se define By = spang{z" :n € J}.

NOTA 6.0.5. En el Teorema 6.0.4 hemos utilizado la siguiente notacion estandar,
la cual mantendremos a lo largo de este capitulo: Si a = (a1, -+ ,0q) € N¢, a =
(a1, - ,aq), b= (b1, ,bg), x = (x1,--- ,x4) € R, entonces a -z = (alxl, L, a4%q),
t4+b = (x14b1,- -+ ,xg+bg), % = x{ x5 - 2! y|a| = S ay. Ademds, N = NU{oo}
Y, St n = (nl, c,ng), m= (my,--- md) € Nd, entonces n < m significa que n; < myq,
ny < mg, -+, ng < my. Por dltimo, Hm 1ot denota el espacio de los polinomios ordinarios
con coeﬁczentes reales en d variables reales de grado total < m (cuando d =1 escribimos

1
[y, en vez de 115, ;1 ).

En la seccién 1 estudiamos la ecuacion del valor medio de Kakutani-Nagumo-Walsh
(ver [31], [32], [36], |70]) y una variante de esta ecuaciéon que fue introducida por Haruki
en [32]. En la seccién 2 proporcionamos una nueva demostracion del Teorema clasico
de Fréchet [23], para el caso de funciones continuas reales de varias variables reales.
Es importante observar que las demostraciones de los Teoremas 6.0.3 y 6.0.4 son de
naturaleza elemental (es decir, no se usan resultados técnicos de andlisis complejo o
teoria de la medida), por lo que las demostraciones de los resultados de este capitulo
también son elementales.

6.1. Soluciones continuas de las ecuaciones de Kakutani-
Nagumo-Walsh y de Haruki
Denotemos por 6 a cualquiera de las raices primitivas n-ésimas de la unidad, y sea

7 una raiz primitiva 2/N-ésima de la unidad. En [32], S. Haruki estudio las soluciones de
las siguientes ecuaciones funcionales:

N-1
1
N f(z + 6%y) = f(x) para todo z,y € C (Kakutani-Nagumo-Walsh) (6.1)
k=0
N—1 N-1
Z |f(z + 0Fy) |f(x + 0%y) — f(x)|? para todo z,y € C (Nagumo)
k=0 k=0

(6.2)
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N-1 N-1
Z f(x+n*y) = Z f(x 4+ n***1y) para todo z,y € C (Haruki) (6.3)

Concretamente, demostré que todas estas ecuaciones, cuando se consideran sobre el es-
pacio de las funciones enteras (i.e., cuando se impone que f € H(C)), son equivalentes,
en el sentido de que comparten el mismo espacio de soluciones: los polinomios algebraicos
complejos p(z) de grado < N — 1. Para demostrar su teorema, Haruki utilizo el Teorema
de la aplicacién abierta para funciones holomorfas. En esta seccién vamos a caracterizar
las soluciones continuas de las ecuaciones (6.1) y (6.3) -que ya no son equivalente, en este
contexto. La herramienta principal que necesitamos para nuestro estudio es el Teorema
de Sternfeld y Weit (i.e., el Teorema 6.0.3 ).

TEOREMA 6.1.1. Denotemos por Sg al espacio de las funciones f € C(C,C) que son
solucion de la ecuacion (6.3). Entonces

N—-1N-1

Su={f(z Zzamzzj a;j € C para todo 0 <i,7 < N —1}.
=0 j5=0

Demostracién. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 7> = 6. Entonces la
ecuacion (6.3) se puede escribir como

B 5)) = 1)) p 0o 5.9 € (6.4
donde Hy(f)(x) = NZ L f(x + 0Fy).

Queremos identificar el conjunto
Sa={fe€C(C,C): Hy(f)(x) = Hyy(f)(x) para todo z,y € C}.

La observacion fundamental, en relacién a este problema, es que Sy es un subespacio
cerrado de C(C,C) que es invariante por los operadores Tgp y, en consecuencia, debe
coincidir con alguno de los espacios especificados en el Teorema 6.0.3.

Demostremos, en efecto, que Sy es un subespacio cerrado y 7T, j-invariante de
C(C,C). Para verlo, consideremos los operadores L, = H, — Hy,, (y € C). Entonces,
por definicién, Sy = ﬂyec ker(L,), de modo que Sy es un subespacio vectorial cerrado
de C(C, C), pues los operadores L, son lineales y continuos, para todo y. Por otra parte,
un sencillo calculo nos muestra que

=2
2

f(a(z + 0%y) +b)
0

To(f)o+0%) = 5 Y

=

Hy(Top(£))(x) =

il
o
i

=

_ ! flaz + b+ 6%(ay))

N
k
Heoy(f)(ax +b) = To b (Hay(f))(x) para todo z,y,a,b € C.

Il
o

Por tanto, si f € Sg, entonces
Hy(Ta,b(f)) = Ta,b<Hay(f)) = Ta,b(Hn(ay)(f)) = Ta,b(Ha(ny)(f)) = Hﬂy(Ta,b(f))a
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lo que significa que T, ,(f) € SH. Se sigue que Sy = spanc (U};Zl A[(nk,mk)]) para cierto
conjunto finito de puntos {(ng, mg)};_; € (N)2. Como consecuencia de esto, es evidente
que si 2"Z™ € Sy entonces 2°Z° € Sy para todo (a, ) tal que 0 < a<ny 0< B < m.
Comprobemos, pues, qué funciones del tipo z2Z? pertenecen a Sg.

Paso 1: 2V, zZY ¢ Sy. Apliquemos el operador H, ala funcion fy(z) = 2N Entonces

N-1

Hy(fn)(x) = ( + " y)"

- (S (o)
/)

S (B

: %(if“t(w

= "N+ y "N =NV +4Y),

pues

N-1 t\N _ .
Z gkt — (092_1 L = 0, siempre que t ¢ NZ
N, siempre que t € NZ

Por tanto, si sustituimos y por ny en los calculos anteriores, obtenemos que Hy, (fn)(x) =
N4 (ny)N = 2N — yN. Esto implica claramente que Hy(fn) # Hyy(fn), de modo que
N & Sy . Calculos similares sirven para probar que zVV & Sp.

Paso 2: zV71zV~1 € Sy, En este caso, debemos aplicar Hy, a gn(z) = 2N 71zN-1 =

(|2/*)N¥=1. Del mismo modo que en los calculos del Paso 1, observamos que

lz+0%y> = (z+0%)(T+07"Y)
= 2T+ 20 g+ 05 yT +yy
= |2’ + |y + 0"yT + 07 F a7,

por lo que
N-1
NHy(gn)(x) = Y (lz+6%y[*)" !
k=0
N-1
= (|f* + [y[* + 6%z + 0~ "2g)
k=0
N-1

N-1 a =\c(p—k .=
- > (ool gm0t
=0 g4b+ce+d=N—-1
a,b,c,d>0
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2

- 2 ((aNb‘cld) eyl (v (27 (

a+b+c+d=N-1
a,b,c,d >0

N-1\ (a\[fa+b\[(fa+b+c\ /N1
a,be,d)  \a b c d
siempre que a+b+c+d= N — 1. Ahora, 0 < c¢,d < N — 1 implicaque c—d € NZ si y

s6lo si ¢ = d. Por tanto Nl
Zacd O,Sic#d
N,sic=d

k=0

)
0

B
Il

donde

Ademas, (yZ)¢(27)¢ = |2|*|y|**, de modo que

NH,(gn)(x)

N-1
— N 2a|,,12b),.12¢],,|2¢
> (oo ol
a+b+2c=N-1

a,b,c>0

Si sustituimos y por ny en los calculos anteriores, el resultado no sufrird modificacion
alguna, pues |ny|?¢ = |y|?. Por tanto, Hy(gn) = Hyy(gn) v gn(z) = 2V 712N ~1
as H-

Si tenemos ahora en consideracién la estructura del espacio Sg, se sigue que

pertenece

(a) Todas las funciones del tipo f(z) = Z ZJ o a;;2'Z7 pertenecen a Sy, pues
ZN=1ZN=1 ¢ Sy implica que A(N-1,N-1)] Q St.

(b) Estos son los tnicos elementos de Sy pues, si 2"z™ € Sy y max{n,m} > N — 1,
entonces (0, N) < (n,m) o (N,0) < (n,m), de modo que 2V € Sy o 2V € Sy, y,
a la vista de lo demostrado en el Paso 1, ambas cosas son falsas.

Esto finaliza la demostracion.
O

COROLARIO 6.1.2. Los polinomios complejos p(z) = ag + a1z + -+ ay_12V "1 de

grado < N — 1 son las unicas funciones enteras que resuelven la ecuacion funcional de
Haruki (6.3).

COROLARIO 6.1.3. Sea f € C(C,R). Entonces f es una solucion de (6.3) si y sdlo

)
N—1N-1

fletiy) =p(x,y) =D > anma"y™ € Rlz,y]

n=0 m=0
es un polinomio algebraico real ordinario de grado < N — 1 en cada una de sus variables
x,y. (Aqui x,y denotan variables reales).
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Consideremos ahora las soluciones continuas de (6.1).

TEOREMA 6.1.4. Denotemos por Sgnw al espacio de las funciones f € C(C,C) que
resuelven la ecuacion (6.1). Entonces

Senw ={p(2) +4(2) : p,q € Clz] y deg(p), deg(q) < N —1}.
Es decir, los elementos de Sxnw son las funciones de la forma
fe)=ao+arz+ - +an1z" T+ bz 4 b2V
con (ag, -+ ,an_1,b1,-- ,by_1) € C2N-1,

Demostraciéon. Evidentemente, Sxnw es un subespacio cerrado, pues

Sknw = () ker(H, — I),
yeC

y también es invariante por afinidades, pues, si f € Sxyw, entonces

Hy(Ta,b(f)) = Ta,b(Hay(f)) = Ta,b(f)7

de modo que T, ,(Sknw) € Sknw. Se sigue que Sgnw admite una representacion del

tipo Sy = spang (UZ:1 A[(nk,mk)}) para cierto conjunto finito de puntos {(nx, mg)};_; C
(I/\\T)Q Comprobemos ahora, por calculo directo, qué funciones de la forma 2%Z” son ele-
mentos de Sgnw.

Paso 1. 2z € Sgnw. Tomemos g(z) = zZ. Un calculo directo (que omitimos, pues
las cuentas con completamente anélogas a las usadas para la demostraciéon del Teorema
6.1.1) demuestra que Hy(g)(x) = |z|? + |y|? # g(z) y, por tanto, g & SkNw -

Paso 2. 2V, 2V ¢ Sgnw. Yahemos mostrado que, si fx(z) = 2V, entonces Hy (fn)(z) =
N + ¢V £ 2V, de modo que 2V & Sk nw. El mismo calculo, tomando conjugados, de-

muestra que, si gy(z) = 2z, entonces Hy(gn)(z) = V7 + 7~ # 7V, y, por tanto,
zZN & Sknw.
Paso 3. V71,2V € Sgnw. Apliquemos el operador H, alafuncion fy_i(z) = 2N,
Entonces
N-1
NHy(fn-1)(z) = (x4 6Fy)N !
k=0
N—-1 /N-1
N -1
= (Z < . )letekrtyt>
k=0 \t=0
N-1

I
i\

1 /N-1
(Z (Nt_ 1>xN—1—t9ktyt>
)

N-1
N -1
_ < ; )xN_l_tyt@@m)
k=0
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— NzN1

y, por tanto, Hy(fy-1)(z) = 2N "1y V-1
ZN-1 ¢ SKENW-

Se sigue del Paso 1 que, sin,m > 1, entonces 2"zZ™ € Sk nw ¥y, como consecuencia de

los Pasos 2 y 3, que Sknw = A|(n—1,0) + A[0,N-1)]> Que es lo que querfamos demostrar.

O

€ Sgnw. Un céalculo similar demuestra que

COROLARIO 6.1.5. Los polinomios complejos p(z) = ag + a1z + -+ ay_12V "1 de
grado < N — 1 son las unicas funciones enteras que resuelven la ecuacion funcional de
Kakutani-Nagumo-Walsh (6.1).

COROLARIO 6.1.6. Sea f € C(C,R). Entonces f es una solucion de (6.1) si y sdlo
st f(x +1iy) = p(z,y) es un polinomio armdnico de grado < N — 1. (Aqui z,y denotan
variables reales).

6.2. Soluciones continuas de la ecuacion funcional de Fré-
chet en varias variables

En esta seccién usamos el Teorema 6.0.4 para calcular las soluciones f de la ecuaciéon
funcional de Fréchet en varias variables,

N

AN fe)=>" <N> (DN f(x+kh) =0 (x,heRY), (6.5)

k
k=0

bajo la hipotesis adicional de que f € C (]Rd, R). Para nuestros calculos vamos a utilizar
el Teorema de Djokovi¢ [21]. Es decir, vamos a usar que toda solucion de (6.5) también
resuelve la ecuacién de paso variable,

Ahth...th(a:) =0 (x,hl,hg,...,h]\[ GRd) (66)

TEOREMA 6.2.1. Sea Sr el conjunto de las funciones f € C(R?R) que resuelven la
ecuacion (6.5) (o, equivalentemente, la ecuacion (6.6)). Entonces

_ 17d
Sp = HN—I,tot'

Demostracién. Demostramos en primer término que Sg es un subespacio cerrado de
C(R4,R) que es invariante por las transformaciones del tipo S, ,(f)(z) = f(a -z + b)
para todo a,b € R% Evidentemente, para cada h € R? AY : C(RY,R) — C(RYR)
es un operador lineal continuo. En consecuencia, Sp = (), cpa ker AhN es un subespacio
vectorial cerrado de C(R%,R). Tomemos ahora a,b € R? y supongamos que f € Sp.
Entonces, para cada h € R? se tiene que

N

AVl = X () ) 0N Sl k)
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Y /N
= > L (~)NFfla-z+b+k(a-h))

= Sup(Adn(N)(@) =0,
y, por tanto, Sqp(f) € Sry Sap(Sr) C SF, que es lo que buscabamos. Se sigue del

Teorema 6.0.4 que
-
Sr = spanp (U B[nk]>

k=1

para cierto conjunto de puntos {ny = (ng 1, - ,"ka) ey C (I/\\T)d
i-ésima posicion
. . ~ =~

Un célculo directo muestra que, si f;(z) = z¥ y ¢; = (0,0, - - -, 1 ,0,---,0),
entonces Aé\j(fz)(:c) = N! # 0y, por tanto, f; € Sp, i = 1,--- ,d. Se sigue que, si
a=(ag,---,aq) € N? satisface méx<i<qd @; > N, entonces z® ¢ SF pues, en caso con-
trario, tendriamos que Ne; < « para algin ¢, de modo que va € Sr para este valor 7, lo
cual sabemos que es falso. Esto demuestra que todos los elementos de S son polinomios
algebraicos ordinarios. Es mas, Sp C spanp{z® : mdxa; < N — 1}. Nosotros busca-
mos un resultado més exigente, pues queremos identificar completamente el espacio Sg.
Concretamente, vamos a demostrar que Sp = Hﬁl\,_l +or €5 el espacio de los polinomios
algebraicos en d variables con grado total < N — 1. Dividimos la prueba en dos pasos:
Paso 1: H(Ji\/—l,tot C Sp. Esto es consecuencia directa de que el operador Ay reduce el
grado total de cualquier polinomio en al menos una unidad, pues

d d
Apz® = (x4 h)*—2%= H(xl + hy)* — H:Bf”
=1 1=1
d a;—1 a d
i i i—ti .t i d
= H(mf‘ + Z <tz>h? :cl)—fo‘ € i,y
=1 t;=0 =1

Paso 2: Sp C 1_[‘11\,_1 1o+ Para demostrarlo, utilizamos el Teorema de Djokovi¢ o, lo que
es lo mismo, la equivalencia de las ecuaciones (6.5) y (6.6). Evidentemente, debido a la
estructura de Sp, basta demostrar que si |a| > N, entonces 2% ¢ Sp.

Fijemos i € {1,---,d} y tomemos a = (a1, ,0q) € N? y fo(z) = 2®. Entonces
un calculo sencillo demuestra que, para cada k € N,

AL folz) = (ATz)ztal? -t a2,

Ademas, como la composicién de los operadores A, A¢; conmuta, tenemos que, si
|a] > N, entonces

AZIAZE - AL (fo) (r) = (AP 2§ (AF2252) - (AF257) = anlag] -+~ gl # 0,

lo cual implica que z“ no se anula idénticamente por la accién de los operadores Ay, p,...1,
con s = |a| > N. En particular, x® ¢ S, que es lo que queriamos demostrar.
O
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Capitulo

La ecuacion tuncional de Cherruault,
Mora vy Ziadi

La ecuacion funcional

f(@) + flarz) + - + flanz) =0, (7.1)

fue introducida en la literatura en 1999 por Cherruault, Mora y Ziadi, en el caso par-
ticular en el que los coeficientes ay satisfacen ap = k+ 1, k = 1,2,--- N — 1 [45] y,
posteriormente, estudiada por Mora [46] y Mora y Sepulcre [47, 48]. En particular, las
ecuaciones f(x) 4+ f(2z) =0y f(x)+ f(2x) + f(3z) = 0 se usaron en un modelo mate-
mético de ciertos procesos fisico-quimicos relacionados con la combustiéon del hidrégeno
en un motor de coche [45, 46] y, posteriormente, la ecuaciéon mas general

f@)+ fQx)+- -+ f(Nx) =0 (7.2)

se estudi6 desde una perspectiva mas teorica [46, 47, 48].

Concretamente, estos autores imponen la existencia de soluciones del tipo 2%, lo
cual conduce a demostrar que existe un estrecho vinculo entre la existencia de este tipo
de soluciones, que son soluciones continuas de la ecuacion (7.2), y las propiedades de los
ceros de las funciones de tipo exponencial Gy (z) = 14+2%+-- -4 N?. En particular, Mora
y Sepulcre han desarrollado una interesante bateria de resultados sobre la distribucién
de los ceros de las funciones G (z) [45, 46, 47, 48]. Obsérvese que las funciones Hy(z) =
Gn(—z) son las sumas parciales de la funcion zeta de Riemann ((z) = >.>° , n~ %, por
lo que el estudio de los ceros de Gn(z) es un problema importante, relacionado con la
famosa conjetura de Riemann.

En [46] se demuestra que si f(z) es una solucion de (7.2) y f # 0, entonces f(z) no
es holomorfa en z = 0. Ademaés, se demuestra que el conjunto de las soluciones de (7.2)
que son holomorfas en © = C\ (—o00,0] es un espacio vectorial de dimension infinita.
Nosotros vamos a estudiar, en este capitulo, la ecuacion méas general (7.1). En la primera
seccion, aprovechamos una idea desarrollada recientemente por Popa y Rasa [53], para



demostrar que si f(z) es una solucion de (7.1), con 0 < a1 < --- < an y ai # 1 para

k=1,2,--- N, entonces existe un ntimero natural positivo m = m(aq,--- ,ay) tal que,
para todo § > 0, si f € C™)|0,4], entonces fiog) =0y, sl f € C™[-§,0], entonces
fi=s,0 = 0. En particular, si f € C®)(R) es una solucion de (7.1) y k > m(ay,--- ,an),
entonces f = 0. Ademas, proporcionamos cotas superior e inferior para m(aq,--- ,an).

En la segunda secciéon nos concentramos en el estudio de la ecuacion (7.1) sometida
a la restriccion adicional de que = > 0.

Mediante un sencillo cambio de variable, transformamos la ecuacion (7.1) (con z > 0)
en la ecuacién, mucho mas sencilla,

gw)+gw+b1)+---+gw+by) =0 (weR) (7.3)

y proporcionamos un argumento nuevo, basado en el Teorema de Anselone y Korevaar,
para demostrar que el conjunto de las soluciones continuas de ambas ecuaciones forma
un espacio vectorial de dimensién infinita. Por ultimo, caracterizamos la existencia de
soluciones periddicas para la nueva ecuacion (7.3).

7.1. Un resultado de regularidad

Consideremos, para N > 1, la ecuacién funcional:
f(@) + flaz) + -+ flanz) = 0,

donde 0 < a1 < ag < --- < apn, a # 1 para todo k € {1,---, N}, y = es una variable
real. Ademas, en todo lo que sigue, imponemos ag = 1.

Lo primero que observamos es que, para nuestro estudio, podemos asumir que 1 < a;
pues, si esto no es asi, el sencillo cambio de variables y = a1z transforma la ecuacién
(7.1) en la ecuacion

fQy) + fory) +--- 4+ f(bny) =0 (y € (0,00)),

donde
az | a1 %+1 . AN i
(b by - b )_ (a17 Ya1’ a1’ a1 7a1) S1 ak<1<ak+1
1,92, »ON) = (92 ... a i) i oav <1
ai’ ’ a1’ aq N

Por tanto, en todo lo que sigue imponemos las condiciones 0 < apg =1 < a; <--- < an.
Ademés, usamos la notacion a = (a1, az, -+ ,an).

DEFINICION 5. Dado I C R un intervalo de la recta, decimos que la funcion f : I —
R satisface la ecuacion (7.1) (o que f es una solucion de (7.1) en I) si f(x) + f(a12z) +
<+ f(anyz) = 0 siempre que {z,a1z, - ;ayx} C I.

DEFINICION 6. Sean N > 1 ya = (ay,as, - ,an). Definimos el niimero natural
N-1 a
m(a) = min{m eN: Y (EH)m< 1}.
k=0 N
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Evidentemente m(a) esta bien definido puesto que todas las fracciones que aparecen
bajo el signo de sumacion, (&)™ satisfacen 0 < 2= < 1, y el namero de sumandos, N,
an an
se mantiene fijo.

TEOREMA 7.1.1. Sea 6 > 0 un numero real positivo. Entonces:
(a) Si f es una solucion de (7.1) en [0,6] y f € C™@)[0, 4], entonces fio,e) = 0.
(b) Si f es una solucion de (7.1) en [—6,0] y f € C™M@)[—5,0], entonces fi=s,0 = 0.

Demostracion. Solo demostramos el apartado (a) del teorema, pues el apartado (b) se
prueba con el mismo tipo de argumentos. Supongamos que f € C(™(®)) [0, 6] es una solu-
cion de (7.1) en [0, §]. Tomemos = = h/ay, de modo que la ecuacién (7.1) se transforma
en la ecuacion

f(h/an) + flarh/an) + -+ flan—1h/an) + f(h) = 0. (7.4)
Derivando m(a) veces en (7.4) y definiendo o(h) = f™@)(h), obtenemos

o) = (1) (@) + (2@

o (N =Lym(a) AN
o (e

Se sigue que

N-1
ak m(a
el < llello,s kzo(aN) il

y por tanto [|¢||jp,5) = 0 (pues Zg:_ol(%)m(a) < 1). Esto implica que fjj 5 es un polino-
mio algebraico ordinario de grado < m(a)— 1. En particular, f es analitica real en [0, ¢].

Asi pues, para cada m € N se tiene que

Fm) = (-1) [<1>mf<m><h> (Ll (0

an an an an

oo (V=L ym o (m) (AN
e (Ao (2 |

Tomando h = 0 y despejando, obtenemos

1 _
£ (0) [1+<>m+<‘“>m+---+<“N W”] -0
an an an
Por tanto f(™)(0) = 0 para todo m. Esto significa que fijo,5 = 0. O

COROLARIO 7.1.2. Si f € C)(R) es una solucion de (7.1) y k > m(a), entonces
f=0. En particular, f =0 es la inica solucion de (7.1) que es de clase infinito en toda
la recta real.
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NOTA 7.1.3. Es importante observar que, para todo N > 2, la funcion f : [0,00) — R
definida por f(x) = 0 se puede extender de infinitas formas a una funcion f que es
solucion de (7.2) y, ademds, satisface que f € C(R)NC)(R\{0}) y f no es la funcion
idénticamente nula.

Para demostrarlo, utilizamos que, si N > 2, la funcion Gy(z) = 14+ 2% 4+ .-+ 4+
NZ posee infinitos ceros complejos (ver la demostracion de esto, por ejemplo, en [406,
Proposicion 1]). Consideremos entonces a = a + ib € C un cero de Gn(z) y definamos

Re(|z|*) six <0

ﬁl(x):{() stx >0

Entonces J?a coincide con la solucion idénticamente nula de (7.2) en todo el intervalo
[0,00), y, cuando x < 0 se tiene que

N

N
> fa(kz) = Re (waka) =0.
k=1

k=1
Por tanto, fa es una solucion de (7.2) en R. Evidentemente, f € C(R) N CC)(R\ {0}).

NOTA 7.1.4. El nimero natural m(a) que aparece en el Teorema 7.1.1 no es dptimo.
Por ejemplo, estd claro que, para N =1 y a; = 2, se tiene que m(a) = 1. Ahora bien,
supongamos que f es una solucion de la ecuacion f(x) + f(2x) = 0 y f(ho) # 0 para
algiin valor hg > 0. Entonces f(3ho) = (=1)f(ho) y, para todo k € N tenemos que
f(%kho) = (=1)*f(hg). Esto implica, evidentemente, que f(x) no puede ser una funcion
continua en x = 0. Es decir, el valor éptimo es en este caso m(a) =0, y no m(a) = 1.

Podemos, en cualquier caso, proporcionar estimaciones razonables para los valores

de m(a):
PROPOSICION 7.1.5.

anN

1
-— —1<m(a) < an
2 méxg<p<n(ars1 — ar)

- ~ ming<gp<n(ar+1 — ax)

Demostraciéon. El resultado se sigue directamente de interpretar la sumatoria
N-1 m
T (Wc) (akﬂ _ ak)
a a a
i—o \ON N N

: e . 1 .
como una suma de Riemann inferior para la integral fo x"dx y la sumatoria

N m

Z(%) <ak akl)
a a a

o \AN N N
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como una suma de Riemann superior para la misma integral (aqui imponemos a_; = 0).

De forma més concreta, se tiene que

= ra\" (a a 1 1
3 <k) (k+1_k> g/ Py =
k=0 an anN an 0 m-+1

or tanto, para todo m > — ay
Y, P P = ming<p<n(ap1—ag)’

N-1 m N-1 m
<ak> S <ak> (akﬂ _ak> an
— \an N an  an /) ming<k<n(ag+1 — ak)
1 an

< ; <1,
m + 1 ming<p<n(ap41 — ag)

. an
lo cual implica que m(a) < minor o (ari=ar) "

Por otra parte,

N m N m
(o) = xi) (%) e
an an ay  any ) MaXo<k<N(Ckt1 — k)

k=0
1 an
> (/ " dr) —
0 maX0§k<N(ak+1 - ak)

1 an
7 b)
m + 1 méxo<k<n(ars1 — ar)

A\

1 an
m r = — —1
de modo que, para todo m < 5 T S e ,

= s\ 1 a
> () = v s

— \ay m + 1 maxo<p<n(rt1 — ag)

. . l an -
lo cual implica que m(a) > 5 T Ty 1

g

Obsérvese que las mejores acotaciones de m(a) se obtienen cuando los puntos ay
estan equidistribuidos (i.e., cuando ay = 1+ k(a1 — 1) para todo k € {0,1,--- , N}) pues
es precisamente en este caso cuando la cantidad variable méxo<i<n(ag+1 — ai) alcanza
su valor minimo y la cantidad minyg<j<ny(ag+1 — ax) alcanza su maximo. Ademas, ambos
valores extremos coinciden con el valor de la separacién d = a; — 1. Por tanto, en este

caso tendremos las siguientes cotas:
1
§N—1 <m((1+d,1+4+2d,---,14+ Nd)) <N,

las cuales son ademés independientes de d.
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7.2. Una ecuacion funcional asociada a la ecuaciéon de Che-
rruault, Mora y Ziadi

Consideremos la ecuacion funcional
f(@) + flarx) + -+ flanz) =0 (2 €]0, 00[), (7.5)

donde ag = 1 < a1 < ag < --- < ay son nameros reales y nos hemos restringido a
estudiar las soluciones definidas en la semirecta ]0, co[. Si hacemos el cambio de variable
x = e" y consideramos la funcién g(w) = f(e") entonces, el sencillo calculo f(agz) =
flare®) = f(e®tma%) = g(w + Inay), nos conduce a concluir que la ecuaciéon (7.5) se
puede reescribir, de forma equivalente, como

gw)+gw+b)+---+gw+by)=0 (weR), (7.6)
donde 0 < b =Inax <Inagx41 =bgy1, k=1,--- , N —1.

LEMA 7.2.1. Supongamos que g : [0,by] — R es una funcion continua que satisface la
ecuacion (7.6). Entonces existe una unica funcion g € C(R) tal que g es una solucion de
(7.6) en R y, ademds, gjjopy] = 9-

Demostracion. Antes de realizar ningtn célculo, observemos que la funcion g : [0, by] —
R satisface la ecuacion (7.6) si y solo si verifica la siguiente condiciéon de interpolacion:

g(0) + g(b1) + -+ g(bn) = 0.

Ademés, si y, w denotan dos niimeros reales que satisfacen la relacion y = w +by v ¢
es cualquier soluciéon de (7.6) en R, entonces una sencilla sustituciéon demuestra que g
satisface

9() +9(y —=bn) +9(y — (by =b1)) +---+g(y — (bv —by-1)) =0 (y € R).

Usamos esta relacion para definir en [0, o0) (con unicidad) la solucién g tal que gjjopy] =
g. Ademaés, usaremos la ecuacion funcional original (7.6) para extender (también con
unicidad) la soluciéon g sobre la parte negativa de la recta real.

Tomemos Iy = [0,bn], go = g, y definamos, para h € I = [by,by + (by — by—1)],
la funcién

gay) = (=1)[go(y —bn) +go(y — (bn — b1)) + go(y — (bn — b2))
+ -+ goy — (bn — bn-1))] .

Evidentemente, g1 esta bien definida, pues si y € I; entonces
0<y—-by<y—(by—b1) <y—(by —b2) <---<y— (b~ —by_1) < bn.
Ademas, g1 € C(I1). Para k > 2, consideramos el intervalo
I =y + (k—1)(by —bn—1),bn + k(by — bn—1)]
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y definimos

g(y) = (=1)[gr-1(y —bN) + Gr—1(y — (by — D1))
o+ g1y — (by —by-1))] (y € Ii).

Consideremos ahora la parte negativa de la recta real. Tomamos I_1 = [—by,0] y defini-
mos

g-1(x) = (=1) [go(x + b1) + go(x + b2) + - + go(x +bn)] (z €1 1).
Para k < —2, tomamos I}, = [kbi, (k + 1)b1] y definimos

ge(2) = (=1) [Gry1 (@ + b1) + Gry1(x + b2) + - + Gey1 (@ +0n)] (v € L)

Es claro que Upez Ik = Ry g(x) = gr(z) (x € Iy, k € Z) es la funcién que buscabamos.
La unicidad queda garantizada por la propia construccién que hemos tenido que forzar
para ir extendiendo poco a poco nuestra funcion g.

O

TEOREMA 7.2.2. Sea S = {g € C(R) : g es solucion de (7.6)}. Entonces S es un
espacio vectorial de dimension infinita. Como consecuencia, el conjunto de las soluciones
continuas de la ecuacion funcional (7.5) también es un espacio vectorial de dimension
mnfinita.

Demostracion. El Teorema de Anselone y Korevaar (ver, por ejemplo [14], [22]) nos
dice que si V' es un subespacio vectorial de dimensioén finita de C(R, C) que es invariante
por traslaciones (i.e., tal que f(z) € V implica g1 (z) = f(z — L) € V para todo L € R),
entonces todo elemento de V' es una combinacion lineal finita (con coeficientes en C) de
funciones de la forma m(z) = z¥¢** donde k € Ny A € C. En particular, los elementos de
V son funciones diferenciables. Por otra parte, esté claro que S es un subespacio vectorial
(real) de C'(R, C) que es invariante por traslaciones y, si tomamos su complexificacion,
V =S +1iS, entonces V es un subespacio vectorial de C(R, C) que también es invariante
por traslaciones. Ademéas, S C V y dimg S < oo si y sblo si dimg V' < oo. Por otra parte,
el Lema 7.2.1 implica que S posee soluciones no triviales, de modo que dimg S > 1. Por
tanto, la demostracion finalizara si encontramos una soluciéon continua de (7.6) que no
es diferenciable.

Definamos

g(x) =3 by+Nby_1—(N+1)z siby_1 <z <by

by —bn_1

{1 SiOSwaN_l

Evidentemente, g satisface (7.6) en [0, by], y, por tanto, el Lema 7.2.1 implica que existe
una funcién g € S tal que gjop,] = g- En particular, g no es diferenciable, pues g no es
diferenciable. O

Resulta interesante observar que, en algunos casos, la funcion g que se ha construido
en la demostracién del Teorema 7.2.2 es periédica. Por ejemplo, si imponemos b, = k,
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k= 1,2,--- /N y seguimos todos los pasos de la prueba, obtenemos que g(z) es la
extension (N + 1)-periodica de la funcion

1 si0<x<N-1
g(x)=<¢ —(N+1)x+ N? siN—-1<z<N
(N+1)z—-N(N+2) siN<z<N+1

Pk
Figura 7.1: Grafica de la funcion g(z) con N = 10.

Asf pues, una cuestion que surge de forma natural, y que creemos interesante, es
conocer bajo qué condiciones sobre el vector (by,---,by) podemos garantizar que la
ecuacion (7.6) admite soluciones periodicas. El siguiente resultado resuelve parcialmente
este problema.

TEOREMA 7.2.3. La ecuacidn funcional (7.6) admite una solucion continua periodica
g # 0 si y sdlo si existe un numero o € R tal que

L+ 374, cos(aby) = 0
{ Zi@vzl Sin(abk) = 0 (77)

Cuando esto sucede, ezisten polinomios trigonométricos que satisfacen la ecuacion (7.6)
y cuyo periodo fundamental es igual a 27 /. Ademds, la ecuacion (7.6) admite soluciones
continuas periddicas para (bi,--- ,,bn) sty sdlo si admite soluciones continuas periddicas
para (dby,- - ,dby), para todo d > 0.

Demostraciéon. Supongamos que g es una solucion continua y T-periddica de (7.6) y
tomemos 0 = 27 /T. Sea

g(z) = Z(as(g) cos(sbzx) + bs(g) sin(sfz)) + aoég)
s=1

el desarrollo en serie de Fourier de g (este desarrollo existe porque, al ser g continua, sus
coeficientes de Fourier estéan bien definidos). Entonces h(z) = g(z) + 3.0, g(x + by) es
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también continua y T-periédica, por lo que sus coeficientes de Fourier estan bien definidos
(con unicidad). Un sencillo célculo nos revela que ag(h) = ag(g) y

( as(h) ) [ 1+ SO cos(sOby)  Sn | sin(s6by,) ( as(g) )
bs(h) — SN sin(sfby) 1+ Sa, cos(sfbg) bs(9)

para todo s > 1. Ahora bien: la funcién h es idénticamente cero si y sélo si todos
sus coeficientes de Fourier se anulan. Por tanto, si g es una solucion de (7.6) entonces

ao(g) =0y

1+ 5N cos(sOby) SN sin(s0by) s(g)
( s sin(stb) 1430 cos(s0b) ) (6 ) (o)
(

para todo s > 1. Denotemos por A la matriz que aparece en (7.8). Si g no es idénti-
camente nula, entonces existe un valor s > 1 tal que (as(g),b (g)) (0,0) y, para este
valor concreto de s tendremos que

N 2 N 2
det(Ay) = (1 +Zcos(59bk)> + (Z sin(s@bk)> =0.
k=1

k=1

En otras palabras, el sistema de ecuaciones (7.7) se satisface para a = s6. Lo que es mas:
tan pronto como tengamos que det(As) = 0 sabremos que Ay = 0 es la matriz nula, lo
cual implica que para todo (as, bs) € R? el polinomio trigonométrico

g(x) = as cos(sbz) + bs sin(sbz)

satisface la ecuacion (7.6) y es una funcion periddica con periodo fundamental 7' = i—g. La
ultima afirmacion del teorema se sigue de que « es una solucion de (7.7) para (b1, -+ ,by)
si y sélo si § es una solucion de (7.7) para (dby, - - ,dby).

O

COROLARIO 7.2.4. Sead > 0. Tomemos by, = kd, k=1,2,---N ym € Z\ (N+1)Z.

Entonces la ecuacion funcional (7.6) admite soluciones continuas periddicas de periodo
T = N+1

s
Demostraciéon. La dltima parte del Teorema 7.2.3 nos garantiza que basta hacer la
prueba del corolario para d = 1. Supongamos que by, = k para k =1,2,--- , N. Entonces
la ecuacion (7.7) se transforma en:

sin( Y+l

( 2 o) cos (ﬂa) =0

O
sm(%a) . N (79)
7sin(%) sin (704) = 0

Por tanto, en este caso, encontrar el valor @ € R que resuelve (7.7) es equivalente a
encontrar una solucién real a de
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Es decir, estamos buscando las soluciones reales de
sin (%a)
sin (%)

las cuales es claro que existen y, de hecho, estan dadas por a = ?VL_’_T{, m e Z\ (N +1)Z.

Esto finaliza la demostracion. O

=0,

COROLARIO 7.2.5. Supongamos que b > 0. Entonces la ecuacion
gx)+g(x+a)+g(x+b) =0 (ze€R) (7.10)

admite soluciones continuas y periddicas g # 0 si y sélo si

a 243k 1+4+3m 9
— : . 11
y S agar MR EZY (7.11)

En particular, si a/b € R\ Q entonces (7.10) no admite soluciones continuas periddicas.
Ademds, existen infinitos nimeros racionales distintos p/q tales que a/b = p/q implica
que (7.10) no admite soluciones continuas periédicas.

Demostraciéon. En este caso las ecuaciones que debemos estudiar estan dadas por

1+ cos(aa) + cos(ab) = 0 (7.12)
sin(aa) + sin(ab) =0 ’
Resolviendo la segunda ecuacion del sistema, obtenemos que ab = —aa + 2km 0 ab =

aa + (2k + 1)m para cierto k € Z. Consideramos ambos casos de forma separada:
Caso 1: ab = aa + (2k + 1)m. Introducimos el valor de ab en el primer miembro del
sistema de ecuaciones, para obtener que

1+ cos(aa) + cos(aa + (2k + 1)m) =1 # 0.

Por tanto, en este caso no existen soluciones de (7.12).
Caso 2: ab = —aa—+2kw. Introducimos nuevamente el valor de ab en el primer miembro
del sistema de ecuaciones, para obtener que

1+ cos(aa) + cos(—aa + 2kr) = 1 4 2cos(aa) = 0,

lo cual equivale a afirmar que aa € {27/3 + 2mm, /3 + (2m + 1)7}ez. Teniendo en
cuenta que ab = —aa + 2k7, concluimos que « es una solucién del sistema de ecuaciones
(7.12) si y so6lo si es solucion de alguno de los siguientes dos sistemas de ecuaciones:

aa = 2w/342mm )
{ ab = —(éﬂ/?a + 2mm) 4 2kx PR algin (m, k) € Z°. (7.13)
(0]
aa = 7/3+(2m+ )7 )
{ ab = —/(rr/3(+ (2m—i)- 1)) + 2k PR alglm (m, k) € z?. (7.14)
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Estudiemos ahora las ecuaciones dadas por (7.13). Es claro que deberiamos tener que
a,b # 0. Ademas,

o= % (27/3 +2mm) = — (—(27/3 + 2mm) + 2km)

(SR

En particular, este sistema tiene soluciones reales si y sélo si

b —1+43(k—m) 243k

pi S v 1+3m

c(my k) € 7% ={ (m, k) € Z*}.
Como los pardmetros a, b se pueden intercambiar en el argumento anterior, concluimos
que
b 2+3k 1+3m )
€ : k) e Z7}.
U iam avae (MM
Por tltimo, es claro que el sistema (7.14) es un caso particular del sistema (7.13).

a
O

NOTA 7.2.6. La condicion (7.11) se puede estudiar para cualquier par de valores a,b
concretos que se consideren. Por ejemplo, si a = b entonces (7.11) se escribe

16{24—3m 14 3k )
14+3k°2+3m

lo cual resulta claramente imposible. Se sigue que no existen funciones continuas perio-
dicas g # 0 tales que g(z) + 2g(z + a) = 0. Damos ahora una demostracion directa de
este hecho: Supongamos, por el contrario, que g(z) +2g(x +a) =0 y g(x) es continua y
T-periddica con periodo fundamental T > 0. Sea so € [0,T] tal que |g(so)| # 0. Hay dos
posibilidades que podemos considerar:

(k,m) € Z*}

(a) Los nimeros {a,T} son linealmente dependientes sobre Q. En este caso, ezisten
numeros naturales k, m tales que kT = ma. Entonces

1
0 < |g(s0)| = |g(so + kT)| = |g(so + ma)| = Q*mlg(So)l <g(s0)l,
lo cual es una contradiccion.

(b) dim spanQ{a,T} = 2. Teniendo en cuenta que g es continua y periddica, entonces
es uniformemente continua. por tanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que |g(x) —
g(y)| < e siempre que |x —y| < 6. Ahora bien, nuestra hipdtesis sobre {a,T}
implica que, para todo 6 > 0 existen n,m € 7Z tales que |nT 4+ ma| < § (de hecho,
podemos suponer que m > 0). Por tanto, si d = |g(so)| > 0 y e < d/2, entonces

lg(so +nT +ma) — g(so)| < &

lo cual implica que |g(so + nT + ma)| > d/2. por otra parte,

d,

N |

1
|9(s0 +nT +ma)| = |g(so + ma)| = 27\9(80)! <

lo cual resulta contradictorio.
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Por supuesto, una demostracion directa de la existencia (o la inezxistencia) de solu-
ciones continuas periddicas de la ecuacion (7.10) para cada ejemplo que se proporcione
de los parametros a, b, seria sin duda una tarea dificil -al menos, engorrosa-. En vez de
eso, comprobar si se satisface (o no) la condicion (7.11) es siempre sencillo.
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Conclusiones y futuras lineas de
mvestigacion

Si tenemos que resumir el contenido de esta memoria en pocas palabras, diremos que
en ella se prueba que el uso de técnicas de interpolaciéon, asf como técnicas relacionadas
con propiedades de invarianza frente a ciertas transformaciones lineales sencillas -como
las traslaciones, las afinidades o las dilataciones- permite abordar diferentes cuestiones
relacionadas con la regularidad de algunas ecuaciones funcionales cléasicas y, de hecho, se
pueden obtener avances significativos respecto de la teoria conocida hasta ahora, muchas
veces con demostraciones muy elegantes. Como resultado de la investigacion realizada
hemos publicado los articulos [6, 7, 8, 9, 10, 11] y, ademaés, tenemos sometido a arbitraje
el articulo [12].

Incluimos aqui, a modo de conclusion, el enunciado de los resultados nuevos mds
importantes que se han logrado con este trabajo, con un breve comentario sobre las téc-
nicas utilizadas en cada caso, y la referencia explicita al lugar en el que el resultado ha
sido publicado:

(i) En [6] hemos utilizado técnicas de interpolaciéon polinémica en una variable para
caracterizar completamente las clausuras de los grafos de las soluciones discontinuas
de la ecuacién funcional monomial L A7 f(2) = f(h), con f : R — R. El resultado
principal es el Teorema 2.1.7 y afirma que, si f es un n-monomio discontinuo,

I'= G(f)]R , & = suppeps An(h) y B = infper+ Ap(h). Entonces:

(a) Si a=+o0y = —00, entonces I' = R2.

(b) Si o =400y B € R, entonces I = {(z,y) : y > fa"} cuando n = 2k es un
namero par, y I' = {(x,y) : y < 2" , 2 < 0} U {(x,y) : y > Bz" , = > 0}
cuando n = 2k + 1 es un numero impar. En particular, si § = 0, obtenemos
el semiespacio I' = {(z,y) : y > 0} para n = 2k y la unién de los cuadrantes
primero y tercero, I' = {(x,y) : xy > 0}, para n = 2k + 1.

(¢) Sia € Ry f = —o0, entonces I' = {(z,y) : y < Bz"} si n = 2k es un
namero par, y I' = {(z,y) : y > pa" , 2z < 0} U {(z,y) : y < pz" , x > 0}



(i)

(i)

si n = 2k + 1 es un ntmero impar. En particular, si @« = 0, obtenemos el
semiespacio I' = {(z,y) : y < 0} cuando n = 2k y la unién de los cuadrantes
segundo y cuarto, I' = {(z,y) : xy < 0}, cuando n = 2k + 1.

Ademés, para todo valor de n > 2 existen ejemplos de n-monomios discontinuos
f que satisfacen cada una de las afirmaciones (a), (b), (¢) anteriores. Como conse-
cuencia de las técnicas empleadas en este trabajo hemos logrado una nueva demos-
tracion del Teorema de Hamel sobre la densidad del grafo de las funciones aditivas
discontinuas f : R — R.

En [7] se utilizan dos resultados muy importantes de la teoria de sintesis y analisis
espectral (es decir la parte del anélisis funcional que se dedica a describir los subes-
pacios invariantes por traslaciones del espacio de las funciones continuas f : G — C,
con G un grupo abeliano general), conjuntamente con una técnica algebraica que
introducimos nosotros con este propoésito, para ofrecer una nueva demostracion del
Teorema de Montel en varias variables, la cual es aplicable directamente al caso
distribucional, asi como un nuevo teorema tipo Montel que se puede aplicar a las
funciones polinomicas definidas sobre el grupo aditivo Z¢ para d > 1. Nuestra de-
mostracion, si se compara con la prueba original del teorema de Montel clasico,
gana en generalidad y en sencillez. los resultados principales son, en este caso, los
Teoremas 3.1.8 y 3.1.12, los cuales garantizan que:

= Sea {hy,---,hs} C Z% tal que M Z+hoZ+- -+ hZ = Z%, y sea f € C(Z%,C).
Si Ahmk(f) =0,k=1,---,t, entonces f(n) = Z\a|<N aon® para cierto N € N,
ciertos nimeros complejos aq, v para todo n € Z%. En otras palabras, f es un
polinomio algebraico en Z?. Ademés, si d = 1, entonces f(n) = ag + ain +
o+ am_1n™ ! es un polinomio algebraico en Z, de grado < m — 1.

» Sean hy,---,hy € R? tales que hiZ + - - - + hyZ es un subconjunto denso de
RY, y sea f € Xg4. Si AR (f)=0,k=1,--- ¢ entonces f(z) =3, <N Gaz”
para cierto N € N, ciertos niimeros complejos aq, v todo z € R?. Asi pues, f
es un polinomio algebraico complejo en d variables reales. Ademés, si d = 1,
entonces f(z) = a1 + ajx + -+ + am—12™"" es un polinomio algebraico de
grado < m — 1.

En [9], [12] se proporciona una nueva demostracion del Teorema de Montel-Popoviciu,
la cual esta basada en técnicas de inperpolacién polinémica en varias variables, y
se utilizan las nuevas ideas que surgen en este contexto para estudiar las clausuras
topologicas de los grafos de los polinomios discontinuos f : R — R. Este problema
habia sido investigado por Almira y Lépez-Moreno en el caso d = 1 con técnicas
distintas a las empleadas aqui, pero permanecia abierto para el caso de funciones
de varias variables. El resultado principal es ahora el Teorema 4.2.2, el cual afirma
que:

s Si f:R™ — R satisface la ecuacion funcional de Fréchet

Aznﬂf(x) =0 para todo z,h € R?,
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y f(z1,--+,2,) no es un polinomio ordinario, entonces f no esta acotada en
. . — R+ . .
ningtn abierto no vacio. Ademas, G(f) contiene un abierto no acotado.

(7v) En [8] se ha demostrado un Teorema tipo Montel para las funciones definidas
sobre el cuerpo Q, de los nimeros p-adicos y con valores en un cuerpo valuado
K que contiene a Q, con continuidad. En este contexto resulta esencial conocer
la topoplogia de Q. En particular, dicho cuerpo tiene la interesante propiedad de
que si |hf, = p~ NV, entonces AN es un subconjunto denso de la bola de centro 0 y
radio p~ %, la cual esta dada por pV Z,,. El resultado principal es, en este caso, el
Teorema 5.1.4, el cual de prueba con técnicas de interpolacién polinémica en una
variable y afirma lo siguiente:

» Sea (K, |-|k) un cuerpo valuado que contiene al cuerpo Q,, y tal que la inclusion
Qp — K es continua. Supongamos que f : Q, — K es una funciéon continua y
definamos, para cada m € N, el conjunto

B (f) = {h € Qy: AT f =0},

Entonces P (f) = {0}, 0 Bon(f) = Qp, o bien P, (f) = p™VZ, para cierto
N € Z, y todos estos casos se producen efectivamente para diferentes ejemplos
de funciones f. Ademaés, para cada a € Q, existen constantes ag, a1, - ,am €
K tales que f(xz) = ag+ -+ apa™ para todo x € a4+ B, (f). En particular,
f es un polinomio de grado < m si y solo si PB,,(f) contiene una sucesion no
acotada.

Este resultado motiva, ademas, el estudio de las funciones que, localmente, son
soluciones de la ecuacién funcional de Fréchet. El resultado principal que obtenemos
es, a este respecto, el Teorema 5.2.1, y afirma lo siguiente

» Sea (X, || -]|) un espacio vectorial normado ultramétrico sobre un cuerpo va-
luado no Arquimediano K de cartacteristica cero. Sea f : X — Y una solucion
de la ecuacién

AZ‘Hf(x) =0 (€ X, he Bx(r)={z € X :|z|]| <r})

y sea

k=2

m+1 -1
o(r,m) =r <H max{|1/t] :t=1,2,--- ,k}) .

Entonces, para todo zp € X existen una constante Ag,, y aplicaciones k-
aditivas simétricas

AR By (p(r,m)) x BV 5 By(g(r,m)) =Y Lk =1,2,---,m,
tales que
flzo+2) =Aog, + Z Ap20(2) paratodo z € Bx(¢(r,m));
k=1
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(v)

donde Ay, o (2) = AF®0(2, 2 .. 2) es la diagonalizacion de A®0 (2, -+, 2;),
k=1,---,m

En [11] se utilizan dos teoremas debidos a Sternfeld-Weit y a Pinkus, que carac-
terizan los subespacios vectoriales cerrados de C(C,C) que son invariantes por
transformaciones afines, y los subespacios vectoriales cerrados de C' (Rd, R) que son
invariantes por traslaciones y dilataciones, para calcular las soluciones continuas de
varias ecuaciones funcionales clasicas. En particular, se caracterizan las soluciones
de la ecuacién de Kakutani-Nagumo-Walsh,

1
N Z f(z 4 0%y) = f(x) para todo z,y € C,

(donde f: C — Cy 6 es una raiz primitiva N-ésima de la unidad); de la ecuacion
de Haruki,

N—

?

f(z 4+ n**y) f(z 4 n***1y) para todo z,y € C,

k=0 0

B
I

(donde f : C — Cy n es una raiz primitiva 2/N-ésima de la unidad) y de la ecuacion
de Fréchet en varias variables,

AZLHf(m) = 0 para todo z, h € R,

donde f : R — R. Los resultados principales son, en este caso, los Teoremas 6.1.1,
6.1.4y 6.2.1 de la memoria. Si denotamos por Sxnw, Sg v Sk los correspondientes
espacios de soluciones, se ha probado que

Sknw = {p(2) +q(z) : p,q € Clz] y deg(p),deg(q) < N — 1},

N—-1N-1
Sy Z a”zz :a;; € Cparatodo0<i,j <N —1},
=0 j5=0

Sp =11

m ,tot*

En [10] se han estudiado las ecuaciones funcionales de tipo

f@) + flarz) +-- -+ flayz) =0 (z € ),

donde ap =1 < a1 < ag < --- < ay son nimeros reales y nos hemos restringido a
estudiar las soluciones definidas en un intervalo infinito I, que a veces coincide con
toda la recta real y otras veces denota el semieje positivo, I =]0, o[, asi como las
ecuaciones funcionales asociadas

gw)+glw+b)+--+glw+by)=0 (weR),

donde 0 < by = lnay < Inagy; = bgt1, K =1,--- , N — 1. Nos interesamos en las
siguientes dos cuestiones:
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(a) La existencia de soluciones regulares, asi como el tamano del espacio de dichas
soluciones.

(b) La existencia de soluciones periddicas.

Los resultados principales que hemos logrado son, en este caso, los Teoremas 7.1.1,
722y 7.2.3.

Ezisten atin numerosos problemas abiertos relacionados con las ideas que se han
explotado en esta memoria. Algunos de ellos estdn siendo abordados y otros probablemente
requerirdn introducir nuevas técnicas e ideas. Apuntamos aqui tres problemas cuyo estudio
consideramos prioritario y al cual dedicaremos con toda sequridad nuestro esfuerzo en un
futuro inmediato:

Descripcion completa del grafo de los polinomios discontinuos. Aunque
hemos avanzado de forma significativa en el estudio de las clausuras topologicas de
los grafos de los polinomios, especialmente en el caso de los monomios de una varia-
ble, el problema de obtener una descripcién completa de estos conjuntos esté ain
abierto si consideramos polinomios arbitrarios, tanto para el caso de funciones de
una variable (donde conjeturamos que el borde de dicho conjunto se puede descri-
bir mediante funciones spline), como para el caso multivariable en dimension finita,
donde lo tinico que se ha probado es que dicho conjunto contiene un abierto no aco-
tado. Es més, un problema abierto que consideramos especialmente importante, es
demostrar (o desmentir, mediante la construccion de un contraejemplo apropiado)
que si X es un espacio de Banach de dimensioén infinitay f : X — R es una funcion
. . . —X xR . .
polinémica discontinua, entonces G contiene un abierto no acotado.

Propiedad de dicotomia para la conexidad de los grafos de los polinomios
discontinuos. Se sabe que si f : R — R es una solucién de la ecuacién funcio-
nal de Cauchy, entonces G(f) es, como subconjunto de R?, o bien conexo, o bien
totalmente desconexo. Ademaés, es posible construir ejemplos de funciones aditivas
discontinuas cuyo grafo es conexo. Pensamos que esta propiedad de dicotomia debe
ser cierta para los polinomios f : R¢ — R de grado < n, para todo d,n > 1.

Teoremas tipo Montel cuando G = h1Z+- - -+ hiZ no es un subgrupo denso
de R?. El Teorema de Montel en varias variables esta pensado para el caso en el
que los “periodos generalizados” hy, - - - , hy € R? satisfacen que G = hZ+-- -+ h,Z
es un subgrupo denso de R%. Por otra parte, se sabe que si G no es denso en R? es
porque existen un subespacio vectorial V de R? y un reticulo aditivo (o subgrupo
aditivo discreto) A de R? tales que G = V @ A. Nosotros conjeturamos que, en
este caso, si la funcion f : RY — R satisface que Aznl‘jlf(:c) =0parak=1,---,t,
entonces para cada A € A existe un polinomio algebraico ordinario en d variables
pa(x) tal que
f(x 4+ X) =pr(z) para todo z € V.
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