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Presentacion

El presente documento constituye la memoria de tesis doctoral realizada
por la autora, Fatima Lizarte Lopez, dentro del Programa de Doctorado en
Ciencia y Tecnologia, en la linea de investigacion Matemdticas y Computacion,
de la Universidad de Cantabria y bajo la direccién del Profesor Carlos Beltran,
catedratico de Analisis Matematico en esta universidad.

Las contribuciones cientificas originales que se recogen en esta memoria
son el fruto de los siguientes tres articulos:

[61] Lizarte, F., Pérez, T. E. y Pinar, M. A. (2021). The radial part of
a class of Sobolev polynomials on the unit ball. Numerical Algorithms, 87,
1369-1389. https://doi.org/10.1007/s11075-020-01011-7

[16] Beltrdn, C. y Lizarte, F. (2022). On the minimum value of the
condition number of polynomials. IMA Journal of Numerical Analysis, 42,
2959-2983. https://doi.org/10.1093 /imanum /drab070

[17] Beltran, C. y Lizarte, F. (2023). A lower bound for the logarithmic
energy on S? and for the Green energy on S". Constructive Approximation.
Aceptado.

El documento esté estructurado del siguiente modo:

El Capitulo [T] recoge una serie de conceptos y resultados necesarios para
el desarrollo y comprensién de este trabajo, relacionados principalmente con
la teoria de polinomios ortogonales, la teoria del potencial y la teoria de la
complejidad. El objetivo es disponer de forma inmediata de este contenido
sin necesidad de recurrir de forma constante a la btisqueda de bibliografia
(a no ser que se quiera profundizar mas) conforme nos adentramos en los
siguientes capitulos. Por tanto, con este objetivo presente y con el fin de
agilizar la lectura de este capitulo introductorio, omitimos la mayoria de
demostraciones y citamos referencias para los que deseen indagar mas en los
resultados y temas expuestos.

En el Capitulo [2| se desarrolla el contenido recogido en [51] y enmarcado
dentro de la teoria de polinomios ortogonales. Consideramos un producto
escalar de Sobolev creado a partir de una modificaciéon del producto escalar
clésico sobre la bola unidad de dimensién d, que involucra un término extra
conteniendo a las derivadas en la direccién normal. Primero construimos una
base mutuamente ortogonal de polinomios que son dados en términos de
los arménicos esféricos y una familia de polinomios ortogonales univariados
de Sobolev en la parte radial. A continuacién, nos centramos en el estudio
de esta familia de polinomios de la parte radial, deduciendo propiedades
algebraicas, formulas de conexién y propiedades asintéticas. Finalizamos
mostrando algunas pruebas numéricas para ilustrar el comportamiento de sus
ceros. Existen indicios que nos hacen pensar que los polinomios ortogonales
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con respecto al producto escalar de Sobolev considerado pueden utilizarse
para detectar aberraciones épticas en los ojos humanos y calibrar diferentes
dispositivos épticos, dando mejores resultados que los actualmente usados,
los polinomios de Zernike.

El trabajo [16] pertenece a teoria de la complejidad y se expone en el
Capitulo 3] En 1993, Shub y Smale plantearon el problema de encontrar una
secuencia de polinomios univariados de grado N con nimero de condicién
acotado superiormente por N. En [I5] se demostré que el valor 6ptimo
del néimero de condicién es de la forma O(v/N) y la secuencia exigida por
Shub y Smale se describié mediante una férmula cerrada para N > Ny
suficientemente grande con Ny desconocido, y por un algoritmo de bisqueda
para el resto de los casos. Se desearfa mejorar la solucién de [I5], describiendo
una féormula sencilla para tal secuencia de polinomios con estimaciones
concretas. Hemos hecho importantes avances en este sentido, resolviendo
esta tarea para el caso de N = 4M?, siendo M un niimero entero positivo.

El Capitulo {4|esta dedicado al articulo [I7]. Uno de los problemas abiertos
mas importantes en teoria del potencial es conocer de forma precisa la
expresién de la expansion asintética de la energia logaritmica minima de N
puntos en la esfera unidad S?. Nosotros mostramos una prueba alternativa
del mejor limite inferior conocido hasta la fecha. Nuestro método tiene dos
claras ventajas: simplifica enormemente la demostracion original y se puede
generalizar para obtener nuevas cotas inferiores para la energia de Green en
la n-esfera unidad S™ (tarea que hemos realizado). El estudio de la energia
minima en la esfera se conoce también como el problema de la distribucién de
puntos y se encuentra dentro del estudio de los problemas de energia minima.
Estos tipos de problemas acogen el interés de la comunidad cientifica por
las multiples aplicaciones que tienen tanto en el contexto matematico como
aplicado: reglas de cuadratura, interpolacién, muestreo estadistico, teoria de
la codificacion, cristalografia, morfologia virica, etc.

En la parte final de esta memoria incluimos un apartado dedicado a futuras
lineas de investigacién que surgen de manera inminente con los articulos
realizados, varios apéndices que contienen algunos resultados técnicos y las
referencias usadas.
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1.1. POLINOMIOS ORTOGONALES 7

1.1. Polinomios ortogonales

En esta primera seccién recopilamos una serie de conceptos y resultados
necesarios para el desarrollo y comprensién del Capitulo [2| de este trabajo.
Comenzamos con un breve recordatorio de propiedades béasicas y generales
de la teoria de polinomios ortogonales en una variable. Seguidamente, intro-
ducimos los polinomios ortogonales clasicos en la recta real, centrandonos
en los de tipo Jacobi, ya que son extensamente usados en los resultados de
este documento. A continuacién, nos adentramos en el estudio de polinomios
ortogonales en varias variables, poniendo el foco de atencién en los armoénicos
esféricos y los polinomios ortogonales clasicos multivariados en la bola unidad.
Como caso particular de éstos ultimos, destacamos los polinomios de Zernike.
Por tultimo, presentamos brevemente los polinomios ortogonales de Sobolev
y la relaciéon que existe entre la teoria de polinomios ortogonales y la teoria
del potencial.

No es nuestra intenciéon que esta primera seccién Polinomios ortogonales
pueda parecer ni de lejos una monografia, sino mas bien una recopilaciéon de
definiciones y resultados necesarios (y que podamos tener a mano) para la
comprension del Capitulo [2| Por tanto, con este objetivo en mente y con el
fin de agilizar su lectura, omitimos la mayoria de demostraciones y citamos
referencias donde pueden encontrarse.

1.1.1. Teoria basica de polinomios ortogonales en una variable

Existe una extensa literatura sobre polinomios ortogonales en una variable
va que han sido estudiados de forma ininterrumpida por un gran nimero de
matematicos y fisicos desde el siglo XIX. Algunas referencias clasicas son por
ejemplo [I1, B 29, [70]. En esta seccién seguimos principalmente la referencia
[29, Capitulo I], donde aparecen los resultados con sus demostraciones que
aqui se presentan.

Denotamos por II al espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales
y por II,, el subespacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que
n. Tomamos No = NU {0}.

Consideremos una funciéon w no negativa e integrable en un intervalo (a, b)
con a € [—00,00) y b € (a,00]. Asumimos que w(t) > 0 en un subconjunto
de (a,b) de medida de Lebesgue positiva, de modo que

/abwa) dt > 0.

A esta funcién w la llamaremos funcién peso. En el caso en el que (a,b) sea
no acotado, impondremos una condicién mas, a saber:

b
/ It (t) dt < 00, Vn € No.

FATIMA LizARTE LOPEZ



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

En tal caso, definimos
b
in = /t"w(t) dt < oo, Vn € No. (1.1.1)
a

La integral recibe el nombre de momento de orden n. La funcién peso
desempena un papel importante en II, ya que a partir de ella podemos definir
un producto escalar,

():IIxIT—R

como

@&%:A%@M@M@ﬁw

Esto admite una mayor generalizacién. Vamos a considerar una sucesién de
polinomios { P, },>0, donde P, (t) es un polinomio de grado n, cumpliendo:

/me(t)Pn(t)w(t) dt=0, m+#n, VYn,meN. (1.1.2)

Si tomamos ahora una funcién integrable f y definimos
b
Lifl = | ow (1.1.3)

entonces (|1.1.1) y (1.1.2)) se pueden escribir como

L[t"] = pn, n € Ny,
‘C[Pn(t)Pm(t)] = 07 m 7£ n, \V/’I’L,m € I\]0-

Si ademés imponemos que L[P2(t)] # 0,Vn € Ny entonces la sucesién
{P,}n>0 serd una sucesién de polinomios ortogonales. Observe que, si f € II,
segin es suficiente considerar una sucesién arbitraria de niimeros
reales {jin tn>0 para definir el funcional lineal L:

L: II — R
P LI = (1.1.4)

n

y extendido por linealidad, esto es, dado p(t) € II con p(t) = Zaiti tal que
i=0

a; € R, se cumple que:

Lp@)] =L [Zn: az‘ti] = Zn:az‘m €R.
=0 =0

El funcional (1.1.4) se suele llamar funcional de momentos e induce la
aplicacion bilineal

(,): I xI—R
definida por,

{p,q) = LIpt)q(t)].

FATIMA Li1ZARTE LOPEZ



1.1. POLINOMIOS ORTOGONALES 9

Definicién 1.1.1. Un funcional de momentos L se dice definido positivo si
Lp(t)] > 0 para cualquier polinomio p(t) no negativo y no constantemente
igual a cero en todo el eje real.

Cuando £ es definido positivo, la aplicacién bilineal (-, -) es un producto

escalar de la forma ({1.1.3)).

Lo expuesto arriba nos conduce a la siguiente definicion.

Definicién 1.1.2. Dada una sucesion de polinomios {Pp}n>0 diremos que
es una sucesion de polinomios ortogonales (SPO) con respecto a un funcional
de momentos L si se cumple que:

1. P,(t) es un polinomio de grado n,
2. LIP,(t)Pp(t)] =0, m+#n, VYn,m € Ny,
3. L[P?(t)] #0, V¥n € Np.

Si, ademas, L[P2(t)] > 0, Vn € Ny, entonces el funcional lineal es definido
positivo, y en tal caso, la sucesién es ortonormal si L[P2(t)] = 1, Vn € Np.
La sucesién se llama sucesion de polinomios ortogonales monicos (SPOM) si
el coeficiente principal de P,(t) es igual a 1 para todo n.

El siguiente resultado es una caracterizacion de las SPO.

Teorema 1.1.3. Sea L un funcional de momentos y {Pp}n>0 una sucesion
de polinomios. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

1. {P,}n>0 es una SPO respecto a L.

2. Llq(t)P,(t)] =0, para todo q(t) € I de grado m < n,
Llg(t)P,(t)] #0, siq(t) €Il es de grado n.

3. L[t Py ()] = knnm, con ky, #0, m € Ny y 0pm, es la delta de Kro-
necker.

Definicién 1.1.4. Un funcional de momentos L se dice regular o cuasi-
definido si existe una sucesion de polinomios {Py,}n>0 que es ortogonal
respecto a L.

Teorema 1.1.5. Sean L un funcional reqular y {P,}n>0 una SPO respecto
a L. Entonces para cualquier polinomio q(t) de grado n se tiene:

['[Q(t)Pk(t)]_

q(t) = ];)ckPk(t), donde ¢ = CIPE(D)

Corolario 1.1.6. Si {P,}n>0 es una SPO respecto a un funcional regular
L, entonces cada polinomio ortogonal P,(t) estd determinado de manera
dnica salvo un factor multiplicativo distinto de cero. Esto es, si {Qn}tn>0 €S
también una SPO para L, entonces existen constantes ¢, # 0 de modo que

Qn(t) = Cnpn(t), Vn € Np.
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Consideremos el determinante A,, definido de la siguiente manera:

Ho H1 Hn
pro 2 - Hnl
Hn  Hn+l - Hon

Teorema 1.1.7. Sea L el funcional de momentos asociado a la sucesion
{ttn}n>0- Una sucesion de polinomios { Py }n>0 es una SPO asociada a L si
y solo si Ay, # 0 para todo n. Ademds, cada polinomio P, (t) viene dado por

Hn
Hn+1
kn, JAVRER]
P,(t) = det " :
n() An—l €
H2n—1
1¢t---tm 1] ¢

Un funcional de momentos regular se puede definir también como aquel
funcional £ cumpliendo A, # 0, ¥n > 0. Ademas, el funcional £ es definido
positivo si y solo si A, > 0, ¥n > 0. Por tanto, si un funcional de momentos
L es definido positivo entonces es regular.

Proposicién 1.1.8 (Norma cuadrédtica minima). Sea {P,}n>0 una SPOM
respecto a un funcional de momentos definido positivo L. Entonces, para
cualquier polinomio ménico q,(t) de grado n se cumple

LIP2(6)] < Llgn(#))-

Este resultado se puede ver, por ejemplo, en [70, pag. 39, Teorema 3.1.2].

Una de las caracteristicas mas importantes de los polinomios ortogonales
es el hecho de que cualesquiera tres polinomios consecutivos estan conectados
mediante una relacién de recurrencia a tres términos.

Teorema 1.1.9 (Relacién de recurrencia a tres términos). Sea £ un funcional
reqular y { Pp}n>0 una SPO asociada a L. Entonces,

tPn(t) = anPn—‘rl(t) + Bnpn(t) + an—lpn—l(t)7

con P_i(t) =0 y Po(t) = 1, y donde los coeficientes o, y Bn Se expresan
mediante las formulas:

o :‘C[tpn(t)Pn—i—l(t)] By =
" LIPE ()] 7 "

n

L[tP () P (t)]
LIPZ®)]

El siguiente teorema es el reciproco de éste.
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Teorema 1.1.10 (Teorema de Favard). Sean {c,}n>1 y {\n}n>1 sucesio-
nes arbitrarias de nimeros reales cumpliendo que A\, # 0, para todo n > 1
y {Pn}n>0 una sucesion de polinomios ménicos satisfaciendo la férmula de
recurrencia a tres términos

Po(t) = (t — cp) Paci(t) — AnPas(t), neN,

donde P_i(t) = 0 y Py(t) = 1. Entonces existe un unico funcional de mo-
mentos reqular L tal que

L] =M, LPn(®P.)] =0, m#n, m,neNo,

y {Pn}tn>0 es una SPO asociada a L. Ademds, L es definido positivo si y
solo st A, >0, n > 1.

Finalizamos el estudio de las SPO ofreciendo unos resultados sobre los
Ceros.

Llamamos soporte de £ al mayor conjunto (a,b) tal que L sea definido
positivo en él.

Teorema 1.1.11. Sea (a,b) el soporte de L definido positivo y { Py }n>0 una
SPO respecto a L. Entonces:

1. Todos los ceros de P,(t), n > 1, son reales, simples y estdn localizados
en (a,b).

2. Denotemos por t,; a los ceros del polinomio P,(t) y consideremos que
tng <tn2 <--- <tpn. Entonces:

tnt1,j <tnj <tntij+1,

es decir, los ceros de P, (t) y Pn+1(t) son diferentes entre si y entrelazan
Unos con otros.

1.1.2. Polinomios ortogonales clasicos en la recta real

Los polinomios ortogonales clasicos en la recta real son sin duda los
polinomios ortogonales en una variable mas importantes y estudiados debido
a la multitud de aplicaciones que tienen tanto en mateméticas como en otras
areas. Se diferencian de las demas sucesiones de polinomios ortogonales en
que verifican una serie de propiedades que los caracterizan (véase [52]).

El funcional de momentos £ para los polinomios ortogonales clasicos es
definido como en . Por tanto, podemos definir los polinomios orto-
gonales clasicos como aquella familia de polinomios ortogonales que estan
asociados a un funcional lineal definido positivo de la forma

Clf) = / f@)w(t)dt, V) eTL,
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12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

donde w(t) es una funcién peso clsico definida en un intervalo I C R (véase
la Tabla . Dicho funcional recibe el nombre de funcional lineal cldsico.
Por tanto, esta clase de polinomios son ortogonales respecto a un producto
escalar con peso de la forma:

(p,q) = / p(t) q(t) w(t) dt.

En la Tabla podemos ver la expresién concreta de w(t) e I para cada una
de las tres familias de polinomios ortogonales cldsicos en la recta real:

’ PO clésicos de: H w(t) ‘ I ‘ Notacién ‘
Hermite et R H,(t)
Jacobi 1—1)21+)%, o, B>—-1]| (-1,1) | PP)
Laguerre t% 7t a>—1 I=R{ Lo (t)

Tabla 1.1: En esta tabla podemos ver la expresién explicita de la funcién
peso w(t) definida en el intervalo I de cada familia de polinomios ortogonales
clasicos en la recta real. Ademds, la ltima columna recoge la notacién
habitual del polinomio correspondiente de grado n.

No entraremos en méas detalle y recomendamos [1, 2, B, 34, [70] para
profundizar en las propiedades de estas familias clasicas. Nosotros nos cen-
traremos en los polinomios clésicos de Jacobi, por su fuerte presencia a lo
largo del Capitulo [2] dedicando la siguiente seccién a una recopilaciéon de sus
propiedades bésicas, tal y como se pueden encontrar en [I, Capitulo 22] y
[70].

1.1.3. Polinomios clasicos de Jacobi

A partir de ahora, denotamos a la funcién peso cldsica de Jacobi por
wa g(t), es decir, wap(t) = (1 —)*(1 +1)#, a,8 > -1y t € (-1,1). El

polinomio de Jacobi pled (t) estd normalizado por

donde (o + 1),, denota el simbolo de Pochhammer (véase (A.0.2). Su coefi-
ciente principal esta dado por

plenB) — 1 _ (1.1.5)

" 2n S 2T(n+ DI(n+a+3+1)

1<2n+a+5) I2n+a+pB+1)
n
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siendo I'(-) la funcién gamma cuya definicién y propiedades pueden verse en

la Seccion [AL0]1
La norma de P\*” (t) en L?(wa g, (—1,1)) es

1
h7(1a,/3) — /_1 Péa’ﬁ) (t)Qwa,ﬁ(t)dt
208 T(n4+a+1)I(n+B+1)

T ta+B+l nll(nta+pB+1)

paran > 1,y para n = 0 el producto (2n+a+ B+ 1)I'(n+a+ 5+ 1) debe
remplazarse por I'(a + 8 + 2) ([70, Ec. (4.3.3)]).

Los tres primeros polinomios de Jacobi son:

P ) =1,

, (1.1.6)

Plaﬂ)(t): a+§+2t—|—a;5,
TN CES L RN S PONCES RS 0N
L(a=p)—(at+B+4)

8
(1.1.7)

Se cumple la siguiente relacion entre familias adyacentes de polinomios
de Jacobi ([I, pag. 782, (22.7.18)])

P (1) = q@B) platih) (g _ plass) plath) ) (1.1.8)
donde
g Z NEOXBEL g nt P n>1.  (1.19)

n+a+pB+1" " 2m4a+pB+1

Observe que

k(a,ﬁ) k(oﬁ-lﬁ) h(aﬂ)
al™h) = . pleh) = Zn—l - L (1.1.10)
Lo LE) CR g
con a(()a’ﬂ) =1, para o, 8 > —1.

Utilizando que la derivada de un polinomio de Jacobi es de nuevo, salvo
por una constante multiplicativa, un polinomio de Jacobi (|70, pag. 63,
(4.21.7))),

%Pgaﬁ) (1= "FerrE] ; Pl platipen gy (1.1.11)
y la expresién [Il, pag. 782, (22.7.16)], deducimos
1+ t)%P}f‘ﬁ) (t) = a@P[(n + B)PTH (@) + nPetLA @), (1.1.12)

Finalmente, como casos particulares de este tipo de polinomios cabe
mencionar los siguientes:
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14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

PO clasicos de: H a=0 ‘ Wa,a(t) ‘
Legendre 0 1
Chebyshev de primera especie -1/2 (1—t2)~1/2
Chebyshev de segunda especie 1/2 (1—t2)1/2
Gegenbauer (o ultraesféricos) || A —1/2, A > —1/2 | (1 —2)*~1/2

Tabla 1.2: Existen cuatro tipos de casos particulares de polinomios de Jacobi
que tienen nombre propio y provienen de tomar los valores concretos de «
y B en la funcién peso de Jacobi que se muestran en esta tabla. Tenga en
cuenta que la normalizaciéon estandar puede variar.

1.1.4. Polinomios ortogonales en varias variables

La teoria general de polinomios ortogonales en varias variables es mas
reciente, siendo estudiada en mayor profundidad en los tltimos 30 afios. En
ella se establecen resultados paralelos a la teoria de polinomios ortogonales
en una variable utilizando una notacién de matriz vectorial. Una excelente
monografia clasica es [34] y también se recomienda para el caso particular
de dos variables [69].

Definicién 1.1.12. Seand > 1, pp = (p1,...,pq) € NG y 2 = (71,...,24).

Se define un monomio en las variables x1,...,xq como
no_— M1 Hd
ot =ty

con grado total |pu| = p1 + po + ... + pg.

Definicién 1.1.13. Un polinomio en d variables P(x) es una combinacion
lineal finita de monomios, es decir,

P(x) = Z curt, cu €R, pe Ng, n € Ny,
|p|<n
cuyo grado total es el mayor grado de sus monomios.

Al espacio vectorial de polinomios en d > 2 variables reales lo denotamos
por 11 y a su subespacio de polinomios en d variables de grado maximo n
d
por II7.

Definicion 1.1.14. Un polinomio se llama homogéneo si todos los monomios
que aparecen tienen el mismo grado.

Denotamos al espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado n en
d variables por P, es decir,

Pl={Pclll:P(x)= Zcum“

lul=n
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Observemos que P(z) € P4 es homogéneo en el sentido de que P(rz) =
r"P(z), con r € R. Todos los polinomios de I1% pueden ser escritos como
combinacién lineal de polinomios homogéneos,

n

P(x) = Z Z cuxt, ¢, €R.

k=0 |u[=k

Es conocido que

-1
dim T1¢ = (n—i—d) y dimP? = <n+d ) =rd,
n n

Sea (-,-) : 1Y x I — R un producto escalar arbitrario.

Definicién 1.1.15. Un polinomio P es un polinomio ortogonal respecto a
() si P es ortogonal a todos los polinomios de grado menor, es decir,

(P,R)=0, YRel? con grR < grP.

Si el producto escalar estd dado en términos de una funcién peso, w :
) — R, entonces

(P.Q)= [ P@)Q@)w@)ds, P.QeI’

donde Q es un dominio de R%.

Una diferencia esencial entre los polinomios en una y en varias variables
es la falta de un orden natural en este tltimo conjunto. Sabemos que el
orden natural entre monomios de una variable es el orden del grado, pero
para polinomios en varias variables, hay varias formas de definir un orden.
Esto da lugar a diferentes bases ortogonales, perdiendo la unicidad (excepto
constante multiplicativa) que existia en una variable. Por otra parte, cabe
destacar que los polinomios del mismo grado total de una base no necesitan
ser ortogonales entre si, es decir, los polinomios de las bases ortogonales
deben ser ortogonales a los polinomios de grado menor pero no es necesario
que lo sean entre los del mismo grado.

Definicién 1.1.16. Sean P} (x) = 2% +--- con a; € N§ tal que |a;] = |oy]
y o; # o para todo i # j, los polinomios de grado n de una base. Si
<P£Z_,P§j> = 0, para todo i # j, entonces se dice que los polinomios son
mutualmente ortogonales y que la base es mutualmente ortogonal.

1.1.5. Armonicos esféricos

A continuacidn, se presentan hechos bésicos sobre los arménicos esféri-
cos, siguiendo principalmente las notaciones y resultados contenidos en [34,
Seccion 4.1].
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16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicion 1.1.17. Los polinomios armdénicos de grado n en d variables son
polinomios homogéneos en PE que satisfacen la ecuacion de Laplace,

0? 0?
AY = A= —5 4+ —.
0, donde o2 4+ 4+ 6:53

El espacio vectorial de polinomios arménicos de grado n se denotaréd por Hﬁ.

Se sabe que
a, = dimH;, = < do1 > ( i1 | (1.1.13)

Definicion 1.1.18. Los armdénicos esféricos son la restriccion de los polino-
mios armonicos a la esfera unidad

ST ={g e R [ig)* = 1),
donde ||z|| representa la norma euclidea de x = (x1, 2, ...,24) € RL.

SiY e H

¢, entonces, en coordenadas polares esféricas x = r{, con
r=|z| y £ €S, tenemos

Y(z) =Y (€), (1.1.14)

asi que Y estd unicamente determinado por su restriccion a la esfera.
Los armonicos esféricos de diferentes grados son ortogonales con respecto
al producto escalar

<f7 g>§d_1 = !

vol(S4-1) Jga—1

f(€)g(&)da(§), (1.1.15)

donde do denota la medida de superficie y vol(S¥~!) es el volumen de S%~!
dado por

/2
vol(sh) = [ dote) = g (1.1.16)

Para P € II?, definimos

9
(x, V)P(x) = Z %87]3(96)
i=1 i

Si Y(x) es un arménico esférico de grado n, entonces por la ecuaciéon de
Euler para polinomios homogéneos deducimos

d
(x, V)Y (z) = inaiy(x) =nY(z), (1.1.17)
=1 ¢

es decir, los arménicos esféricos son autofunciones del operador diferencial

(x, V).
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1.1.6. Polinomios ortogonales clasicos en la bola unidad

Estudiamos ahora los polinomios ortogonales clasicos multivariados en la
bola unidad (véase [34] Seccién 5.2]).

Denotamos por

B = {z e R:: ||z| <1},
la bola unidad en R?. Sea W, la funcién peso definida por
Wule) = (1= [lz|*)*, |l < 1.

Si g > —1, la funcién W), es integrable en la bola unidad.

Los polinomios ortogonales clasicos en la bola unidad son ortogonales
con respecto al producto escalar

1

(Fooh = [, @)W, (a)dz, (1.1.18)
“w
donde w,, es la constante de normalizacién definida por
d/?F 1
wu:/vn@mx:”(5+), (1.1.19)
Bd Pp+3+1)

y cumpliendo (1,1), = 1.

Es conocido que los polinomios P ortogonales respecto a W, son auto-
funciones de un operador diferencial de segundo orden D,,. Concretamente,

tenemos
d d
0 0
= E — 2 E ; .

En coordenadas polares esféricas z = r&,7 > 0y € € S 1, se puede dar
una base mutuamente ortogonal de polinomios ortogonales con respecto a
(1.1.18)) en términos de los polinomios de Jacobi y los armonicos esféricos.

Proposicién 1.1.19. [34 Prop. 5.2.1] Paran > 0 y 0 <j < [n/2], sea
{Y=2(x):1<v<al 5} una base ortonormal de H4 Definimos

DyP = ~(n+ d)(n + 241)P,
donde

n2] n—2j°

n =27+ n—2j
PR () = PU D) (g2 — 1)y (),

Entonces el conjunto {P}',(z): 0<j < [n/2],1<v < ad_ 5;} €s una base
mutuamente ortogonal asociada con el producto escalar cldsico en la bola

(1.1.18]). Mads precisamente,
<Pn Pkn> H“ 5nm5]k5ynv

iz Jm
donde 4 . J
po_ A 1)iE)n—j(n—j+p+3)
e B+ )
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La notacién |x| corresponde al méximo niimero entero y no superior a z.

Finalizamos con el caso particular d = 2 y 4 = 0, que dan lugar a los
conocidos polinomios de Zernike. Se recomienda [28| 45}, 66} 76, [79] para
profundizar en el tema.

1.1.7. Polinomios de Zernike

Los polinomios de Zernike son un conjunto de polinomios ortogonales

respecto a (1.1.18) para d = 2 y p = 0, con B?> = D? = {(z,y) € R? :
22 4+ y? < 1} el disco unidad. Se pueden escribir del siguiente modo,

N;”leb'(p) cos(mf), m >0,

Zy'(p,0) = m plml .
NJ"Ry, '(p) sin(|m|0), m <0,
donde:

» El doble indice (n,m) tiene las restricciones: n > 0, |m| <nyn-—m
un nimero par.

» N es la constante de normalizacién. A veces se toma 1 por simplicidad
aunque el valor que garantiza la ortonormalidad es

NI = /(2 = Som)(n + 1),

siendo § la delta de Kronecker.

= La parte radial R‘Tln ‘(p) es un polinomio de Jacobi

n=|m|

R (p) = (=)= BN (1 =207, 0<p<L,

m|

La parte angular es cos(mf), sin(|m|6), para 0 < 6 < 2.

A partir del ano 2000, los polinomios de Zernike se adoptan como el estdandar
en 6ptica oftalmolégica. FEstos polinomios se usan hoy en dia en los aberré-
metros, que son los aparatos que miden la aberracion del frente de onda
ocular, en otras palabras, se encargan de detectar los problemas de vision
que podamos tener.

1.1.8. Polinomios ortogonales de Sobolev

Los polinomios ortogonales de Sobolev son una familia de polinomios
ortogonales con respecto a un producto escalar que involucra simultaneamente
a las funciones y sus derivadas.

La primera motivaciéon para el estudio de este tipo de polinomios fue
la posibilidad de aproximar simultdneamente una funcién y sus derivadas
(véase [49]).
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El primer articulo sobre polinomios ortogonales de Sobolev fue [4], mo-
tivado por el trabajo [49], cuyo autor estudié los polinomios ortogonales
respecto al producto escalar

ys= [ g+ [ rogom x>o

Desde entonces, se han estudiado una extensa variedad de polinomios orto-
gonales de Sobolev asociados a diferentes productos escalares que contienen
derivadas de las funciones que aparecen.

Definicién 1.1.20. Sea (-,-) el producto escalar asociado a una familia de
polinomios ortogonales. Si se verifica

(tf(t),9(t)) = (f(t),tg(t)), Vf gell (1.1.20)

entonces diremos que el producto escalar es estandar y los polinomios ortogo-
nales asociados son polinomios ortogonales estdndar.

Los polinomios estudiados en secciones previas son polinomios estandar.
Una diferencia esencial entre polinomios ortogonales estandar y los de Sobolev
es que el producto escalar al que estan asociados estos tltimos no cumplen
la propiedad . Esto se debe al hecho de introducir derivadas en el
producto escalar. Destacamos dos consecuencias inmediatas de este hecho:

1. La relacion de recurrencia a tres términos (Teorema [1.1.9)) no se man-
tiene para polinomios ortogonales de Sobolev.

2. Algunas propiedades de los ceros de polinomios ortogonales estandar
(Teorema|l.1.11f) no se cumplen para polinomios ortogonales de Sobolev.

Para una variable, los polinomios de Sobolev han sido ampliamente
estudiados durante los iltimos 40 anos y constituye el tema principal de una
vasta literatura. Un buen resumen sobre este tema se puede encontrar en
[54]. El estudio en el caso de varias variables tiene una historia més corta y
se ha centrado sélo en algunos casos concretos. Entraremos en mas detalle
en estos ultimos en el Capitulo

1.1.9. Relacién entre la teoria de polinomios ortogonales y la
teoria del potencial

Sorprendentemente, los polinomios ortogonales clasicos estdn intimamente
relacionados con el siguiente problema del equilibrio electrostatico:

Problema 1.1.21. Encontrar colecciones de N puntos, t1,...,tx, en el in-
tervalo [—1, 1], consideradas como cargas unitarias del mismo signo sometidas
a fuerzas de interaccion mutua, que minimicen la energia logaritmica

1
2 =i

i J
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En [35] se demostré que la solucién es la formada por los puntos {—1,1}
més los ceros del polinomio de Gegenbauer de grado N — 2 y pardmetros
a=3=1 (para A = 3/2, véase la Tabla[L.2).

Desde entonces ha existido interés en la comunidad cientifica por conocer
mas sobre la relacién entre los polinomios ortogonales y la teoria del potencial.
En [53] se estudia la interpretacién electrostética de los ceros de algunas
familias conocidas de polinomios ortogonales asi como la interaccién entre
estos modelos y la distribucién asintética de dichos ceros. También se ha
estudiado el caso en el que existe un campo externo cumpliendo ciertas
condiciones y otro tipo de generalizaciones (se recomienda acudir a [70, 55|
42| [57, 18] y sus referencias incluidas para profundizar en el tema).

La solucién del problema que resulta de cambiar el intervalo [—1, 1] por la
circunferencia en el Problema [[.T.27] también es bien conocida: las N raices
de la unidad giradas por una fase arbitraria. Pero, jqué ocurre si aumentamos
una dimensién y consideramos por ejemplo, la esfera unidad de dimensién
27 Como veremos en las siguientes secciones, se trata de un problema muy
interesante y de enorme dificultad tedrica, existiendo una gran cantidad de
cientificos interesados en hallar su solucién.

1.2. Problema 7 de Smale

Stephen Smale, ganador de la medalla Fields en 1966, elabor6 una lista de
18 problemas (véase [65]) a finales del siglo XX por encargo del vicepresidente
de la Unién Matematica Internacional de aquel momento, Vladimir Arnold,
que pidié a varios matematicos que hicieran una lista de problemas con el
fin de reunir algunos de los principales retos matematicos para el siglo XXI.

Los criterios que tuvo en cuenta Smale para realizar dicha lista fueron
los siguientes:

a) Enunciado sencillo.
b) Conocimiento personal del problema.

¢) Conviccién personal de que el problema, su solucién, los resultados par-
ciales o incluso los intentos de resolucién del mismo puedan resultar de
importancia para las matematicas y su desarrollo durante el siglo XXI.

Solamente 3 de los 18 problemas planteados estan completamente resueltos
a dia de hoy, a saber; el nliimero 2, el niimero 4 y el niimero 17. Nosotros
estamos especialmente interesados en el problema ntimero 7 relacionado con
la distribucién de un ntmero finito de puntos en la esfera unidad S?. Se
recomienda [10] y [23, Seccién 6.7] para adentrarse en el estudio de este
problema.

Antes de mostrar el enunciado del problema 7 de Smale, presentamos las
siguientes definiciones.
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Definicion 1.2.1. Dada una coleccion de N puntos esféricos, p1,...,pN €
S2, se define su energia logaritmica como

1
g(pla"'va) :ZKlog(pi,pj) :Zln T TE (121)
i#£j ] [|ps _ij
donde )
Kiog(pis pj) = In 7,
owPop) =10

es el potencial logaritmico.

Nota 1.2.2. En algunas referencias podemos encontrar los subindices de
la energia logaritmica dados por i < j asi como resultados obtenidos en
funcion de esta condicion. Es facil adaptar ésto al caso i # j, siendo ésta la
notacion de la mayoria de trabajos actuales y la que usaremos a lo largo de
este documento.

A partir de ahora, denotemos por my = min,, ., es2 £(p1,...,DN).

Definicion 1.2.3. Una coleccion de N puntos esféricos cuya energia logarit-
mica es precisamente igual a my se llama una coleccion de puntos de Fekete,
y existe al menos una para cada valor de N.

Entonces, el problema 7 de Smale dice asi:

Problema 1.2.4 (Problema 7 de Smale). ;Se pueden encontrar N puntos
Pls...,pn € S? tales que

E(p1,...,pn) <my+cln N,
para ¢ una constante universal?

La constante ¢ es independiente de IV y de los puntos que satisfacen
la, condicién requerida, aceptandose cualquier valor real que pueda tomar.
Por encontrar se refiere a dar una descripcion simple y eficiente de los N
puntos, o alternativamente describir un algoritmo que con entrada N y en
tiempo polinomial devuelva la posicion que deberian tener esos N puntos
para verificar dicha condicién. Por algoritmo se entiende un algoritmo de
nimeros reales en el sentido de BSS (llamado asi por Blum, Shub y Smale,
véase [21]), es decir, una secuencia de instrucciones (las habituales presentes
en un programa de ordenador) en las que todas las operaciones aritméticas
con numeros reales se realizan de forma exacta, sin pérdida de precision.

1.2.1. Energia de Riesz

La distribuciéon de puntos en esferas u otros conjuntos es un problema
clasico cuya formulacién moderna en términos de configuraciones de energia
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minima se debe al descubridor del electrén, el fisico britdanico J. J. Thomson.
En 1904 propuso un modelo atémico conocido con el nombre de plum pudding
model. Thomson sostenia que los atomos eran esferas uniformes de materia
con carga positiva donde los electrones (particulas de carga negativa) se
encontraban incrustados. Su interés en conocer la estructura geométrica del
atomo, le condujo a proponer el siguiente problema en [72], conocido hoy en
dia como el problema de Thomson:

Problema 1.2.5 (Problema de Thomson). sQué posicion alcanzarin N
electrones para minimizar el potencial electrostdtico?

De modo que, podemos decir que el problema 7 de Smale es la versiéon
computacional de la cuestion planteada por Thomson.

El modelo atémico de Thomson quedoé rapidamente descartado debido a
los grandes avances cientificos en el siglo XX, sin embargo, su pregunta sobre
la configuracion de los electrones en tal modelo, no quedo en el olvido y desde
entonces, ha sido estudiada por un gran niimero de cientificos, considerandose
incluso el problema generalizado ([23]):

Problema 1.2.6 (Problema generalizado de Thomson). Encontrar una
coleccion wy = (p1,...,pN) de N puntos en la esfera de dimension n, S™,
(o, mds generalmente, en cualquier otro conjunto compacto de R™) tal que
minimice la energia de Riesz dada por

1
Balwn) =3 Kelpiopj) = X s 5> 0,
i#j irj PP~ Pj
donde Ko ) 1 (1 9 2)
Pi,Pj) = v —— s o
S p =yl

es el potencial de Riesz.

El potencial de Riesz tiene diferentes interpretaciones fisicas para valores
concretos de s. Por ejemplo, para s = 1 y n = 2, tenemos el potencial
electrostatico (salvo constante multiplicativa). De hecho, cuando s — 0,
obtenemos el potencial logaritmico

d 1
— Ejwny)=€Ewn)=) In——.
By Prlon) = Eleom) = 2 I oy

En [22] se demuestra que todas las soluciones al problema generalizado de
Thomson cuando s — oo son soluciones para el siguiente problema:

Problema 1.2.7 (Problema del empaquetamiento 6ptimo). Encontrar una
coleccion de N puntos wy = {p1,...,pn} en S" tal que la distancia mini-
ma entre dos puntos sea mdzima, es decir, tal que mazimice dsep(Wn) =
min.; ||p; — pjll, que es la distancia de separacion de la coleccion de puntos
WN.
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También se conoce como el problema de Tammes en honor al botanico
neerlandés Tammes quien lo describe en [71] para el caso de S2. Los motivos
que lo llevaron a proponer tal enunciado fue su estudio de la estructura
de los granos de polen. Observé que se asemejaban a una esfera con una
serie de agujeros por donde se expulsa el material genético en el proceso de
reproduccion de las plantas. Descubrié que dichos agujeros parecian estar
distribuidos en su superficie de modo que la minima distancia entre ellos
era lo més grande posible. En [44] podemos contemplar una recopilacién de
fotografias de granos de polen realizadas con microscopio electrénico.

Bajo este contexto surge la siguiente definicién:

Definicién 1.2.8. Una coleccion de puntos wy = {p1,...,pn} en S™ estd
bien separada si

C
dsep(wN) = W)

donde C' es una constante que solo depende de n (no de N ).

1.2.2. La energia logaritmica minima: my

El problema 7 de Smale, a pesar de la simplicidad de su enunciado, se
considera una cuestion de enorme dificultad teérica. Un obstaculo importante
es que no se conoce por completo el valor de la energia logaritmica minima
en la esfera. Su conocimiento actual, después de [74} 60, 33, 24 20 [68], es la
siguiente expansién asintética:

1
my = kN? — 3N I N + CiogN + o(N), (1.2.3)

donde k es la energia continua

1 / 1 1
= In———dpdg = = — In2,
(vol(5%))? Jpqesz  [lp — 4| 2

y Clog €s una constante cuyo valor no se conoce. A partir de [48] y [20]
tenemos

VT

1 2
< Clog <22+ =In = + 31 — —0,0556. ...

R R NEVE)
(1.2.4)

De hecho, usando dos argumentos muy diferentes ([25], [20]) se ha conjeturado
que la cota superior es una igualdad y uno de los problemas abiertos mas
importantes en teoria del potencial es el cdlculo exacto de esta constante.

—0,0568...=1n2 —

=~

Conjetura 1.2.9.

1 2 NG
Clog = 2In2 + ~In > + 31 .
log = 202 5 I3 TN F g
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Otro motivo que influye en la dificultad del problema 7 de Smale es
la falta de resultados teéricos sobre el niimero de minimos locales de la
energia logaritmica. Se conjetura que el nimero de minimos locales crece
exponencialmente con N, pero no se conocen resultados tedricos al respecto.

1.2.3. Soluciones particulares

La solucién del problema 7 de Smale solo se conoce para casos muy
concretos:

’ N H Solucion

2 Dos puntos antipodales
Vértices de un triangulo equilatero contenido en el ecuador

3

4 Vértices de un tetraedro ([32])

5 Dos puntos antipodales y tres mas formando un
tridngulo equilatero en el ecuador ([32])

6 Vértices de un octaedro regular (J46])

12 Vértices de un icosaedro regular ([6])

Tabla 1.3: En esta tabla podemos ver las tnicas soluciones conocidas del
problema 7 de Smale.

El primer caso cuya soluciéon no es conocida es el de N = 7.

Conjetura 1.2.10. Para N =7, la solucion al problema 7 de Smale es la
dada por dos puntos antipodales y cinco mds equidistribuidos en el ecuador
correspondiente a los puntos antipodales.

Obtener soluciones aproximadas para el problema 7 de Smale tomando
valores pequetios de N es un problema accesible sin embargo, debemos ser
cautos con los resultados numéricos obtenidos. La dificultad aparece cuando
se exige pruebas tedricas.

1.2.4. El conjunto diamante

Existen distintas formas conocidas (deterministas y probabilistas) para
obtener colecciones de puntos en la esfera con energia “pequenia”, aunque no
lo suficiente como para resolver el problema 7 de Smale. Se recomienda [41]
y [23, Capitulo 7] para profundizar en el tema.

El conjunto diamante descrito en [I3] es una manera de generar de forma
aleatoria colecciones de puntos esféricos dependientes de varios parametros.
De hecho, para ciertos valores de los mismos, se puede calcular teéricamente
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el valor asintético esperado de la energia logaritmica obteniendo un valor
muy proximo al valor minimo conjeturado.

Construccion geométrica. Comenzamos fijando p paralelos, siendo un
paralelo la circunferencia consistente en los puntos esféricos a una misma
altura dada. En el paralelo j-ésimo, colocamos 7; puntos equidistribuidos, es
decir, son las raices r;-ésimas de la unidad llevadas al paralelo correspondiente
tras una homotecia y una traslaciéon y estan rotadas por un angulo aleatorio
0; € [0,2m). A dicha construccién le anadimos los polos norte y sur y la

denotamos por Q(p,r}, zj). Entonces, para i € {0,1,...,r; — 1},
N = (0,0, 1)

Q(p,rj,zj) = p; = (MCOS (27"77;1"’_6]) 7\/]_—7;;]2,8111 (277;1"‘0]) ,Zj)
S = (0707 _1)

donde pé- es el i-ésimo punto situado en el j-ésimo paralelo y z; es la altura
del j-ésimo paralelo dada por

j—1
L+r;+2> 1

zj=1-— h=1

T N -1 ’

siendo N el nimero total de puntos. En [I3, Proposicién 2.5] se demuestra
que esta eleccién de las alturas para los paralelos es la tinica que minimiza
la energia logaritmica esperada de los correspondientes puntos. Finalmente,
el conjunto queda completamente determinado tras fijar r;. Imponemos
que el nimero de puntos en cada paralelo verifique una ecuacién lineal
con coeficientes enteros junto con algunas hipétesis adicionales (véase [13]
Definicién 3.1] y [14] donde se rebajan dichas hipétesis). En [13] Teorema 2.6]
se obtiene una férmula explicita para el valor medio de la energia logaritmica.
Pues resulta que para una cierta eleccién del ntimero de puntos en cada
paralelo ([I3, Teorema 4.5.8]), la energia logaritmica esperada es

1
kN?Z — GV I N —0,0492... N + o(N),

siendo, efectivamente, un valor muy préximo al minimo conjeturado. Una
representacion grafica de esta coleccion de puntos esféricos se puede ver en

la Figura

Por tanto, la estructura diamante nos proporciona puntos en la esfera bien
distribuidos, en el sentido que tienen energia logaritmica esperada pequena,
y bien separados [13].
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Figura 1.2.1: Estructura diamante para una eleccién determinada de los
parametros. Los diferentes colores corresponden a diferentes funciones lineales
para el nimero de puntos en cada paralelo. Vemos facilmente que tenemos
puntos muy bien distribuidos y separados en la esfera segiin una definiciéon
intuitiva. Imagen extraida de [13].

1.3. Condicionamiento de polinomios

El enunciado del problema 7 de Smale fue originalmente propuesto por
Michael Shub y Stephen Smale en 1993, cuando ambos trabajaron juntos en
temas relacionados con teoria de la complejidad durante las décadas de los
80 y 90. Existe una relaciéon sorprendente entre el problema 7 de Smale y el
numero de condicién de un polinomio, estableciendo una estrecha relacién
entre dos campos aparentemente distanciados. Pero antes de nada, conviene
definir el nimero de condicién o condicionamiento de un polinomio.

1.3.1. Definicién intuitiva

Intuitivamente, el condicionamiento de un polinomio es una cantidad
asociada con las raices de un polinomio que codifica cémo de sensibles son
los ceros de un polinomio ante perturbaciones de sus coeficientes. Tiene
diferentes féormulas y propiedades dependiendo de como se midan estos
cambios, véase por ejemplo [31] [73]. Entre las definiciones més populares y
utiles estd la dada por Shub y Smale en [62], 64], donde los polinomios son
primero homogeneizados (por lo tanto los ceros se encuentran en P(C?)) y la
norma de Bombieri-Weyl se utiliza para medir la perturbacion del polinomio.
Antes de dar las definiciones concretas, comentamos brevemente su definicién
intuitiva.
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Consideramos el espacio de inputs como el lugar donde viven los polino-
mios y el espacio de outputs en el que habitan sus ceros. La variedad solucién
es una variedad riemanniana formada por los pares (P, z) donde P es el
polinomio y 2z una de sus raices. Nuestro polinomio P estd bien condicio-
nado cuando pequenias perturbaciones de sus coeficientes implica pequenas
perturbaciones de z. Considerando las proyecciones naturales, el condiciona-
miento de P en una raiz z, se define como la norma de la composiciéon de las
diferenciales de las proyecciones:

w(P.2) = | DDy (P, 2)|

Proyecciones

(Outputs) © TC 2
b

Variedad solucion

P={(P,2): P(z) =0}

Ceros de
polinomios

(=C)
TG

g (Inputs)

Polinomios

Figura 1.3.1: Boceto gréfico del ambiente del condicionamiento de polinomios.

Cuando no hay mencién explicita a una raiz, entonces tomamos como
condicionamiento el peor entre todas sus raices, es decir, el maximo del
condicionamiento entre todos sus ceros. Por definicién, en las raices dobles el
condicionamiento es infinito. Formalizamos a continuacién estas ideas.

1.3.2. Definicién formal

A continuacion damos la definiciéon precisa y algunas propiedades del
ntimero de condicién de polinomios. Consideremos un polinomio homogéneo
bivariado con coeficientes complejos de grado N > 1,

N
hz,y) =Y az'yV ™', a; €C, ay #0.
=0

Los ceros de h se encuentran en el espacio proyectivo complejo P(C?). Si-
guiendo [62], el niimero de condicién normalizado de h en un cero ¢ € P(C?)

FATiMA LizARTE LOPEZ



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES

€s

NY2(DR)e) M IRIICINTY, s (DR ]er) ™
+00, en otro caso.

Nnorm(hvg) = {

Aqui, Dh(C)|cr es la restriccién de la derivada Dh(() = ((%h %h)( -
T,y)=

al complemento ortogonal de ¢ en C?, y ||A|| es la norma de Bombieri-Weyl
(también conocida como norma de Kostlan o Bombieri o Weyl) de h, definida

Ccomo N B 1/2
Il = (z (N ) yaiﬁ) | 131)
=0

Si ¢ es una raiz doble de h, entonces por definicién pinorm (b, () = co. Por
otro lado, si no hay mencién a una raiz concreta de h, entonces definimos

,Ufnorm(h) ,unorm(ha C)

= max
CEP(C2):h(¢)=0
Sea

N
f(Z) = Zaiziv an 7& 07
=0

un polinomio univariado de grado N con coeficientes complejos y z € C un
cero de f. Consideremos la contraparte homogénea de f,

N
h(z,y) =Y aa'y™ ",
1=0

y definimos

Nnorm(fa Z) = ﬂnorm(ha (27 1))7 ﬂnorm(f) = max Mnorm(fa Z)

z€C:f(2)=0
Tomando || f|| = ||h|| y expandiendo la derivada, resulta que
NY2(1 + |2)? 22
Hnorm(fa Z) = ( ‘ | ) HfH, (132)

/(=)

que nos permite calcular facilmente el niimero de condicién para casos
sencillos (véase [9, Lema 1.1] para una demostraciéon elemental de esta tltima
férmula).

1.3.3. Una férmula alternativa para el nimero de condicién

La proyeccion estereografica es una aplicacién que nos permite identificar
univocamente puntos de S™ con puntos de R™. Geométricamente, considera-
mos un hiperplano que pasa por el ecuador y entonces, para cualquier punto
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PeS*"\ N, con N = (0,...,0,1), existe una tnica recta que pasa por el
polo norte Ny P, intersecando al hiperplano en un tinico punto P’. De esta
forma identificamos de manera tinica P con P’.

Figura 1.3.2: Proyeccion estereografica para n = 2 desde el polo norte al
plano ecuatorial. Imagen realizada por Pedro R. Lopez-Goémez.

La proyeccién estereografica y su inversa vienen dadas por las siguientes
formulas:

PsmN ST\N — R™
T T
(3317 ’ xn+1) (1 - xn—i—l’ ’ 1-— xn—i—l)
¢§"1\N: R" — SN
221 21y, > -1
T1, «-., T — —_— e, ,
(i ) <1+ ]2 T+ 2’ 1+ [f?

(1.3.3)

Dado que un polinomio esta definido (salvo una constante multiplicativa)
por sus ceros y éstos pueden verse como puntos esféricos, se puede intentar
dar una férmula para el niimero de condiciéon de un polinomio que dependa
unicamente de los puntos esféricos asociados. Shub y Smale lograron esta
tarea. Adaptando la notacién de [64] a la nuestra, tenemos:

Proposicién 1.3.1. Sea P(z) = [[V,(z — z) un polinomio y denotemos por
pi el punto en S? obtenido a partir de la proyeccion estereogrdfica inversa de
z;. Entonces el condicionamiento de P es

1/2

1 (eI Ip — py[2do(p))

tnorm(P) = =y/N(N 4+ 1) max . (1.3.4)
2 I<iSN [1 lpi — pjl

Aqui denotamos por do la medida uniforme normalizada en S?, es decir,
o(B) = vol(B)/4m donde vol es la medida estdndar de Lebesgue y B C S?
es cualquier conjunto medible.
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1.3.4. Relacion entre el problema 7 de Smale y el condicio-
namiento de polinomios

El problema 7 de Smale fue originalmente propuesto en 1993 por Mi-
chael Shub y Stephen Smale en su biisqueda de un algoritmo para generar
explicitamente secuencias de polinomios bien condicionados:

Problema 1.3.2 (Principal problema en [64]). Encontrar explicitamente
una familia de polinomios de grado N cuyo numero de condicion es como
mazimo N.

Se profundizard mas en este problema en el Capitulo [3] Es bajo este
contexto donde demuestran el siguiente teorema:

Teorema 1.3.3 (Principal resultado de [64]). S7 wn es una coleccion de N
puntos esféricos en S* tal que

E(wy) <my +clnN,

entonces los puntos complejos asociados a wy (a través de la proyeccion
estereogrifica) son los ceros de un polinomio cuyo condicionamiento es como

mdzximo /N1T¢(N + 1).

Observe que la hipotesis del Teorema [1.3.3| es precisamente conocer una
solucion del problema 7 de Smale, siendo éste un problema atin méas complejo
que [I.3:2] Este teorema establece una relacién sorprendente entre la teorfa
del potencial y la teoria de la complejidad. Inspirados por este resultado,
Shub y Smale plantearon el problema de encontrar colecciones de puntos
esféricos con energia logaritmica pequena. Esto se incluyé posteriormente en
la famosa lista de problemas de Smale para el siglo XXI, pasando entonces a
conocerse como el problema 7 de Smale.

1.4. La funcion de Green en una variedad rieman-
niana compacta

La funcién o potencial de Green es un potencial natural en cualquier varie-
dad compacta. Es la mas apropiada para definir una funcién de energia para
cualquier variedad riemanniana compacta debido a las buenas propiedades
que posee.

Definicion 1.4.1. La energia de Green de N puntos pi,...,pN €en una
variedad riemanniana compacta M es

Em(p1.---pn) = > G(M;p;,p)),
1#]
donde G : M x M\ {(p,p) : p € M} = R es la unica funcion, conocida
como funcién (potencial) de Green, con las siguientes propiedades:
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1. NG = 8y(q) — vol(M)™, con S, la funcién delta de Dirac, en el
sentido de las distribuciones.

2. Simetria: G(M;p,q) = G(M;q,p).
3. G(M;p,-) tiene media cero Vp € M, es decir, [ g G(M;p,q)dg = 0.

En esta seccién y en el Capitulo [4] seguimos la convencién de que el
laplaciano riemanniano estd dado por A = —divV.

La busqueda de minimizadores de la energia de Green es un problema
matemético interesante y dificil. De hecho, la funcién de Green en S? es
1 1 In2
G(S% =——nl|p—9q||——+— 1.4.1
(8%pa) = —g - Inllp —all = —+ o, (1.4.1)
esto es, el potencial logaritmico excepto por constante multiplicativa y aditiva.
Por tanto, la btsqueda de minimizadores de la energia de Green en S? es
equivalente al problema 7 de Smale.

Se sabe que los puntos que minimizan la energia de Green estin asin-
téticamente uniformemente distribuidos en cualquier variedad riemanniana
compacta (véase el principal resultado en [II] y [67]).

Proposicién 1.4.2. Sea G(M;p,q) la funcion de Green de una variedad M
y v cualquier medida de signo finita tal que v(M) = 0, es decir, [,,vdvol = 0.
Entonces,

[ GMipivip)vig) > 0.
p,gEM

con una iqualdad si y solo si v = 0.

Demostracion. Véase 11, pag. 166, Definicién 3.2] y [11], pag. 175, Proposi-
cién 3.14]. O

La funcién de Green de una variedad riemanniana general puede ser muy
dificil de calcular. En [I1], se da un método para calcularla en variedades
armoénicas compactas (ver [5] para un método alternativo y equivalente).
Antes de explicar dicho método, recordamos brevemente las variedades
armoénicas compactas.

1.4.1. Variedades armoénicas compactas

Las variedades armonicas compactas son las esferas y los espacios pro-
yectivos real, complejo y cuaterniénico de cualquier dimensién, denotados
respectivamente por RP", CP" y HP", asi como el plano de Cayley QP2
Estos espacios proyectivos son variedades riemannianas compactas y conexas
que se construyen a partir del conjunto cociente K"*1\ {0}/ «~, donde  es
una relacién de equivalencia cumpliendo que

zoweINe K\ {0} : Az =w,
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siendo K = {R,C,H} y dando lugar a RP"™, CP" y HP" respectivamente. El
conjunto H son los cuaterniones (también llamados cuaternios), una extension
de los ntimeros reales similar a la de los nimeros complejos, pero con tres
unidades imaginarias ¢, j y k. El plano de Cayley es el espacio proyectivo
sobre los octoniones. Los octoniones se pueden considerar como octetos (u 8
tuplas) de ntimeros reales. Cada octonién z € @ es una combinacién lineal
real de los octoniones unitarios {eq, €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7 }:

T = xoeo + xr1e1 + Toe + r3€3 + Taeq + w55 + T + x7E7, T € R,

a lo que se anade una estructura de algebra no asociativa. Cada espacio
proyectivo también se puede definir como el espacio de las lineas vectoriales
de K"*! que pasan por el origen.

Ademaés, estas variedades son espacios homogéneos de 2 puntos, esto es,
si p1,p2,q1,q2 € M satisfacen dr(p1,q1) = dr(p2,q2) (dr(-,-) es la distancia
riemanniana en M) entonces existe una isometria de M que lleva p; a py
y q1 & g2. Esto implica que muchas propiedades geométricas (incluidas el
célculo de la funcién de Green) se puedan describir de una forma mas simple
que para variedades generales.

1.4.2. Calculo de la funcion de Green en variedades armonicas
compactas

Dada una variedad arménica compacta M, su funcién de Green G(M;p, q)
estd dada por G(M;p,q) = ¢(M;dr(p,q)) = ¢(M;r) para todo p,q € M,
donde ¢(M;r) satisface

Pt

o' (Mir) = Vrd=1Q(r)

(1.4.2)

En esta férmula usamos las siguientes notaciones:

d = dp = dimg (M) es la dimensién real de M.

r = dr(p,q) es la distancia riemanniana en M.

D = Dy es el diametro de M, es decir, la distancia riemanniana
méxima entre dos puntos en M.

= V =V = V(D) es el volumen de M.

Q(r) = Qam(r) es la funcién de densidad de volumen y puede definirse
como el jacobiano Jac(exppo)(expgol(q)) para po, q tales que dgr(po, q) =
r, donde el mapa exponencial exp, = expuy ,, €S

exp,, : {v €T M :|v|| <D} — M
v - exp, (v).
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Aqui, pp es cualquier punto en M y exp, (v) es igual a v, ,(t = 1),
con 7p, v la geodésica que pasa por py con vector tangente v en ¢ = 0.
Por ser M un espacio homogéneo de 2 puntos, la funciéon de densidad
de volumen es independiente de la eleccién concreta de pg y ¢.

Por tanto, basta introducir en los datos de cada variedad armoénica
que aparecen en la Tabla para hallar ¢/(r). A continuacién, integrando
@' (r) obtenemos la funcién de Green, tomando como constante de integracion
aquella que garantiza que la integral en M de G(M;p,-) es cero para todo

pE M.

M d r4=1Q(r) D
QWRTH
Sn n sin® Ly s T
(")
n+1
T 2
RP™ | n sin"~lp /2
INCES)
7.[.71
CP" | 2n | sin?*lrcosr | m/2 '
n!
7.(.2n
HP"™ 4n sin4n*1 T C083 T 71'/2 m
78
OP? | 16 | sin'®rcos™r | w/2 1330T(8)

Tabla 1.4: La dimensién real, densidad de volumen, didmetro y volumen
de las variedades armonicas compactas. Pueden verse estos datos en [11].
Note que en esta referencia hay algunas ambigiiedades en la eleccién de la
normalizacién que producen factores constantes como potencias de 2 pero
estas constantes no afectan al cdlculo de la funcién de Green.

1.5. Funciones analiticas y funciones armonicas

La primera parte de esta seccion es contenido basico impartido en un
curso de variable compleja elemental. Se recomienda [7] y [43].

Definicién 1.5.1. Sea f: Q) C C — C una funcion compleja y zo un punto
interior de Q. Definimos la derivada de f en zg como el limite (si existe):
f/(zo) — lim f(Z(] + w) B f(zo> .

w—0,weC w

En tal caso, decimos que f es derivable en z.
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Definicion 1.5.2. Dado un abierto no vacio 2 C C, decimos que f: Q — C
es una funcion holomorfa en Q si f es derivable en todo punto de ). En
particular, si Q@ = C decimos que la funcion es entera.

Denotamos al disco abierto en C centrado en zy con radio a como
D(zp,a) = {z € C : |z — 2| < a} y al cerrado por D(zp,a). La circunfe-
rencia de centro zg y radio a es C(zp,a) = {z € C: |z — 2| = a}.

Definicion 1.5.3. Decimos que f : Q — C es una funcion analitica en
cuando para cada zo € € se puede encontrar p,, € R*, con D(z0, pz) CQ, y
una serie de potencias centrada en zg y con radio de convergencia mayor o
igual que p,, tales que

f(2) =" an(z—20)", ¥z € D(20,pz),
n=0

stendo (an)n>0 una sucesion de nimeros complejos.

Asi que, una funcién es analitica cuando localmente puede obtenerse
sumando series de potencias. Tendra por tanto las mismas propiedades locales
que la suma de una serie de potencias.

Teorema 1.5.4 (Caracterizacion de las funciones analiticas). Una funcidn
f:Q — C es analitica en Q2 si y solo si f es indefinidamente derivable en §2
y para cada zo € 2, Ip,, € RT con D(20, pr,) C Q tal que la serie de Taylor
de f centrada en zg tiene radio de convergencia mayor o igual que p, Y se
verifica que

o r(n)(,
[ B DEALCITFUREAS TR}

n!

Proposiciéon 1.5.5. Toda funcion holomorfa en un abierto del plano es
analitica, y en particular infinitamente derivable, en dicho abierto.

Teorema 1.5.6 (Teorema de Weierstrass). Sea },~o fn una serie de fun-
ciones complejas, definidas en un conjunto A C C y B C A. Supongamos
que para todo n € NU {0} eziste M, € R tal que |fn(2)| < M, Yz € B. Si
> ns0 My converge entonces ), - fn converge absolutamente y uniforme-
mente en B.

Teorema 1.5.7. Sea (f,) una sucesion de funciones, analiticas en un domi-
nio abierto ) tal que f,, — f uniformemente en compactos. Entonces f es
analitica en €.

Extendiendo la Definicion decimos que una funcién f: U — R",
con U C R abierto y C?(U), es arménica si Af = div(Vf) = 0. Decimos que
f es subarménica si Af > 0.
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Teorema 1.5.8. Sea f: Q) — R una funcion analitica. Entonces, para todo
z =x + 1y, las funciones u(x,y) = Ref(x +iy) y v(z,y) = Imf(x + iy) son
funciones armonicas.

Denotemos a la bola de centro zg € R" y radio a > 0 por B(zg,a) =
{z € R" : |xv — z9| < a} y a la esfera de centro zy con radio a como
S(zg,a) = {z € R" : |x — 9| = a}. El siguiente resultado puede verse en [37,
Seccion 2.2.2].

Teorema 1.5.9 (Propiedad del valor medio para funciones armoénicas). Sea
u:U CR" — R una funcién arménica con u € C2(U). Entonces, para cada
bola B(xg,a) C U, se verifica

1 1

) = ST ) o " B ) O

Cabe senalar que el Teorema [I.5.9 no es vilido para funciones arménicas
en variedades riemannianas en general. El siguiente resultado sigue de [75]
Teorema 1] y es cierto solo para variedades arménicas.

Teorema 1.5.10. Sea M una variedad riemanniana armonica y S(xg,a) =
{z € M :dgr(z,x0) = a} una esfera geodésica centrada en xo y radio a. Para
cada funcion u con Au = C, siendo C una constante, se verifica:

1

m ~/y€S(xo,a) U(y)dy - U(l‘o) + K(M’ a))

donde K(M,a) es una constante que depende unicamente del radio a.

En [§] el autor demuestra algunas propiedades arménicas del potencial
logaritmico. Note que en esta referencia, los resultados se dan para la esfera
de Riemann, es decir, la esfera de radio 1/2.

Es conocido que (véase [8, Lema 2.2]) para ¢ € S? fijado, la funcién
F, : $?\ {q} — R definida por F,(p) = In||p — ¢||~* es subarménica con
AF,(p) = 2 para todo p € S* \ {g}.

En [8, Teorema 1.2], se demuestra que la energia logaritmica de N puntos
distintos sobre S™ es una funcién subarménica donde es finita (fuera de sus
polos), es decir, tiene laplaciano constante e igual a

N(N —1)

Agng - 9

El principio del maximo para funciones subarménicas afirma que toda fun-
cién subarmonica definida en un conjunto abierto no puede tener méaximos
locales. Por tanto, se deduce que no existen méximos locales para la energia
logaritmica de N puntos distintos en S™.
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1.6. Algunos resultados técnicos en la esfera

Finalizamos estos preliminares con una serie de resultados técnicos que
usaremos a lo largo de los siguientes capitulos.

1.6.1. Resultado técnico para el cilculo de integrales esféricas

El teorema del cambio de variable proporciona una féormula sencilla para
calcular las integrales esféricas:

Lema 1.6.1. La parametrizacion (6,t) — (V1 —t2cosf,v1 —t2sin6,t),
con 0 € (0,2m) yt € (—1,1), tiene jacobiano unitario. Por tanto, para
cualquier funcion integrable f : S* — R,

47T/ f(p)do(p) = / f (\/ 1—t2cosf, V1 —t2sinb, t) d(6,t).
peS? (0,2m) x (—1,1)

1.6.2. Un difeomorfismo en la esfera

Proposicion 1.6.2. Dado el difeomorfismo

¢ : (0,400) x S - R
(r,z) = rx

se cumple que |Jac(p(r,z))| = r"~L.

Demostracion. Usando la interpretacion geométrica del valor absoluto del
determinante de una matriz de orden n como el volumen del n-paralelepipedo
generado por las columnas de la matriz, tenemos que

|Jac(é(x))| = |det((Dg(r, )ei, Do(r,x)e;))' 7,

siendo B = {ey, ..., e, } una base ortonormal del planto tangente de (0, +00) x
S"~! en el punto (r,z). Determinemos dicha base:

Tomamos un punto (r,x) € (0,+00) x S*~! y consideremos los vecto-
res (0,4%), para i = 1,...,n — 1, que son ortonormales entre si y a (0, z).
Completamos la base con el vector (1,0). Evidentemente, (1,0) L (0,?).
Entonces,

B={(0,z&"),...,(0,2"1),(1,0)}

es una base ortonormal para T(T7I)(O, +00) x S"~1. Ahora,

D)) = | o)t 0) = G ollr +10). (a4 12)
= G|, )

= iz + td) + (r + 7t)i|,_,
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=7+ 1.
Asf que, Dp(r,x)(0,4*) = rit, luego
1De(r,2)(0, )% = r2[|2"||* = r?,
(Do (r,2)(0,"), Dp(r,z)(0,d7)) = r*(d',47) =0, i+ j.
Por otro lado, como D¢(r,z)(1,0) = x resulta que
ID(r,2)(1,0)|* = |l]* = 1,
(Do(r,2)(0,"), Dé(r,x)(1,0)) = r(i',x) = 0.

Por tanto, ((D(r, z)e;, Do(r, x)e;)) es una matriz diagonal de orden n cuyos
elementos de la diagonal son todos 72, a excepcién del elemento de la posicién
(n,n) que es 1, luego |det({D(r, x)e;, D (r, x)e;)) /3| = rn L. O
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CAPITULO
La parte radial de una clase de
polinomios de Sobolev en la bola
unidad

En este capitulo, consideramos un producto escalar de Sobolev creado a
partir de una modificaciéon del producto escalar clasico sobre la bola unidad
de dimensién d, que involucra un término extra conteniendo a las derivadas
en la direcciéon normal. Primero construimos una base mutuamente ortogonal
de polinomios que son dados en términos de los armoénicos esféricos y una
familia de polinomios ortogonales univariados de Sobolev en la parte radial.
A continuacién, nos centramos en el estudio de esta familia de polinomios de
la parte radial, deduciendo propiedades algebraicas, férmulas de conexion y
propiedades asintéticas. Finalizamos mostrando algunas pruebas numéricas
para ilustrar el comportamiento de sus ceros. Es conveniente tener presente
los resultados de la Seccion [1.1] antes de leer este capitulo.

2.1 Introduccion. Contexto historical . . . . . ... ... ... .. 40
[2.2  Polinomios ortogonales de Sobolev en la bola) . . . . .. . .. 42
[2.3  Un producto escalar de Sobolev univariado| . . . . . ... .. 45

[2.3.1 Norma de los polinomios ortogonales de Sobolev uni- |
variadosl . . . . .. ..o 49

[2.3.2  Foérmula de conexion entre los polinomios de Jacobi y |
los ortogonales univariados de dSobolev| . . . . . . . .. 50

2.3.3 Una relacién de recurrencia para el coeficiente d§a’5 )()\) 52

2.3.4 Comportamiento asintético de los coeficientes dg»a’ﬂ )()\) 54

2.3.5 Polinomios limitel . . . . . .. .. ... ... 56
[2.4  Experimentos numeéricos| . . . . . . ... ..o 57
2.4.1 Experimentos numéricos para dg»a"g )(/\) ......... 57
A2 Cerod . . . . . 58
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2.1. Introduccion. Contexto historico

Durante muchos afios, los polinomios ortogonales de Sobolev univariados
han sido el tema principal de una gran cantidad de trabajos de investigacién
(véase Seccién . Sin embargo, los polinomios ortogonales de Sobolev
en varias variables tienen una historia méas corta. Con gran frecuencia, el
producto escalar considerado es alguna modificacién del producto escalar
clasico en B¢ (Seccién , la bola unidad de R¢, involucrando un término
adicional que contiene los operadores de derivacion multivariados habituales,
como por ejemplo, los operadores gradiente, divergencia o laplaciano.

La extension de los polinomios de Sobolev al caso multivariante comenzo
n [77], donde el autor estudié un producto escalar de Sobolev motivado
por una aplicacién en la solucién numérica de la ecuacion de Poisson no
lineal en el disco unidad con cero condiciones de contorno. La simetria
central del producto escalar juega un papel esencial en la construccién de
una base de polinomios mutuamente ortogonales, que se pueden expresar en
términos de arménicos esféricos (Seccién y una parte radial dada por
polinomios ortogonales de Sobolev univariados conectados con los pesos de
Jacobi (Seccién con parametros variables dependientes de su grado. En
esta direccién, en [78] el autor consideré dos productos escalares diferentes
que involucran al operador gradiente en la bola. Usando un razonamiento
similar, se construyé explicitamente una familia de bases ortonormales para
ambos productos escalares. En [59], un resultado interesante obtenido por los
autores es que los polinomios ortogonales con respecto a uno de los productos
escalares de Sobolev en [78] satisface una ecuacién diferencial parcial con
valores no estandar del parametro.

Una generalizacién de estos resultados se consideré en [58], donde se
estudi6 una familia de polinomios mutuamente ortogonales en la bola unidad
con respecto al producto escalar de Sobolev

(f,9)° = wlu » ()g(x)W,(z)dx + “;\u /IBd Vf(x)Vg(zx)W,(z)dz, (2.1.1)

para A > 0, W,(z) = (1 — ||z]|*)#, p > —1, la funcién peso cldsica en la
bola unidad, y w, la constante de normalizacién dada en . Estos
polinomios ortogonales se construyen en términos de arménicos esféricos y
una secuencia de polinomios ortogonales de Sobolev en una variable. Estos
dltimos y, por tanto, los polinomios ortogonales con respecto a , pueden
generarse mediante una féormula recursiva.

Representamos por (z, V) = ||z||0/0n al operador de la derivada normal
hacia afuera modulado por la norma de z € R%. En este capitulo, para A > 0,
consideramos el siguiente producto escalar de Sobolev
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<fg N = / f(z W, (z)dx
N %/Iaad[<$ V) f@)[(, V)g(@)W,(2)de.  (2.1.2)

Utilizando coordenadas polares esféricas construiremos una base mutuamente
ortogonal de polinomios, que estan dados en términos de arménicos esféricos y
una familia de polinomios ortogonales de Sobolev en una variable en la parte
radial. Una construccién similar se utilizé en [30] para obtener una secuencia
de polinomios mutuamente ortogonales con respecto a un producto escalar
de Sobolev que involucra la derivada normal hacia afuera en la esfera. Sin
embargo, nuestro caso muestra algunas peculiaridades que merecen especial
atencion.

En el caso d =2y u= A =0, los polinomios de Zernike (Seccién
constituyen una opcién comun para una familia de polinomios ortogonales
en el disco unidad. Como ya se ha comentado, los polinomios de Zernike se
han utilizado en éptica para modelar el frente de onda de salida con el fin de
calibrar diferentes dispositivos épticos. Su aplicacién habitual es el andlisis
de la vision humana para detectar aberraciones 6pticas en los ojos humanos.
En este sentido, se utiliza un procedimiento de aproximacion discreta por
minimos cuadrados basado en polinomios de Zernike para aproximar el
frente de onda Optico a partir de datos de elevacién proporcionados por
dispositivos estandar. El método esta bien establecido, pero todavia existen
varias dificultades que superar, por ejemplo, el frente de onda calculado por
el dispositivo de medicién suele tener errores muy grandes en los bordes de
la cérnea. Estos errores estdan relacionados con el problema clinico de obtener
buenas medidas en los bordes de la cérnea (véase, por ejemplo, [28, [45] [66]).

En nuestra opinion, los polinomios ortogonales con respecto a los pro-
ductos escalares de Sobolev como pueden utilizarse para mejorar la
reconstruccién del frente de onda. Nuestra motivacién para esta afirmacién
es doble: por un lado, los polinomios ortogonales de Sobolev respecto a
proporcionarian superficies que aproximan simultdneamente el frente
de onda y sus derivadas normales moduladas por su distancia al centro de la
cornea, reduciendo la importancia de los datos cercanos al centro, y dando
més importancia al borde. Por otro lado, los datos proporcionados por las
maquinas de medicién suelen ser desplazamientos en la direccién normal del
frente de onda.

Para considerar el uso de los polinomios de Sobolev en lugar de los
polinomios de Zernike, aunque los primeros son modificaciones de estos
ultimos, hay que tener en cuenta que ambas familias se basan en los polinomios
de Jacobi, ya que sus partes radiales se obtienen a partir de una secuencia de
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polinomios ortogonales que pueden expresarse en términos de los polinomios

de Jacobi.

Nosotros consideramos el estudio tedrico de las partes radiales de los poli-
nomios de Sobolev ortogonales respecto a . La comparacién numérica
entre la aproximacién de Zernike y la aproximacién de Sobolev constituird el
objetivo principal de un futuro trabajo.

El producto escalar de Sobolev univariado que surge en la parte radial
(relacionada con la medida de Jacobi) se construye utilizando un operador
diferencial lineal de primer orden que juega un papel esencial y proporciona
una construccién méas sencilla. Sorprendentemente, por lo que sabemos, este
producto escalar de Sobolev univariado no habia sido considerado antes,
y las propiedades de esta familia de polinomios ortogonales son diferentes
de las que aparecen en los polinomios ortogonales de Sobolev previamente
estudiados. Por tanto, nuestro principal objetivo es el estudio de las propie-
dades algebraicas y analiticas de esta familia de polinomios. Asi que, tras
construir una base mutuamente ortogonal con respecto al producto escalar
de Sobolev en la Seccién nos centramos en el estudio de la familia
de polinomios ortogonales univariados de Sobolev de la parte radial.

2.2. Polinomios ortogonales de Sobolev en la bola

Sea A > 0 una constante fijada y > —1. Para f, g € II% (recuerde que
1% denota el espacio vectorial de polinomios en d variables reales), definimos
el siguiente producto escalar de Sobolev

9w = 5 [, @@ W)
s / (2, V) f(2)][(z, V) g(x)|W,(z)dz, (2.2.1)
wy JBe

donde la constante w,, estd dada en (1.1.19) y (x, V) representa el operador
de derivada normal hacia afuera modulado por la norma de z y definido por

d 8f

-3yl

Note que para A = 0 se recupera el producto escalar clasico en la bola unidad
(1.1.18]).

Para un ntiimero real A > 0y P € II, introducimos el operador diferencial
lineal L4 de la siguiente forma

= ||z H* (). (2.2.2)

z'

LA[P](t) = AP(t) +2(1+t)P'(t). (2.2.3)

Obviamente, este operador aplica polinomios en polinomios conservando su
grado.
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Lema 2.2.1. Sea Y (x) un armdnico esférico de grado n y consideremos el
operador L recién definido en (2.2.3)). Entonces, para un polinomio P € 11
obtenemos

(2. V) [Pl ~ )Y (@)] = La[PI2l2]? ~ 1) Y (2).

Demostracion. A partir de la derivada de un producto, (2.2.2)) y (1.1.17)
tenemos que,

(z,9) [P2]z]? — )Y ()]
= P2|z|? = 1)z, V)Y (2 ) +Y @), 7)P (2] - 1)

P(2]x]* - sz

P(2|j2]* = 1)Y () + 4||] P’(2H96H2 — Y (x),

2IIHCH2 1)

como queriamos probar.
O
El Lema proporciona una representacién para (x,V) cuando se
consideran las coordenadas polares esféricas. Esto nos agilizara los cdlculos
llevados a cabo para la demostracién del siguiente teorema, donde se obtiene
una base explicita de polinomios mutuamente ortogonales con respecto al
producto escalar de Sobolev . Note que hemos usado una construccién
similar a la dada en la Proposicién [1.1.19

Teorema 2.2.2. Paran > 0 y 0 < j < |[n/2], sea {S(M’B )( t)}i=0 una

secuencia de polinomios ortogonales umvarzados con respecto al producto
escalar de Sobolev

105y = [ 70900 + Mo A1) £n-2sl6) )]y (1

siendo A >0, pu> —1, ﬁ”—n—Qj—f— & ywugn()—(l—t) (1+8)% la
funcién peso de Jacobi. Sea {Y, "% (z): 1<v<a
de HY _ 2
variables de dimension aﬁ_Qj (L.1.13)) ). Definimos los polinomios

ad 5;} una base ortonormal

(el espacio vectorial de polinomios armdnicos de grado n —2j en d

(M?/B’,'l) —21
(@) =85 @llz]® = 1)y (). (2.2.4)
Entonces el conjunto {Q7F,(z) : 0<j < [n/2],1<v < al 9} €8 una base
de polinomios mutuamente ortogonales con respecto al producto escalar de

Sobolev (2.2.1]). Ademds,

=

S
_— s S (1,B3)  o(,87)
HY, =(Q7,, ?,1/>[u,/\]_2112j<5j LS g
B
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con
Su

ort g+l Wy,
donde o4 = vol(S¥™1) estd dada en (1.1.16)).

Observe que la condicién 0 < j < [n/2], donde |z] corresponde al
méximo niimero entero y no superior a x, garantiza que 5]” > —1 (condicién
necesaria para que la funciéon peso de Jacobi W, 57 esté bien definida).

Demostracion. Sea xga(z) la funcién caracteristica de la bola unidad B de
R?. En esta demostracién usaremos la siguiente identidad

1
[ f@ie = [ f@xsaade = [0 feedo©)dr, (225)
Bd R4 0 Sd-1
que se deduce al tomar coordenadas polares esféricas, es decir, x = r§ con
lz|| =7y & € S¥1, y aplicar la Proposicién m
A partir de la definicién del producto escalar de Soboler (2.2.1)) y (2.2.4))

tenemos

< ]V?an> (1, ]
1
= o o QW)
A
+ = / (. v>c2jy< e, V)@ ()W )
— / 87 @lall? — 1)5 ) (22 - 1)
X YV"_Qj(:I:)Ynm_Qk(aj)WH(:z:)d:L‘
A B B
4o L Bl N = 1)Ll 2l 1)
X YV”*QJ'(w)Ynm*Qk(x)Wu(x)dx,

donde en el tltimo igual hemos usado el Lema [2.2.1] A continuacién, aplican-

do (2.2.5)), (1.1.14) y la ortonormalidad de los armoénicos esféricos (1.1.15))

deduc1mos que

04
5n 27,m— 2k(5u17
Wy

1
(1,8%) (1,8%)
x/o {Sj 72rt —1)8, " (2r? — 1)
(1,87)

< R Qk n> [, —

202 = 1) L0y [8 ) (202 — 1)

X r2(”_2j)+d_1(1 —r )“dr.

HALo2515;
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Mediante el cambio de variable t = 2r?2 — 1 llegamos a

gd

( ZV’QZMEL,A] - 2nf2j On—2j,m—2k0,n
1
(:B7) (:87) (,B7) (,873)
<[P 08 )+ ALans 1) 1O L8010 w01,

y el resultado sigue a partir de la ortogonalidad de los polinomios univariados.
O

2.3. Un producto escalar de Sobolev univariado

Como hemos demostrado en la seccién anterior, las partes radiales de
los polinomios ortogonales multivariantes de Sobolev definidos en
constituyen una secuencia de polinomios ortogonales univariados asociados a
un producto escalar de Sobolev-Jacobi. Estudiaremos este producto escalar
univariado de Sobolev en un marco general.

Definicion 2.3.1. Sea A > 0 y d > 2 constantes fijas. Para o > —1 y
8> % > 0, definimos

(193 = [ G090+ NEalfIO Lalol0) o, (231)

donde A= A(B,d) =5—%52 >0 ywas(t)=(1—t)%1+1t)" es la funcion
peso de Jacobi. Observe que 0 < A < .

En el caso 8 = d;22 obtenemos A = 0, y el producto escalar (2.3.1]) se
reduce a un producto escalar continuo de Sobolev de la forma

0% = [ 109(0asdt + 42 [ F(0 Ouapntt)

A partir de ahora, denotaremos por S](O"ﬁ ) (t) al polinomio univariado de
grado j ortogonal con respecto al producto escalar de Sobolev (2.3.1)) y con el
mismo coeficiente lider que Pj(a’ﬂ ) (t) (véase (1.1.5))). Esto incluye Séa’ﬁ ) (t) =

éa,ﬁ) (t) = 1. Obviamente, si A = 0 entonces SJ(-Q’B) (t) = Pj(a’ﬁ) (t), para
j=0.

Nuestro primer resultado proporciona algunas propiedades de cuasi-
ortogonalidad de Sobolev para los polinomios clasicos de Jacobi.

Proposicion 2.3.2. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(1) Para cada polinomio p(t) de grado m < j — 2, obtenemos

(Pj(a76) , p)§+1,ﬂ =0.
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(11) Tenemos

(Pj( F) tj 1)04+1,B
(@5
= TS I+ MA+2G - D))(A-2(+a+8+1)]. (232)

(@B
kj

(111) Para j > 0,

Q, , . a, a+1,
(0 P =L+ A +20)°) (™) 1)

J
+ L+ AA =20 +a+ B+ D)) hE,
(2.3.3)

donde escribimos h(f‘lﬂ’ﬁ) =0.

(@0) (@9 | y(es)

Los términos h
mente.

son dados en (1.1.6) y (1.1.9)), respectiva-

Demostracion. Sea p(t) = t™ + ... un polinomio ménico de grado exacto m

con 0 < m < j — 1. Primero, calculamos (P( m,p)aﬂ,ﬁ

P\ p)S s = /_ 11 (P @p(t) + ALAPS D)) Lap] (1)) ot 5.

Consideramos por separado las dos integrales
1 1
m = / PP Op(Owias p(t)dt = / PR — st

" = / LAIP () Lalp) (8w 5(2)dt.

Por la ortogonalidad de P(a’ﬁ )( t), I; (m) desaparece para m < j — 1, mientras
que param = j—1, por y la hneahdad del producto escalar, deducimos

que
h(-aﬂ)

1
71 a’ ]
If] ) _ [1 Pj( 5)(75) twa,p(t)dt = _kza,ﬁ)'
J

Ahora, usando (1.1.11)) y la definicién de £4 (2.2.3), tenemos

M= A/ll PP (1)(1 = ) Lalp] (wa,5(t)dt

1
+(+a+B+1) /_ BT O LA w54 (D,
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por lo tanto Iém) =0 param < j— 1 ya que La[p](t) = (A+2m)t"™ + ... es
un polinomio de grado exacto m. Para m = j — 1, obtenemos

Y =(A+2(-1) [ / PP ()1 — t)wa,p(t)dt

+(G+a+pB+1) / 1 piehAty (t)tj—lwaﬂ,ﬁﬂ(t)dt]

h(»aﬁ) h(OH‘l B+1)
= —(A+20-1) A Zawg) (J+a+5+1)m )
K ki

donde de nuevo hemos usado la ortogonalidad de los polinomios de Jacobi,

la linealidad del producto escalar y m Ahora, sacamos factor comian
h(a B)

(a 7y Y a partir de ( - y uno puede comprobar ficilmente que

pleB) g latlp+l)

J g—1 -9
(a+ B+1) (a,8) ’

obteniendo asi

. h( 75)
gy = k<aﬁ> (A+2( — 1)) A2 +a+B+1)).
La demostracion de la segunda afirmacién finaliza multiplicando Iéj -l por

_1)

Ay suméndole [ {j . Note que la primera también ha sido probada ya que

Ifm) = Iém) =0, param < j — 1.

Finalmente, para probar la tltima afirmacién calculamos

<P§“’ma%‘“’5’>§+l,g=/_11[<P}"ﬁ>< 1)+ MLALPL) (1)1,

Como en el caso anterior, consideramos las dos integrales del lado derecho
por separado. Para la primera utilizamos ((1.1.8]) para obtener

1
/_ 1(P;W (6))war1,p()dt = (a\OD)V2RCHD (D)2 (2.3.4)

Para la segunda, usando (2.2.3)) y (1.1.12)) tenemos

/ 1 (LAIP{ () a1, 5(t)dt

-1

:/_1 [APJ.( )+ 200+ 02 PP (0] wasrs(t)dt
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_2 [ (P t)dt
(B (8) warn,5(t)

(0% 1 o . (6% 2
+4@ 2 [ G+ BP0+ P 0] v sl

440 [ 1G4 HPETDE) + 5P O O p (0

Ahora, aplicando (2.3.4)), y de nuevo la ortogonalidad de los polinomios de
Jacobi, (1.1.5)), (1.1.6) y (1.1.10) llegamos a

[ AP 0) i )

1
= (A+2j)° (a; )? h;

+ [A%(0™ 5>> +4(af™P( + BT

(a.5) ’f(a?’ﬂ) (a.5)
. @ 5 Q,
4Aa; (j—l—ﬁ) ) hy

J
A partir de (1.1.10)), (1.1.9) y unas sencillas simplificaciones obtenemos

/_1(’CA[ P 75)]( t))? Wat1,8(t)dt

(a,8)y27 (+1,5)
= (A+2j)° (a; )? h;

(aﬁ) (a,B)
a [0 (0%
+ | A2+ 43 + B)? LAG + ) | 0 2RleD
b( ) pl)
J J

= (A +2))al™ 2Rt (A= 2(j + a + g+ 1) 2Rl

Basta multiplicar la expresion recién obtenida por A\ y sumarle (2.3.4) para
llegar al resultado.
O

Nota 2.3.3. Alternativamente, (2.3.3) se puede expresar como

(@.B) p(af)ys _ ((@B)\2; (a+1,8)
(Pj aP] )a—‘rl,B ( a; ) hj

X 1+ AA+2))2 4+ (1+ MA -2 + a+ B+ 1))V, (2.3.5)
donde
aB)\ 2 ; (a+1,8 " .
o) _ b\ R i +8)2j +a+B+2) |
! @D |l A (a1 +at B+ 1)(2) +a+f)
(2.3.6)

Nota que en el sequndo igual de (2.3.6)) hemos aplicado (1.1.6), (1.1.9) y un
poco de aritmética.
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2.3.1. Norma de los polinomios ortogonales de Sobolev uni-
variados

Para j > 0, el cuadrado de la norma de Sobolev para S (c )( t) se define,
como es habitual

%ga,,@) _ (S( a,B) S; )) 5
Para j = 0, tenemos

R = (14 AA2)RD), (2.3.7)
En efecto, pues

1
(575N = (L D5s = [ (1 ALA)Dp(t)at

1
= (1+/\A2)/_1wa,5(t)dt.

En la siguiente proposicién se obtienen algunas cotas para las normas de
Sobolev.

Proposicion 2.3.4. Asumimos que o > 0, entonces para j > 0 obtenemos

1+ A(A+2j)* < h{a 5 S 1+ AMA+2))° + T,
J

con
T(Og\ LA) [1—1—)\(14 2+ a+p)) } T 1”8)7

]7
donde cgafl’ﬁ) se definidé en (2.3.6)).

Demostracion. Ya que Sj(-a’ﬁ) (t) y Pj(a’ﬂ)(t) tienen el mismo coeficiente lider

(L.1.5), se cumple

(63 (63 d «,
LaS171(0) = AS () + 201+ 1) 2517 (1)

_ A plaB) d . (8),;
= AP (1) + 200+ ) [ 4]

dt
= (A+2§)PP (1) + h(t),

con h(t) un polinomio de grado menor que j. Entonces,

N 1
Rls) [ (S50 (0) 0 (t)dt + X / (A+2)) P2 (1) + h(t)) 2o 5 (t)dt,

y desarrollando el termlno al cuadrado de la ultima integral, aplicando la

ortogonalidad de P )y - 1.1.6]) llegamos a

_ 1
h;wﬁ) — / (S](aﬁ) (t))2wa,5(t)dt + )\(A 4 2j)2h§a75) 4 )\/ (h(t))2wa75(t)dt.
—1 -1
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Esté claro que [1 (h(t))%wa,s(t)dt > 0 por ser el integrando una funcién no
negativa en [—1, 1] y junto con la propiedad de la norma cuadratica minima
para los polinomios de Jacobi (véase Proposicién [1.1.8) deducimos la cota
inferior

- 1
W > / (PP (1)) 2w, 5(8)dt + A(A + 27)2BS) = (1 4+ M(A + 25)*) ().
-1

Por otro lado, los polinomios de Sobolev también satisfacen la propiedad de
la norma cuadratica minima, entonces para nuestro caso particular se verifica

1 ~(a,
Gt < @i
J

para cualquier polinomio ménico p;(t) de grado j. Por lo tanto, para la cota
superior concluimos

2

@i _ | 57| pam1) plais)
T (a, 7 a—1, a—1,0)\S
S L | BB Das
J
y el resultado sigue a partir de (1.1.10) y (2.3.5). O

2.3.2. Férmula de conexién entre los polinomios de Jacobi y
los ortogonales univariados de Sobolev

El siguiente resultado muestra que cada polinomio de Jacobi se puede
expresar como una combinacién lineal de dos polinomios ortogonales de
Sobolev consecutivos con un desplazamiento en el primer parametro.

Proposiciéon 2.3.5. Para j > 1, se cumple la siguiente relacion

PO = af s @) 1 2P )STT 0, (238)

D LA A 2 - D) (A 20 +a+ B+ 1)),

(2.3.9)
Yy aga’ﬁ), b§a,ﬁ) estan dados por ([1.1.9)).

Demostracion. Si expandimos el polinomio de Jacobi Pj(a’ﬁ ) () en términos

a+1,3) (t)

de los polinomios ortogonales de Sobolev {5’1( }i=0, obtenemos

i
P () =Y d s ),
=0
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con

(,8) glatl,B)\g
49 — (P] 09 )a+1,6.

7,(a+1.8)

Para 0 < i < j — 2, usamos la primera afirmacién de la Proposicion [2.3.2

para deducir

a, a+1,
(2,50 =0,

)

y por tanto, d;”’ =0, si 0 <4 < j — 2. Luego

(@,8) (1 _ 103) gla+1,8) (4) qlat+1,8)
PEA () = dD S (1) 4 D, 5T ),

y por igualaciéon de los coeficientes principales obtenemos que

(a.B)

ORI I R R

J k(a+1,ﬁ) J
J

Denotamos d(a’ﬁ)

j—1
SJ(-T{I’B) (t) = kj(cf{l’ﬂ)tj_l + p(t), siendo p(t) un polinomio de grado menor

que j — 1, asi a partir de la Proposicién [2.3.2] tenemos que

N\ = gj_) 1- Note que podemos escribir la siguiente igualdad

a:ﬁ a+17ﬁ CMJrl,B
d@B)\) — (Pj( )7Sy('—1 ))gﬂ,ﬁ _ kéfl ) plah) -1y
7—1 ( )— E(a+1’ﬁ) - ?L(OHFLB)( 7 ) )aJrl,,B'

Finalmente, basta usar (2.3.2)) y (1.1.10)) para obtener la expresién deseada
de d\™P (). O

Ademas, un uso reiterado de (2.3.8) nos permite escribir algunos poli-
nomios univariados de Sobolev como una combinacion lineal de polinomios
de Jacobi. Observamos que el siguiente corolario no puede utilizarse para

expandir S](a’ﬁ ) sia < 0.

Corolario 2.3.6. Para j > 0, tenemos

X . X S IS
j =0 m=i Qam

Demostracion. Procedemos por induccién. La etapa base es inmediata, para
la etapa de induccién, suponemos cierta la igualdad para grado j — 1. A

partir de (2.3.8)) tenemos que

o] B 1 (o7 @, « 5
S0 = g [P0 - P 8T 0]
4
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y por hipétesis de induccién

SN = 7 PO - s

a; j—1" =0 m=i
(a.B)
I T O R G AV o)
T leB) By ) = (@.B) P (®)
J -1
1 2 71 j-1 dﬁf}’ﬁ) \
+ a2 I R
a] =0 m=i Qm’
-1 J=1 4(a,8)
L | pd) g S i (A) p(a.0)
= a(a’ﬂ) P] (t) + ( 1)j H (o,5) Pz ( ) )
' =0 m=i @
como queriamos probar. O

2.3.3. Una relacién de recurrencia para el coeficiente dg-a’ﬁ )()\)
Aplicando tres veces la relacion (2.3.8) deducimos

0=, 5" s = (S5 PN

(.8)

1 a a d; " (A) (o
@B 2@ (@.5)
@511 J+1 a;

d(a B) A d(awB) A

5 (M )(P(a,m PO,

o(B) (@) (@B) !

Jj+1 7 ]—

a+1, s
i B)7P]( 5))

J( a+1,8 = 0 por la Proposicion 2.3.2, Entonces,
despejando d ()\) en la ecuacion de arriba obtenemos el siguiente resultado.

donde usamos (S

Proposicién 2.3.7. Los coeficientes dga’ﬁ)()\), para j = 0, satisfacen la
stguiente relacion de recurrencia

(avﬁ) (P(avﬁ) P(anﬁ))s

(a,8) _ a; j+1 ot a+1,8
dj (A) = ) s d(-a’f)()\) ) o , (2.3.10)
(e (07 J— «, @, S
(PJ P )a+1,ﬂ (a,B) (PJ ’Pj—l )a-&-lﬁ
y, a partir de (2.3.7) y (2.3.9),
a, B 2)\A(Oé + 6+ 2)
di () = b (1 Az : (2.3.11)
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Proposicion 2.3.8. Para j > 0, denotamos

(a,8)
i (A)
(@B

a;

Ha@h) () —
d* () =

Entonces, @a’ﬁ)(/\) es una funcion racional en \ de la forma
e
F@d) yy - Pl ’
TGy
donde pj+1(A) y gj+1(N) son polinomios de grado no mayor que j + 1.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre j. A partir de (2.3.11)), la

expresiéon explicita de d(()a’ﬁ )()\), tenemos

JeP () = _nd)

que es una funcién racional en la variable A, donde
pi(A) =P [(A2 = 24(a+ B+ 2)A+1], @A) =A2N+1,

son polinomios en A de grado exacto 1 para A # 0. Si A = 0 entonces

Ahora, suponemos que la afirmacién es cierta para j — 1. Usando la
Proposicion deducimos que los productos escalares involucrados en
(2.3.10)) son polinomios de grado 1 en A de la forma

B0 P s = — (f A+ 95).

(Pj(a”g), Pj(a”@))gﬂ,ﬁ = fix+3;,

con

gy = KEHED

fi=gi[A+20G - DI[A-2(+a+F+1)],

= [a§a,ﬁ)]2 h§a+1”8) + [bga’ﬁ)P hgfflrlﬁ)
]Fj _ [aga,ﬂ)]Z h§a+1’ﬁ)(A + 2]-)2 + [b§a75)]2 hgfi'fl‘lﬁ) [A _ 2(,7 +a+ /8 + 1)]2.

Y

Por la hipétesis de induccién
(\)
&(@B) A :719]( ’
donde p;(A) y ¢;(A) son polinomios de grado no mayor que j. Entonces,

usando (2.3.10]), obtenemos

H0nB) (yy fiti A+ gj+1
4N (\) = -

FiX+§; —I(;]f;\;(fj%ng)

J
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o (fi+1 A+ gi+1)gi(N)
(Fix+35)ai(N) = pi N (i A+ 95)
Por lo tanto, el numerado y el denominador de la expresién de arriba son
polinomios de grado no mayor que j + 1 satisfaciendo

pi+1(A) = (fjr1 A+ gj+1)g;(N),
gir1(A) = (A +3)G(N) = (FF A+ 95)a5-1(N),

y condiciones iniciales po(A) = ¢_1(A\) =0y q(\) = (h(()a+1’6))_1 (impuestas
para que se cumpla (2.3.11))). O

2.3.4. Comportamiento asintético de los coeficientes dg-a’ﬁ)(/\)

Primero, relacionamos el cuadrado de la norma de los polinomios de

Sobolev (o+1,8) (a+1,8) glat+l.B)\S
7 (a1, +1 +1,
hy” = ()" ;S5 )51 8

con el cuadrado de la norma de los polinomios de Jacobi. En particular,

probamos que su cociente satisface una relacién de recurrencia no lineal.

Lema 2.3.9. Para j > 1, tenemos

h(Oé‘i‘laﬁ)

N4
J =M. — J
(at1.0) i T St i)
h; i1
a+1,
NG

donde
M;=1+MA+2)%+ 1+ MA-2( +a+ B+ 1))
Nj = (1+MA+2( = 1))(A =20+ a+ B+1))%c" ’5)

c§a’5) estd dada por (2.3.6), y se cumple la siguiente condicion inicial
E(()oﬂrl,ﬂ) )
0
Demostracion. Si escribimos la inversa de ([2.3.10)),

a(F%ﬁ) ( 7ﬁ)(P(a»ﬁ) P( 7/3)

(a.B)  (ap) (aﬁ) (.B)\s
dj ()‘) CL]- (P P; J+1 %y )oHrl,B

J+l 07 )a+ 1,8 J

y sustituimos dg-a’ﬁ )()\) y dﬁlﬁ )()\) a partir de (2.3.9)), obtenemos

7 (a+1,8)
h{ y = Mj— (Nj )
a+1,8 a+1,8) "’
h; hi
a+1
GRE
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donde
apy = BRI A2 o+ 3+ 2)) (PEZ p{a?gw’
a;" (P P8 5
y, LA A2 40+ 2)
a, ’
BT MA 2~ D)4 =26 +a+6+ 1)
aj_’l
y (Pj(aﬁ)713j(f’lﬂ))g+l,ﬂ
(Pj(iiﬂ)’ Pj(aﬂ))g—l—l,ﬂ

Ahora, ya que por la Proposicién [2.3.2]

(P P 5 = KPP 08

usando ([2.3.2) deducimos que

LHANA+2)(A -2 +a+p+2) kY
a,f3 a,f - a,B) ¢ (a,8) "
(BB s kY

Por lo tanto,

BEUESY  plad) plads
L — J J a, «,
J J j+1

B el @B L NA+ 20 = 1)) (A =20 + a+ B+1))]

g+l i+l Vg
J a, «, «, a,
PRI @B o)

Finalmente, para obtener M, sustituimos (2.3.5) en la expresién de arriba y

usamos (1.1.10]) para simplificar, y para N; usamos (2.3.2)), (1.1.10) y (2.3.6).
La condicién inicial viene de ([2.3.7]).

Il
A partir de (2.3.9)), podemos ver que dg-a’ﬁ)(/\) es positivo para A, A >0y
j suficientemente grande. Entonces, a partir de la Proposicién y (2.3.9)

tenemos

I AAF2) (A2 +a+B+2))]
1+ AA+2)2 4+ [1+MA =20 + a+ B+ 1))
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o)y < B AA T 2)(A 20 +a+ B +2))
' 1+ AA +2))2 )

y, si el limite de dga’ﬁ )()\) existe, deducimos que

1 17 (0476)
4 S ]lggo dj (A <

| =

Nuestros experimentos numéricos en la Seccién 2.4 nos hacen pensar que la
cota superior es una igualdad.

2.3.5. Polinomios limite

Recordemos que los momentos de la funcién peso clésica de Jacobi,
Wap(t) = (1 —1)*(1 + t)?, para a, B > —1, se definen como

1
uy, :/ltkwa,g(t)dt.

Los momentos correspondientes asociados al producto escalar de Sobolev
univariado ([2.3.1]) se dan en términos de los momentos clasicos de Jacobi de
la siguiente manera

vij = vji = (£',8)2 5
T ) . . )
_ / (79 + A[AF + 2i(1 + )t [AE + 25(1 + DT )wa 5(t)dt
—1
= Uiy + AN(A+29) (A + 25)uip; + 2(AE + J) + 487 uitj—1 + 4ijuis;—2]

Por lo tanto, como es habitual, podemos expresar los polinomios de Sobolev
univariados ortogonales con respecto a ([2.3.1) como

0,0 V0,1 te Vo,n
V1,0 vl Ulg
Un—10 Un—-11 - Un—1n
Sn (t) - kn ’
V0,0 Vo1t Vom—1
V1,0 Vil o Uip—t
Un—-1,0 VUn—-11 " Un—1n-1

donde ky(la’ﬁ ) fue dado en (1.1.5) (véase, por ejemplo, [40), Seccién IX.4]).
Cada coeficiente en S\ () es una funcién racional de A cuyo numerador y
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denominador tienen grado n. Por lo tanto, para n > 0, podemos definir el
polinomio limite con respecto a A como

R;O‘”B)(t): lim 5’( )()

A——+00

(

El polinomio R{™P ) (t) tiene grado exacto n y es independiente de A. Estos
polinomios satisfacen algunas propiedades de ortogonalidad. Observe que,
para cada polinomio p(t) de grado m < n — 1, obtenemos

0= (5,925 = [ (SEDOO + AAISEINO LA 01

Entonces,

/ LARED)(8)L Alp) () wap(t)dt

= tim [ LAISEN0) Lapl(0) waslt)

A——+o00

— lim / S(B) () p(t) wap()dt = 0,

A—=+oo A

2.2.3
por lo tanto, deducimos que £ 4 [Rﬁ{"’ﬁ)](t) (A+ 2n)R£La’ﬂ) (t)+...,es
ortogonal a cada polinomio de grado no mayor que n — 1 con respecto al

producto escalar clésico de Jacobi, concluyendo pues por la unicidad de los
polinomios de Jacobi (Corolario |1.1.6) que

LA[RCD(t) = (A+2n) PP (). (2.3.12)

2.4. Experimentos numéricos

En esta seccién, mostramos algunos experimentos numéricos sobre el
. (0% z . . .
coeficiente d§ B )()\) para parametros fijos y j creciente, y exploramos los
ceros de los polinomios de Sobolev univariados.

2.4.1. Experimentos numéricos para dg-a’ﬁ)()\)

Estudiamos el comportamiento de d(a’ﬁ ) (M) para pardmetros fijados A > 0,
d=z22,a>-1,08> 2 2 A=p—- y cre(nentes en j. Calculamos d( )(/\)
usando la relacién de recurrencia . Nuestros experimentos numerlcos

muestran que la sucesién {dj ’B)( )}];0 tlende a 1/2. En la Tabla [2.1|se dan
algunos ejemplos numéricos.
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d]  d™P0N) = 0 5 10 25 50 70
2 [ dP(0.09091)  0.55555 0.43570 0.46036 0.48205 0.49067 0.49327
2 " (50) 1.42589  0.74942 0.63873 0.55194 0.52090 0.51329
2 | d“'(0.09091) 1.03201 0.67688 0.61253 0.56179 0.53652 0.52759
2 d§1'5’4) (0.09091)  0.71895  0.49351 0.49290 0.49614 0.49793  0.49850
8
8
8
8

dP7(0.09091)  0.00000 0.34306 0.40097 0.45202 0.47486  0.48169

" (50) 7.68907 0.42515 0.44176 0.47285 0.48571  0.48964
d®(0.09091)  1.45089 0.61400 0.55864 0.53360 0.52089 0.51608
d{' > (0.09091)  0.14705  0.39462 0.43193 0.46683 0.48210 0.48691

15 | d®7(0.09091)  -0.16000 0.29193 0.36109 0.43032 0.46192  0.47205
15 "7 (50) 25.8666  0.32081 0.38080 0.44088 0.46792  0.47652
15 | ' (0.09091) 2.19686 0.46774 0.47043 0.48723 0.49470 0.49666
15 | d\"">7(0.09091) -0.04637 0.33974 0.39095 0.44410 0.46913  0.47726

Tabla 2.1: Valores numéricos de dg-a’ﬁ )()\) para parametros fijados y creciente
en j.
2.4.2. Ceros

A continuacién, ilustramos el comportamiento no estandar de los ceros

de los polinomios de Sobolev univariados.

Si A = 0, el polinomio Sy(f"ﬁ ) (t) se reduce a un polinomio de Jacobi y,

como es bien sabido, sus ceros son reales, simples y estdn situados dentro del
intervalo (—1,1) (véase Teorema. Esta propiedad ya no se cumple para
A > 0y valores generales de los pardmetros. Para ilustrar este comportamiento
mostramos algunos ejemplos.

Comencemos obteniendo la expresién explicita de Sga,,@ ) (t). Sabemos
que S{a’ﬂ) (t) = Pl(a’ﬁ) (t) + nx donde 1) es una contante dependiente de A
y ademas, (Sfa’ﬁ), l)gﬁ = 0. Tenga en cuenta que, a partir de , la
ortogonalidad de los pyolinomios de Jacobi, y deducimos que

1
(P 1185 = 224857 [ (14 Dy pl0)d
—1
1
= x24k"" / Wag1(t)dt = X2AK P {7,
-1

Entonces por la linealidad del producto escalar y (2.3.7))

(5P, 15 5= (PP, Das +m(L 135
= AZAR IR 4 (1 A4 =0,
si y solo si
A2 AP pleBTD)
(1+ 242)n5Y
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Por tanto, a partir de ((1.1.5)), (1.1.6]) y (1.1.7]), tenemos

(@B) y _ plaB) i 2(B+1)AA
Sy(t) = Pt EESVEE

_a+ﬁ+2t+a—,8_2(5+1))\/1
N 2 2 1+ MA2

y su raiz es

B—a A(B+1)AA

W= 52 T a2 1A

donde es facil comprobar que, como «, 8 > —1, entonces siempre t; > —1, y
el caso t; < 1 se da si y solo si

AM(A(a+1) =28+ 1)) +a+1>0.

Ahora, fijamos algunos valores de los pardmetros, tomamos a =1, 8 =5,
A =5y j=2. En este caso, el polinomio de Jacobi de segundo grado (|1.1.7))

€S
P () = 11.25¢2 — 9t + 0.75,

y sus raices son t; = 0.09449 y to = 0.70550.
En la Tabla [2.2] mostramos los ceros y las expresiones explicitas de

S§1’5) (t) para diferentes valores del parametro \.

A ‘ Sél’m(t) ‘Raices

0 11.25¢% — 9t +0.75 t1 = 0.09449 to = 0.70550
0.01 | 11.25t% — 12.1580t + 2.28797 | t, = 0.24268 ta = 0.83803
0.1 |11.25t% — 15.1094¢ + 4.92329 | t; = 0.55603 to = 0.78705

1 11.25¢% — 17.4119¢ + 7.78977 | t1 = 0.77386 — 0.305874 to = 0.77386 + 0.305874

10 |11.25¢% — 17.9340t + 8.46446 | t; = 0.79706 — 0.34216i t; = 0.79706 + 0.34216%

Tabla 2.2: 551’5) (t) para A = 0,0.01,0.1,1,10 y sus ceros.

Observe que, cambiando el valor de A podemos percibir dos zonas diferen-
tes para la ubicacién de los ceros. Al principio (para A cercano a cero), ambas
raices son reales, diferentes y estan situadas dentro del intervalo (—1,1). En
cambio, para A suficientemente grande, encontramos dos raices complejas
conjugadas. El cambio del comportamiento aparece cuando A ~ 0.125214,
en este caso 551’5) (t) =~ 11.25t2 — 15.4055¢ + 5.27400 tiene una rafz doble en
t ~ 0.684689.
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Para calcular la expresion explicita del polinomio limite R§1’5) (t) (con

A =5) consideramos Rém) (t) = at? + bt + ¢, con a,b,c € R, y a partir de

2.2.3) v (2.3.12) tenemos que

L5[RSV)(t) = 9at® + (4a + Th)t + 2b + 5e = 9P (1),

y por igualacién de coeficientes deducimos que Rgm)(t) = 11.25t> — 18t +8.55.

Este polinomio limite tiene dos raices complejas conjugadas t = 0.84+0.346415.
En Figura podemos ver las gréaficas de estos polinomios conjuntamente.

Jacobi
A=0.01 ——
A=0.1
A=l ——
A=10 ——
Limite

-0.5 0 0.5 1 15

Figura 2.4.1: P (1), S$4°)(¢) para A = 0.01,0.1,1,10, y RS (¢).

La existencia de ceros complejos para los polinomios ortogonales univa-
riados de Sobolev puede observarse incluso para valores no muy grandes del
. . (0.5,5)
pardmetro A. En la Figura se muestra los ceros de Sy, "7 (t) para d = 2,

A=10y n = 13,14, 15,16.

! Grado 13

Grado 14
Grado 15
Grado 16

’.. e®® o0 @ .Q.’.~‘

ol O ‘1, ]

-0.5 -

L 1 L L
-1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 2.4.2: Ceros de ST(LO‘E”S) (t) paran = 13,14,15,16 y A = 10.
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CAPITULO

Sobre el valor minimo del condi-
cionamiento de polinomios

En 1993, Shub y Smale plantearon el problema de encontrar una secuencia
de polinomios univariados de grado N con nimero de condicién acotado
superiormente por N. En este capitulo damos una respuesta a este problema
cuando N = 4M?, siendo M un nimero entero positivo.
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62 CAPITULO 3. VALOR MINIMO DEL CONDICIONAMIENTO

3.1. Exposicion del problema principal

Recordemos que el ntimero de condicién de un polinomio en una raiz es
una medida de la variacién de primer orden de la raiz bajo pequefias per-
turbaciones de los coeficientes del polinomio. Existen diferentes definiciones,
nosotros seguiremos la proporcionada por Shub y Smale. Recomendamos
la Seccién donde se presenta dicha definicion y algunas propiedades del
condicionamiento de polinomios.

En [63, 64], Shub y Smale demostraron que con probabilidad de al menos
1/2, (una cierta eleccién de) polinomios aleatorios tienen niimero de condicién
a lo sumo N. Esto llevé a plantear el siguiente problema:

Problema 3.1.1 (Principal problema en [64]). Encontrar explicitamente
una familia de polinomios de grado N cuyo numero de condicion es como
mdzximo N.

Shub y Smale también relajaron el problema cambiando “a lo sumo
N7 por “a lo sumo N€ para cualquier constante ¢, digamos ¢ = 100”. Por
“encontrar explicitamente” querian decir “dar una descripcién 1til” o describir
un algoritmo Blum-Shub-Smale —que esencialmente significa un algoritmo
en el que se dispone de aritmética real exacta, véase [2I]— que se ejecute en
tiempo polinomial para resolver el problema. En otras palabras, el Problema
[3-1.1] se puede resolver dando una férmula cerrada para un polinomio de
grado N cuyo niimero de condicién esté acotado superiormente por IV, o bien,
describiendo un algoritmo que con entrada N genere el polinomio deseado,
siempre y cuando el tiempo de ejecucion sea polinomial en N.

Shub y Smale no fueron demasiados explicitos sobre cémo debe describirse
el polinomio (;por sus coeficientes? jpor sus ceros?), pero el contexto donde
surge el problema parece exigir la coleccion de ceros, a partir de los cuales
se pueden producir ciertamente los coeficientes si se desea. Durante su
conferencia plenaria en la reunién de FoCM’14 en Montevideo, Shub se refiri6
a esta cuestion como “encontrar heno en el pajar”, ya que sabemos que
existen muchos polinomios de este tipo, jpero resulta bastante dificil describir
uno!

La motivacién de Shub y Smale para proponer el Problema fue la
biisqueda de un buen polinomio de partida para utilizarlo en los métodos
de homotopia para la busqueda de raices de polinomios, es decir, el caso
unidimensional del problema 17 de Smale. El problema 17 de Smale se resolvié
finalmente sin encontrar la solucién al Problema [3.1.1{ni a su anédlogo de alta
dimensién, véase [19] 26] [47] o la monografia [27], dejando estas cuestiones
abiertas (véase la seccién Problemas abiertos en [27]).
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3.2. Solucién del problema principal

El Problema fue finalmente resuelto en [15] donde se demostrd que:

1. Existe una constante a > 0 tal que el nimero de condicién de cualquier
polinomio de grado N es por lo menos av V.

2. Existe una construccion explicita de un polinomio de cualquier grado,
dado por sus ceros, y una constante b > 0 tal que el nimero de condicién
del polinomio de grado N es a lo sumo bv V.

De [36] tenemos el valor concreto a > e“les /2 donde la constante Clog estd
definida por y acotada en ([1.2.4]), pero el valor de b no se conoce. La
solucién propuesta en [I5] consiste en un algoritmo para generar un polinomio
de grado N cuyo nimero de condicion es a lo sumo N. Dicho algoritmo, con
entrada NV, funciona del siguiente modo:

= Paso 1: calcula el polinomio de grado N a partir de la secuencia del
punto (2) anterior. Esto es s6lo una expresién cerrada dada por sus
ceros y, por lo tanto, uno puede calcular directamente su nimero de
condicién. Si no es mayor que N, hemos terminado. En caso contrario,
pasamos al paso 2.

= Paso 2: realiza un algoritmo de busqueda de fuerza bruta que enumera
colecciones de N racionales gaussianos (es decir, N puntos en C cuyas
partes real e imaginaria son nimeros racionales). Primero se prueban
todas las colecciones de N racionales gaussianos que se pueden escribir
con enteros de 1 digito en el numerador y el denominador, luego
con enteros de 2 digitos y asi sucesivamente. Para cada una de estas
colecciones de puntos, calcula el niimero de condicién del polinomio
moénico asociado (cuyos ceros son los puntos) y si no es mayor que N
entonces para.

A partir del punto (2) anterior, para N suficientemente grande no se utilizard
el segundo paso del algoritmo, y por lo tanto el tiempo de ejecucién depende
s6lo del primer paso, que es una construccién directa y requiere un tiempo
de ejecucion polinomial. Por otra parte, para cualquier N el segundo paso
del algoritmo producird finalmente una respuesta, ya que los polinomios con
numero de condicién acotado por N contienen un conjunto abierto y, por lo
tanto, algunos de estos polinomios sélo tienen racionales gaussianos como
ceros. El algoritmo de [15] es por tanto una solucién para el Problema
Pero esto no significa que sea totalmente satisfactorio. De hecho, deja una
pregunta abierta:

Problema 3.2.1 (Principal problema después de [15]). Encontrar una
formula explicita para una familia de polinomios de grado N cuyo numero de
condicion es como mdximo N. También, encontrar limites asintdticos para
el nimero de condicion minimo de un polinomio de grado N, N — oo.
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3.3. Resultado principal

Nosotros hemos hecho algunos progresos parciales en el Problema |3.2.1
que exponemos en este capitulo. Més exactamente, demostramos para la
primera parte de este problema:

Teorema 3.3.1 (Principal resultado). Sea N = 4M2, con M > 1 un entero
positivo. Definimos

452
-

para 1 < j < M y consideramos el polinomio de grado N dado por

T’j:4j, hjzl

M-1
Py(z) = (2" = 1) T (27 = p(hy)2) (=" = plhy) ™),
j=1

donde p(x) = /3L, Bntonces pnorm(Py) < min(N, (19/2)v/N +1).

1—x-

Los primeros tres polinomios de tal sucesién se pueden ver en la Tabla

’M ‘ N H Polinomio ‘
14 2t -1
2 |16 (2% —1)(2% — 49)(2* — 1/49)
3136 (22 —1)(2® — 2401/16) (2% — 16/2401)(2* — 289)(2* — 1/289)

Tabla 3.1: Primeros polinomios de la secuencia construida en el Teorema
correspondiente a los grados 4, 16 y 36, respectivamente.

Definimos el polinomio Py por sus ceros que corresponden, bajo la
proyeccién estereografica, a los puntos esféricos de un conjunto Py descrito
en la siguiente seccién. El motivo principal para relacionar los ceros del
polinomio de grado N con sus puntos esféricos asociados es el hecho de
poder usar la férmula para el nimero de condicién de un polinomio.
Recordemos dicha férmula: para P(z) =[x (z — z;) un polinomio y p; € S?
el punto esférico asociado de z;, tenemos:

1/2

[T — 1:%do
Nnorm(P) = ; N(N_|_ 1) mAax (fS H]—l ‘p pj’ (p))

= 3.3.1
ISisN [12 lpi — pjl ( )

Recordemos que do es la medida uniforme normalizada en S?, es decir,
o(B) = vol(B)/4m donde vol es la medida estdndar de Lebesgue y B C S?
es cualquier conjunto medible.
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Grosso modo, nuestra estrategia ha sido buscar un conjunto de puntos
esféricos con “buenas propiedades” que permita acotar de forma razonable la
expresion , y posteriormente, a través de la proyeccién estereografica,
obtener el polinomio correspondiente. Para tener garantias de éxito en la
acotacién de ([3.3.1) necesitamos puntos bien distribuidos (para acotar el
numerador, por ejemplo, puntos con energia logaritmica pequena) y bien
separados (para acotar el denominador, véase Definicion .

3.3.1. Descripcién geométrica del conjunto de puntos Py € S?

Las principales caracteristicas de nuestro conjunto de puntos Py =
{p1,...,pn} en S? son:

1. Los N puntos esféricos (N = 4M?, con M un entero positivo) se
distribuyen en 2M — 1 paralelos de altura variable en la esfera, siendo
el M-ésimo paralelo el ecuador.

2. El paralelo de altura h;, denotado por Qp,;,

th = {(CL, b, C) €S?:c= hj}v
donde la altura h; se define como

j2
(2M — j)?
M? ’

contiene r; puntos que son (bajo una homotecia y una traslacién) el
conjunto de las r; raices de la unidad. Pueden tener fase o no (esto no
serd importante para nuestra demostracién). Por tanto, tenemos puntos
equiespaciados en cada uno de los paralelos. Los r; puntos vienen dados
por la siguiente expresién

hj =

—1+ M<j<2M -1,

47, I<j<M,
’I"j:
402M —5), M <j<2M —1.

Note que N =71+ -+ +Topr—1.

3. La construccién es ecuatorialmente simétrica: h; = —hop—j y 75 =
rop—; y fijese también que hps = 0.

4. Los valores de h; se eligen de forma que existe una banda de area
normalizada 7;/N cuya altura central es h;. A partir de ahora, nos
referiremos a (); simplemente como el j-ésimo paralelo. Para todo
1 <7 <2M — 1, definimos la j-ésima banda como

Bj ={(a,b,c) €S* H; < c< Hj1},
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siendo
i
- UL 0<j<M-1,
H; =
2M — 3 —1)(2M — 4

M? ’
Observe que @Q; es el paralelo central de la banda Bj, en el sentido que

H;_ 1+ H; T
%:Hj_l_izﬂjﬁ_

h; = I

r
NJ, 1<j<2M —1.
Ademas, tenga en cuenta que B; y Bsjr—1 son sélo dos casquetes
esféricos que rodean el polo norte y el polo sur respectivamente y que

El drea normalizada de cada banda es (utilice, por ejemplo, el Lema
1.6.1)):

H,_1—H; r .
a(Bj)z%zﬁf, 1<j<2M —1.
Por tanto, acabamos de describir geométricamente el conjunto de puntos Py.
Una ilustracién grafica de esta construccion puede verse en las figuras

y[B.3.2

Figura 3.3.1: Nuestra construccién de puntos esféricos para M = 3, es
decir para N = 36 puntos, desde tres puntos de vista diferentes (izquierda:
inclinado; centro: ecuatorial; derecha: polo norte). Los paralelos @; son los
circulos negros y los puntos estan equidistribuidos en ellos. Las lineas rojas
son los paralelos Qp; que delimitan las bandas (los polos norte y sur estén
marcados con puntos rojos y corresponden a Hy y Haps—1, pero no pertenecen

a PN).
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Figura 3.3.2: Nuestro conjunto Py para diferentes valores de M. El de la
izquierda es P3¢ (para M = 3), el central es Pigs (para M =7) y el de la
derecha es Pigoo (para M = 20).

En lineas generales, este conjunto podria considerarse una version deter-
minista del conocido conjunto diamante (Diamond ensemble), un conjunto
constructivo de puntos esféricos con energia logaritmica pequena (véase
Seccién . El motivo de nuestra eleccién se debe a que es un conjunto
sencillo que esta constituido por puntos bien distribuidos y puntos bien sepa-
rados, hecho fundamental para obtener una cota pequena en ([3.3.1)) (como
ya hemos comentado). De hecho, los autores de [15] comenzaron probando
con el conjunto diamante; sin embargo, no terminaba de encajar y tuvo que
ser modificado.

3.3.2. Idea general para la demostracién del Teorema m

Una vez definido nuestro conjunto de puntos esféricos, para demostrar
nuestro resultado principal procedemos como sigue:

(A) Dado cualquier ¢ € S? y cualquier banda B en la esfera, consideramos
el paralelo central @ de B, y comparamos la integral Ip de In|p — |
cuando p se encuentra en la banda con el valor esperado fQ de la misma
funcién cuando p se encuentra en (). Concluimos que I ~ a(B)fQ

I(B , .
donde, recordemos, o(B) = "04—57) es el drea normalizada de B.

(B) Dado cualquier ¢ € S?, dividimos la integral I = —x de In |p — ¢| con
p € S? en las diferentes bandas asociadas a nuestro conjunto de puntos.
A partir de (A), el valor I; en cada banda B; es similar a o(B;)I;
donde T ; es el valor esperado de la funcién a lo largo del paralelo @);, es
decir I; ~ (r;/N)I; y —xN = IN = N =3, r;I;. La diferencia
entre —kN y >, rjfj parece ser bastante pequena excepto si g estd
muy cerca de los polos.

(C) A continuacién comparamos el valor de r;I; con el de 3,7 _01 In|qg—pjkl
donde los pj x son los r; puntos en el correspondiente paralelo. Ambas
cantidades son de nuevo muy similares (excepto para el paralelo més
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cercano a ¢, donde la suma discreta puede divergir a —c0). A partir de
esto, obtenemos

n 2M—1 L 2M—1 =
[T 10— pid = 2 B wloomssl ¢ (T 00 o oo,
1=1

Esto da esencialmente una cota superior para el numerador en ([1.3.4)),
una vez que los detalles se establecen.

(D) El mismo tipo de argumento, utilizando también que nuestro conjunto
de puntos estd bien separado, produce una cota inferior [, ; [pi —pj| 2

VvV Ne N% valido para todos los i fijos, para el denominador de (1.3.4]).
Esto casi termina la prueba de nuestro resultado principal.

En la Seccién 3.5 probaremos (A); en la Seccién [3.6|demostraremos (B); las
secciones y [3.8| estardn dedicadas a demostrar (C) y (D) respectivamente.
Por 1ltimo, el resultado principal se demuestra en la Seccién [3.9]

El procedimiento descrito es similar al de [I5], pero en este trabajo todas
las apariciones de &, <, 2 se estiman con constantes concretas. Una ventaja
que obtenemos es que nuestro conjunto de puntos es mas sencillo, ya que en
[15] hay que distribuir los puntos en los paralelos de altura h; pero ademas
una parte de ellos se envia a los paralelos que delimitan las bandas esféricas,
mientras que nosotros sélo tenemos que asignar puntos en los paralelos

centrales.

La construccién en [I5] tiene una propiedad que la nuestra no tiene: la
medida discreta asociada puede utilizarse para aproximar la integral continua
de In |[p — ¢| hasta un orden constante para cualquier ¢ fijo. Esta propiedad
(que es la razén de enviar parte de los puntos a los paralelos que delimitan
las bandas) es un punto clave en la demostracién del resultado principal de
[15]. Nuestra construccién sélo consigue esto si ¢ no estd demasiado cerca
de los polos norte y sur, sin embargo somos capaces de demostrar nuestro
teorema principal a partir de esta propiedad mas débil.

Modificando ligeramente Py, es muy probable que nuestra prueba se
pueda adaptar a secuencias similares como, por ejemplo, N = 4M? +1 o
N = 4M?+2M, pero resolver el problema para N general sigue estando fuera
de nuestro alcance, ya que los calculos explicitos se complican demasiado.

3.3.3. Mas resultados interesantes

Nuestro método de prueba también produce el limite superior en el
siguiente corolario, que es una primera respuesta a la segunda parte del
Problema (el limite inferior estd demostrado por Etayo en [36] y utiliza
un resultado reciente de Lauritsen ([48])):
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Corolario 3.3.2. El minimo del condicionamiento o = inf{tinorm(P) :
gr(P) = N} de un polinomio de grado N satisface

C’lo
* <liminf 2 < V3 158 _ 5.647. ..

2 N—o0 \/N 2

Un problema relacionado de gran importancia es el de encontrar la
constante 6ptima Cy en la desigualdad multitérmino de Bombieri

N

H(z—zi)

i=1

)

N
[Tz -zl <Cn
i=1

que compara la norma de Bombieri-Weyl de un polinomio (1.3.1) y el
producto de las normas de sus factores lineales. Encontrar el valor 6ptimo de
Cn es un reto formidable. Un avance reciente de [36] es que el valor 6ptimo

de esta constante es esencialmente y/eV /(N + 1). Més precisamente, define
Ky por

eN
N+1

Entonces, tenemos o < Ky < 1 para algin a > 0 que es independiente de
N. No se conocen cotas inferiores para « hasta ahora, pero de [36, Teorema
4.5] y el Corolario anterior deducimos:

eclog

limsup Ky 2 ———< 2

NP N =2 R 2

Finalmente, destacamos que nuestra construccién del conjunto de puntos

Pn no parece resolver el Problema [[.2.4} su energia logaritmica estd acotada

superiormente por kN2 — 2NIn N + (9/8 —1/2In2)N + o(N) (esto puede

deducirse directamente de (|1.2.1)) y del Corolario O Vverse como una
consecuencia de [36, Teorema 1.5]).

Cny =Kn

0,083...

3.4. Algunas sumas discretas

En esta secciéon demostramos algunas estimaciones técnicas y elementales
que se utilizaran en las siguientes secciones.

Lema 3.4.1. Sea M >2 y1 << M — 1. Entonces,

M+1 Mo M
In g +1 < Z félnj.
+ j=t17

Demostracion. Esto se deduce de la comparacién de la suma y la integral

M+1 M+1  q

asociada: / — dx para la cota inferior y / dx para la cota
' +1 T 1 r—1

superior. Il
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Lema 3.4.2. Para M > 2, sea

R(M) = Mz_jl <X4)4J

j=1
Entonces, R(M) < 1/16 para todo M > 2, y R(M) < 1/30 para M > 5.

Demostracion. Es facil comprobar, con algunos calculos racionales, que
R(5) < -+ < R(3) < R(2) = 1/16 y también que R(5) < 1/30. Termi-
namos la prueba mostrando que R(M) < 1/30 para M > 6. En efecto,
observe que R(M) se puede escribir como

1 M—4 ] 45 M—1 ] 45
R(M):W—i—j;(M) +j%_3<M) .

Por la regla del punto medio compuesta aplicada a la funcién convexa z4M?®

en el intervalo de integracién [0, 1] se cumple que

2j+1

T . T
/3 v dm_Z/mx dx}MZ(M) ’
7j=2 2M j=2

2M

donde hemos usado que el error cometido (diferencia entre el valor exacto de
la integral y el aproximado) es positivo por ser la funcién a integral convexa.
Luego

3 M M

1357 ML 7Ny 1
RIM)< M | 7 z*Medy 4 <> + —
2M j=M-3

A continuacién acotamos cada uno de los términos anteriores. Por un lado,

es facil ver que
M-1

(L)
4 )
Pyl M M
es decreciente en M vy, por tanto, estd acotado superiormente por 7/240 para

M > 6. Por otro lado, la funcién 2*M* es decreciente en z en el intervalo
[3/2M,e~1] y creciente para [e~!,1 — 7/2M], asi

M 1_ﬁ 4M1'd < 3 6 é 1 d M 1_ﬁ 4M/ed
/i T T < 5 /iﬁ x + /0 T xX.

2M 2M

Resolviendo las integrales inmediatas anteriores comprobamos que la primera
es decreciente en M y la segunda es creciente en M. Esto nos da una cota
superior de 1/240 para este término. Todo junto, concluimos entonces que
R(M) < 1/240 4 7/240 = 1/30, como se ha dicho. O
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Lema 3.4.3. Para 1 <{ < M — 2, tenemos

M 44

4+ 1\Y 1
> (5N <
j=t+2 ~ J et -1

Demostracion. Fijese que para todo j > £+ 1

45 . 45
(“1> T (1 _ J‘“) T ¢ -,
J J

lo que da lugar a la siguiente cota superior para la suma del lema:
> 1

Ze 351)<Z€f4k —.

J=0+2

Lema 3.4.4. Se cumple la siguiente desigualdad:

M-1 3
03 ( > < ZM4/3 +12(1 —In2)M*'/3 + 3.
(=1

Demostracion. Escribimos

e\, 4(1 -1n2) (4(1 —In2))*
e (1-1n2)/¢ 3
<2) ° ! 14 k\ek ’

k=2

e intercambiamos los simbolos de la suma para obtener la siguiente expresion,
equivalente a la suma del lema:

& 1/3 Al 2/3 In 2))% A& 1/3—k
;e +4(1-1n2) Y o +ZTZ£ :
=1 (=1 k=2 (=1

Ahora acotamos cada uno de estos términos. Tenemos que

M-1 M 3
Z o3 </ 213 dy < 1M4/3,
1

M-1

M-1
4(1-1n2) Y 723 <4(1 - 1n2) (1 +/ 2™ 3de < 3M1/3>
=1 1

12(1 —In 2)M'/3,

Finalmente, el tercer término es como maximo

i (4(1 —kin 2))" (1 n /1M_1 L1/3—k dx)

k=2
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<UL (1 )
(z

o0
—1-4(1-In 2))

k=0

4

(; 1 (1—1n2)> 3,

y sumando las cotas llegamos al resultado. O
Lema 3.4.5. Se verifica:

(1- ln2))

w\cn w\cn W

NE

kS = <"(”+1)>2 (3.4.1)

k=1 2
- 5 _ 1 2
>k n?(n+1)%(2n% +2n — 1), (3.4.2)
12"
k=1
Z ! =2—-2In2. (3.4.3)
k(2k +1)
Demostracion. Véase las igualdades (0.121.3), (0.121.5) y (0.234.8) de [39],
respectivamente. Il

3.5. Comparacion de las integrales en paralelos y
bandas

Esta seccién proporciona una herramienta de comparacién que es indepen-
diente de la construccién geométrica Py . Posteriormente se aplicard a cada
una de las bandas B; descritas en la Secciéon @ Sea B la banda contenida
entre los paralelos de altura h —e y h + ¢, con Q = @, el paralelo central.
El 4rea normalizada de B es €. Ahora demostramos que, para cualquier
q = (a,b,c) € S? fijado, la integral Ig(q) de In|p — g| con p elegido en B es
aproximadamente igual al drea normalizada de la banda, multiplicada por el
valor esperado de la misma funcién en el paralelo central. Denotamos este
valor esperado en el paralelo central por I:Q (q), es decir,

Ig(q) = Epeq[in|p — ql]

1 2m
=5 [ I ‘ (\/1 “h2cos, /1 — hZsind, h) - q’ de,
T™Jo
donde E denota el valor esperado.
Lema 3.5.1. Sea q¢ = (a,b, c) € S? y consideremos el paralelo de altura
€ (—1,1). El valor esperado 1g,(q) satisface

t(In(1+t)+In(l—c¢)), sit>c

Ig.(q) = (3.5.1)
t(In(1—t)+In(l+c)), sit<ec
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Demostracion. Por [13, Proposicion 2.2], tenemos que

In(1—ct+|c—t])

Entonces
) tn(l—ct+t—c)=3In(l+t)(1—¢), sit>c
Ig.(q) =
%ln(l—ct—l—c—t)zéln(l—t)(l—l—c), sit<c,
y el resultado sigue. O

A partir del Lema con f(p) =In|q—p|xp(p) donde xp es la funcién

caracteristica de la banda B tenemos

Y=L 1 d L ) 3.5.2
— = - t. 5.
-15(0) 8/p6 nlg — pldo(p) = 25/ @(a) (3.5.2)

Lema 3.5.2 (Comparaciéon cuando ¢ estd fuera de la banda). Con las
notaciones de arriba, si ¢ = h + ¢ tenemos

0< Iola) - %IB(‘]) N 12(1€ih)2 - 2‘2 4n(2n +512)711 g (353)
s % (2 . 2) 4h)4
y st c < h —e tenemos
0< Iola) - %IB(Q) a 12(1ih)2 - 2‘2 4n(2n +512)"(1 +h) (3:5:4)
<3 e

Demostracion. Suponemos primero que ¢ > h + e. Sea U la cantidad que
queremos calcular, es decir,

3

U =lIo(a) - éIB(q) T 120 R

Usando (3.5.1)) y (3.5.2) y luego cancelando los factores In(1 + ¢) obtenemos

U= %(mu —h) +In(1 + )
1 h+e e2
- ZE/H In(1 = 6) + (1 + e~ 15"
1 1 e 2
:§ln(1—h)—E _Eln(l—h—i-t)dt—m
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1 e 2
1 re t g2
o0 (_1)n+1 /5 82
I e e (3.5.5)
s den(1—h)" ). 12(1 — h)2

donde en el tltimo igual hemos usado el desarrollo en serie de potencias de
la funcién logaritmo, es decir,

> n+1
n(1l+ z) Z (3.5.6)

Note que [°_t"dt = 0 si n es impar, luego los términos impares en n de la
suma en (3.5.5) son 0y, por lo tanto, tenemos

2n 2 o0 2n

> € € £
2:: @Gn+ D)(1—h)2"  12(1—h)2 nz::? An(2n + 1)(1 — k)2

como queriamos. La ultima desigualdad se obtiene de la observacién de que
e/(1 —h) <1 (esta cota se deduce facilmente a partirde 1 > c>h+¢)y
calculando la suma (use, por ejemplo, (3.4.3))). En efecto,

U< < PP < <2—21n2—1)
T4 -Rh)t Zn2n+1) 41— h)! 3)’

y llegamos al valor de la cota.

El otro caso, ¢ < h — ¢, se prueba del mismo modo. Sea

U A I
T T BT oy
De nuevo, por (3.5.1)) y (3.5.2) obtenemos

V= % (In(1 +h)+In(1 —¢))

1 h+-¢ 62
= [ (4 ) + In(1 — )dt —
) WO+ im0 ol — o
1 1 r¢ g2
— Sl - — [ W +h—tdt—
gl +h) = [ Wm+h=0d = 5T
1 r¢ 2
— [ W4+ h—t) —In(1+h))dt —
de /_g(n( Fh=t) -l +h)d = 55575

1 /¢ t g2
-~ mi- e
4e /_E n( 1+h> 12(1 + h)?
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2

i /8 T —
— 1+h 12(1 + h)?’

donde en el tltimo igual hemos aplicado

In(1— ) ia;

Al igual que en el caso anterior, los términos impares en n de la suma son 0
y, por lo tanto, tenemos

62n 62 oo 52n

v :nz::l An(2n+ 1)(1+ k)2 12(1 + h)? - 712::2 An(2n + 1)(1 + h)2

como querfamos. Como —1 < ¢ < h — ¢ entonces /(1 + h) < 1y por (3.4.3)),
deducimos la cota correspondiente. O

Lema 3.5.3 (Comparacién cuando ¢ estd dentro de la banda). Siguiendo
las notaciones de arriba, asumimos ahora que h —e < ¢ < h+ . Entonces,

1 —1n2)e?
(2(1_nh;§, h<0<h+€,
e/4 -
- 5 < Ig(q) — —Ip(q) <
1—-nh € 2
(1 —-In2)e
S nE toesesh

Demostracién. Definimos U(c) = Ig(q) — 175(q). Asumimos primero que

¢ € [h, h + €]. Entonces, por (3.5.1)) y (3.5.2)) tenemos

Ule) = %ln(l —h) + %ln(l +c) — 4%2 /hc_g[ln(l — 1)+ 1In(1 + ¢)] dt

1

- /Ch+6[1n(1 + 1) +In(1 — ¢)] dt.

Con un poco de aritmética es facil ver que

h+e—c

) = e(2 —2¢?)

>0, ce€lhh+el.

El méximo y el minimo de U en el intervalo ¢ € [h, h + €] estdn por tanto
en los extremos. El caso ¢ = h + ¢ estd cubierto por (3.5.3]), que (usando

e/(1—h) < 1) da:

00 EQn 00
Ule) <Uh+e) :;4n(2n+1)(1—h)2 2:: 2n+1
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y de nuevo a partir de (3.4.3) obtenemos el resultado. Para el minimo,
tenemos

Ule) > U(h) = %(ln(l — ) +In(1 + A))

1 h h+e
1 / ln(l—t)dt—i—/ In(1 + ) dt
45 h—e h
1 h h—t hte t—nh
1 € t € t
——48(/0 ln(1+1_h>dt+/0ln<1—|—1+h>dt).

Expandiendo los logaritmos en serie de potencias (3.5.6) e integrando los
términos obtenemos

nn 1

1& 1 &
U(e) = 12:: (1—h)n+ZZn(n+1) (1+h)

yyaquee/(l—h)ye/(1+h)son alosumo iguales a 1 vemos que ambas
series alternas tienen términos decrecientes, concluyendo asi:

€ £ e/4

UV z2Uh) 2 —ga— 3y “s0+m - 1-m

Para ¢ € [h — ¢, h] razonamos del mismo modo. De nuevo, por (3.5.1)) y

(3.5.2) tenemos

U(e) = 5 In(14+h)+ 31— ) 1 | =0+ m+opar

_ % /“5[111(1 +4)+In(1— o) dt,

de donde se deduce, tras unos sencillos calculos, que

h—e—c

U= a2

<0, celh—eg,h]

El méximo y el minimo de U en el intervalo ¢ € [h — ¢, h] estdn en los
extremos. El minimo (U(h)) ya ha sido tratado. El maximo, para ¢ = h — ¢,
esta cubierto por (3.5.4), que (usando ¢/(1+ h) < 1) da:

o0 2n

. 00

y por (3.4.3)) concluimos el resultado. O
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3.6. Comparacion entre —kN y X; rjfj
Recordemos que:

= [j(q) es la integral de In |p — ¢| cuando p se encuentra en la j-ésima
banda Bj, asi que

2M—1
e /§2 mp—gldo(p) = > Li(a), q€S” (3.6.1)
j=1

] fj(q) es el valor esperado de In|p — ¢| cuando p estd en el j-ésimo
paralelo @;. A partir de (3.5.1]) tenemos

i T(n(1+hj) +In(l —¢), sihj>c,
Ti(q) = (3.6.2)
$(In(1 = hy) +In(1 + ¢)), si hj <ec.

Los resultado en la Secciénproducen N1I,(q) = r;I;(q) donde el significado
de ~ es preciso y tiene diferentes cotas para ¢ fuera y dentro de la banda B;.

Lema 3.6.1. Sea q = (a,b,c) € B, CS? con { < M y M > 5. Definimos
aM-1
Sy =Sn(q) = Z i1 (q). (3.6.3)
j=1

Entonces,
2(1 —In2 1
—1<SN+NI€—T(£)<(ED)+15,

donde
/-1 3 2M—1 7"?

(T Y E— SR R—
Zl 12N2(1 + hy)? jz;l 12N2(1 — hy)?

(3.6.4)

Demostracion. Sea
(x) =Sy + Nk —T()
~ N
=y (Ié(Q) - IM))
Ty
-1 2
- N re
+ T I-q—I-q—J>
; J ( J( ) Tj ]( ) 12N2(1—|—hj)2

2M—1 B N r2
+ ri{ Li(a) = —1i(a) — s )
jzf;l / ( / r; 12N2(1 — h;)?
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donde por (3.6.1)), (3.6.3)) y (3.6.4) hemos reagrupado los sumandos. A partir
de las caracteristicas de nuestro conjunto de puntos Py y los lemas [3.5.2]
(cone=r1;/N)y (con € = r¢/N) tenemos por un lado

P SR 1
~ AN(1-h2) 2L 7 7
y por otro lado
(1-m2)r} 1 (5 ) - =
*) <o — (2 —In2 ———+ —_l
() ON2(1—hy)?2 ' 2\6 ;N4(1+hj)4 j:%l NA(1 = hy)t
2(1-1n2) 1 (5 ) = M r?
< +-(=-m2)(2 +
l 2\ 6 Jz::l NA(1+ hy) J;l NA(1 = hj)
2(1 —In2) 1(5 ) Y VE Mo
< +-(=z-m2) (8 +4 )
l 2\ 6 =Mt A P
21—In2) 1 /(5 NEL g5 > 1
7j=1 Jj=2
2(1—In2) 1/5 1

donde ((3) es la constante de Apéry. Note que hemos usado (3.4.2) y M > 5
para deducir que

M-1 .5 2

j 2(M—1)( 1) 1
Yoo =" (2M-1)— — ) < .
8JA:1M8 3MP ( ) M 30

El lema sigue después de un poco de aritmética junto con las cotas In2 > 0,69
y ¢(3) < 1,203. a
El siguiente resultado nos ofrece una cota inferior y superior para T'(¢).
Lema 3.6.2. Sea q € By con { < M. Entonces,
11 M+1 < 1. M 1

- <TO) < =In— + 2,
3T ()< 3= +3

Demostracion. A partir de (3.6.4) y la simetria con respecto al ecuador de
P, tenemos

T) =— + + —
12 5 N2(1L+1y)? 12 52 N2(1—hy)2 " 12 & N2(1+1y)?
= 3 +1§:1+1M_1 43
Y 2 2)2 T q Y 2 _ 2)\2
3j:1 (2M? — 52) 3j:e+1j 3 s (2M? — 52)

FATIMA Li1ZARTE LOPEZ



3.7. EL NUMERADOR 79

Entonces,
1 Y 1 g 2N 73
DR RLIURED DTS D
3,550 3gz13 3 i (2M2—j2)

Note que ij\if 11 % desaparece para £ = M. Llegamos al resultado a partir
de las siguientes dos cotas: por un lado

gM . <2M_1j 3é1 (M—1)2 1
3 & 2M2 2)2 < 3 M4 6M2 T 6’
Jj=1 j=1
y por otro lado, a partir del Lema tenemos
1. M+1 1 &1 1. M
flng—i_l ,Z,<,lng’
3 + 3 it 3
y se concluye la prueba. O

Proposicion 3.6.3. Sea g € By con { < M y M > 5. Entonces,

1. M+1 1
-1<-1+=1 <SS Nk < =
+3n€+1 N+ INK 3

et

M  2(1-n2) 1
i i 4

En otras palabras, —Nr = 3_; r]-fj (q) donde el simbolo =~ esconde esencial-
mente % In %

Demostracion. Inmediata a partir de los lemas y Il

3.7. El numerador de la féormula del niimero de
condicion
Esta seccion esta dedicada a obtener una cota superior para el término
N
In [T Ip — p&l — Sw,
con Sy = Sn(p) la suma discreta definida en (3.6.3)), produciendo asi una cota

superior para el numerador en (3.3.1)). Necesitamos algunos lemas técnicos.

Lema 3.7.1. Dados z,y € R y ¢ € [0,27/r], tenemos

r—1

-
I | <:1:2 + 9% — 22y cos (gp + m)> = 22" + %" — 22"y cos(r).
r

=0
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Demostracion. Véase [39] (1.394)].
|

A continuacién, vamos a dar una expresién exacta para la cantidad
r—1
2 2
i=0

donde p = (V1 — ¢2,0,¢) es un punto esférico y qo, ..., ¢—1 son r puntos
equidistribuidos en el paralelo de altura h, es decir

271 271
G = (\/1—h2COS (go—i—m) ,V1— h?sin (gp—i—m) ,h) ,
T T
con ¢ € [0,27/r] cualquier fase que represente que los puntos pueden estar
en cualquier posicién.
Lema 3.7.2. Tenemos ©% = 22" + y?" — 22"y" cos(ry), donde

xr=+v1—cV1+h,
y=+V1l+ecvl—h.

En particular, el minimo y mdzimo de © son alcanzados respectivamente en
p=01yp=m/ry obtenemos

lz" —y"| <O < [2" +y|

Demostracion. Escribimos

r—1

e = H lp— (Zi|2
=0
r—1

= g@ —2(p, as))
= ﬁ (2—2@@(:08 (ap—i-QTM) —2hc>.

=0

Tomando x e y como en el enunciado de arriba y aplicando el Lema [3.7.1]
deducimos que
02 = 22" 4 y*" — 22"y" cos(ryp),

es decir, la primera afirmacién del lema. La segunda es directa: como el valor
méaximo y el minimo del coseno son +1 basta con observar que

x2r+y2ri2x7“ ro_ |xriyr|2'
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Proposicién 3.7.3. Sea p € S? y Sy dada en (3.6.3). Denotamos por
pr € Pn los puntos de nuestra coleccion. Entonces, para M =5,

N
1
n [T 1p —pel < Sn(p) +In2+ 2.
Demostracién. Sin pérdida de generalidad, tomamos p = (V1 —¢2,0,c¢)
perteneciente a la banda By, con 1 < £ < M. Denotamos por gjo,. .-, qjr;—1
los 7; puntos equidistribuidos en el j-ésimo paralelo. A partir del Lema
tenemos

2M—17;—1 2M—1
. N
lnl_[lp pil =l I TI lp—gsl < X ey 4y |, (37.1)
j=1 =0 j=1

donde

Thj,c = \/1—Cy/l+hj,
hj,c = \/1+C\/1—hj.

Note que la cota obtenida en (3.7.1)) puede reescribirse como

2M—1 -1
Soomfay 4y =Y Iz (L4 Ja Il 4|
"~ ” 12M—1
+ 3 Infy (42 Jy )l
J=0+1
:Rg7j+5'g7j,
siendo
-1 2M—1
Ry = Z:lrjlnl‘hj,c—i- Z rjlnyhj,c—l—ln\x’,;‘ibc+y]’;i7c|,
;:1 = 2M—1
St = Lol + 32 WL

Procedemos a acotar superiormente Ry ; y S ;. Sabemos que c € [Hy, Hy_1].
Entonces, para 1 < j < £ — 1 tenemos h; > ¢y por tanto Thjc > Yhjc
Reciprocamente, para £ +1 < j <2M — 1 obtenemos Thje < Yh;c- Ademas
si ¢ € [Hy, hy] entonces hy > ¢y T, c = Yn, ¢, asi

ln\xhlc hg t=relnzy, . +In|l —|—th C/xhz o <relnwy, . +1n2,

y deducimos que

2M—1 - 2M—1
Ry ; \1n2+27"jlnxh c+ Z rjln In2+ Z 7“]
J=0+1 j=1
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In2 + Sx(p)

Es facil comprobar que esta desigualdad también es vélida para ¢ € (hy, Hp_1].
En efecto, para este caso yp, . = Tp, ¢, luego

1n|ac};‘;Z . h; tl=rinyy,+1nll —|—:L‘hi c/yhe o <relnyp, . +1In2,

y tenemos
-1 2M—1
Ryj <In2+4 Y rjlnazp o+ Y rjlnyy, =2+ Sy(p),
i=1 =t
donde en el igual hemos usado de nuevo (3.6.2) y (3.6.3)). En cualquier caso,
obtenemos

Ry ; < In2+ Sy (p).

Acotamos ahora Sy ;. Usando In(1 + o) < apara a >0, Hy < c< Hy—1 y la
simetria de nuestro conjunto de puntos Py respecto al ecuador, tenemos

S <1+c><1—hj>>”/2 2”“( c><1+hj>>”/2
S‘JgZ((l—C)(th) +];1 (1+c)(1—hy)
ri/2  2M—1 5/2
(1— H)(1+ hy)
ups <<1+He><1—hj>>

S ((1 + Hea)(1 = hy)

j=+1

L+ Heo)( -\ & (- H)+ k)"
) hj> t 2 ((1+H£)(1—hj‘)>

Noétese que para £ = 1 la primera suma desaparece. Para finalizar la acotacion
de Sy ;, sustituimos las expresiones de hj;, Hy y Hy_; y volvemos a realizar
algunas estimaciones elementales:

M2 — ot —1)2\7 M (e +1)@2M? - 2)

SZJ < Z (ﬁ(f—l)(QMz—j )) Z_~_ ( 2M?2 — E(f-i- 1)) 2)

M1 00+1)5 &
> <<2M2—z<6+1>><2M2—j >>

o2 N M e )\Y M2 Y
<Z<6(5—1)> +j;1( 72 ) +;<M)

M2l 2(M—1)

<M2+2M—1>
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<

N | —

Veamos en mas detalle como deducir esta ultima cota. Para £ > 4, tenemos

—1 j2 2j B -2 j2 2j 0 —1)\2¢-1D
> (W-U) =2 (W—l)> * <€>

J J=1
=2 : 45 /-1 2(4—1) 1
J
< E J S - < =
\jzl(f—l) +< ( > s

donde hemos usado el Lema y el hecho de que el dltimo sumando es
una funcién decreciente en £. Uno puede comprobar rapidamente que la cota
obtenida es védlida para los casos £ = 2,3 (para £ = 1 la suma desaparece).
Para la siguiente suma aplicamos el Lema [3.4.3}

S <e(621))212 55 <€(£§1)>2j+(£+£1>2(£+1)

j=tr1 ™/ j=t+2 N7
C S () et
j=t+2 > J

Note que dicha suma desaparece si £ = M. Finalmente, aplicando de nuevo
el Lema [3.4.2| concluimos que

M M2 +2M —1

j=1
<i (M_1>4(M—1)+ M2_1 2(M71)<i
=30 M M2 +2M —1 S’

donde en la dltima cota hemos usado que el conjunto de términos en M
representa una funciéon decreciente en M y que M > 5.
Asi que hemos probado que

2M—1
. ) 1
Z In |:v;’]c + y;;’]c| =Ry;j+ S <In2+4 Sn(p) + 3
j=1
y sustituyendo en (3.7.1)), la proposicién se concluye. O

El resultado final de esta seccién se utilizara en la demostracion de nuestro
teorema principal.

Corolario 3.7.4. Sipe€ By cont <M y M > 5, entonces

N 1/3 2/
1T Ip — ol <27 (]\Z) e3/4 (;) :

k=1
Demostracién. Inmediata a partir de las proposiciones y O
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3.8. El denominador de la féormula del nimero de
condicion

Los resultados obtenidos en la seccién anterior nos dan una cota supe-
rior para el numerador de (3.3.1). Ahora, para cualquier i = 1,..., N fijo,

necesitamos una cota inferior para el denominador.

Lema 3.8.1. Sea r fijo y sean pyg,...,pr—1 puntos equidistribuidos en la
circunferencia unidad. Entonces

r—1
In H |pk — po| = In.
k=1
Demostracion. Rotamos los puntos de tal forma que p, = e2™/". Ya que el

polinomio z" — 1 tiene r raices de la unidad como ceros, tenemos

r—1
H(z—pk):zr—lz(z—l)(1+z+...+zr_1).
k=0

Quitando el factor z — 1 en ambos lados de la igualdad y sustituyendo z = 1
obtenemos el resultado. O

Lo siguiente es una consecuencia inmediata:

Corolario 3.8.2. Para r fijo, sean pg,...,pr—1, r puntos equidistribuidos
en una circunferencia de radio s. Entonces

r—1
lnH |pr —pol =Inr+ (r —1)lns.
k=1

Demostracion. Sean zg, ..., z-_1 las r raices de la unidad. Tenemos

r—1 r—1
In [T Ipx — pol = In [ |z — 20|
f=1 f=1

r—1 r—1
=1In (3”_1 H |z — z0|> =(r—1)lns+In H |21 — 20l
k=1 k=1
y aplicando el Lema llegamos al resultado. O

Proposiciéon 3.8.3. Sea p € Py fijo y Sy como en (3.6.3). Para M > 5,
se cumple la siguiente desigualdad

1

[T [pi—pl > Sv(p) +n(2v2M) — .
Pi€PN
PiFD
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Demostracién. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que p = g0 =

(4/1 = hZ?,0, hy) es un punto perteneciente a nuestro conjunto Py situado en el
¢-ésimo paralelo, con 1 < ¢ < M. Como antes, denotamos por gjo, - - -, qjr;—1
los r; puntos equidistribuidos en el j-ésimo paralelo. Escribimos

re—1 oM —175—1
In [T Ipi—pl =In [T lgeo — qeal + 10 T] 1T laeo — gl

pi€PN i=1 j=1 =0

PiF#D J#
2M—1 _ '

>1n2vV2M + 1y Inxp, p, + Z In |m2’j’he — yg’hé|, (3.8.1)

j=1
J#e

donde hemos usado por un lado, el Lema [3.7.2]

2M—17;—1 2M—1
T4 T5
In H H |qe0 — 4j:] = Z In |=75hjj,h[ - ?/hjj,he|’
j=1 =0 j=1
J#L J#L

con
Thihe = \/l—hm/l—i—h]‘,
yhj,h[ =V 1+h€\/ 1-— h]7

y por otro lado, a partir del Corolario [3.8.2

re—1
In [T laeo — aeil = Wmrg+ (re—1)In m
i=1
—In—t 4 relnay, p,
N
4M
= In

/2 — 62/M2 [4 he,he

> In(2v2M) + r¢In Thy hy-

Para 1 <j<{—1,h; > hy asi Thjhy > Yhyhe- Reciprocamente, Thjhy <
Yn, he Para £ < j < 2M — 1. Por lo tanto,

2M—1 -1 2M—1
T T4

Yooz =yl =D iy, + Y iy a, + T,

Jj=1 j=1 j=0+1

£

donde
/—1 2M—1
T T T T

Ty, = len 11—y /2 |+ ZZ: In |1 0, /) - (3.8.2)

= j=t+1
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Note que para £ = 1 la primera suma desaparece. Sustituyendo en (|3.8.1])
obtenemos

szPN
DiFD
va que por (3:6.2) y (:63)
2M—1 2M—1
Zr] Inzp, p, + Z rinyp; p, = Z ri1i(geo) = Sn(p).
j=1 j=0+1 J=1

Nos queda por acotar inferiormente Ty ; definida en (3.8.2)). Para ello, usare-
mos la siguiente estimacién

16

In(l —a)>——
n( a) T

a, acl0,1/16). (3.8.3)

Comprobemos que efectivamente podemos usar (3.8.3|) para acotar (3.8.2]).
Para j € [1,¢ —1]:

T 2 g2\ ,:2 25 -\ 47 _ 44
0< Yn, hy _ (2M= —¢ ).] < (]) < <€ 1) <el< i
Thy by 2(2M? — 52) 1 1 16
Para j € [( 4+ 1, M]:
Tj 2 2 _ 2 4j 4(6+1)
0< Lhyhe — M < <) < <€> < e 4
Yhjhg (2M2 — £2)52 j (+1

Sije[M+1,2M — 1], usamos la simetria de Py con respecto al ecuador.
Entonces, para j € [1, M — 1]:

T 2 2 o\ 2% Y N\ 4AM
o< (Tt ) < (CEAEZT)) (£) <(550) <
Yhj hy (2M?2 —£2)] M M
Por tanto, por (3.8.3) llegamos a

-1 Tj M Tj 2M—1 Tj
16 Yh; e he 16 Th; by
_T&j<1§:<9> 2: ( J +T5 E: e

j=1 \Thj.he j i1 \Ynj.h j=M41 \ Yhjihe
) ()R )
15 & \¢ 15 42\ 15 2 \M
1
S 3
donde hemos usado los lemas y O

Utilizaremos el siguiente corolario en la tltima seccion:
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Corolario 3.8.4. Sea p cualquier punto de Pyn. Entonces

H lpi — p| = V2Ne "Ne™9/8,
Pi€PN
PiFP

Demostracién. Inmediato a partir de las proposiciones [3.8:3] y [3.6.3} O

3.9. Demostracion del resultado principal

Si M < 4 nuestra demostracién es asistida por ordenador: construimos
el polinomio Py (que tiene coeficientes racionales) y el conjunto de puntos
Pn (cuyos puntos son algebraicos y por tanto pueden representarse exacta-
mente en un paquete de dlgebra computacional), lo que nos permite calcular
exactamente finorm (Py) a partir de , mostrando que estd acotado
superiormente por N = 4M? = min{N, %\/ N + 1}. Nosotros hemos utili-
zado el programa wxMaxima para llevar a cabo dicho proceso y el cédigo
implementado se puede ver en el Apéndice [B]

Para M > 5, a partir de (3.3.1)) y el Corolario tenemos

2 N_ — p:l?do 1/2
Enorm (PN) = %\/m A (fS [Tj=1 lp — 4l (p))

1<i<N [L lpi — pjl

B 1/2
(247 [, TIL I — pslPdo ()

A /2N6_"‘N6_9/8

Note que, por la simetria de la construccion,

2M—-1 N ) 1/2
( > [, b= do<p>)

Zj:l

1
<§ N(N+1)

N M-1 N 1/2
< / I1lp—pjlPdo(p) +2 > / I lp—p;lPdo(p)] -
Bum ;2 =1 7 Bej=1

(3.9.1)

Usando el Corolario [3.7.4] y recordando que el drea normalizada de By es
re/N = {/M?, llegamos a

_ 1/2
1 e 4/M 2 M-1 e 4/€
—2kN _3/2 1/3
B391) < <4e e3/ ( (2) + 317 Zzl o/ (2) ,

A/M 1/2
Lemagm2e_nN€3/4 (1 <e) / § 24(1 —IDQ) 6 )

M \2 2+ M +M4/3
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Hemos probado entonces:

1/2
IN+1 34098( 1 (e)4/M 3  24(1-1n2) 6
P < - — | = — —+
Mnorm( N) X 9 e 5 —+ 5 + 73

(3.9.2)

Esto demuestra nuestro Teorema [3.3.1} el término dentro del paréntesis
decrece con M y concluimos después de un poco de aritmética que

19
Mnorm(PN) < ? N+ 17

que es menor que N para M > 5. Ademads, también obtenemos una prueba
del Corolario[3.3:2 ya que considerando el limite cuando M — oo del miembro

derecho de (3.9.2) deducimos que

3
,Unorm(PN) < {63/44_9/8\/]\74— 1.

3.9.1. Expresion explicita de Py

A continuacién, deducimos la expresién explicita del polinomio Py del
Teorema Como ya hemos mencionado, los ceros de nuestro polinomio
Py se corresponden, bajo la proyeccién estereografica, con el conjunto de
puntos esféricos Py construido en la Seccién Entonces,

oM —175—1

Py(z)= [T IICG-2zw)
j=1 k=0
donde Zjj = (zjx + iy;x) siendo (z;,yjx) € R? el punto obtenido en el
plano tras aplicar la proyeccion estereografica al punto esférico p; i € Py, es
decir, al k-ésimo punto del j-ésimo paralelo, que se puede escribir como

27k 21k
Djk = (,/1—hj2-cos (go—kf) ,wl—h?sin (go—F:) ,hj>,

J J

con ¢ € [0,2m/r;]. Ademas, sabemos que los r; puntos en el j-ésimo paralelo
son (bajo una homotecia y una traslacién) el conjunto de las r; raices de la
unidad, es decir, son solucién de la ecuacién 2" — T;j = 0, donde Tj es el
moédulo de dichas raices. En base a esto,

2M—1 _
Py(z) = H (2" — T;J)
j=1
A partir de la proyeccién estereogréfica (1.3.3)), cada punto (x,y,z) €
S?\ {(0,0,1)} se corresponde con ( L ) € R? donde

1—2’ 1—2

AR
V=22

“+1

i
1—2z 1—=2
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[1+ h;
T; = 7.
/ 1—h;

A partir de esto, y usando la simetria respecto al ecuador de nuestro conjunto
de puntos Py obtenemos que

deduciendo asi que

M-1

Py(x) = = 1) ] G - ) - YT,
Jj=1

esto es, la expresién dada en el Teorema (3.3.1
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CAPIiTULO
Una cota inferior para la ener-

gia logaritmica en S y para la
energia de Green en 5"

En este capitulo mostramos una prueba alternativa del mejor limite
inferior conocido hasta la fecha para la energia logaritmica minima en la
esfera unidad S?. A continuacién, generalizamos esta demostracién para
obtener nuevas cotas inferiores para la energia de Green en la n-esfera unidad
Sr.

4.1 Intr I00[. « « v v e e 92
4.2 Argumento de Lauritsen| . . . . . . .. ... ... 92
4.3 Valor medio del potencial logaritmicoen S% . . . .. ... .. 97
4.4 Prueba para la cota inferior de Clgf. . . . . . . ... .. ... 98
45 Tafuncion de Greenen S". . . . . .. ... ... ... 100
[4.6  Sobre una funciéon dada por suserig . . . ... ... ... .. 102
M7 Valormedioenunabolal . . .. ... ..... .. ... .. ... 107
[4.8  Una funcién no negatival . . . . . . . ... ... 112
[4.9 Cota inferior para la energia de Green| . . . . . . . .. .. .. 114
[4.10 Experimentos numéricos| . . . . . . . ... Lo 117
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4.1. Introduccion

Uno de los problemas abiertos méas importantes en teoria del potencial
es el calculo exacto de la constante del término de orden NV en la expansion
asintética de la energia logaritmica minima en S? , que hemos denotado
por Clog, y cuyas cotas volvemos a recordar a continuacion:

3 1. 2
—0,0568...:ln2—1 < Clpg £2In2+ -In-+3In VT = —0,0556....

273 I(1/3)
(4.1.1)

Se ha conjeturado que la cota superior es una igualdad. La cota inferior
In2— % < Clog, demostrada por Lauritsen en [48], proviene de un argumento
en el plano real y luego involucra un resultado sofisticado de Bétermin y
Sandier [20, pag. 3, Teorema 1.5] que relaciona la energia en S? con una
cierta energia renormalizada en el plano, y que es un argumento puramente
2-dimensional que no parece facil trasladar a dimensiones superiores. A
continuacién, explicamos como Lauritsen obtiene dicha cota. No obstante,
senalamos que describir su argumento con total detalle es una tarea que
excede con creces el objetivo de esta memoria, pues precisamente nuestra
aportacién consiste en describir una demostracién alternativa y mucho mas
sencilla.

4.2. Argumento de Lauritsen para la cota inferior
de C]Og

Lauritsen comienza definiendo en [48] una energia llamada “energia
jellium” del siguiente modo: la energia jellium de N particulas x1,...,xn en
un dominio Qx C R? de tamaiio |Qy| = N es

N
E1a(n, 21, TN) = —Zln\|xi—xj||+Z/Q In ||z — yl|dy
=1 N

i<j
1
- = // In ||z — y||dzdy.
2 QNXQN

En este modelo fisico, los electrones se consideran particulas clasicas discretas
en un fondo uniforme (positivo), de modo que todo el sistema es neutro. Los
electrones y el fondo interactiian a través de la interacciéon de Coulomb, en
dos dimensiones.

Note que el primer sumatorio en la energia jellium se toma sobre i < j
en lugar de 7 # j. A lo largo del capitulo, excepto en esta seccién que es una
réplica de los resultados de Lauritsen, seguimos la notacién de la mayoria de
los trabajos actuales en el area, esta es, ¢ # j.
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Ademas, en [61], se demuestra que el limite termodindmico

, , 5Jel(QN,l'17--'al‘N)
ejel = lim min
Qn—R2 zq,...,x yER2 |QN|

)

existe bajo condiciones no muy restrictivas en la secuencia de dominios €.
Por ejemplo, Q = N/2Q con Q un conjunto convexo fijo de tamaiio |Q| = 1.

Lauritsen muestra que la energia jellium también es equivalente a una
“energia renormalizada” estudiada en varios trabajos de Serfaty, Bétermin,
Sandier y otros (ver, por ejemplo, las referencias 12 y 14-21 de [48]). De
hecho, Bétermin y Sandier demuestran en [20, pag. 3, Teorema 1.5] que

Indm
2 b

1
Clog = — min W
log s n?41111 *

(véase [20, Seccién 2| para definiciones precisas de Wy A;). En [48, Corolario
IV 4], Lauritsen prueba que

min W = 2mwejq,

Ay
relacionando asi la energia jellium con la “energia renormalizada”. El limite
inferior de e dado en [50] y [61] se conoce desde hace muchos anos. A partir
de la cota inferior de ejq y la relacion anterior entre las energias, Lauritsen
deduce una cota inferior para min4, W dada por

3 1
Hjl;l’lW = 27eJel = —T (4 + 3 In ﬂ') . (4.2.1)

A partir de (4.2.1) y el Teorema 1.5 de Bétermin y Sandier en [20], se deduce

que

1 Indr In4m 3
C10g:;rgiPW+ = 2ejq + >ln2—1.

Lauritsen escribe con mas detalle la prueba de la cota inferior para la energia
jellium en [48] pag. 16, Apéndice B] a partir de [50] y [61]. Dicho apéndice
se presenta a continuacién junto con [48, pag. 8, Proposicién V.1] ya que se
utiliza en él.

Proposicién 4.2.1. ([48, Proposisién V.1}). Supongamos que f tiene [ fdx =
0. Entonces, D(f) = 0.

Hay que tener en cuenta que se ha utilizado la notacién

D) =5 [ [=wlle = yldu@ydvt), D) = D),

para dos medidas (finitas) p,v. Es la energia de interaccion de Coulomb
entre las distribuciones de carga p y v.
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Proposicién 4.2.2. ([48, Apéndice B]). Sea Qn un dominio con |Qy| = N,
Y x1,...,N € QN cualquier configuracion de puntos. Entonces,

3 1
(AN, 1, ...y TN) = — (8 + 41n7r> N ~ —0,66118N.

En particular, ejo > — (% + %ln 7'(') ~ —0,66118.

En la demostracién de este resultado se denota por B(z,a) a la bola de
centro z y radio a de R?, B(0,a) = B, y |Ba| su volumen.

Demostracion. La idea es extender los electrones a una bola de radio a de
carga uniforme. Luego, optimizar el resultado sobre el radio a. Definimos

1
Upp = —— // In ||z — y||dxdy, energia continua,
2 QNXQN
interaccion particula 7
U, = / In ||z; — y||dy, - energia continua,
Qn
interaccion particula 7
Uij = —In|lz; — 4], y particula j,
N 1 interaccién bola ¢
Ui = / / In ||z — y||dzdy, y energia continua,
‘Ba‘ B(zi,a) JQN

1 interaccion bola 4

U= — / / In ||z — y||dzdy, y bola j.
7 Bal? JB(wia) JB(@;,0)

Entonces, (7“ es el doble de la energia de la bola i. Escribimos

E1a (N, 1, .., 2N)
N N N -
=UpgR +ZU¢+ §ZUij+Z(Ui — Ui)"i_?ZUii"’_Z(Uij — Uij)
=1 ] =1 =1 i<j

(@) ) () (8)

Ahora, (a) es la energia electrostatica total de la distribucién de car-
ga combinada de los electrones esparcidos y del fondo, es decir (a) =
D (Zi]\il ﬁXB(xi,a) — XQ). Como toda la configuraciéon es neutra, tene-
mos («) = 0 por la Proposicién Ademas, (§) > 0, ya que si las bolas
no se solapan, entonces este término es 0, pero si se solapan, por el resultado
que Lauritsen llama teorema de Newton, este término es positivo. Ahora, ()
se puede acotar por el teorema de Newton

. 1
Ui—Ui:/ 1n||:ci—z|]——/ In ||z — z||dz | dz
Qn |Ba| B(xz;,a)
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1
> [ [ (= 2l = o - 2l)deds
|Ba| B(z;,a) J B(z;,a)

1
= [l el e <l

Tenemos igualdad si B(z;,a) C Qx pero, en general, siempre la desigualdad
se cumple. Por tltimo, () estd dada por (v) = ﬁ [, x5, 0|z —yl|dzdy.

Calculando (v) y la cota para (8), llegamos a Eyo > (Ina — % -

%cﬂ)N . Por optimizacién sobre a, obtenemos Eje1 > — (% + iln 7'[') N como
queriamos.

O
Aclaraciones sobre la demostracién de la Proposicion
1. El resultado llamado en [48] teorema de Newton es el siguiente:
Proposicién 4.2.3. Para y € B(x;,a) fijo, se verifica:

1
|Ba| JzeB(x;,0)

o[z —ylldz > Inflz; —yl.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, por la simetria de B(x;,a)
podemos tomar x; = 0. Entonces, teniendo en cuenta que y = (y1,y2) €
B, fijo, por un cambio a coordenadas polares, el uso de la siguiente
férmula (véase [39, pag. 532, (4.225.4)])

21
/ In(1 + a® + b* + 2asin @ + 2bcos 0)df
0

| o, a? 4+ b2 <1,
T ] 2rIn(a® + %), a®+0b2>1,

y un poco de aritmética, llegamos a

2
!l;a! ol =yl = HZ?JG‘L Flna— (4.2.2)
Definimos la siguiente funcién C*°((0, a]):
F: (0,a] — R
t — %—l—lna—%—lnt
Uno puede comprobar fécilmente que la funcién es decreciente en (0, al,

luego se cumple que F(t) > F(a) = 0, para todo t € (0, a] y, ademés
limy 04 F(t) = +o0o. Por tanto, F(||y||) = 0, y el resultado sigue. O

2. Note que para y € R? fijo, la funcién f : U C R? — R definida por
f(z) =In||lx — y|| es arménica siy ¢ U.
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3. Para acotar () se distinguen dos casos. Si B(x;,a) N B(z;,a) = () por
el Teorema se deduce que (§) = 0, mientras que en caso contrario,
por la Proposicién se concluye que (0) > 0.

4. Para acotar (/3), note que

Ui - U
1
= [ln”xi—zﬂ - —/ ln||x—z|]dx] dz
z€QN\B(z;,a) ‘Ba| z€B(zi,a)
1
+ In|z; — z|| — — In ||z — z||dz| dz
z€B(zi,a)NQN |Ba| z€B(x;,a)
1

In ||z — z||d:n] dz,

- | Ba| x€B(x;,a)

= lln |z — z||
z€B(z;,a)NQN

donde hemos usado el Teorema A partir de aqui, si B(z;,a) C Qy
entonces B(x;,a)NQy = B(x;,a) y por simetria, podemos tomar x; = 0.
Si B(zi,a) € Qn, por la Proposiciéon m tenemos

1

- — In||lz — z||dx <0,
’Ba’ z€B(z;,a) H H

In ||z; — z||

lo que implica que

1
[loni —z|| - 5ol /eB( | )lon - szx] dz

1
> / In||z; — z|| — In ||z — z||dz| d=z.
z€B(zj,a) ’Ba’ z€B(w;,a)

De nuevo, basta tomar x; = 0 en la cota inferior obtenida.

/ZGB(QDZ ,a)ﬁQN

5. Para el calculo explicito del término () y de la cota obtenida para (/)
es suficiente usar la igualdad

// In ||z — y||dzdy = 7%a*(Ina — 1/4),
BaXBg

la cual se deduce facilmente integrando (4.2.2)) respecto a B, y aplicando
un cambio a coordenadas polares.

A continuacién, describimos cé6mo el argumento de Lauritsen se puede
adaptar directamente a la 2—esfera para obtener el mismo resultado sin
necesidad de utilizar [20, pag. 3, Teorema 1.5]. La idea es proceder como en
la demostraciéon de la Proposicion sustituyendo Qy por S%. Pero antes
de nada, establecemos notaciéon y resultados auxiliares necesarios que nos
permitiran agilizar los cédlculos.
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4.3. Valor medio del potencial logaritmico en S?

Sea B(po,a) la bola geodésica centrada en py € S? con radio a > 0, es
decir, B(pg,a) = {p € S? : dr(po,p) < a} C S? donde dg(-,") = arccos(-,-)
es la distancia riemanniana en la esfera unidad. Sea |B,| el volumen de esta
bola. Se conoce el siguiente resultado:

Proposicién 4.3.1. Sean po,p € S? y a € (0,7). Entonces, | B,| = 4 sin?

y
1) Sip ¢ B(po,a)
1

‘Ba‘ q€B(po,a)

a
2

1 a a
In ||p - Qqu =In ||p —po” 5 cot? §lncos 5

11) Sip € B(po,a)
1

— In||p — ¢||dg
’Ba’ q€B(po,a)
1 t2 g — pol|?
o Loots [ lp—wl” Hn(ma)_
2 2 4 2

Este resultado es [8, Proposicién 3.2]. Nétese que en esa referencia, el
resultado se da para la esfera de radio 1/2 en R3. La traslacién a la esfera
unitaria no es complicada.

Lema 4.3.2. La funcion F : (0,2) x (0,7) — R dada por

e cotQ% o 2
F(t,a)—ln2+lnsm§+ 5 (21n<cos2>ln<14>)lnt,

es no negativa.

Demostracion. Es facil ver que F'(t,a) tiene un minimo en ¢t = 2sin § para
cualquier a € (0,7) fijado. En efecto, lim;_,o F (¢, @) = lim;_o F(t,a0) =00 y

0 cot? & «
aF(t,a) :t4—t§ — 3 Quees 0 siysolosi t= QSing,
asi el minimo estd en ¢ = 2sin §. Finalmente, F'(2sin §,a) = 0 y ya hemos
acabado. O
Corolario 4.3.3. Sea po,p € S? y a > 0. Entonces,
1

1 a a
In|jp—qfldg = In|lp — po —f—cot2flncos—,
|Ba| JaeB(po,a) | | | =3 2 2

con una igualdad si p ¢ B(po,a).
Demostracién. Inmediata a partir de la Proposicién y el Lema
(tomando en este ultimo t = ||p — po| vy @ = a).

U

Nos encontramos ya en disposicién de presentar nuestra prueba alternativa
para la cota inferior de Cjg.
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4.4. Prueba para la cota inferior de (i,

Para pq,...,py € S?, definimos

2N
vol(S?

Mz

I(p1,...,pN) =E(p1,...,pN) + / In ||p; — ql|dgq
i qceS?

N2
S In ||lp — qlldpdgq.
[ol(S7)2 /MGS2 lp — ql|dpdq

1

A partir de
1 1
— 1 —q|ldg =In2 - = = —k, 4.4.1
i o= dldg =2 = 5 = s (141)
deducimos inmediatamente que

I(pla"'7pN) :g(plv"'apN)_’%Nz'

Definimos

N?
Upp = / In ||p — q||dpd kN?,
(VOI(SQ))Q - | qll q

@in
= In ||p; dq —2KN,
v vol vol(S7) / nlpi = dl
Uij = —1anz' - pill,
~ @in
= 1 dpdq —2KN,
vol( 82 )Ba |/ Bpi.a / nllp =l
Uij = 7/ / In[|p — ql|dpdg.
! | B, |? B(pi,a) J B(pj,a)
Claramente,
I(pla"°7pN)
N R N N .
:UBB+ZUi+ZUij+Z(Ui—U Z Z —Uij).
i=1 i, i=1 =1 i£j
W —_——
@ B v 1)

Procedemos a acotar inferiormente y, cuando sea posible, a calcular exacta-
mente, los términos «, 3,7 y §. A partir de la Proposicién y del hecho
de que el potencial logaritmico es la funcién de Green (excepto constante
multiplicativa y aditiva: véase ) deducimos que a > 0. En efecto, basta
tomar la siguiente medida

N
N
P =3 e )~ gy
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(note que [g2 p(p)dp = 0) donde x4 denota la funcién caracteristica de un
subconjunto A C S?, y darse cuenta de que

o=~ [ [ wlp = alduwduta).
SQ S2

Ademads, obviamente tenemos 5 = 0. La expresion explicita de = se obtiene
inmediatamente utilizando la Proposicion ya que el valor de U;; no
depende del punto p;:

N
7:7/ / In ||p — ql|dpdq
|Bal? JB(p1,0) JB(p1,0)

. / /
=T In ||p — q||dp — / Infjp — qlldp> dgq
|Ba|? JB(p1,0) ( 52 B(—p1,7—a)
A7 Nk

o )
=— -3 In ||p — ¢||dpdq
| Ba| |Ba|2 B(p1,a) /B(—p1,m—a)

_ 1 T™T—a
__4nNk N(4m — |Bal) / In|| = p1 — gl — 1 Incos™5 dq
B(p1,a) 2

~ IBdl | Bal|? fan® 5
ArNKk  N(4m — |B,|) In cos 754 5 @ a

=— —In2 £ —1 -
IBd| B, tanZia  neTeotgincesy

1
=N —f@—i—lnsing —i—cotZg (2 +cot2;lncos;>} .

Por 1ltimo, acotamos §. Observe que

-~

§ = (U — Uy),
i#]

y aplicando el Corolario dos veces, obtenemos para todo i, j:
~ 1 1 a a
Uij —Uij = — In||p; — p; —i——/ (111 pi —q| — = — cot? lncos)dq
17 1) H 1 JH ’Ba‘ B(pi,a) || J H 2 2 2
>—1-—2cot? glncosg.
2 2

(Una desigualdad similar con constantes menos explicitas se ha dado recien-
temente en [56, Lema 3.1]). Por lo tanto, hemos obtenido que

I(p1,...,pn) = N(N —1) <12cot2;lncos;)

1 a a /1 a a
N |[In2 — = + Insin - 2_ (= 21 —].
+ {n 2—|—nsm2—|-cot2(2+cot2ncos2)]

Esta cota inferior es valida para cualquier eleccién de a. Para C' una constante,
eligiendo sin? 5 = C/N llegamos a:

N-C C 1
> — -1 - S — S
I(p1,...,pn) ZN(N 1)( 1 5 In (1 N)) 2NlnN
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—I—N{IHQ—1+;lnC+N_C<1+N_Cln<1—C>>}

2 C 2 2C N
2InC —2C +4In2—-1 C? <1>
_7_’_0 ,

4 2 N

1
> — §N InN+ N
donde hemos usado la desigualdad elemental

2 3 2
©_c C<( C)< €L wsac

N N 2N2’

Tomando C' =1 (que es el valor 6ptimo) concluimos que

E(p1,---,pN) :/‘CNQ‘FI(PL--';Z?N)

1
> kN? — NN+ N <ln2— i) + o(N),

demostrando que Cloe > In2 — 3 como se afirmé.
q g 1

Como vemos, mediante un calculo directo obtenemos la misma cota
inferior para Cioy que la dada en [48] sin usar el resultado sofisticado de
Bétermin y Sandier.

Una pregunta natural es la siguiente:

s Como debemos extender la energia logaritmica a la n—esfera unidad
S* c R*L?

En la literatura es bastante frecuente estudiar los potenciales de Riesz
y también utilizar el mismo potencial logaritmico en este contexto.
Sin embargo, en una variedad riemanniana general M la energia de Green
(véase la Definicién es una opcién mas natural ya que no depende de
cantidades extrinsecas, y estd atrayendo més atencién en los tltimos anos,
véase [38, 68, 5]. Afirmamos que la razén profunda por la que el argumento
de Lauritsen puede realizarse directamente en S?, como hemos hecho en la
Seccion es precisamente el hecho de que la funcién de Green en S? ([1.4.1))
es el potencial logaritmico excepto constantes multiplicativa y aditiva. Por
lo tanto, es posible una extensién de esta manera de proceder para obtener
cotas inferiores para la energia de Green en S”.

Antes de adentrarnos en esta tarea vamos a obtener la expresién explicita
de la funcién de Green en la esfera de dimension n.

4.5. La funcion de Green en S"

Denotamos

on"E
2
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Proposicién 4.5.1. La energia de Green para S™ es G(S";p,q) = g(|lp—ql|),
donde

& e\ B R
M= B 3 ), (l 4> (3:3)

(Véase (A.0.2) para la definicion del simbolo de Pochhammer (n)y y note
que B(-,-) es la funcion beta (A.0.5) ).

En [5] se presenta una expresién alternativa y equivalente de la funcién
de Green para S", aunque con distinta normalizacion.

Demostracidon. Siguiendo el método de la Seccién [I.4.2] tenemos
G(Sn;pv q) = ¢(Sn7dR(pa Q)) = ¢(Sn7r)7 con

oirin) = [T T (88
[ . V,sin® s

para C' una constante y donde hemos usado también el Lema A partir
de (A.0.7) y (A.0.4) obtenemos

ds + C,

noy o L [T o2 S
o(S™r) = 7 sin s o F 1,n,2 + 1; cos 5 ds+ C.
nvep Jr

Usando (|A.0.3)), las identidades del angulo mitad y el cambio de variable

t= % tenemos

&(S™;r) = nVnkz::O (%+1)k2k(k+1)(1+cosr) Hyc

Es inmediato comprobar que ||p — ¢||*> = 2(1 — (p,q)) y r = arccos(p, q). Por
tanto,
I?

k+1
(1 + cosr)itl = gktl (1 - Hp—4q> ; PgEeS",

y asi llegamos a

2 & I —al?\""
G(S™:p,q) = K J L +C.
(5%p.q) nVn];)(k+1)(§+1)k< 1 )
La constante C es elegida tal que G(S™;p,-) tenga media cero en S". Sin
pérdida de generalidad tomamos p = (0,...,0,—1) € S". Sea wgnl\ N la
parametrizacién de S™ dada por la proyeccién estereogrifica inversa en
(1.3.3)), cuyo jacobiano es igual a 2" /(1 + ||z]|?)". Entonces

H2 — 4”'2”2

1 1
[egmar(0) — g (2) T+ 22
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y asi tenemos
1

— K d
i G( ;D5 q)dgq

—C+

Z ( )k ( 1 )k’-‘rl on "
R" nV2 (E+1) (5 +1), \1+|l=]? L+ =)
que es 0 si y solo si

n+1 00 n+k+1
C= _22/ Z (n): ( . 2) dz.
nV2 Jen = (k+1) (5 +1), \1+ |||

Ahora, cambiamos la suma por la integral, pasamos a coordenadas polares
(Proposicién [1.6.2)), aplicamos el cambio de variable t = 72 y usamos la

definicién de la funcién beta (A.0.5)

2n+1Vn71 00 ( )k +o00 7,m—l
- S
¢ nV2 > (k+1) (% + 1)k/0 1+ r2)nrhrt @

iz (Bt 1)
- QnVn_l Z (n)k /+°o tz—1 gt
o k)G o (L
QnVn_l (n)k ( )
=— B +k+1
nV2 ;;)(’Hl)(%Jrl)k 22
Basta usar el siguiente hecho
nn
Vo, =2""1,_1B (2 2)
para concluir el resultado. O

4.6. Una cota y el comportamiento asintético de
una funciéon dada por su serie

En las sucesivas secciones usaremos varias veces la funcion

s) = 3 () =35 sFL g
Sn( )—g(%+l)k(k+ +Z e k+1) , s€[0,1).
(4.6.1)

En este apartado mostramos algunos limites elementales y asintéticos respecto
a Sp(s). Para x > 0, recordemos la siguiente férmula elemental

1
l-—<lhz<z-1, (4.6.2)
x

y la férmula de Stirling (valida para x > 0):

2 Y erene E () o

de la que se deduce el siguiente resultado.
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Lema 4.6.1. Para k> 1 yn = 2 se cumple:

(n)k _TG+1
(5 +Dp(k+1) I'(n)

Demostracion. Usaremos las siguientes desigualdades fundamentales:

k272 4 O(k273).

Dy :e"<1+2z2, 0<x<1n2,

n 2
D2:<1+x> >ez<l—x>, n>1 |z <n
n n

Dg:lgx;gm, 0<z <1,
Dy:Vi+taz<l+z, x>0,
gy = i) =0l
Note que, para n > 2, se cumple:
(n+k)2 =kt 4 O(k272). (4.6.3)

En efecto, si n par es evidente por el binomio de Newton, mientras que si n
es impar, entonces

(n 4 )31 = (n+k)"= k7T +0(k"T)
(n+k)? B (141)2
y basta aplicar las siguientes cotas
LIPS ST

RN

deducidas a partir de D4. Ahora, por la férmula de Stirling tenemos:
(n)k
(3 + Dp(k+1)
B L(n+k)(5+1)
T2+ k+1)(k+1)

rG+1 / Z_1< 21 >g+k+1( + k)3~ e
e2

S T(n) Cn+k k41 1
T(Z +1) (n+ k)3 lemmm
I'(n) k ’
donde en la ultima desigualdad hemos aplicado

O no_ 1 3tk
1— 2 <1, y 1+ -—2 — <e
%—Fk—l—l

|3

-1
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A partir de (4.6.3)) y la desigualdad D; llegamos a

(n)k SLGE+Y
(2+1)k(k+1) ° T(n)

k2724 0(k273).

De nuevo, por la formula de Stirling, deducimos que:

TGy g1 g1 )P
(2+1)(k+1)~ T(n) n+k 24+k+1
2 2
(n+k)z~!

o5l (4 1)
Por las desigualdades D1, Do, D3, D5, (4.6.3]) y el hecho de que

1 1 1
S 1vo(1),
1+ 52D 6(n/2+k+1)+1 k

obtenemos

(n)k S F(% +1) n
(24+1)k(k+1) " TI(n)

y el resultado sigue. O

Lema 4.6.2. Parap > —1 y s € (0,1), se cumple:

o0 r 1
/ 2P s dy = %. (4.6.4)
0 (ln %)
Demostracion.
/ 2P dr = % / (x In ) e TSy = %/ tPe~tdt,
0 (ln E) 0 s (ln %) 0
donde hemos aplicado el cambio de variable ¢ = 1n 1. Basta usar (A-0.1)

para llegar al resultado. O

Lema 4.6.3. Sea p > —1. Entonces

s k+1 sC(p
];kps <m, 56[0,1),

para alguna constante C(p) dependiente solo de p. En particular, para n > 3,

sC(n)

Sn(s) < mv

donde Sy (s) estd dada en (4.6.1)).
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Demostracién. Asumimos que s > 0. Sea f(x) = 2Ps®T! para z > 0. Distin-

guimos dos casos segun el valor de p. En primer lugar si p 6 ( 1, 0] entonces
f(z) es una funcién decreciente y a partir de y ) deducimos que

sT'(p+ 1) SC(p)

kpsk+1</oofxdm: < .
> ) N

Ahora, si p > 0, f(x) alcanza su maximo global en x4 = m% con valor
S

p
— p (mméx In S) — p
f(@max) = sab . e =s .

max eln i

S
La comparacién de la suma con la integral debe hacerse en los dos intervalos
separados por este punto ya que en un lado los términos son crecientes y en

el otro son decrecientes. Todo junto, tenemos

[xm'cix} +1 e ]

0 [mméx]
St < [T fa)do + F(tm)d + fla—1)de
k=1 1

[mméx] [xméx}'i'l

o0

[xméx}
<f@m9+/ f@izt [ fadr
/ 33+1 dr

C(p) SF(p—i-l)
(1 1y T Ly

y finalmente por (4.6.2)) el lema se cumple. Por un argumento similar de
comparacién, tenemos

(4.6.5)

,I{jj Sk 1 > /[ ‘ ] ] (33 1)d1" /[ ‘ ] 1 - 7 (CC 4 )dﬂl‘ + f (I‘)dl‘
§ = 1 max
k=1

[Tmsx) [Tmax]+1
[$max] 1 o0
> — f(man) + / f(x)dz + Fx)de
[xméx}"l‘l
/ CIZ+1 dx
4._6.4 C(p) sF(p—I— 1)
= ( ) T (4.6.6)

Para la cota de S, (s) basta aplicar el Lema y la cota superior recién
obteni(ia para p = 5 — 2. En efecto, para C(n) > 0 una constante y por
(1—5)271 <1, tenemos

rz4+1) & .
Sn(s) < s+ rG+1 (1 + C(”)> L5 —2gk+1
L) o k
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<SgogEt S i T
sC(n)
S (1 —s)%_1

g

Un andlisis més fino del argumento de aproximaciéon anterior desvela la
asintética de S, a medida que su argumento se acerca 1:

Lema 4.6.4. La siguiente igualdad asintotica es vdlida para n > 3:

n_ N+ 1)z -1
. 1 ) — - \2 2
P i Sl =) ['(n) '

Demostracién. A partir del Lema [4.6.1] tenemos para alguna constante
C(n) > 0:

E15,(1— ) <5371 (1— S (14 <1—s>’“+1>

<S§—1(1 S) _|_ 2 55—1 k§—2(1 )k+1
L'(n) kzzzl
LG +1)CN) g, 23 k+1
+ —2 52 kz7°(1 s
['(n) kgl
Fijese que por el Lema tenemos
I'(5+1)C(n 431 531 — g)kt!
N Z k2 < s(1—s)C(n),

luego dicho término junto con 53 ~!(1 — s) son irrelevantes (son cero) en el
limite. Por tanto,

., n_q Ca<l
iy s> Sall = s) < limy =505

S T2+ 1)s: [ (1- 1-s)I(5 -1
. 5 _It )32 (1 S)Cﬂ(?E)Q n ( 3) (22_1 )
5—0 (n) In ﬁ) 2 <ln ﬁ) 2
ES?) T4+ 1)s27 ((1-s)Cn) (1—sI(2-1)

22 2 2
ST T ( S
IRCESINCEE
INQ)
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4.7. VALOR MEDIO EN UNA BOLA 107

El limite inferior se demuestra de la misma manera. Esta vez la constante
C(n) es negativa, pero de nuevo no juega ningtin papel en el limite, llegando
a

NZ4+1) | &

R _as K 2 1 L2 kL
2%32 Sp(1 8)/l1§(1) ) 52 Zlm (1—29)

E8D  T(5+1s2 " ((s—1)C(n)  (1-5)2T(5-1)
Z T T 5 1
IRCERINC )

(n)

En las siguientes dos secciones, escribimos el analogo a la Proposiciéon

en la primera, el Lema y el Corolario en la segunda.

4.7. Valor medio de la funciéon de Green en una
bola geodésica

Como antes, sean B(pg,a) la bola geodésica centrada en pg € S con

radio a > 0 y | By el volumen de esta bola. La siguiente cantidad jugard el
1

papel del término “—35 — cot? 5 Incos §” de la Proposicion m
2 © (n)k Bsm 7( +k+1?g)

K(S",a) = nvn;)( T, 6D Baes (D) , ac(0,m).

Observe que, a partir de la Proposicion
GS";p,—p) =9(2)=—-K(S",m), VpeS" (4.7.1)
Proposicién 4.7.1 (S"—analogo de la Proposicién 4.3.1} . Sean po,p € S" y
€ (0, 7). Entonces, |By| = 2" 1V,,_1 B2 a (%,%) y ademds,
1) Sip ¢ B(po,a):
1

|Ba| JaeB(po,a)

G(S";p,q)dg = G(S";p, po) + K(S", a).

11) S@peBpo, a):

S";p, q)dq
q€B(po, a)
Bcos2 a (27 H)
= s (G(8p, —po) + K (8" 7~ a)).
sinQ% (57 f)
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108 CAPITULO 4. COTA INFERIOR PARA LA ENERGIA EN S"

Demostracion. Sea S(po,r) C S™ una esfera geodésica contenida en S™. Ya
que S(po,r) es una esfera de dimensién (n — 1) con radio sinr, su volumen
es vol(S(po, 7)) = V1 sin” ! 7. El volumen de la bola geodésica es entonces

(usando el Lema [A.0.1)):
|By| = / vol(S(pg,r))dr = Vn,l/ sin" L rdr = 2", 1By 2 (n, n)
0 0 2 \2 2

La igualdad del primer item, para p & B(pg, a), es un resultado esencial-
mente conocido (al menos la existencia de la constante K (S™, a), aunque su
valor exacto no parece estar presente en la literatura): considere la funcién
H(q) = G(S";p,q) — G(S"; —po, q). Entonces, ya que p, —po ¢ B(po,a), con-
cluimos que AH = 0 en esa bola. A partir del Teorema el valor medio
de H en S(po,r) con r < a es igual a H(pg) = G(S™; p,po) — G(S™; —po, po)-
Es decir,

1

vol(S(pn. 7)) G(S™;p,q) — G(S™; —pg, q))d
vol(S(po, 7)) /Jes(po,r)( (8" p,q) — G(S"; —po, q))dq

= G(8" p,po) — G(S"; —po, po)-
Entonces, reorganizando los términos

1

T G(S™ p. q)dq — G(S™p,
vol(S(po, 7)) /qES(po,r) (S™;p,q)dq (S™;p,po)

1
- G Sn; —po, da — G Sn; — Do, ,
vol(S(po,T)) /qes(mw) (S"; =po, a)dq — G(S"; —po, po)

llegamos a
/ (G(S";p,q) — G(S™;p, po))dq
q€S(po,r)
=/ (G(S"™; —po,q) — G(S"; —po, po))dg.
q€S(po,r)

Ahora, integrando ambos miembros de la igualdad justo de arriba cuando
q € B(po,a) obtenemos

// (G(S™;p,q) — G(S™;p,po))dg dr
0 JqgeS(po,r)
:// (G(S™; —po, q) — G(S"; —po, po))dq dr.
0 JqgeS(po,r)

En otras palabras, podemos asumir que p = —pg para acabar el calculo del
valor medio. Ahora se trata de un célculo sencillo: denotamos por

1

A= —
| Bal

/ G(S"; —po, ¢)dq — G(S™; —po, po)-
q€B(po,a)
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Entonces, a partir de las expresiones de |B,| y vol(S(po,r)) asi como las
relaciones del angulo doble tenemos:

1 a
A= / / G(S™; —po, q)dq — G(S™; —po, po)
‘Ba‘ 0 JqgeS(po,r)

_ ‘Bi‘ /0 " ol(S(po, )

2 s a
()n)k / sin2hntl L ogn=1 " g
0

Note que en el segundo igual hemos usado las igualdades
I—po—al*=4—lpo—ql>, Vpo,qeS",

o
lpo — qH2 = 4sin® 3 Yq € S(po,T).

Mediante el cambio de variable u = sin? 5 v la definicién de la funciéon beta

incompleta (A.0.7)) llegamos a

2 = (n)k SIS n_g
A= +5(1 —
nVnBSmZ%( Z (g+1)k/() w2 (1 —u)2" du

I3
I3
SN—"
ol

Il
()

2
T VB (5,3) 2 (k+1) (2 +
= K(8",a),

como afirmamos.
Ahora, suponemos que p € B(pp, a). Entonces,

/ G(S™;p,q)dg = (S™;p,q)dq — / G(S";p,q)dq
q€B(po,a) qesn q€B(—po,m—a)
- G("p.)da. (472
g€ B(—po,m—a)

ya que G(S™; p, -) tiene media cero para todo p € S™. Del primer item tenemos:
/ G(8"5p.0)dq = | Baa| (G(Ssp, —po) + K(S",7 — ).
q€B(—po,m—a)

sustituyendo en (4.7.2)) y dividiendo por | B,| llegamos a la expresién deseada,
para lo cual simplemente debemos tener presente la siguiente igualdad

n n)
)’
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110 CAPITULO 4. COTA INFERIOR PARA LA ENERGIA EN S"

hecho que se deduce de las relaciones cos (§ — a) = sina y sin (5 —a) = cosa.
O

Establecemos a continuacién algunas propiedades bésicas de K (S",a).
La primera solo muestra que K (S?, a) es igual a —1/2 — cot?(a/2) In cos(a/2)
bajo la constante multiplicativa —1/(2), que tiene sentido a la luz de (1.4.1)).

Lema 4.7.2. Tenemos

1 1 a a
K(S%a) = —— (—= — cot? LIncos & :
(S%,a) 27r< 5 cot 2mcosz>, para a € (0,7)
Ademds,
K(S",a) = o + o(a?)
U 2n4-4)V, ’
2
a
K", m—a)= K(S" - h.
(87 - @) = K(8"7m) = g + o)

Demostracion. Sin = 2, denotando s = sin? 5 tenemos

1 X $k+2

KO = s L G G+ B

Ahora, la suma infinita es una funcién analitica en el disco unitario complejo y
su segunda derivada es 37 s¥ = 1/(1 — s). Integrando dos veces deducimos
el valor de la suma infinita anterior que es s + (1 — s)In(1 — s). Todo junto,

tenemos

1 cos? % In cos?

a
K(S*a) = — 2
(8% a) 4 47Tsin2% ’
y la primera afirmacion queda demostrada. Para la segunda, observemos que
K (S™, a) es analitica compleja en el disco unitario. En efecto, a partir del

Lema uno puede comprobar que
2 Banza(3+1,73)
TLV Bsm 7(5 5)

2F s 2k+42
nvr Z(W” O(k"/2 4))% . (4.7.3)

y por el criterio del cociente para series se verifica que la serie es
convergente en el disco unidad y por el Teorema concluimos que K (S", a)
converge absoluta y uniformemente. Entonces, por el Teorema K(S™, a)
es analitica en el disco unidad. Por lo tanto, por el Teorema podemos
calcular su serie de Taylor en a = 0 término a término, y sélo el término
k = 0 tiene una segunda derivada no nula en a = 0, lo que da como resultado

K(S" a) <

2 Bsm 7( + 1 ) a2
K(S",a) = N= %).
S a) = B, 22(3,%) o) = Gy, Tol)
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Para probar la segunda asintética, denotemos

L(n) = lim — (K(S", 7) — K(S", 7 — a)).

Usando (A.0.8]) tenemos que

n n n n
BCOSM( +k+12> B(2+k+1,>—Bsinzg< +k+1)

1 B

’ %) Beos? 5 (% %) a Bios2 3 (%7 %) (%7 %) 7

y es facil comprobar que L(n) = Li(n) + La(n) donde

D[S | =

B (

Li(n) = 2 imii (n)x Bm?g(%,%)B(ngkJrl’%)’
nVna—>0a,2 —~ %+1) (k+1) BCOSQ%(%’%)B(%’%)
J(non
i =35 e e
2 cos? 2135 2

Tenemos que Li(n) <0, y por la cota superior elemental del Lema

_ > na 5B k+1,2
Li(n) > T4 im iz Z — () sin (n n+ +n 7n2),
n Vn a=0a k=0 (§+1)k(k+1) Bcosza(f 5)3(575)

de donde deducimos que L;(n ) = 0sin > 3. En cuanto a La(n), la asintética
a/2 ~ sina/2 (que implica a® ~ 4sin? %), la definicién de la funcién beta

incompleta (A , el teorema de convergencia mondétona y el cambio de
variable t = u S.in2 § dan sucesivamente

dt

1 s 11— )2 (n)(1 — )kt
29/ %>

=0, = sin” 5 Jo 2nV, B(3, (5 + l)k(k—i—l)

— lim 1 /bln 5 t§—1(1 _ t)f—l i (n)k(1 — t)k—i—l
a—0 sin? ¢ 2nV, B(g’,g) = (721 1)k(k+1)

. 1 (usln2 g) (1 — usin? %)%—1 i (n)p(1 — usin? a)k+1 .
a—0 o 2nV, B(%,2) = G+, (k+1) :

A partir de la cota superior del Lema el integrando estd acotado
superiormente por alguna constante C'(n) cuyo valor no necesitamos conocer.
Por lo tanto, podemos intercambiar limite e integral por el teorema de
convergencia dominada de Lebesgue obteniendo

N a1 & ()i(1 — usin? §)+!
L) = | 2nVB()ll>n<(u2> A RSN )d"'

k=0
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Finalmente, a partir del Lema[4.6.4] el limite justo de arriba es constantemente
igual a I'(§ + 1)I'(§ — 1)/I'(n). Usando la propiedad P.3 de la Seccién m
y (A.0.6)) llegamos a

y €l lema sigue. O

4.8. Una funciéon no negativa

Lema 4.8.1 (S"-anélogo al Lema |4.3.2). La funcién F':(0,2) x (0,7) — R
dada por
BCOSQ% ( )

Flt.a) = g(O) + K a) + 5y

Ny (g(\/ﬁ)—l—K(S”,ﬂ—a)),

con g(t) como en la Proposicion es no negativa.
A partir de (A.0.8) y las definiciones de g(t) y K(S", a), la funcién F(t, a)

puede escribirse como

03| o3
ISR
SN—

2 > (n)k
F(t,a) =
nVnBsinQ% (%7 %) kz:%) (% + 1)k(k + 1)
k+1 k+1
n n 12 n n 2
X BSIH2% <2,2) <1—4> +BCOSQ% (2,2> <4> +H(a)
donde

n n n n
BsinQ% (2+k+1a2)_Bsin2; (272+k+1>

Tomando ahora s = % y a = sin? § en F(t,a), el Lema queda implicado
por lo siguiente.

Proposicién 4.8.2. La funcién F : (0,1) x (0,1) = R dada por

5 R (n)k
F(s,a) = Z CESNE 1)Qk(s,a), donde

k=0
— (1 —s)1p (n n) k+1p. (n n)
Qk(saa) ( 3) a9y +s l—a 99
n n n n
Bo(Zak+1.2) B (224 k+1),
+ (2+ + 2) (2 2+ + >

es no negativa.
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Demostracion. Primero fijamos s y buscamos los minimos en Q(s,«) con
respecto a a. Tenemos

aaan(Sva) _ a%fl(l - Oz)%il[(l _ S)kJrl _ Sk+1 _|_ak+1 o (1 o a)k+1]7

lo que implica facilmente que Qx(s,a) es una funcién decreciente de « en
(0, s) y una funcion creciente de « en (s,1). Es decir, Q(s, ) tiene un minimo
global en o = s y consecuentemente también lo tiene ﬁ(s, a). Por lo tanto,
basta comprobar que ﬁ'(s, s) = 0, para todo s € (0,1). Resulta que

3700 = 5 g (e (5.5) -9 (5.5))

n n n
= B1 s (2, 2) 21 (Ln; 5t 1§5)

nn n
_BS (272)2F1 <1an72+171_3)

donde hemos aplicado (A.0.3) y (A.0.4) en el segundo y tercer igual, respec-
tivamente. Entonces F(s, s) es constante para s € (0,1). Probaremos que
limg_,0 F'(s,s) = 0 para concluir el resultado. Para este fin, definimos

B n n\ e (n)k
Ti(s) = B ( ) > E5), (iF 1)(1 — g)kt,

k=0
B n n\ e (n)
Ty(s) = Bi-s (2’ 2 kz:% (5+1), ’Zk + 1>8k+1’
& (n)k n n
T3(3)—§(3+1)k(k+1)33<2-|-k‘+1,2)7
e ()i non
T4(s)_’§(g+1)k(k+l)35<2,2+k+1).

Ast que F(s,s) = T1(s) + Ta(s) + T(s) — Ty(s). Ahora basta con comprobar
que cada T;(s) — 0 cuando s — 0, que es bastante inmediato a partir de los
lemas [A.0.2] and [4.6.3

(1—s)z7V
.- (n)k o4kt n 5%+1C(n)
Ty(s) < B 555, (s) < gl
WS ), Gt TS S
Ty(s) < / 511 — )5 718,(1 — t)dt < C(n)/ (1= )"2dt < C(n)s,
0 0

FATiMA LizARTE LOPEZ



114 CAPITULO 4. COTA INFERIOR PARA LA ENERGIA EN S"

como T;(s) > 0, para s € (0,1) y las cotas superiores recién obtenidas para
cada T;(s) verifican que tienden a 0 cuando s — 0, concluimos que T;(s) — 0
y, por tanto, F (s,s) = 0. Tenga en cuenta que cada aparicién de C(n) puede
ser una constante diferente. Con esto termina la prueba. 0

Corolario 4.8.3 (S"—andlogo al Corolario 4.3.3)). Sean po,p € S™ y a > 0.
Entonces,
1

7/ G(S™;p,q)dg < G(S";p,po) + K(S", a),
| Ba| q€B(po,a)

con una igualdad si p ¢ B(po,a).

Demostracién. Inmediata a partir de la Proposicién [£.7.1]y el Lema [£.81]
O
Nos encontramos ya en disposicion de presentar y demostrar el principal
resultado de este capitulo: una cota inferior de la energia de Green para la
esfera de dimension n.

4.9. Cota inferior para la energia de Green en S”

Recordemos que dados p1,...,py € S”, su energia de Green es
ES"(pla‘”va ZG 7pl7pj
i#]

Nuestro principal resultado de este capitulo es la siguiente cota inferior
para la energia de Green en S™:

Teorema 4.9.1 (Principal resultado). Sean p1,...,pn, N puntos en S™ con
n > 3. Entonces,
14+2/n
n - f—
ES"(pla"'apN)>* N2 2/”+0(N2 2/n)’

1-2/n+,2/n
(n2 — 4)V,i 2y 2

e
donde, recordemos, V,, es el volumen de S™.
Notese que se conocen resultados similares para la energia de Green en

espacios proyectivos [5), [12]. Para demostrar el Teorema se procede
exactamente igual que en la Seccién cambiando S? por S™:
(A) Escribimos la energia de Green como sigue:
2N &
Esn(p1,...,pn) = Y_G(S":pi, p;) 72/ G(S"; pi, q)dgq
i#£j n =1 qesn
N2
vz o G(S™;p, q)dpdy.
n p,q "

Observe que a partir de la Definicién [I.4.1] estas dos nuevas integrales
son cero.
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(B) Sean
N2
Upp = W/ G(S";p, q)dpdg =0
n Jp,geES™
2N
U=—-— [ G("pi,q)dg =0,
Vn S»

Uij = G(Sn;pz‘,pj

)s
U; G(S";p, q)dpdg = 0,
|B ’ B(p;,a) JS™

Uy = S"™; p, q)dpdg.
! \B\ /B(pz,ao /B<pj,a>

Definimos «, 8,7 y § por

ES”(plr . 7pN)

~

N N N
ZUBB-I-Zﬁi-I-Zﬁij—I-Z(Ui_U Z Z Uij)-
i=1 . i—1 —1 itj

a B 5

Procedemos a acotar y, cuando sea posible a calcular, los términos «, 3, 7y
y 0. De nuevo « > 0 a partir de la Proposicién [[.4.2] En efecto, basta
tomar

N
¥ X (e

y darse cuenta que
o= [ GEpawpn.
p,geS”

Por ser U; = U; = 0, es inmediato ver que § = 0. Como en la Seccion
y usando en este caso el primer item de la Proposicién tenemos

v = / / S"; p, q)dpdq
|B ’ Ph Ph
= / < G(S";p,q )dp—/ G(S™;p, q)dp>dq
|B |2 B(pi,a) \/S" B(—p1,m7—a)

S"; p, q)dpdq
|B| /pl, / —p1,T— a) )

N|Br_q n n
:‘72| (G(S™;—p1,q) + K(S",7 — a)) dg
[Bal>  /B(p1.0)
N|Br—al ;e cn . )
:M(K(S T —a)+ K(S", a) + G(S™; —p1,p1))
a
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_ N|Br_4|

=—g EE.T—a)+K(E,0) - K(S"m),

donde en la tltima igualdad hemos usado (4.7.1). Acotamos también
§ siguiendo el mismo método que en la Seccién [I.4} para cada i # j, a
partir del Corolario [£.8.3] tenemos

_ 1
Uij — Ui = G(S™;pi, pj) — 7/ / G(S"; p, q)dpdg
/ ! ! ’Ba’2 B(pi’a) B(pjaa)

1
> G(S";pi,pj) — —— (G(S™;pj,q) + K(S",a))dq
|Bal JB(ps,a)

> — K(S",a)+ G(S";pi, pj) — (G(S";pj, pi) + K(S",a))
= —2K(S",a).

Por tanto, llegamos a
0> —-2N(N - 1)K(S",a),
y concluimos:

FEsu(p1,...,pn) = — 2N(N — 1)K (S", a)
N|By_d|

+ -
| Bal

(K(S",m—a)+ K(S",a) — K(S",n)).
(C) La desigualdad anterior es vélida para cualquier a € (0, 7). En particular,
para valores suficientemente pequenos de a tenemos que |Br_q| ~ |B| =

V, v ademds, a partir de los lemas [£.7.2] y [A.0.3] la cota inferior puede
ser reescrita del siguiente modo

Egn(p1,...,pN) 2 — N(N - 1) ((n—fZ)Vn +0(a2)>
n NnV, ( —2a? o 2)>
Vit +o(@) \(n—2)(n+2)v, ' ")

Tomando a = CY2N~1/" con C > 0 una constante y n > 3 (a es
suficientemente pequetio), concluimos que

N2=2/n [ 2ncl—n/2
ES”(plu'”va)>_ <

— et N272/n )
nt 2 Vn+(n—2)Vn_1>+o( )

La constante C puede ser cualquier valor positivo. Es facil comprobar

C = ()" fximo d
que =\v €S un maximo de

n—1
_(C | c
Vn (’I’L — Q)Vn,1 '
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Considerando el valor éptimo de C' llegamos a
n1+2/n

2—2/n 2—-2/n
(n2 B 4) 111_2/71‘/277;]\7 + O(N )7

Egn(p1,.--.pN) 2 —
finalizando la prueba del Teorema [4.9.1]

4.10. Experimentos numéricos

A la luz de , vemos que la cota inferior proporcionada por el
argumento anterior en el caso n = 2 es sorprendentemente precisa. En el
caso de S™ para n > 3 no hemos encontrado cotas superiores de la energia de
Green con las que comparar, por lo que hemos realizado algunos experimentos
numéricos para dar una idea de la agudeza de nuestro resultado. En la Figura
representamos el valor minimo (hallado numéricamente por un método
estandar de gradiente riemanniano) de la energia de Green con n = 4 para
un nimero creciente de puntos. Este grafico sugiere que nuestra cota inferior
es de nuevo bastante precisa en dimensiones mas altas.

2 T T T T T T T % ®

% Energia de los puntos de energia minima calculados
Cota inferior a partir del Teorema 4.9.1

Energia de Green
{2}
T

-10 -

12 N

Figura 4.10.1: El minimo de la energia de Green para valores crecientes del
nimero de puntos NN, se compara con la cota inferior proporcionada por
el Teorema (linea continua) en el caso n = 4. Los puntos de energia
minima se han obtenido utilizando la funcién de Matlab fminsearch, y las
cruces en las mismas lineas verticales corresponden a los minimos locales
calculados por Matlab para diferentes puntos de partida.
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Futuras lineas de investigacion

A la luz de los trabajos [51), [16], [I7] surgen los siguientes problemas
abiertos:

Problema abierto 1. ;Los polinomios ortogonales respecto al producto
escalar de Sobolev proporcionarian mejores resultados que los ofrecidos
por los polinomios de Zernike para detectar aberraciones opticas en los 0jos
humanos y calibrar diferentes dispositivos opticos?

Problema abierto 2. Encontrar una formula explicita para una familia
de polinomios de grado N cuyo numero de condiciéon es como mdximo N,
vdlido para cualquier N natural.

Problema abierto 3. ;Fuxiste la posibilidad de controlar el error cometido
al acotar el término « y & en nuestro método desarrollado en el Capitulo [§)?
¢Se podria dar una cota inferior mejor para Cog a partir de la modificacion
de nuestro método?

Problema abierto 4. ;Se podria aplicar el método desarrollado en el
Capitulo [4] para obtener cotas inferiores de la energia de Green para otras
variedades?

La repuesta es afirmativa para variedades armonicas y se trata de un
trabajo que hemos realizado recientemente y enviado a una revista para su
publicacién. Una primera version se puede ver en [12].
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APENDICE

Algunas funciones especiales

El contenido de este apéndice es estandar y estd tomado principalmente
de [23] y [39]. En él recopilamos las definiciones y propiedades bésicas de
algunas funciones especiales que son usadas en mas de una ocasién en los
diferentes capitulos.

[A.0.1 Funcion gammal. . . . . . . ... ... 121
[A.0.2  Simbolo de Pochhammer y Ia serie hipergeométrica de |

Gausd . . . ... 122
[A03 Funciénbetal . . . .. ... Lo 122

A.0.1. Funcién gamma
La funcién gamma, I'(+), es una aplicacién que extiende el concepto de
factorial a los ntimeros reales y complejos. Para Re(z) > 0, se define como

+oo
I'(z) = / e tdt. (A.0.1)
0

Puede ser extendida a todo el plano complejo por continuidad analitica,
excepto a los enteros negativos donde la funcién presenta polos simples. A
continuacién, destacamos algunas propiedades fundamentales:

P.1. T(1/2) = /7.
P2. I'(n) =(n—1)!, neN.

P3. I'(z+1) =2I'(2), z€ C\ Z,; .

I(z+1) = izF(z) =2I"(2) + ().

PA4.
dz

a
dz
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P.5. I'(z) #0, Vz € C.

P.6. Férmula de duplicacién de Legendre:

1 k
I'(z)I (z + 2) = 21722\ /71(22), 2 € C\ {2 c ke Zg} :
P.7. Férmula de reflexién de Euler: I'(1 — 2)I'(z) = ,L, z€ C\Z.
sin(mz)

A.0.2. Simbolo de Pochhammer y la serie hipergeométrica
de Gauss

Sean € Cy k > 0 un entero. El simbolo de Pochhammer, denotado por
(n)k, se define como

n)g=nn+1)---(n+k—-1), (n)=1. (A.0.2)
Claramente, (1), = k!, y si n,n+k no son cero ni enteros negativos, entonces

=120

Recordemos que la serie hipergeométrica de Gauss es analitica en |z| < 1y
definida por una serie de potencias

= (@)g(b) 2~

oFi(a,b;c;z) = Z , (A.0.3)
k=0 (C)k k!
con a,b,ce Cyc#0,—1,-2,..., por tanto, es indefinida para los enteros

¢ < 0. Si a,b o ambos, son enteros no positivos, la serie (A.0.3) tiene un
numero finito de términos, convirtiéndose en un polinomio de grado —a, —b
o min{—a, —b}, respectivamente. Una férmula util es (véase [39, pag. 1008,
(9.131.1)]):

oFi(a,b;c;z) = (1 — z)c_“_bgFl(c —a,c—b;c; 2). (A.0.4)

A.0.3. Funcién beta

Se define la funcién beta de Euler como

1 o) a—1
B(a,ﬂ) _ /0 tafl(]_ — t)ﬁfldt = /0+ W, Re(a), Re(ﬁ) > 0.
(A.0.5)

y claramente es simétrica, es decir, B(«, ) = B(8, a). Puede expresarse en
términos de la funcién gamma como

(A.0.6)
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Se verifica que
1
B(a,a) =2'72°B (2, a> .

Ademas, la funcién beta puede generalizarse del siguiente modo

B.(a, B) :/0 1L — )Pt = TR, 1 - fra+ Lix),  (A0)

recibiendo el nombre de funcién beta incompleta. Se cumple que
B(Oé,ﬁ) = Bz(aaﬁ) +Blfz(ﬁaa)~ (A08)

Mediante el cambio de variable r = ﬁ, puede expresarse de la siguiente

forma

Ta—l

By(a, B) = /Ol_z Wdr-

Lema A.0.1. Para todo r € [0, 7] tenemos

,
. n—1 1 nn
/0 sin"” " tdt = 2" Bgin2 = (2, 2) ,

L _ nn
/r sin" ttdt = 2" 1Bcos2g (2,2>.

Demostracion. En ambos casos, las funciones involucradas tiene el mismo
valor en r = 0 o r = 7 respectivamente, son de tipo C* y sus derivadas
coinciden, por lo tanto, son iguales. O

Lema A.0.2. Para 0 < s <1 ya,pB € (0,00) se cumple:

(1—s)f1s s“

(0}

=(1 —3)5—1/0 t*1 < By(a, B) g/o ttdt =

(0}

Lema A.0.3. Para o, € (0,00) y a > 0 suficientemente pequenio tenemos

que,

a?a

Bginza (o, B) = 220 g +o(a®).

sin2 &
sin B)

Demostracion. Basta usar el Lema[A.0.2]y a continuacion, aplicar el Teorema
de Taylor a cada una de dichas cotas. O
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APENDICE

Codigo de la prueba computacio-

nal del Teorema 3.3.1 cuando
M < 4.

En este apéndice mostramos el cédigo implementado para llevar a cabo
la prueba computacional del Teorema para M < 4. El cédigo tiene
comentarios sobre las distintas 6rdenes. El argumento de entrada es M y la
funcién devuelve:

= La expresion de Py.
= El cuadrado de la norma de Bombieri-Weyl de Py.

= El valor del cociente del condicionamiento al cuadrado de Py entre
N2.

Es importante tener presente que se ha seguido la explicacién de la Seccion
para el célculo de la expresién de Py, y para su condicionamiento
hemos aplicado la férmula , donde interviene la norma de Bombieri—
Weyl definida en . Finalmente, llamamos al bloque implementado en
wxMaxima haciendo uso de una lista para que nos muestre estos calculos de
los polinomios correspondiente al considerar M € [1,4]. Esto se puede ver en
las dos paginas siguientes.

Observe que la lista obtenida del condicionamiento al cuadrado de Py
entre N? es:

[0.0625,0.02634676461173857,0.01255690143219006, 0.007264097713449253]

cumpliéndose asi que pinorm(Py) < N = min(N, (19/2)v/N + 1), para M €
[1,4], como queriamos comprobar.
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Polinomio(NumeroParalelos):=block([M:NumeroParalelos,N,L_rj,L_hj,L_Tjk:1,j:0,s,
P:1,L_raices,L_raicesF,L_raicesG,Cond2,
max:-1,Cociente,Norm?2,Pexp],

N:4*¥M" 2, /* Definimos el total de puntos*/

L_rj:makelist(0,i,0,M-1), /* Lista para almacenar los valores de rj, j=1,...,M*/

L_hj:makelist(0,i,0,M-1), /* Lista para almacenar los valores de h;, j=1,...,M*/

L_Tj:makelist(0,i,0,M-1), /* Lista para almacenar los valores de T;, j=1,...,M*/

L_raices:makelist(0,i,0,4*M-1), /* Lista para almacenar las raices de Px*/

while j<4*M do(

L_raices[j4+1]: %e” (2* %pi* %i*j/(4*M)), /* Guardamos raices paralelo M*/
ji+1

).

while k<M dof(

L_rj[k]:4*k, /* Guardamos valores de rj en su lista*/
L_hj[k]:1-4*k"2/N, /* Guardamos valores de h; en su lista*/
L_Tj[k]:sqrt((14+L_hj[k])/(1-L_hj[k])), /* Guardamos valores de T;*/
s:0,
L_raicesF:makelist(0,i,0,L_rj[k]-1), /* Lista para guardar (z"(rj)-T"(rj)) */
L_raicesG:makelist(0,i,0,L_rj[k]-1), /* Lista para guardar (z"(rj)-(1/T)"(rj)) */
/* Fijese que en cada iteracién del bucle estas listas son redefinidas*/
while s<=L_rj[k]-1 do(
L_raicesF[s+1]:L_Tj[k]* %e" ((2* %pi* %i*s)/L_rj[k]),
L_raicesG[s+1]:(1/L_Tj[k])* %e™((2* %pi* %i*s)/L_rj[k]),
sis+1

),
/*Afadimos a la lista de raices que tenfamos las nuevas calculadas*/

L_raices:append(L_raices,L_raicesF,L_raicesG),

P:P*(2" (L_ik)-L_Tilk]" (L_rilk]))*(z (L_ri[K))-L_Ti[k]"(-L_ri[K])),

kik+1

),
P:P*(z"(4*M)-1),  /*Expresién final del Polinomio Py*/
Pexp:expand(P),
Norm2:sum(coeff(Pexp,z"i)*2/binomial(N,i),i,0,N), /*Norma Bombieri-Weyl*/
while k<N do( /*Condicionamiento al cuadrado de Py en cada raiz*/

Cond2:N*(1+abs(L_raices[k])*2)"(N-2)*Norm2

/abs(substitute(z=L_raices[k],diff(P,z)"2)),

if Cond2>max then max:Cond2,  /* Voy almacenando el maximo del condicio-
namiento al cuadrado de P en cada raiz. Al final, en la variable max se encuentra el
maximo de estos valores, luego el condicionamiento al cuadrado de P*/

kik+1

).
Cociente:max/N"2, /*Comparo el condicionamiento al cuadrado de Py con N2*/
print("Para M=",M,"El polinomio es: ", P," La norma de Bombieri-Weyl al cuadra-
do del polinomio es: ",float(Norm2)," El condicionamiento de P_N entre N"2 es:
" float(Cociente))

)$
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makelist(Polinomio(M),M,1,4);

Para M=1 El polinomio es:
7t -1

La norma de Bombieri-Weyl al cuadrado del polinomio es: 1,0
El condicionamiento de P entre N"2 es:

0,0625

Para M=2 El polinomio es:

1
4 4 L 8 _
(z —49) (z —49) (z 1)
La norma de Bombieri-Weyl al cuadrado del polinomio es:

3,640659798344096

El condicionamiento de P entre N™2 es: 0,02634676461173857

Para M= 3 El polinomio es:

(24 — 289) <z4 — 2;9) (28 — 21?) (28 — 21&) (212 — 1)

La norma de Bombieri-Weyl al cuadrado del polinomio es:
6,842757338340481
El condicionamiento de P entre N"2 es:

0,01255690143219006

Para M= 4 EIl polinomio es:

<z4 - 961) <z4 - 9;) (28 - 2401) <28 - 24101>

1 14 12 4 16
bttt il bl ~1
x <Z 531441 ) (Z 148035889) (Z )

La norma de Bombieri-Weyl al cuadrado del polinomio es:
10,44761139456852
El condicionamiento de P entre N™2 es:

0,007264097713449253
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Las contribuciones cientificas originales incluidas en esta tesis doctoral son el
resultado de tres articulos. En el primero estudiamos un producto escalar de
Sobolev creado a partir de una modificacion del producto escalar clasico sobre la
bola unidad de dimensién d, que involucra un término extra conteniendo a las
derivadas en la direccion normal. En el segundo trabajo, encontramos una
secuencia explicita de polinomios univariados bien condicionados. Esto ofrece una
respuesta mas explicita que las anteriormente conocidas a un problema planteado
por Shub y Smale en 1993. En el tercer articulo, mostramos una prueba alternativa
de la mejor cota conocida hasta la fecha para la energia logaritmica en la esfera
usual. Ademas, generalizamos esta demostracion para obtener nuevas cotas
inferiores para la energia de Green en la n-esfera unidad.

The original scientific contributions included in this doctoral thesis are the result of
three papers. In the first one, we study a Sobolev inner product formed from a
modification of the classical inner product on the unit ball of dimension d, which
involves an extra term containing the outward normal derivatives. In the second
work, we find an explicit sequence of well-conditioned univariate polynomials. This
offers a more explicit answer than those previously known to a problem posed by
Shub and Smale in 1993. In the third article, we show an alternative proof of the
sharpest known lower bound for the logarithmic energy on the usual sphere. In
addition, we generalize this proof to get new lower bounds for the Green energy on
the unit n-sphere.
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