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INTRODUCCION

Esta tesis doctoral se ha realizado en la Universidad de La Laguna, dentro del programa de
Doctorado en Matematicas y Estadistica que se imparte conjuntamente con otras cuatro
universidades espafolas. En este programa se congregan diversas areas de conocimiento con
los objetivos de proporcionar y facilitar la formacién avanzada en materia de investigacion en
diversas ramas de las Matematicas, ademas de promover la interdisciplinariedad e
internacionalizacién de los resultados de la investigacion. Especificamente, el trabajo que se

presenta en esta memoria se sitUa en el area de conocimiento de Didactica de la Matematica.

La investigacion comenzd en el curso 2015/2016 con la realizacidon de un estudio exploratorio a
partir del cual se presentd el Trabajo Fin de Master: “Aportaciones de la Geometria Dindmica
para el desarrollo de la Actividad y Competencia Matemdtica en la Resolucién de Problemas
de Variacién" (Hernandez, 2016), como complemento formativo del programa de doctorado.
Esta primera experiencia, ademas de servir de estudio piloto a la investigacion, permitio
alcanzar dos de los objetivos que se propusieron en el plan de investigacién: primero,
caracterizar el tipo de conocimientos matematicos, en términos de comprensidén matematica,
que necesitan los futuros profesores de Educacion Secundaria para ser capaces de desarrollar
actividades de resolucion de problemas en el aula haciendo uso de tecnologias digitales vy,
segundo, adaptar una propuesta de actividades en resolucién de problemas incorporando
recursos tecnolégicos basada en dicha caracterizaciéon. Como fruto de esta experiencia inicial

se presentaron las siguientes comunicaciones en congresos nacionales:

e Taller: “Describir el Conocimiento Matemdtico para Profesores de Secundaria que se
identifica en estudiantes cuando resuelven un problema con tecnologia”. XX Simposio
de la Sociedad Espafola de Investigacién en Educacién Matematica. Malaga.
Septiembre 2016.

e Comunicacion: “Estudio del conocimiento matemdtico de estudiantes de grado en
matemdticas cuando resuelven un problema con GeoGebra”. Xl Reunidn
Interuniversitaria sobre Formacion del Profesorado e Investigacién en Educacion
Matematica. ULPGC. Enero 2017.

Este documento incorpora firma electrénica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segun la Ley 39/2015.
La autenticidad de este documento puede ser comprobada en la direccidn: https://sede.ull.es/validacion/

I dentifi cador del docunento: 3177683 Codi go de verificaci 6n: DrhewRko

Firmado por: Sergio Alexander Hernandez Hernandez Fecha: 26/01/2021 11:42:34
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Matias Camacho Machin 26/01/2021 12:00:32
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Josefa Perdomo Diaz 26/01/2021 12:47:47
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Maria de las Maravillas Aguiar Aguilar 19/03/2021 11:28:45

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

9/186



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada
N° registro: 2021/6406
N° reg. oficina: OF002/2021/6320
Fecha: 28/01/2021 21:35:45

¢ Comunicacion: “El Problema del Tunel”. XXXV Jornadas de la Ensefanza y el
Aprendizaje de las Matematicas de la SCPM *“lsaac Newton”. Las Palmas de Gran
Canaria. Febrero 2017
Ademas, a partir de este trabajo se pudieron hacer dos estudios de casos particulares que
dieron lugar a dos publicaciones cientificas (Hernandez, Perdomo-Diaz, & Camacho-Machin,
2017; 2019 a). En estas se presentaron los resultados de dicho estudio piloto sobre la
comprensidon matematica para la enseflanza, en un contexto de uso de tecnologia para la

resolucién de problemas.

La siguiente tarea que se abordd en el doctorado fue el disefio y puesta en marcha de una
nueva experimentacion, de la que se detallan los resultados en esta memoria. El disefio fue
realizado, en gran parte, con la colaboracién del Centro de Investigacién y de Estudios
Avanzados (CINVESTAV) del Instituto Politécnico Nacional, Ciudad de México. Esta
colaboracién se llevé a cabo en una primera estancia realizada en junio y julio de 2017,
motivada por las directrices del programa de Doctorado que promueve la internacionalizacién
de la investigacidn y amparada por el Convenio de Cooperacién que hay entre el
Departamento de Matematica Educativa del CINVESTAV y el drea de Didactica de la
Matematica de la ULL.

La experimentacion se realizd durante el primer cuatrimestre del curso 2017/2018. A
continuacion, se comenzd con el analisis de los datos recogidos tras la aplicacion en el aula de
dicha propuesta de ensefianza y se llegaron a establecer las primeras implicaciones, tanto
metodoldgicas como didacticas, que se podrian desarrollar con los profesores en formacién
para impulsar su comprension matematica en torno a la resolucién de problemas con
tecnologia. Fruto del analisis inicial de los resultados nacionales e internacionales se

presentaron las siguientes comunicaciones en congresos nacionales e internacionales:

¢ Comunicacion: “Reflexionando sobre una situacién que surge en clase”. XXXVI| Jornadas
dela Enseflanzay el Aprendizaje de las Matematicas de la SCPM “Isaac Newton”. Puerto
del Rosario. Noviembre 2017

« Comunicacion: “Tecnologia y resolucion de problemas en la formacién de profesores
de matemdticas. Acontecimientos para la ensefianza y aprendizaje en educacion
secundaria”. VIl punto de Encuentro de Jovenes Investigadores en Matemdticas.
Diciembre 2017.
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¢ Comunicacion: “. 42nd Annual Meeting of the International Group for the Psychology
of Mathematics Education. Umea. Julio 2018.
¢ Comunicacidon: “;y por qué? Introduccién a los estudiantes en una tarea del quehacer
matematico: justificar”. XXXVII Jornadas de la Enseflanza y el Aprendizaje de las
Matematicas de la SCPM *“Isaac Newton”. La Laguna. Noviembre 2018
« Comunicacion: “Task Designed for Training Secondary Mathematics Teachers Using
Technology”. Eleventh Congress of the European Society for Research in Mathematics
Education. Utrecht. Febrero 2019.
Ademds, a partir de los primeros resultados de investigacidn obtenidos, se generaron varias
publicaciones, en el &mbito nacional (Camacho-Machin & Herndndez, 2017; Camacho-Machin,
Perdomo-Diaz, & Hernandez, 2019) e internacional (Herndndez, Perdomo-Diaz, & Camacho-
Machin, 2018 a; 2018 b; 2019 b). Las primeras conclusiones indicaron que, de la actividad de
resolucion de problemas con GeoGebra, surgian situaciones de aula interesantes para tomar
como punto de partida en la formaciéon de profesores de matematicas de educacidon

secundaria.

En la ultima fase del programa de doctorado, se desarrollé un analisis mas profundo del tipo
de actividad matematica que provoca el uso de GeoGebra en la resolucién de problemas y
cémo estos pueden ser aprovechados en la formacion de futuros profesores. Parte de este
analisis se desarrollé durante la segunda estancia en el CINVESTAV en octubre de 2018, que
ademas se utilizd para discutir los primeros resultados publicados y los avances que se

presentan desarrollados aqui.

La tesis doctoral estd estructurada en cinco capitulos, denominados: Problema de
Investigacion, Marco Conceptual, Metodologia, Presentaciéon y Discusidon de Resultados y, por

ultimo, Conclusiones y Perspectivas de Futuro.

En el Capitulo 1, Problema de Investigacidn, se hace una breve introduccién al papel de las
tecnologias digitales en la educacién actual. Se incide en como incluirlas dentro de la
formacion de profesores de matematicas de Educacién Secundaria, presentando diferentes
marcos sobre el conocimiento del profesor que abordan el uso de las tecnologias
directamente, o que han sido adaptados para ello. Ademas, se presenta la investigacion previa
inicial sobre el uso de GeoGebray su implicacién en la formacién docente, que se realizé como

punto de partida del programa de doctorado. El capitulo termina con el planteamiento de los

n
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objetivos de la investigacidon que se presenta en esta memoria.

En el Capitulo 2, Marco Conceptual, se establece lo que entendemos por Comprensiéon
Matemadtica para la Enseflanza en Secundaria (Heid, Wilson, & Blume, 2015) para atender a
eventos, o situaciones de aula, provocadas por el uso de GeoGebra en la resoluciéon de
problemas matematicos. Para ello, se hace una introduccidn a las tres perspectivas desde las
qgue se estudia esa comprension matematica: Competencia Matematica, Actividad
Matematica y Contexto Matematico de la Ensefianza (Heid, Wilson, & Blume, 2015). Y para cada
una de ellas, se revisan otras fuentes que conectan el uso de GeoGebra con los aspectos y
acciones que se combinan para darles forma. De esta manera, se consigue analizar los datos y
discutir los resultados de la investigacion y justificar cémo las actividades propuestas en la
experimentacioén, proporcionan una oportunidad para desarrollar la comprensiéon matematica

de futuros profesores.

En el Capitulo 3, Metodologia, se describe el contexto de la investigaciéon, una asignatura de
formacion docente dentro del Grado en Matematicas; los participantes, estudiantes
universitarios con interés en la ensefanza de las matematicas; las actividades propuestas
dentro del Taller de Resolucién de Problemas con GeoGebra (TRPG), que incluye el analisis de
situaciones de aula, la resolucién de problemas usando GeoGebra y un ejercicio de auto-
reflexion; la recogida de datos, que incluyen documentos escritos, construcciones de
GeoGebray videos del desempeno de los participantes dentro del aula;y el proceso de analisis,

organizado por cada uno de los objetivos de la investigacion.

En el Capitulo 4, Presentacion y Discusidon de Resultados, se presenta el analisis de los datos
recogidos y seleccionados para obtener los resultados. Estos se clasifican segdn el tipo de

andlisis aplicado, es decir, una categoria para cada objetivo de investigacion.

En el Capitulo 5, Conclusiones y Perspectivas de Futuro, se justifican los logros obtenidos para
cada uno de los objetivos propuestos. De esta forma se presentan tres bloques de
conclusiones, el primero recoge los aspectos mas importantes de la Actividad Matematica que
se identifican a la hora de usar GeoGebra en la resolucién de problemas. El segundo presenta
una clasificaciéon de los participantes de la investigacidn que corresponde a sus habilidades a
la hora de realizar las actividades propuestas. El tercero, y Ultimo apartado, presenta una

sintesis de las reflexiones de los participantes y cdmo estas los acercan a la practica docente.
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Finalmente, a modo de problema abierto se presentan algunos aspectos para investigar en el

futuro.
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Capitulo I. PROBLEMA DE INVESTIGACION

En la dltima década, con la irrupcién de las tecnologias digitales y las redes sociales, los
modelos clasicos de educacion han sido cuestionados. En el debate sobre el futuro de la
Educacion Secundaria aparece la pregunta ¢ de qué maneray en qué medida deben intervenir
las nuevas tecnologias? Teniendo en cuenta la cantidad de posibilidades que ofrece la
tecnologia, dentro y fuera del aula, para dar respuesta a parte de las demandas de innovacion.
Algunas de las cuestiones abordadas desde la Didactica de la Matematica son: ;Cuales de

estas herramientas digitales son Utiles en la escuela? ; Qué pueden ofrecer?

En respuesta a esas preguntas Santos-Trigo y Reyes-Martinez (2018) defienden que en la
practica docente debe realizarse un uso coordinado de las tecnologias. Pudiendo incorporar
dispositivos electréonicos (tabletas o mdviles), el uso de webs o aplicaciones que funcionan
como plataformas de comunicacién (Google Classroom, Padlet, Mensajeria instantanea...), la
consulta a plataformas de recursos (Khan Academy, Youtube, Wikipedia...) y, de forma mas
especifica, el uso de tecnologias disefladas para la actividad matematica como WolframAlpha
y GeoGebra, entre otras. Una de las propuestas realizadas por los investigadores,
experimentada con estudiantes de maestria en Educacién Matematica, consistid en dirigir la
actividad de resolucién de problemas dentro de este entorno tecnoldgico, en el que incluian
la construccién de un modelo dindmico en GeoGebra para buscar la solucién y extender los
problemas. Sus conclusiones revelaron que, el uso de GeoGebra, influyé en la forma de los
razonamientos matematicos de los participantes, ya que les permitié identificar e interpretar

conceptos geométricos clave.

Por otra parte, hay que tener en cuenta que la tecnologia evoluciona constantemente, y afecta
no solo a actualizaciones técnicas o a la ampliacién de herramientas sino también a la
estructura y filosofia que la envuelve. En este sentido, cuando se revisan las investigaciones
didacticas relacionadas con el uso de GeoGebra, este aparece denominado como un Sistema
de Geometria Dinamica (SGD), ahora bien, si se revisan las opiniones de los usuarios, se podra
encontrar referencias a GeoGebra como un software de matematicas que reline geometria,
algebra, hoja de calculo, graficos, estadistica y calculo en un paquete facil de usar y util para

cualquier nivel (GeoGebra GmbH, 2019). También es frecuente encontrar referencias a
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GeoGebra como grupo, comunidad o red de usuarios de diferentes paises que comparten
recursos de matematica dindmica para la educacién en ciencias, tecnologia, ingenieria y
matematicas (STEM: Science Technology Engineering & Mathematics). De esta forma, al hablar
de GeoGCebra, se puede considerar que integra el uso del SGD con la plataforma de
comunicacién en la que se pueden compartir recursos. Esto es signo de que alrededor del
proyecto de la utilizacion de GeoGebra en las aulas, se ha desarrollado una comunidad
internacional de usuarios interesados en la ensefianza de las matematicas y otras ciencias con
apoyo de GeoGebra. En esta investigacién, en cambio, se planteé un entorno tecnolégico
limitado a un uso de GeoGebra como un SGD ventajoso para la resolucién de problemasy a

una comunicacion restringida de los resultados entre los participantes y el profesor.

Se eligié el GeoGebra como recurso tecnoldgico para la investigacién por distintas razones. Por
un lado, esta extendido ampliamente en la comunidad educativa, hay muchos profesores que
lo introducen en la educacién secundaria (también en primaria) por su facilidad de manejo,
naturalidad y sencillez de la interfaz (Sdnchez-Munoz, 2011). Por otro lado, que sea libre su
distribuciéon y que se pueda usar en distintos dispositivos como ordenadores, tabletas y
smartphones es sin duda otro punto a favor de su expansién (Ascanio-Zarate, 2014), ademas
permite diseflar applet que se pueden incrustar en libros interactivos o webs (Santos-Trigo &
Camacho-Machin, 2018). Esta valoraciéon del GeoGebra estd avalada por otros autores e
investigaciones (Godmez-Chacdn & Escribano, 2014; Granberg & Olsson, 2015) que también
reconocen al GeoGebra como un SGD que permite integrar las distintas representaciones de
un objeto matematico desde las vistas algebraica, vista grafica y la hoja de calculo. Las tareas
gue analizaron en estas investigaciones muestran como el uso del GeoGebra permite definiry
manipular objetos matematicos, al utilizar diferentes herramientas' y observar de forma
simultanea el objeto en las diferentes representaciones. Es por ello, que los usuarios pueden, y
se ven en la necesidad de interpretar y evaluar sus acciones sobre el SGD. De esta forma, se
puede convertir un ejercicio matematico en una actividad para poner en marcha la creatividad

y el razonamiento matematico al implementar diferentes estrategias para aproximarse a la

' Las herramientas permiten crear nuevos objetos con un simple clic. Se activan con el botén correspondiente situado,
habitualmente, sobre la vista grafica en una barra superior. En este trabajo identificaremos las herramientas
escribiendo su nombre en cursiva. Por ejemplo, si escribimos Recta hacemos referencia a la herramienta que
llamando a un comando de GeoGebra permite afiadir una recta a la vista grafica a partir de dos puntos.
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solucién (Santos-Trigo, Camacho-Machin, & Olvera-Martinez, 2014).

Realizar tareas de matematicas integrando el uso del GeoGebra, ofrece la oportunidad de
plantearse preguntas, hacer conjeturas, representar objetos y explorar sus propiedades
matematicas (Santos-Trigo, Reyes-Martinez, & Ortega-Moreno, 2015). Se le presenta al profesor
un nuevo reto: integrar tareas donde los estudiantes de secundaria hagan uso de tecnologias
digitales. Investigaciones en las que los participantes realizan tareas y actividades en las que
se usa algun SGD (Acosta, Mejia, & Rodriguez, 2011, Contreras, 2014, Iranzo & Fortuny, 2009) han
mostrado cdémo, trabajar sobre un entorno que permite la experimentacién, posibilita la
formulacién de conjeturas, que son expresadas de una forma mdas o menos rigurosa
dependiendo de la comprensién matematica de los usuarios. Los problemas o tareas de esta
investigacion, mostraron que el uso de la tecnologia es totalmente necesario para seguir un
proceso que va de lo experimental a lo formal, pasando por el descubrimiento de propiedades.
Como elementos necesarios aparecen la observacion del movimiento, la cuantificaciéon de
atributos y la posibilidad de dar con la solucién por un camino diferente al seguido con lapizy
papel. También quedan registradas en las investigaciones, dificultades en el uso de la
tecnologia, que pueden derivarse de obstaculos cognitivos previos o en la carencia de
conocimientos tedricos y, por tanto, es necesaria que las intervenciones del profesorado
puedan guiar a sus estudiantes cuando formulan una conjetura y decidir hasta qué punto se
debe profundizar en el proceso de su justificacion matematica. Santos-Trigo, Reyes-Martinez
y Ortega-Moreno (2015), indican que el uso de tecnologia producird cambios en la ensefanza-
aprendizaje de las matematicas y sefalan ademas que:

El uso de la tecnologia digital ofrece a los estudiantes la oportunidad de

ampliar formas de razonar sobre los problemas. Sin embargo, representary

explorar tareas matemdticas mediante el uso de tecnologias digitales

presenta nuevos desafios para los profesores, entre los que se incluye el

desarrollo de cierta habilidad en el uso de estas herramientas para analizar

qué cambios en los contenidos y la prdctica docente deben tenerse en

cuenta. (pag. 256)
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I.1. INVESTIGACION PREVIA

Como investigacidon previa de esta tesis doctoral, se desarrollé una investigacién con el objeto
de conocer cémo se puede integrar GeoGebra en tareas matematicas. Se disefd una
experimentaciéon para analizar la formacidn inicial de profesores, cuando los estudiantes del
Grado en Matematicas eligen asignaturas relacionadas con la Didactica de la Matematica. En
ese momento, se buscaba esbozar cual es el conocimiento matematico que debian mostrar
los futuros profesores de matematicas en la Educacién Secundaria, en un entorno donde la
tecnologia esta presente. El estudio realizado se centrd en un grupo de estudiantes de cuarto
Curso que realizaron una tarea que integraba la resolucién de problemas con el uso de
GeoGebra, para lo cual se utilizdé un protocolo de resolucidn. Este protocolo tenia como objeto
enfatizar las diferentes posibilidades que ofrece GeoGebra, planteando tres aproximaciones de
la solucién (dinamica, numérica y algebraica), una extensiéon y contextualizacion del problema.
Para este trabajo se eligid6 un marco de referencia centrado en la comprensién de las
matemadticas que debe tener un profesor de matematicas de Educacién Secundaria, el
denominado Mathematical Understanding for Secondary Teaching (Heid, Wilson, & Blume,
2015), que se describe con todo detalle en el Capitulo Il de esta memoria. EIl MUST describe las
perspectivas Competencia Matematica, Actividad Matematica y Contexto Matematico de la
Enseflanza descomponiéndolas en una serie de componentes o aspectos. En esta
investigacién no se analizé la tercera perspectiva del marco, ya que, la tarea que fue fruto del
andlisis no incluia intervenciones docentes reales, ni hipotéticas. Los objetivos que se
establecieron para ese estudio fueron: i) Identificar las componentes de la Competencia
Matemadtica que muestran los estudiantes al utilizar un protocolo de resolucién de problemas
gue guia las aproximaciones dindmica, numeérica y algebraica y ii) Identificar las componentes
de la Actividad Matematica que muestran los estudiantes al utilizar un protocolo de resoluciéon
de problemas que guian las aproximaciones dindmica, numéricay algebraica. La identificacion
de las componentes de la Competencia y Actividad Matematica podrian ser usadas para
configurar una serie de materiales, basados en la resolucién de problemas haciendo uso de

SGD, para la formacidén de profesores de Educacién Secundaria.
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Un elemento fundamental tanto de la investigacidon previa como de la investigacion que se
presenta en esta memoria lo constituye lo que se va considerar como resolucién de problemas
con tecnologia. La fuente principal para establecer nuestra concepcién son los planteamientos
propuestos por Santos-Trigo y Camacho-Machin (2013)2. En este primer estudio, fue
especialmente relevante la idea de resolver un problema desde tres aproximaciones:
dinamica, numérica y algebraica. Entonces, se pretendia tener una vision general de la

influencia de GeoGebra en el desarrollo del MUST de los estudiantes y, segun los autores:

[L]os estudiantes que van a desarrollar una comprension conceptual de las
ideas matemdticas y la competencia para resolver problemas, deben
pensar en diferentes formas de resolver un problema o examinar un
concepto matemdtico. En este contexto, los enfoques visual y empirico
utilizados previamente para explorar el problema proporcionan una base
para introducir otros enfoques. Argumentamos que cada aproximacion del
problema hace que el resolutor piense en el problema de diferentes
maneras y, también, le hace usar diferentes conceptos y recursos para

resolverlo. (Santos-Trigo y Camacho-Machin, 2013, p. 291)

La tarea propuesta consistid en que los participantes resolvieran un problema siguiendo una
serie de pautas, llamado Protocolo de Resolucion (Camacho-Machin, Afonso, & Moreno, 2014),
con dos propdsitos: dar a conocer las posibilidades de que les dota el uso del SGD GeoGebray
provocar la argumentacién matematica en cada una de las distintas aproximaciones sobre
conocimientos que estan dentro del curriculo de Secundaria. Los enunciados de los problemas

fueron los siguientes:

e De todos los rectdngulos inscritos en una semicircunferencia de radio R, determinar el
de mayor area.

e De todos los tridngulos isésceles circunscritos a una circunferencia de radio R,
determinar el de area minima.

e De todos los trapecios isésceles circunscritos a una circunferencia de radio R
determinar el de area minima.

2 Se describen con mas detalle en el Capitulo II.
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¢ Laseccion de un tunel de perimetro constante, tiene forma de rectdngulo completado
con un semicirculo. Determinar el radio del semicirculo para que el area de la seccién
sea maxima.
El protocolo de resolucidon seguia el esquema general que se muestra en la Tabla 1y fue el que
dio estructura a cada una de las tareas. Se puede considerar que esta dividido en cinco partes,
un enunciado, tres aproximaciones y una reflexién sobre posibles extensiones y contexto real
(Camacho-Machin, Afonso, & Moreno, 2014).

Partes Descripcion

E iad Corresponde a la formulacién, de forma escrita, del problema concreto que se trabajara con
nunciado

el protocolo.

. .. Construccion. Se realiza una construcciéon dindmica en GeoGebra que represente la
Aproximacioén
dinamica situacion planteada en el enunciado, de tal forma que al arrastrar un elemento de la
construccion se observa para cada posicién un caso particular y al animar el elemento se
visiona la familia de figuras a estudiar.

Andlisis. Consiste en manipular la construccion y observar como varian las dimensiones,
buscando regularidades o invariantes en los distintos casos particulares.

Lugar geomeétrico. Se representa de forma grafica la relacion funcional entre dos de las
dimensiones de la figura haciendo uso de un comando.

. .. Usando la hoja de calculo de GeoGebra se seleccionan los elementos de la figura, cuyas
Aproximacioén
numérica dimensiones se registraran de forma automatica. Se buscan patrones numeéricos entre las
dimensiones y se pueden hacer calculos entre ellas en una de las columnas.

. .. Se realiza una resolucidén con papel y lapiz, utilizando la matematica formal. De forma
Aproximacioén
algebraica general, se plantean ecuaciones que relacionen las dimensiones de la figuray que permitan
obtener una expresion de la funcidn a estudiar. El estudio de esta funcién deberia conducir
a la demostracion.

Comparacion. Se representa graficamente la funcion y se compara con la representacion
grafica del lugar geométrico realizada en la aproximacion dindmica. Estas representaciones
deben coincidir haciendo las restricciones oportunas.

Demostracion. Consiste en justificar las conjeturas hechas. Para argumentar, siguiendo una
|6gica matematica, cual es la solucion del problema.

Extension. Se plantean enunciados diferentes al original, que permitan aplicar una

Extension y
resolucion similar, que extienda el objetivo del problema o cambie las condiciones para
contexto real
buscar una solucién mas general o restringida.
Contextualizacion. Se plantean enunciados en los que las condiciones del problema y el

objetivo estén determinados por una situacidon en un contexto no matematico.

Tabla 1. Esquema del Protocolo de Resolucién usado en la investigacion previa
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Se recogieron los datos de la resolucién de la misma tarea en dos situaciones diferentes:
trabajo individual y trabajo en grupo. Los participantes la realizaron individualmente de forma
presencial, en una sesidn de clase y, luego, en grupo de forma auténoma fuera del aula. Del
trabajo individual se recogieron las respuestas a papel y [dpizy las construcciones de GeoGebra
de los tres estudiantes. Del trabajo en grupo se analizaron un informe escrito presentado por
el grupo, dos construcciones realizadas con el GeoGebra, una del problema original y otra de
una extensién, y la grabacién de la exposicién oral que tuvo lugar al final de la asignatura frente

al resto de sus compaferos.

COMPONENTES ™
IDENTIFICADAS

\ Seleccion y resolucion
‘. delos problemas
N

ORQRROORRR

Figura 1. Fases de la investigacion previa

Para el andlisis de los datos, se realizé una primera fase donde el equipo investigador, formado
por tres personas, entre las que se encontraba el profesor de la asignatura, eligié los problemas
gue se iban a utilizar y realizé un andlisis detallado de los mismos, identificando una serie de
descriptores asociados a la Competencia Matematica y la Actividad Matematica (Figura 1). En
la Tabla 2 se muestra un ejemplo del resultado de este analisis. A partir de una cuestidon sobre
la construccién dinamica, el equipo investigador se planted qué es lo que implicaba que un
trapecio estuviera circunscrito a una circunferencia dada. Basandose en la reflexion

matematica y las acciones que dieron paso al resultado, describieron, desde la perspectiva de
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la Competencia Matematica, la capacidad de entender el concepto de trapecio circunscrito,

es decir, la comprensiéon conceptual necesaria para contestar a la cuestion.

Cuestiéon Construir una circunferencia arbitraria con radio constante y circunscribir un trapecio
isésceles a dicha circunferencia. El trapecio construido, debe moverse y tener su area

variable. Indicar brevemente cémo se ha hecho.

Reflexion . Qué posicion relativa debe tener el trapecio respecto a la circunferencia?

matematica L X
Las bases de un trapecio isdsceles son paralelas, esto determina que los puntos de

tangencia de las bases con la circunferencia delimitan un didmetro de ésta.

Los dngulos del trapecio isésceles son iguales dos a dos y la mediatriz de las bases es
un eje de simetria axial. Por tanto, los otros puntos de tangencia son simétricos

respecto a dicha mediatrizy el centro de la circunferencia pertenece a ella.

Resultado Construccion donde el punto moévil es un vértice del trapecio que se desplaza por
una semirrecta. Por el punto pasan las rectas tangentes a la circunferencia y se traza
el lado contrario por simetria axial. Se obtiene inequivocamente un trapecio isésceles

circunscrito.

Descriptor para la
B Conocer la definicion de trapecio isésceles y sus propiedades geométricas
comprension
(paralelismo y simetria).
conceptual

Tabla 2. Identificacidon de la comprensién conceptual al realizar la construccién

En la segunda fase, se analizaron los datos obtenidos de la experimentacién, tomando como
referencia los descriptores obtenidos en la primera fase. Lo que permitié identificar qué
componentes del MUST aparecian en la resolucion de los participantes y que relacién tenian
con las distintas aproximaciones planteadas en la tarea. Para ilustrar este proceso se muestran
en la Tabla 3 las componentes de la Competencia Matematica y de la Actividad Matematica
descritas tras analizar los datos aportados por los estudiantes, que realizaron la tarea sobre la

familia de trapecios circunscritos (Hernandez, Perdomo-Diaz, & Camacho-Machin, 2019 a).

Como conclusiones de esta investigacion previa, se pudo constatar que era posible identificar
aspectos de la Comprensiéon Matematica en un grupo de estudiantes del Grado en
Matemadticas cuando resuelven problemas de budsqueda de minimos y maximos haciendo uso

del GeoGebra. Analizando las tareas, se observd que los estudiantes necesitaron movilizar
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distintos conocimientos y habilidades en las distintas partes del Protocolo de Resolucion.
Durante la construccién dindmica usaron las propiedades geométricas de los trapecios
circunscritos, eligieron y utilizaron las herramientas que ofrece el GeoGebra para conseguir
visualizar toda la familia de figuras. En la aproximacién algebraica realizaron una demostracion
formal en la que movilizaron conocimientos de geometria analitica y de célculo. En ambas
aproximaciones, se identificaron diversos componentes de la Competencia Matematica: la
comprension conceptual, la fluidez en los procedimientos, la competencia estratégica y el
razonamiento flexible. Las evidencias relacionadas con la Actividad Matematica fueron mas
numerosas y cubrieron sus tres componentes. La naturaleza del propio modelo MUST, incluye
dentro de la Actividad Matematica un abanico amplio de habilidades. Esto, junto con el disefio
del Protocolo de Resolucién, que propone manipular una familia de figuras en cada
aproximacién de diferentes formas, hizo que destacaran mas las componentes de dicha

perspectiva frente a la otra.

Respecto a la influencia de las distintas aproximaciones, los estudiantes mostraron su
Comprension de la Matematica de diferentes formas en cada aproximacioén. Se pudo constatar
gue los estudiantes eran capaces de trabajar con las distintas representaciones, observando y
conjeturando, tanto en la aproximacién dinamica, como en la numérica, cual era la solucién,
para luego argumentar y demostrar de forma analitica. También se comprobd que el uso de

la tecnologia es determinante para motivar que surjan algunas de estas habilidades.
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Descriptores de la aproximacién dindmica Componente
Conocer la definicion de trapecio isdsceles y sus propiedades geométricas (paralelismo y cc ®
simetria).
Reconocer el entorno de trabajo en GeoGebra como un plano cartesiano, y usar las m °
herramientas para plasmar propiedades geométricas con representaciones métricas. P
Realizar la construccién del trapecio circunscrito tomando los vértices como los puntos de fo ®
corte de rectas trazadas usando tangencia, paralelismo y simetria.
Manipular los elementos del trapecio para conseguir circunscribirlo a la circunferencia dada y cm °
poder deducir las propiedades de la familia.
Plantear opciones de construccion que dependan de la eleccién de un Unico punto moévil que ce ®
en cada posicion muestra un trapecio circunscrito diferente.
Restringir la permanencia del punto mévil (a una semirrecta o a la semicircunferencia) para rm o

que los vértices siempre formen un trapecio de la familia.

Representar la familia de trapecios isdsceles circunscritos al visionar la construcciéon dindmica. cm [}

Ampliar la idea de trapecio para aceptar el cuadrado como solucion al problema. rf [ ]

Reconocer que visionar la familia de trapecios o la representacion grafica del area permite dar
una solucion general.

Observar que la figura de la familia con menor area es el cuadrado y conjeturar que es la
solucién determinando que el trapecio isésceles circunscrito de menor area es el cuadrado de rm [}

lado 2R.

Elegir un punto con coordenadas una de las dimensiones del trapecio y el area, para que la £ °

representaciéon del lugar geométrico represente la variacion del area de la familia de trapecios. P

Conectar la idea de lugar geométrico de un punto con la grafica del area respecto a una m °

dimension del trapecio. P
Descriptores de la aproximacién numérica

Identificar cada fila de la hoja de céalculo con un trapecio de la familia. pm o

Representar la familia de trapecios circunscritos como una lista dénde se relacionan las P °

longitudes de los lados de cada trapecio.

Dar se cuenta que por cada representacion de un trapecio de la familia se obtiene una fila de
datos con sus dimensiones, y que las relaciones observadas en la vista grafica se trasladan a pm o
relaciones aritméticas.

Definir una dimensién que permita representar la diferencia de las bases de forma numeérica

; ) cm o
para ilustrar cuando se alcanza la solucién.
Notar que, para un radio elegido, queda determinado el trapecio de drea minima por la om o
longitud de sus lados registrada en la hoja.
Comprender las limitaciones técnicas cuando no aparecen soluciones exactas debido a que al ' g

arrastrar el punto mévil da saltos discretos, que corresponden con saltos numéricos en la tabla.

Observar que la fila de la lista con menor area es la que tiene todas las dimensiones idénticas,
de distancia 2R, y conjeturar entonces que la figura es un cuadrado que pertenece a la familia rm [ ]
de trapecios isésceles circunscritos.
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Descriptores de la aproximacion algebraica

Comprender la semejanza de triangulos y el teorema de Pitagoras como propiedades que

relacionan las dimensiones de las bases, los lados y el radio, y permite escribir una expresiéon cc o
algebraica para el area.
Conocer los recursos de la geometria analitica referente a la interseccion de rectas con las cc g
conicasy las propiedades que verifica una recta tangente.
Planificar la resolucién algebraica planteando una funciéon cuyo minimo permita dar con las ce °
dimensiones del trapecio de area minima.
Elegir las relaciones analiticas que expresan el area en forma de una dimension variable. ce °
Transformar las expresiones algebraicas obtenidas, ya sea usando semejanza o geometria £ °
analitica, y aplicar los procedimientos asociados a encontrar el minimo de una funcién. P
Transformar dentro del registro analitico las distintas ecuaciones deducidas definiendo una cm °
funcion.
Identificar la funcion area de una de las dimensiones como una expresién de la familia de cm .
trapecios. Para dar una visién de forma simbdlica de la familia.
Darse cuenta de que la expresion del radio de forma general con R, proporciona una solucién m o
para cualquiera que sea la circunferencia. P
Darse cuenta que se puede colocar la figura sobre los ejes de coordenadas sin perder la pm 5
generalidad y asi usar la geometria analitica.
Demostrar haciendo un uso formal de la I6gica que la figura de area minima de la familia es el

; rm [
cuadrado de radio 2R.
Conectar la idea de funcion area con la de representacién de lugar geométrico pm o
Restringir el dominio de la funciéon para que tenga sentido con los valores posibles de la base m °
del trapecio.

Extensién y contexto real

Plantear enunciados similares al del trapecio y preguntarse si aparecen en otros estudios.
Buscar informacion y resultados geométricos sobre cuadrildteros circunscritos que sirvan para dm o
demostrar la generalizacion.
Darse cuenta de que problemas similares con otras familias de cuadrilateros pueden resolverse om °
siguiendo los mismos pasos.
Extender las propiedades observadas a la hora de resolver el problema a otros cuadrilateros. m [}
Observar los distintos enunciados y plantear una generalizacion de la solucion para todos los cuadrilateros m °
circunscritos.
Ser capaz de buscar un entorno realista en el que el problema podria plantearse u otro similar. pm [}

® Descriptores identificados previamente
O Descriptores que no se identificaron en la tarea del grupo de estudiantes.
o Descriptores que no se identificaron inicialmente en el trabajo del equipo investigador

Competencia Matematica Actividad matematica
cc- comprension conceptual pm- percepcidn matematica
fp- fluidez en los procedimientos rm- razonamiento matematico
ce- competencia estratégica cm- creaciéon matematica

rf- razonamiento flexible
dm- disposicién al trabajo matematico

Tabla 3. Identificacién de la comprensién conceptual al realizar la construcciéon
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Hay que recordar que, en la primera fase del analisis, el equipo investigador analizé su propia
resolucién del problema siguiendo el Protocolo de Resolucidon y se obtuvieron una serie de
evidencias que permitieron describir las componentes del MUST. Por otra parte, las
observaciones que se obtuvieron a la hora de analizar las tareas de los estudiantes, aunque en
algun caso no coincidian exactamente, permitieron tener la perspectiva suficiente para
identificary reflexionar sobre su Comprensién Matematica. Sin embargo, las evidencias previas
eran mas numerosas que las identificadas en los estudiantes. Se sefialé como posible causa
que, al analizar su propia resolucién, eran conscientes de todo el proceso y, por tanto, era mas
clara la identificacién. Mientras que en los datos que se recogieron no era posible observar
actuaciones claras en las que se mostrasen algunas de las componentes, ya que la recogida
de los datos no contempld el proceso propio de resolucién. Como los momentos relacionados
con el paso previo a la construccion, el momento en que movian los objetos y cuando
construian el lugar geométrico. Lo que hizo plantear cambios en la forma de recoger los datos

e implementar la tarea, para la investigacion que se presenta aqui.

También se analizaron, en esta investigacion previa, las ventajas y desventajas de utilizar un
Protocolo de Resolucién. Este marcé el camino de resolucién de los problemas y generd
situaciones que permitieron valorar la Comprensidn Matematica, principalmente por motivar
la busqueda de la solucién por distintas aproximaciones, pero también por las cuestiones que
planteaba al estudiante. El ejemplo mas claro fue construir en GeoGebra la representacion
grafica usando la herramienta Lugar geométrico, para luego compararla mas adelante con la
funcidn que representa el area a optimizar. Se concluyé que: primero, el Protocolo de
Resolucidén se mostré como una herramienta Util para que los estudiantes mostraran su
Competencia y Actividad Matematica, y, segundo, una revisién de las cuestiones que se
plantearon podria generar nuevas situaciones que fomentasen la aparicion del resto de
aspectos de las componentes del modelo detectados en el andlisis previo y que no surgieron

en la resolucidn de los estudiantes.
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|.2. ANTECEDENTES

Durante la investigacion previa salieron a relucir diferentes habilidades necesarias para un
futuro profesor de Educacién Secundaria de Matematicas. Aparecen no solo conceptos
matematicos que incluyen nuevas ideas y ampliaciones de conceptos elementales, sino que
existe también un cambio en la naturaleza del pensamiento matematico involucrado
(Kilpatrick, 2015). Por ejemplo, hay un mayor énfasis en los aspectos deductivos y en la
demostracién. Los profesores necesitan una comprensién de las matematicas que les permita
elaborar y dar forma a actividades mas complejas como: buscar ejemplos y contraejemplos
para justificar la validez o falsedad de las conjeturas, extender propiedades a sistemas
matematicos mas amplios que los iniciales (Conner, Wilson, & Kim, 2011) o plantear problemas
interesantes que surjan de la propia resolucién de problemas (Malaspina, Torres, & Rubio, 2019).
En definitiva, el profesor de Educacién Secundaria debe tener una comprensién de las
matematicas que le permita acompanar a los estudiantes hacia una concepcion de la

disciplina mas formal y rigurosa.

El problema de investigacidn que se presenta en este capitulo requiere, en primer lugar,
describir el perfil del profesor de matematicas que los distintos programas de formacion, inicial
o continua, tienen en cuenta para definir sus objetivos. Para Camacho-Machin y Santos-Trigo
(2015), sobre la educaciéon matematica y la formacidon didactica de los profesores, el
conocimiento incluiria, ademas del dominio de contenidos matematicos; la capacidad de
establecer relaciones entre los contenidos matematicos y los conceptos que se deben ensefar,
la comprensién de cémo se desarrolla el pensamiento matematico de los estudiantes y un
bagaje de estrategias de ensefanza-aprendizaje. Camacho-Machin y Santos-trigo (2015)
concluyen que “el conocimiento matematico para la ensefianza viene condicionado por el
modo en gque se conceptualiza lo que significa que un alumno sea competente en el estudio
y desempefio de las matematicas’(p.119). De esta forma, hacen concurrir el conocimiento
matematico del profesor y del estudiante asocidndolo con un aprendizaje basado en el
cuestionamiento continuo sobrey para la resolucién de problemas. Proponiendo, ademas, que

los habitos propios del trabajo matematico sean parte de la cultura del aula.

El modelo MUST sefala, con respecto al profesor, que su comprensién de los conceptos
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matematicos debe incluir cémo usar este conocimiento para promover la comprensiéon de sus
estudiantes. De tal forma que debe ser capaz de reconocer en cada momento estructuras
matematicas (por ejemplo: nUmeros racionales, reales o complejos) sobre las que trabajan sus
estudiantes y estar atento a que no se confundan las reglas simbdlicas comunes de cada
estructura. También apunta que un profesor debe moverse entre la rigurosidad de los
argumentos matematicos y la informalidad de los argumentos usados por sus estudiantes. En
sus explicaciones debe conectar las matematicas con diferentes ideas o conceptos dentro del
drea y con aplicaciones a otras ramas del conocimiento. Ademas, debe explorar ideas,
manipular expresiones o cambiar de representacion un objeto matematico para dar ejemplos,
definir nuevos conceptos y conjeturar o justificar razonamientos matematicos, de forma que
pueda contestar a las preguntas de sus estudiantes o evaluar sus respuestas. Desde un punto
de vista de la practica docente, un profesor debe entender lo que piensan sus estudiantes
sobre una idea matematica y conocer los conceptos errébneos mas frecuentes que estos

asocian a dicha idea.

El objeto de un gran numero de investigadores es establecer qué es lo que debe saber y saber
hacer un profesor de matematicas de Educacién Secundaria. Algunas de esas investigaciones
se basan en los planteamientos de Shulman (1986) que define el eje esencial de los
conocimientos de un profesor. Para ello, combina el conocimiento de la materia con el
conocimiento pedagdgico y delimita el Conocimiento Pedagdgico de la Materia, llamado
habitualmente PCK por sus siglas en inglés, Pedagogical Content Knowledge. Este
planteamiento general del PCK ha servido para generar nuevos marcos tedricos que
extienden el trabajo de Shulman y lo desarrollan para areas de conocimiento mas concretas

(Figura 2).

Eltrabajo de Shulman ha sido desarrollado en marcos especificos para el area de Matematicas.
Para ello, se han incluido los aspectos especificos de las matematicas en el conocimiento de la
materia y los aspectos que provienen de las demandas propias de su ensefanza en los
conocimientos pedagdgicos. De esta forma, Ball y Bass (2000) establecieron la nocién de
Matematicas para la Enseflanza (Mathematics for Teaching o su acrénimo MfT) y concretan el
denominado Conocimiento Matematico para la Enseflanza (MKfT, acrénimo de Mathematical

Knowledge for Teaching). El MKfT hace referencia al conocimiento que cubre “el contenido
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matematico que los profesores deben saber y saber usar para resolver con éxito los problemas
matematicos que surgen en su practica docente” (Stylianides & Stylianides, 2010, pag. 161). Este
marco aporta un refinamiento del PCK y seflala la idea de que el conocimiento del profesor

sobre las matematicas y su ensefianza es exclusivo del mismo.
Sobre el MKfT Carrillo, Climent, Contreras y Mufoz-Catalan (2013) contemplan que:

[R]econociendo la innovacion que suponen algunas de estas ideas, existen ciertos
elementos de este modelo que desde nuestra perspectiva requieren una discusion
en profundidad, en pos de su coherencia desde un punto de vista tedrico, asi como
desde la perspectiva de la utilidad del modelo como marco tedrico para el andlisis

del conocimiento del profesor. (p. 594)

Del andlisis profundo que hacen los autores nace el denominado Conocimiento Especializado
del Profesor de Matematicas (Mathematics Teachers' Specialised Knowledge o su acrénimo
MTSK). Carrillo, Climent, Contreras y Mufoz-Catalan (2013) proponen que el conocimiento del
profesor se puede tratar desde seis subdominios, tres para el Conocimiento Matematicoy tres
para el Didactico, en los que se entretejen sus creenciasy concepciones sobre las matematicas.
El Conocimiento Didactico lo conforman los subdominios: Conocimiento de la Ensefianza de
las Matematicas, Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas y Estandares de
Aprendizaje de las Matematicas. EI Conocimiento Matematico tiene por subdominios:
Conocimiento de los Temas, Conocimiento de la Estructura de la Matematica y Conocimiento
de la Practica Matematica. Munoz-Cataldn et al. (2015) concluyen que el modelo MTSK permite
una mejor comprension de qué y cdmo conoce el profesor de matematicas y permite,
también, dar un marco para el disefio de propuestas de formacién para futuros profesores.
Ademds, destacan que un factor a tener en cuenta son las peculiaridades de cada etapa
educativa, para las que se “requiere de un conocimiento matematico especializado para la

ensefianza sélido, muy especifico, y fuertemente enraizado en la propia disciplina” (p. 603).

El Technological Pedagogical Content Knowledge (TPACK) es una de las extensiones del PCK.
La principal aportacién que hicieron Misrha y Koheler (2006) al disefar el marco TPACK fue
introducir el conocimiento tecnoldgico al mismo nivel que el conocimiento de la materiay el
conocimiento pedagdgico. De modo que “el TPACK sugiere que los profesores deben tener

una comprension profunda de cada uno de los tres componentes de conocimiento para poder
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organizar y coordinar tecnologia, pedagogia y contenido en la ensefianza.” (Koehler, Mishra,
Kereluik, Shin, & Graham, 2014, p. 102). Este marco da un punto de vista general que hay que
adaptar a las diferentes materias, es mas, el TPACK sdlo se concibe situado y conectado a

contextos especificos.

Otro enfoque que surge es el propuesto por Thomas y Palmer denominado Conocimiento
Pedagdgicoy Tecnoldgico de las Matematicas (MPTK por su acrénimo inglés de Mathematical
Pedagogical Technological Knowledge) (Thomas & Palmer, 2014) es un marco que aborda
simultdneamente el conocimiento matematico desde el MKfT (Ball, Thames, & Phelps, 2008),
la incorporacion de la tecnologia desde la Génesis Instrumental (Guin, Ruthven, & Trouche,
2006) y las orientaciones personales del profesor que debe decidir cémo incorporar la
tecnologia a la enseflanza (Schoenfeld, 2011). El MPTK marca la diferencia con los marcos
descritos en los parrafos anteriores, por un lado, se diferencia con el MKT al reconocer que los
profesores deben tener habilidades y actitudes particulares para implementar el uso exitoso
de la tecnologia en el aprendizaje de las matematicas. Por otro lado, a diferencia del TPACK, el
MPTK tiene en cuenta la valoracién del profesor sobre las aplicaciones didacticas de la
tecnologia y sus creencias en torno a la validez de su uso en matematicas por parte de los
estudiantes (Thomas & Palmer, 2014). Los autores concluyen que un profesor con un alto MPKT
dispondra de “un buen conocimiento del contenido matematico, una buena comprensién de
cémo usar la tecnologia, creencias y actitudes positivas para su uso y la confianza para ponerla

en practica.” (Thomas & Palmer, p. 77).

Se puede observar los marcos mencionados, el MTfT, el MTSK y el MPTK se centran en los
contenidos de las Matematicas, aunque el PCK y TPACK pueden contextualizarse para ser
usados para hablar del conocimiento de profesores de matemadticas. El TPACK y el MPTK
introducen explicitamente el uso de la tecnologia, pero los otros marcos también son validos
para analizar contextos que incluyan actividades que usen la tecnologia. Todos ellos
comparten la segregacion que hace Shulman (Figura 2) entre el Contenido pedagdgico y de
la materia (Shulman, 1986). Por supuesto existen otros marcos que no parten directamente del

PCK.
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Figura 2: Relacién entre los marcos para el conocimiento del profesor

El marco propuesto por Churchill, Foxy King (2016) propone utilizar las multiples posibilidades
de las tecnologias en la ensefianza. Este marco se disefid para centrarse en el disefio de un
aprendizaje que integrara las posibilidades que ofrecen en su conjunto todas las tecnologias
de las que dispone un estudiante. Para ello, es necesario que se coordinen cuatro
componentes: los Recursos, las Actividades, el Soporte y la Evaluacién. Estas cuatro
componentes dan nombre al marco RASE (siglas de Resources, Activity, Support and
Evaluation). “La idea central detras del marco de disefilo de aprendizaje RASE es que los
recursos no son suficientes para el logro completo de los resultados del aprendizaje.”
(Churchill, Fox, & King, 2016, p. 4). Ademas de los recursos, es necesario que los profesores
pongan en practica actividades para que los estudiantes aprovechen los recursos, den apoyo
a los estudiantes para que resuelvan de manera independiente sus tareas y usen las
tecnologias de forma que la evaluacion informe a los estudiantes y a ellos mismos de los
progresos alcanzados. Esta vision integrada de las tecnologias puede adaptarse a la ensefanza
de las matematicas, un ejemplo de ello es el que presentan Santos-Trigo y Reyes-Martinez
(2018) para mostrar actividades de formacién de futuros profesores donde los recursos que se

utilizan incorporan: plataformas online, tareas matematicas, muros digitales, libros
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electrénicos, tablets y plataformas de ensefanza.

En el escenario que se presenta en esta investigacion, se considera el planteamiento de
problemas y actividades por parte de un futuro profesor, junto con el uso de tecnologias
digitales, como elementos clave de la comprensién matematica necesaria para la enseflanza
en la Educacién Secundaria. Entendiendo que, al igual que Penalva y Llinares (2011), las tareas
qgue propone un profesor conforman un espacio de oportunidades para sus estudiantes
pudiendo ademas dirigir la atencién sobre el significado de determinados conceptos. Es decir,
un profesor debe ser capaz de identificar, seleccionary preparar tareas que den oportunidades
para pensar, razonar y reflexionar sobre ideas matematicas con la intencién de potenciar el
aprendizaje de sus estudiantes. Desde la dptica de la integraciéon del GeoGebra en este
guehacer, un futuro profesor debe prepararse para ahondar en tareas digitales que brindaran
a sus estudiantes un espectro de oportunidades mas diverso que una tarea para la que solo se

usen recursos sobre el papel.
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1.3. OBJETIVOS DE INVESTIGACION

La investigacion de la que se hace el informe en esta memoria parte de la idea de que un
futuro profesor debe tener una comprensién de las matematicas particular para ensefiar en
secundaria, ademads, debe conocer y ser capaz de aprovechar las ventajas que ofrecen las
tecnologias digitales, en concreto el uso del GeoGebra, a la hora de plantear tareas y realizar
actividades matematicas. Es importante tener en cuenta que las universidades tienen dentro
de sus funciones la de formar a futuros profesores de Educacidén Secundaria, de forma que

adquieran competencias en grado suficiente para, luego, abordar su desarrollo profesional.

El estudio que se presenta, como ya se dijo, estuvo precedido por una investigacion. En dicha
investigacién previa se tratd de hacer un primer diagndstico sobre la Comprensiéon
Matemadtica para la Enseflianza de los estudiantes de Ultimo curso del grado en Matematicas
de la Universidad de La Laguna (Hernandez, 2016), en términos de la Competencia Matematica
y Actividad Matematica (lo que se analizé fue qué elementos de estas perspectivas mostraban
estos futuros docentes, cuando resolvian problemas usando GeoGebra siguiendo un
protocolo de resolucién). Se marcé como objetivo identificar aspectos de dicha comprension
matematica y para ello, se propuso un problema de variacién, diferente para cada uno de los
cuatro grupos de estudiantes que participaron. Estos debian resolverlo siguiendo un Protocolo
de Resolucién dado y que promovia el uso del GeoGebra siguiendo tres aproximaciones:
dindmica, numérica y algebraica. Para alcanzar el objetivo de la primera etapa se hizo un
andlisis previo de los problemas que condujo a una relacién de descriptores de la comprensién
matematica que se pudieron identificar en las resoluciones presentadas por los grupos de
estudiantes. El Protocolo de Resolucién que estructuraba las tareas marcadas, fue Util para
motivar la busqueda de soluciones por distintas aproximaciones y sirvié de recurso para el
control de la resolucién del problema (Hernandez, Perdomo-Diaz, & Camacho-Machin, 2019 a).
Aungue, también puede haber condicionado las posibles respuestas de los estudiantes al

dirigir sus razonamientos.

A partir de la investigacion previa, se disefid la investigacidon que se presenta en esta memoria,
en la cual se trabajé, también, con estudiantes de la asignatura Matematicas para la

Enseflanza, pero en otro afo académico. Esta vez, el interés se dirigié a prestar mayor atenciéon
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a cdmo se enfrentaban inicialmente a la resolucién de problemas cuando usaban tecnologia,
en vez de a profundizar y orientar las multiples aproximaciones que podian llevar acabo para
resolverlo. Ademas, se observd de qué forma los estudiantes pueden situarse en el rol de un
profesor de secundaria y de alguna manera anticiparse a los eventos o acontecimientos que
podrian surgir durante una clase de matematicas en la que se use el GeoGebra para la
resolucion de problemas. Nos planteamos las siguientes preguntas de investigacion, que se

abordaran siguiendo los objetivos propuestos a continuacion:

.De qué manera el uso de GeoGebra influye en la forma de resolver problemas que tienen los
futuros profesores? ;Cémo podrian reconocer, esos futuros profesores, en esta forma de
resolucién una oportunidad de anticiparse a su futura practica docente en Educaciéon

Secundaria?

Se presentan a continuacion los tres objetivos que han dirigido la investigacion realizada para

esta tesis doctoral.
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Objetivo 1

Como se ha puesto en evidencia en los aspectos anteriores el uso de GeoGebra en la resolucion
de problemas convierte esta tarea una actividad rica en discusiones matematicas. Nos
interesara determinar con mas detalle cOmo esta tarea hace surgir la Actividad Matematica.
¢:Qué acciones relacionadas con las componentes de la Actividad Matematica surgen en la
resolucion de problemas con GeoGebra? ;Cudles de estas acciones aparecen en los distintos
episodios que configuran el proceso de resolucién de problemas?

Atendiendo a estas preguntas se plantea el siguiente objetivo:

Analizar los aspectos mas relevantes de las componentes de la Actividad Matematica—
percepcion, razonamiento y creacidon matematica— que surgen a la hora de usar
GeoGebra en la resolucién de problemas.

Objetivo 2

Si nos fijamos en cémo abordan la resolucion de problemas con tecnologia los futuros
profesores que cursan la materia Matematicas para la Enseflanza, ¢se podran establecer
diferencias en la forma de desarrollar sus resoluciones? ;Quedan determinadas estas
diferencias por su capacidad para usar GeoGebra? ¢;Serdn consecuencia de su percepcion,
razonamiento o creacion matemdtica?

Atendiendo a estas preguntas se plantea el siguiente objetivo:

Establecer tipologias en el comportamiento de los participantes cuando usan GeoGebra
en la resolucién de problemas.

Objetivo 3

Si a los participantes se les pide situarse en el rol de un profesor de Educacién Secundaria para
realizar un ejercicio de reflexién sobre lo que constituye la practica docente. ; COmo conectan
su propia resolucién con la actividad de resolver problemas con tecnologia en la Educaciéon
Secundaria? ;Qué propuestas hacen para anticiparse a posibles situaciones que podrian
requerir su intervencién en el aula?

Atendiendo a estas preguntas se plantea el siguiente objetivo:

Analizar las reflexiones que los participantes, en el rol de futuros profesores, hacen sobre
su propia experiencia al usar GeoGebra en la resolucién de problemas.
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Capitulo Il. MARCO CONCEPTUAL

En este capitulo se presentan los principales conceptos que dan soporte a la investigacion,
dotandola asi de conceptos tedricos clave, tales como, la comprensidon matematica del
profesor, motivando preguntas como cual es papel de la tecnologia en la Educaciéon
Secundaria y proveyéndola de un marco de referencia para analizar e interpretar los
resultados. Para organizar el capitulo se introduce en primer lugar la nocién de Comprension
Matematica para la Enseflanza como lo que debe saber y saber hacer un profesor de
matematicas en Educacidén Secundaria. A continuacién, se distinguen dos apartados,
Actividad Matematica y Contexto Matematico de la Ensefianza, en cada uno de los cuales se
describen las componentesy aspectos de esta comprensiéon. En todo este capitulo se entrelaza

cémo el uso de GeoGebra contribuye en algunos de los aspectos que se describen.

El concepto de Comprension Matematica para la Ensefianza en Educacién Secundaria que se
considera en esta investigacion se establece en Mathematical Understanding for Secondary
Teaching: A Framework and Classroom-Based Situations (Heid, Wilson, & Blume, 2015). Los
autores aprecian y consideran la comprensidon matematica desde tres perspectivas,
Competencia Matematica®, Actividad Matematica y Contexto Matematico de la Ensefianza
(Figura 3). Una descripcion sintética de estas perspectivas, seria: “saber” matematicas, “saber
hacer” matematicas y capacidad de “ajustar” este saber hacer a los estudiantes de secundaria.
Kilpatrick et al. (2015) consideran que estas tres perspectivas se entrelazan debido a que la
Actividad y el Contexto emergen de la Competencia Matematica del Profesor, la Actividad
Matemadtica pone en accién esta competencia y el Contexto adapta estas acciones a los
estudiantes. Estas perspectivas nacen a partir del analisis y la reflexién en torno a la practica
de profesores de matematicas en la Educacién Secundaria. Este nivel educativo el de la
Educacién Secundaria tiene la peculiaridad de conectar las matematicas de primaria, que ya
conocen los estudiantes, con las de universidad, que verdn en un futuro. Se contempla una
mayor formalizacién de los procedimientos y una comprensién conceptual mas profunda

(Kilpatrick, 2015). Por tanto, el profesorado debe tener una cualificacién que recoja los

3 Para esta investigacion se ha traducido Mathematical Proficiency como Competencia Matematica, entendiendo este
término de la misma manera que Kilpatrick (Background for the Mathematical Understanding Framework, 2015)
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conocimientos matematicos y la forma de usarlos para poder asesorar y formar a los
estudiantes. Esta Comprensidén de las Matematicas para la Ensefianza tiene un caracter
“dindmico”, ya que se conforma desde la comprensién que tendria un profesor como
estudiante, para desarrollarse y transformarse durante su formacién y todo su ejercicio

profesional (Kilpatrick, 2015).

COMPETENCIA MATEMATICA

-Comprensién Conceptual
-Fluidez en los Procedimientos
-Competencia Estratégica
+Razonamiento Flexible
-Disposicién hacia el trabajo matematico

- Dar se cuenta de las maneras de dar un

-Conocimiento Histérico y Cultural argumento, desde avanzada a la
manera de expresarlo un estudiante

ACTIVIDAD MATEMATICA

-Percepcion Matematica
- Reconocer estructuras matematicas

- ldentificar y usar las formas simbdlicas
para expresar una idea

- Conectar las ideas matematicas entre si
0 con otros contextos

-Razonamiento Matematico
- Justificar o demostrar

- Observar, conjeturar y generalizar
- Restringir y extender propiedades

-Creacién Matematica
- Modificar, manipular y transformar

CONTEXTO MATEMATICO DE LA ENSENANZA

-Tantear ideas matematicas

-Comprender el pensamiento matematico de los estudiantes
-Conocer y usar el curriculum de secundaria

-Evaluar el conocimiento de los estudiantes

-Reflexionar sobre las matematicas de la practica docente

Figura 3. Diagrama del modelo MUST: Perspectivas, Componentes y Aspectos.

38

Este documento incorpora firma electréonica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segln la Ley 39/2015.

La autenticidad de este documento puede ser comprobada en la direccién: https://sede.ull.es/validacion/

I dentificador del docunento: 3177683 Codi go de verificaci 6n: DrhewRko

Firmado por: Sergio Alexander Hernandez Hernandez

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Fecha: 26/01/2021 11:42:34

Matias Camacho Machin 26/01/2021 12:00:32

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Josefa Perdomo Diaz 26/01/2021 12:47:47

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Maria de las Maravillas Aguiar Aguilar 19/03/2021 11:28:45

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

38/186



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada
N° registro: 2021/6406
N° reg. oficina: OF002/2021/6320
Fecha: 28/01/2021 21:35:45

Heid, Wilson y Blume (2015) analizaron la comprensidon a partir de una serie de eventos o
acontecimientos, que podrian definirse como cuestiones matematicas, dudas o asuntos que
requieren una respuesta por parte del profesor. Estos eventos transcurrieron durante la
practica docente, entendiéndola como las sesiones de clase, la preparacidén de estas o las
reflexiones sobre ellas. Estos eventos son el punto de partida del analisis, donde los autores
tratan de dar respuestas a cuestiones sobre la formacién de profesores de matematicas: ( Qué
deben conocer los futuros profesores?, ¢qué conocimientos matematicos deben poseer? o
;como formarlos para que en el futuro puedan enseflar matematicas en la escuela? Las
respuestas y su analisis dan forma al MUST. A partir de esos eventos (o acontecimientos) los

autores diseflan un conjunto de actividades formativas que denominan Situaciones.

La Competencia Matematica es una de las perspectivas del MUST y fija su atencién en lo que
podria denominarse “saber” matematicas. Una peculiaridad de la competencia matematica
del profesor es que debe abarcar bastante mas que la de los estudiantes o la de otros
profesionales, la competencia de los estudiantes estard sustentada e influenciada en gran
medida por la del profesor (Kilpatrick, et al., 2015). Ademads, la competencia matematica debe
cubrir un espectro amplié que permiten acompafar el desarrollo matematico de los
estudiantes que parten de una competencia desarrollada en la Educacion Primaria, asi como,
deben terminar con capacidades matematicas pre-universitarias. Para analizar con mas
detalle la competencia matematica se puede descomponer en capacidades, habilidades,
motivaciones o actitudes hacia las matematicas. Kilpatrick (2015) describe las siguientes

componentes (strands):

¢ Comprension conceptual: Capacidad de comprender los conceptos matematicos que
se recuerdan, es decir, entender el razonamiento que lleva a ese concepto y ser capaz
de seguirlo.

¢ Fluidez en los procedimientos: Agilidad para elegir y aplicar conocimientos de
matemdticas o ejecutar algoritmos de resolucién adecuados.

« Competencia estratégica: Capacidad para elegir la estrategia adecuada para resolver
un problema y saber llevarla a término. Esta competencia lleva implicita parte de la
comprension conceptual y la fluidez en los procedimientos, ademas para algunos
problemas debe complementarse con creatividad y flexibilidad de pensamiento.
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+« Razonamiento flexible: Capacidad de adaptar su propio razonamiento a un nuevo
entorno en el que haya cambios matematicos sustanciales, que requieran ampliar una
definicién, adaptar un algoritmo, trabajar sobre otras estructuras matematicas o en
varias simultaneamente.

« Disposicion hacia el trabajo matematico: Motivacion por extrapolar las matematicas a
cualquier campo, buscando en su entorno y en otras areas, la presencia de las
matematicas y su utilidad.

e« Conocimiento histérico y cultural: Conocimiento de la presencia de la ciencia en
nuestra cultura a lo largo de la historia, asi como la historia de la ciencia y en qué
medida las distintas culturas han aportado su conocimiento a las matematicas.

Desde el punto de vista de Camacho-Machin y Santos-Trigo (2015), esta perspectiva coincide
en parte con lo que ellos llaman conocimiento matematico para la enseflanza y la
investigacion en Educacion Matematica, concretamente, en lo relacionado con el dominio del
contenido que se ensefia y la capacidad para establecer conexiones entre los conceptos que
se deben ensefar y otros contenidos matematicos. Sefialando que el desarrollo de la
comprensién conceptual y la fluidez procedimental son dos puntos esenciales para un

“aprendizaje matematico asociado al cuestionamiento y la resolucién de problemas” (p. 119).

En esta investigacioén, analizaremos los conceptos y procesos matematicos que siguen futuros
profesores cuando resuelven los problemas con ayuda del GeoGebra. Es preciso hacerlo, ya
que el trabajo matematico del profesor estd unido a su Competencia Matematica. Ademas, el
uso de las tecnologias es necesario incluirlo como parte del conocimiento del profesor, al

respecto Camacho-Machin y Santos-Trigo dicen que:

[C]abe senalar la relevancia de que el profesorado de matemdaticas aprenda
a utilizar y en efecto utilice la tecnologia para generar mds y mejores
oportunidades de aprendizaje del alumnado. A raiz de nuestro trabajo
entendemos, pues, que un componente esencial en el desarrollo del
pensamiento matemdtico se vincula con el uso de diversas herramientas
digitales en las actividades de aprendizaje y resolucion de problemas.

(Camacho-Machin & Santos-Trigo, 2015, p. 121)

Por tanto, nos interesa centrarnos en cémo un futuro profesor pone en uso su “saber hacer”

matemdtico y tecnolégico para “ajustarlo” a la enseflanza. En términos del MUST, nos interesa
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el desarrollo de la Actividad Matematica y el Contexto Matematico de la Ensefanza de futuros

profesores en un entorno que incluya la tecnologia.

Para complementar y tratar de ampliar este marco, que parte de eventos y situaciones
relacionadas con la practica docente, se considera en esta investigacién que, el uso de SGD
(Sistemas de Geometria Dindmica) en la resolucién de problemas, promueve oportunidades
para la aparicion de preguntas, conjeturas y conexiones entre las matematicas (Santos-Trigo
& Camacho-Machin, 2009). Un profesor debe poseer soltura y experiencia para aprovechar
estas oportunidades que brinda la tecnologia (Camacho-Machin & Santos-Trigo, 2015), de la
misma forma que debe poseer cierta habilidad y pericia para abordar las preguntas, dudas e
interpretaciones matematica que ocurren a diario en las aulas (Conner, Wilson, & Kim, 2011).
Pretendemos evidenciar que la reflexidon y discusion, por parte de futuros profesores, dirigidas
a analizar estas oportunidades podria tener un efecto en la practica docente, ya que aportaria
una serie de aspectos de la Comprensidon Matematica con los que podrian anticiparse a

situaciones propias de un contexto de ensefianza tecnoldgico.

Esta investigacidén se centra en observar cémo el uso de la tecnologia influye en la Actividad
Matematica y el Contexto Matemadtico de la Ensefianza, ya que incorpora una manera
diferente de dar respuesta a eventos o acontecimientos que surgen en el aulay produce otros
diferentes. A continuacién, se amplian ambas perspectivas y se seflala las interacciones que

aparecen con el uso de la tecnologia.

I1.1. ACTIVIDAD MATEMATICA

La Actividad Matematica describe las acciones matematicas especificas que un profesor
realiza o promueve durante la practica docente. Puede entenderse también como una serie
de actividades que componen el “saber hacer” matematico y que el profesor, siendo
consciente de ellas, utiliza para involucrar a los estudiantes en el estudio de las Matematicas
(Carrillo, 2015). Las acciones que identifican Heid, Wilsom y Blume (2015) dentro de esta
perspectiva guedan agrupadas en tres componentes: Percepcidon Matematica, Razonamiento

Matematico y Creacién Matematica.

La Actividad Matematica tiene un caracter universal en la disciplina, permitiendo conectar las
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matematicas de diferentes niveles educativos (Wasserman, Zazkis, Baldinger, Marmur, &
Murray, 2019), siendo importante el punto del que se parte para buscar la conexién. Cuando se
comienza desde las experiencias de profesores de Matematicas de la Educacién Secundaria,
para luego identificar qué acciones Matematicas se corresponden en las actividades de
formacidn, se abordan de manera implicita los ejemplos relevantes para la ensefanza (Zbiek
& Heid, 2018). Las autoras apuestan por una practica docente en la que se explicite la Actividad
Matematica, de modo que se puedan extender las matematicas mas alla del contenido de la

materia considerado en términos de procedimientos y conceptos.

A continuacién, se caracterizan y ejemplifican las tres componentes de la Actividad
Matematica mencionadas. Por cada componente se aborda cémo el uso de GeoGebra puede
estimular los aspectos que la conforman. Para ello, se utilizan distintos ejemplos de
actividades. Hay que tener en cuenta, también, que el contenido que se trata en una actividad
implementada puede hacer destacar a algunas componentes de |la Actividad Matematica en
detrimento de otras (Zbiek & Heid, 2018). La primera componente considerada es la percepciéon

matematica.

Percepcion Matematica: Relne las acciones de reconocer e identificar las
caracteristicas matematicas particulares de las distintas estructuras, las distintas
notaciones o formas simbdlicas, ademas de |la capacidad para percatarse de cuando un
argumento matematico expresado de forma simple o rigurosa es valido, y de la
habilidad de conectar las ideas matematicas entre si (representar ideas en distintas
estructurasy conectando distintos conceptos)y con el mundo real (explicar problemas

del entorno desde las matematicas).

Un ejemplo para mostrar a qué nos referimos cuando se habla de este componente se
describe en la situacion sobre el eje de simetria de una parabola propuesta por Rhodes et al.
(2015): “Un futuro profesor que prepara una leccidn quiere saber de dénde proviene la

.. b . . . . "
expresion x = —— para el eje de simetria de la pardbola y = ax? + bx + ¢". Se proponen cuatro

Elementos Matematicos asociados a este evento que van desde, conocer la forma general de
la funcién hasta las formulas de Viéte. Zbiek y Heid (2018) sefialan que una componente que
gueda en evidencia al trabajar esta actividad es la percepcién matematica. Especialmente en

lo relacionado con la habilidad de analizar y reconocer cadenas de simbolos. Ademas,
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reconocen gue esta habilidad es comudn a distintos contenidos relacionados con el dlgebra y
gue conecta el algebra impartida en Educacién Secundaria con la que estudian los futuros
profesores en la universidad. Aunque los contenidos de un curso universitario de algebra no
corresponderian, dicha habilidad adquirida durante el curso es, de alguna manera, la misma

gue la necesaria para realizar actividades de algebra en Educacién Secundaria.

En Hernandez (2016), se sefalaron varios descriptores de acciones relacionadas con la
percepcidn matematica que se podian identificar cuando se usaba el GeoGebra para resolver
problemas de variacién (hallar el area maxima o minima de una familia de figuras). Estas
acciones fueron: i) discriminar los elementos importantes de una construccién dindmica que
permitan su cuantificacion para analizar el problema, ii) identificar las distintas caracteristicas
matematicas de las vistas grafica, algebraica y de hoja de célculo de GeoGebra vy iii) conectar
las ideas matematicas entre si, concretamente la de lugar geométrico de un punto al mover
la figura con la de funcidn area con restricciones de domino. Estas acciones estan relacionadas
con utilidades del GeoGebra que se hacen presentes en una construccidén dinamica. En este
caso serian la posibilidad de cuantificar pardmetros, el uso de diferentes sistemas de
representacion y la generacién de lugares geométricos junto al acercamiento funcional.

Reyes-Martinez (2016) considera estos aspectos necesarios para la apropiacién de un SGD.
En relaciéon con la segunda componente, razonamiento matematico, se tiene:

Razonamiento Matematico: Agrupa las actividades de observar, conjeturar y justificar
o demostrar haciendo uso de légica deductiva, propiedades matematicas,
regularidades y patrones, generalizaciones de casos particulares, restricciones de

propiedades y extensiones a otras estructuras.

Hernandez, Perdomo-Diaz y Camacho-Machin (2019 a) sefalan que en el uso de GeoGebra en
la resoluciéon de problemas es importante la accidn de observar el movimiento en una
construccidon dinamica para realizar conjeturas de propiedades matematicas. Las acciones
relacionadas con el razonamiento matemdtico son mas frecuentes que las del resto de
componentes. Esto quiere decir que no sdélo el contenido que se trata en una actividad hace
destacar algunas componentes frente a otras (Zbiek & Heid, 2018), sino que el tipo de actividad

y el tipo de recurso (en este caso, el dinamismo que permite el SGD) también pueden influir.
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Para ejemplificar de cdmo el uso de las tecnologias en la resolucidén de problemas influye en
las acciones en las que debe ser habil el profesor (y los estudiantes), Contreras (2014) estudia
cédmo el conocimiento matematico, en interaccidn con el uso de tecnologias digitales, facilita
gue los profesores refinen conjeturas cuando resuelven el problema de elegir un lugar para un
aeropuerto (similar al Problema Conectar Islas, Capitulo 111.2.2). Esta accién de refinamiento, se
da en un proceso de lo experimental a lo formal y del descubrimiento de propiedades que es
imposible lograr usando |apiz y papel, ya que es necesaria la visualizacién del movimiento y
cuantificacién de los atributos que ofrece el GeoGebra. En su analisis, Contreras revela que los
SGD facilitan el establecimiento de conjeturas rigurosas que contemplen todos los casos. A
partir de ella, los profesores son capaces de realizar una demostracién formal. Las acciones que
se identifican con el razonamiento matematico y aparecen de forma recurrente en esta

actividad son: observar, formular conjeturas y justificar con distintos grados de formalizacién.

Acosta, Mejia y Rodriguez (2011) realizaron una investigacién sobre la formalizacion de dos
conjeturas que surgieron de la observacién de una construccién dindmica del SGD Cabri.
Sefalaron que es posible que los estudiantes de Educacion Secundaria sélo deban formular la
conjetura en algunos casos, en los que resulta demasiado dificil abordar su formalizacién por
falta de conocimientos tedricos. Aunque si ven posible que el profesorado se sumerja en la

justificacion matematica para tener una idea mas clara de las ventajas de los SGD.

Un aspecto del razonamiento matematico propio de un profesor de secundaria que debe
tenerse en cuenta, es el de la atencidén que debe prestar a los distintos argumentos que
podrian expresar sus estudiantes. Cuando se usa GeoGebra, esta caracteristica sigue presente,
como muestran lranzo y Fortuny (2009). Quienes comprueban, con un grupo de estudiantes
de Educacién Secundaria, que GeoGebra facilita a la mayoria de ellos un soporte visual,
algebraico y conceptual. Los estudiantes resuelven problemas con ayuda del movimientoy la
cuantificaciéon de atributos. Sin embargo, los autores también observan que los obstaculos
cognitivos previos quedan patentes en el uso del GeoGebra y en los argumentos que
suministran. También observaron que se podria describir el grado de adquisicién de la
habilidad de los estudiantes en un contexto de resolucién de problemas con GeoGebra. Para
ello, sefialan como fundamental el uso que hacen del arrastre (draging) para comprobar si la

figura conserva las condiciones matematicas, combinado con el conocimiento de las
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propiedades geométricas y las herramientas necesarias para la construccion.

En Herndndez (2016), se sefalaron varios descriptores de acciones relacionadas con el
razonamiento matematico. Estas acciones fueron: i) formular conjeturas validas sobre la
solucién, basdndose en las observaciones realizadas sobre la construcciéon dinamica, ii)
restringir un argumento matematico como el dominio de una funcién para hacer coincidir su
gréafica con un lugar geométrico, iii) justificar conjeturas realizadas al observar el movimiento
controlado en la vista gréfica haciendo uso formal de la ldgica, iv) justificar conjeturas
realizadas al observar la cuantificaciéon de atributos haciendo uso formal de la légica. Estas
acciones estan relacionadas con las diferentes ventajas de GeoGebra que se hacen presentes
en una construccién dindmica y con los aspectos necesarios para la apropiacion de GeoGebra.
En este caso son la cuantificacién de atributos, el movimiento de elementos (arrastre) y el
movimiento controlado. La habilidad al usar estas ventajas en GeoGebra influye en el

enunciado de argumentos matematicos.
La tercera componente se denomina creacién matematica:

Creacién Matematica: Implica la capacidad de encontrar nuevos caminos para
expresar objetos matematicos, generar nuevos y transformar su representacion. Se
relaciona con elegir representaciones de objetos que resaltan su estructura, sus
restricciones o sus propiedades, cuando se definen objetos nuevos y cuando se

manipulan cambiando su forma, pero no su representacion.

Kilpatrick et al. (2015, pag. 23) seflalan dentro de esta componente, como aspectos propios de
los profesores, la capacidad de construir representaciones que hagan resaltar caracteristicas
claves de un objeto matematico. Esta capacidad se manifiesta al elegir una representacion (o
crear una nueva) que muestre los aspectos cruciales que se necesitan para realizar una tarea
determinada. En ocasiones estas representaciones se pueden dirigir a resaltar propiedades
menos comunes, en busca de presentar un contraejemplo en una discusién matematica.
Atendiendo a esta concepcién del MUST sobre la creacién matematica, se puede interpretar
que el hecho de hacer una construccién dindmica que responda a un problema, es en si misma
una forma de poner en evidencia esta componente (Herndndez, 2016). Jacinto y Carreira (2017)
también se fijan en la habilidad que conlleva la realizacién de una construccién dinamica para

la resolucién de un problema. Estos autores la consideran como un signo de fluidez tecno-
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matematica, es decir, la capacidad de combinar dos tipos de conocimientos y habilidades,
matematicas y tecnoldgicas que se van entrelazando constantemente para desarrollar nuevas

formas de conocimiento y comprension.

La manipulacién (transformacion) de las representaciones de los objetos matematicos incluye,
por supuesto, la manipulacién simbdlica que sin duda es una de la mas utilizadas en
Matematicas. Igualmente relevante es la transformacién de gréaficos para crear nuevos puntos
de vista de una representacién, lo cual resulta ser fundamental para la resolucién de
problemas (Kilpatrick, et al., 2015). GeoGebra expande las oportunidades que prestan las
transformaciones gréficas a la hora de resolver problemas, en parte, porque la relacién con el
usuario es interactiva. Granberg y Olsson (2015) mostraron cémo GeoGebra favorece lo que
llaman razonamiento creativo de los estudiantes para resolver problemas y lo relacionan con
la accién de interpretar las respuestas de GeoGebra. Califican al GeoGebra como un
compafero interactivo. A diferencia de un libro de texto que ofrece la solucién, o de un profesor
gue marca los pasos a seguir, GeoGebra sélo visualiza las ideas que van representando y da
respuesta a las acciones que ellos realizan. Esta retroalimentacién que ofrecen los SGD, motiva
la manipulacion de la construccién, apoyada por estrategias que pueden concluir en

diferentes soluciones del problema (Reyes-Martinez, 2016).

En Hernandez (2016) se sefalaron varios descriptores de acciones relacionadas con la Creacién
Matematica. Estas acciones son: i) realizar una construccién dindmica de una familia de figuras
dejando fijas sus propiedades tal que al mover un punto se visualizan las figuras de la familia,
ii) elegir las dimensiones de una familia de figuras para realizar una tabla de registro
automatico donde se puede identificar cada uno de sus miembros, iii) representar el drea de
una familia de figuras como una funcién analitica. En conclusiéon, la realizacién de una
construccién dindmica y su manipulaciéon genera un objeto matematico, o una serie de ellos,
gue puede ser Util para el profesor que necesita elegir una representacién u otra para resaltar
aspectos de dicho objeto, o disefar una actividad en la que los estudiantes puedan interpretar

y profundizar sobre la comprensién de conceptos a través de la resolucién de problemas.

Resumiendo, la Actividad Matematica puede ser desarrollada con ayuda de GeoGebra. Este
SGD tiene una serie de caracteristicas ventajosas, entre las que se encuentran las referidas

como arrastre o movimiento, cuantificacién de atributos y movimiento controlado, que
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permiten realizar construcciones dindmicas. Estas construcciones son configuraciones de
elementos matematicos que se representan en distintas vistas, es decir, en distintos registros
de representacién (Duval, 1993), de forma simultanea. Ademas, en ellas se conservan las
relaciones matematicas entre los elementos que las conforman, aunque se mueva alguno de

ellos. Este escenario permite poner en practica acciones tales como:

¢ Reconocer las distintas formas de realizar un argumento

« Conectar distintas ideas o representaciones matematicas

e Observar el movimiento para formular conjeturas

« Justificar propiedades observadas con diferente formalidad

e Crear representaciones de objetos matematicos que resalten alguna de sus

caracteristicas

« Manipular las representaciones para resolver problemas
Estas acciones son algunas de las que dan forma a la Percepcidén Matematica, el Razonamiento
matematico y la Creacion Matematica, componentes de la Comprensién Matematica para la
Enseflanza, desde la perspectiva de la Actividad Matematica. A su vez, las investigaciones que
se han descrito muestran cémo, un buen aprovechamiento de GeoGebra en la resolucién de
problemas pasa por la apropiacién de la herramienta (SCGD) para que sea considerado un
instrumento (Guin, Ruthven, & Trouche, 2006). Tiene sentido entonces abordar el desarrollo de
la Actividad Matematica conjuntamente con el uso de la tecnologia en la resolucién de
problemas. El uso de la tecnologia es una forma de transformar problemas rutinarios en un
conjunto de actividades que generan oportunidades para la ensefianza de las matematicas
(Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2009). La resolucidén de problemas con GeoGebra es un
escenario idéneo para que los profesores provogquen la reflexion matematica de sus
estudiantes, a partir de la realizacidn de construcciones dindmicas y la extension de un
problema concreto al estudio de una familia de casos (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2013).
Santos-Trigo y Camacho-Machin (2013) contemplan cinco episodios para describir el proceso
de resolucién de problemas con tecnologia y en Gémez-Arciga y Poveda-Fernandez (2017)
plantean, de forma sintetizada acompafiados de preguntas, tales episodios. Se describen a

continuacion tales episodios:
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1. Comprensioén: El uso de la tecnologia se enfoca en la construccién de un modelo dinamico
como un medio para plantear y explorar preguntas que lleven a los estudiantes a
comprender y dar sentido al problema.

2. Exploracion: Haciendo uso de las posibilidades del GeoGebra (movimiento controlado,
cuantificaciéon de atributos, representacién funcional, lugares geomeétricos,...) se promueve
la observaccidn de regularidades, de atributos invariantes que deriven en propiedades y
formulacién de conjeturas.

3. BUsqueda de multiples aproximaciones: Las conjeturas y las soluciones empiricas
deducidas al explorar el problema, proporcionan una serie de propiedades que lleva a
realizar y llevar a cabo distintos planes para dar con la solucién. Es necesario promocionar
entre los estudiantes la importancia de que piensen y resuelvan el problema de diferentes
maneras. En cada forma de solucionar el problema se deben utilizar diferentes conceptos,
representaciones o recursos matematicos. De este modo se busca que los estudiantes
conecten las distintas ideas matematicas que conocen y han utilizado.

4, Conexiones y extensiones: La construccion dindmica es un recurso sobre el que se puede
interactuar, ;qué condiciones pueden relajarse? ¢la variaciéon de que elementos puede
llevar a un resultado mas general? Son cuestiones que se deben intentar responder en
busca de extender el problema, al mismo tiempo que se amplian las matematicas que lo
envuelven.

5. Visdn retrospectiva y reflexiones: Discutir sobre los resultados obtenidos es una tarea que el
profesor debe realizar e invitar a los estudiantes a practicar. ;Qué acciones de las utilizadas
fueron las trascendentales para la actividad?;Cudles fueron necesarias o mas efectivas?
¢ Qué preguntas se plantearon antes, durante y después de resolver el problema?

De esta forma, al utilizar la tecnologia de forma sistematica, la resolucién de un problema se
convierte en una actividad que potencia enormemente la discusién matematica. Siguiendo
estos episodios de resolucién de problemas usando tecnologia, aparecen acciones
relacionadas con las componentes de la Actividad Matematica. El andlisis de las soluciones de
los problemas que realicen los participantes, permitiran abordar el primer objetivo de la
investigacion, es decir, determinar qué acciones relacionadas con la percepcion, el
razonamiento y la creacion matemadtica son las mas frecuentes y relevantes en cada uno de

los episodios de la resolucion de problemas con GeoGebra.

Ademds, atendiendo al desarrollo que presenten los participantes respecto a su Actividad

Matemadtica, cuando usan GeoGebra para resolver problemas, se podradn analizar las
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diferencias entre ellos. Alcanzando, asi, el segundo objetivo de la investigaciéon, esto es,

establecer tipologias en sus comportamientos.

11.2. CONTEXTO MATEMATICO DE LA ENSENANZA

La perspectiva Contexto Matematico de la Ensefianza incluye aspectos de la comprensién
matematica que entran en juego de forma exclusiva en la profesién docente, tal como
entender el pensamiento matematico de los estudiantes, reconociendo la naturaleza
matematica de sus dudas y errores o el reconocimiento de cuando un argumento o una
solucién proporcionada por un alumno esta incompleta o satisface las condiciones de un
problema (Kilpatrick, et al, 2015). La manera en que el profesor actlUa para ajustar las
matematicas al contexto de los estudiantes dentro de esta perspectiva, se agrupa en las

siguientes cinco componentes:

e Sintetizar ideas matematicas: Capacidad de separar ideas matematicas complejas en
partes mas simples, para expresarlas como pequenos resultados de las matematicas
gue puedan ser usados por los estudiantes. Estas ideas simples configuraran de nuevo
la idea compleja cuando aumente la madurez matematica de los estudiantes.

e Interactuar y comprender el pensamiento matematico de los estudiantes: Ser capaz
de comprender qué entienden los estudiantes al interactuar con ellos, especialmente
en debates que surjan en el aula, sobre un concepto matematico. Esto requiere
comprender el relato coloquial que emplean los estudiantes y conectarlo con la
terminologia matematica.

¢ Conocer y usar el curriculo: Capacidad para reconocer en el curriculo los conceptos
fundamentales en los que se apoyan las matematicas que tendrdn que aprender en el
futuro. Ademas, de la capacidad de conocer errores bdasicos que se presentan con
frecuencia y que pueden afectar a la comprensién matematica de los estudiantes.

e Evaluar el conocimiento matematico de los estudiantes: Ser capaz de determinar el
progreso de los estudiantes durante las clases, estando atento a sus posibles errores, su
agilidad con los procedimientos e identificando la comprension sobre los elementos
esenciales de cada concepto matematico. Esta evaluacion marca el tipo de tareas y el
desarrollo de las sesiones de clase.
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+ Reflexionar sobre las matematicas de la practica docente: Es relevante analizar los
hechos transcurridos y las acciones tomadas durante la practica docente, ya que,
algunas de ellas dependen de decisiones tomadas rapidamente. Por ejemplo, la
reflexion sobre cdmo una aclaracién en la resolucién de un problema reduce su
complejidad o cémo el uso de un ejemplo permite introducir un concepto matematico
nuevo. Todo ello facilitard la preparacién de nuevas sesiones de clase.

Esta perspectiva de la comprension matematica esta ligada al ejercicio de la profesion
docente, por lo que al estudiarla desde la formacién de profesores, se plantea un
inconveniente. Las actividades que surgen en dicho entorno no contemplan, en muchos casos,
la interaccién con estudiantes de Educacién Secundaria. La investigacion que se presenta en
esta tesis se encuentra enmarcada en el tipo de investigacidn que incluyen a futuros
profesores, pero no a estudiantes de Educacién Secundaria. Cabe plantearse entonces si
existe, alguna conexidn entre este tipo de formacién y la enseflanza en Educacién Secundaria.
Previamente a este informe se han presentado resultados para responder a esta cuestion, en
los que se concluye que hay una conexidén entre el uso de GeoGebra en la resoluciéon de
problemas y el disefio de actividades de formacién docente, (Camacho-Machin, Perdomo-
Diaz, & Hernandez, 2019) proponen oportunidades para reflexionar sobre los contenidos del

curriculo, las ideas matematicas explorables con SGD y la conexién entre ambas.

En las actividades de formacién de profesores se pueden encontrar correspondencia con la
enseflanza en la Educacién Secundaria (Wasserman, Zazkis, Baldinger, Marmur, & Murray,
2019)se refieren a estas correspondencias como conexiones de ensefanza en el aula
(Classroom Teaching Conections), que abarcan conexiones para los que los estudiantes las
actividades realizadas en cursos universitarios motivan una particular accién didactica. Un
ejemplo que la muestran en su trabajo se refiere al para ilustrar este tipo de conexién surge
ademas del uso de la tecnologia. Usando MAPLE en un curso universitario, interaccionan con
uno de los comandos que permite verificar cudndo un nimero es primo. Al usar este comando

obtuvieron la respuesta no esperada de que: al introducir como argumento de entrada

operacion (12—4), MAPLE indicd que no era primo. Algo que no hubiera pasado si la entrada

hubiera sido un numero (7). Esta contingencia se podria aprovechar para interactuar con los
estudiantes y discutir sobre la importancia de diferenciar los conjuntos numeéricos |,

conceptualizar la multiplicacion con numeros racionales (Wasserman, Zazkis, Baldinger,
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Marmur, & Murray, 2019) y distinguir las expresiones racionales. Otro ejemplo donde la
tecnologia motiva la aparicién de una contingencia similar es el presentado en Herndndez,
Perdomo-Diaz y Camacho-Machin (2019 b). En este caso GeoGebra no presenta ninguna
respuesta cuando se trata de usar la herramienta Tangentes* dando como valores de entrada
dos puntos, uno exterior y otro sobre una circunferencia. La interaccién propuesta pasa por
preguntarse ;por qué no ocurre nada? ¢Qué propiedades importantes relacionadas con las
rectas tangentes a una circunferencia no contempla esta seleccién? Es decir, la contingencia
se podria aprovechar para introducir una discusién en la que se traten las propiedades de las

rectas tangentes a las circunferencias y cémo GeoGebra las tiene en cuenta para trazarlas.

Los eventos presentados por Wasserman et al. (2019) y Herndndez et al. (2019 b) se pueden
convertir en actividades de formaciéon. Serian ejercicios de anticipacién para que futuros
profesores pudieran asociar componentes de esta perspectiva, en concreto conocer el
curriculo y reflexionar sobre las matemdticas de la prdctica docente. Anticiparse a posibles
eventos o contingencias que podrian surgir en las clases es una manera de desarrollar
habilidades relacionadas con el Contexto de la Ensefianza (Carrillo, 2015). En consecuencia, el
analisis de contingencias y los ejercicios de anticipacién pueden considerarse una conexién
entre la formacion de futuros profesores de Matematicas y la ensefanza en Educacion
Secundaria. En esta investigaciéon consideramos también las contingencias dentro de los
posibles eventos que pueden surgir en la practica docente. En esta investigacion, el disefd
una tarea que hizo reflexionar a los participantes sobre el uso de GeoGebra para resolver
problemas (descrita en Capitulo 111.2.2), cuyo andlisis conduce a alcanzar el tercer objetivo

propuesto (Capitulo 1.2).

En el momento que trascurre el evento, el profesor debe decidir entre ignorarlo, dejar a un
lado la cuestion tras prestarle atencidn o intentar incorporarlo a la clase (Rowland & Zazkis,
2013) como elemento para el debate. La decisién tendra que ver con la preparaciéon y el
repertorio de opciones que posea el profesor. En el momento que surja una situacién debera
improvisar una respuesta en clase (Knowing-to act in the moment) (Rowland & Zazkis, 2013).

Seguln Conner, Wilsom y Blume (2011), tomar una buena decisién muestra la experiencia

“ Alla herramienta Tangentes se accede con un clic y el trazado presenta diferentes alternativas, en este caso: un punto
Ay una coénica c para producir todas las tangentes a ¢ que pasan por A
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(expertise) del profesor:

Para tomar buenas decisiones[entre seguir la leccion programada o
atender la cuestion planteada], los maestros necesitan un tipo particular de
experiencia que incluya una profunda comprension matemdtica que les
permita reconocer la oportunidad de ensefanza, sopesar sus ventajas e

inconvenientes para seguirla o rechazarla habilmente. (p. 879)

Un ejemplo de actividad en la que se busca que un profesor desarrolle la habilidad para
comprender el pensamiento matematico de sus estudiantes y la capacidad de valorar su
progreso, estando atento a posibles errores en sus planteamientos, se presenta en Rowland &
Zazkis (2013). Los autores analizan opciones a una hipotética respuesta de una estudiante a la
gue se le solicita dar con una fraccién situada entre un medio y tres cuartos. La estudiante
responde dos tercios y justifica su respuesta razonando que para el numerador eligié 2 porque
estd entre 1y 3,y para el denominador eligid 3 por estar entre 2 y 4, por tanto, dos tercios debe
estar entre un medio y tres cuartos. Una de las opciones fue presentada por los autores, para
incorporar a la clase la idea de la estudiante ya propone representar, con ayuda de la
tecnologia, una situacién geométrica que pueda resolver las dudas a simple vista. Para ello las
fracciones se representarian como pendientes de rectas que pasan por el origen de
coordenadas y por un punto de coordenadas (n,d) donde n seria el numerador y d el
denominador de cada fraccién. Esto es una evidencia de que en otras investigaciones se
consideran también opciones relacionadas con la tecnologia. Es importe reconocer que un
profesor necesita incorporar a sus opciones de respuesta ante un evento o contingencia el uso
de la tecnologia. Para ello, debe conocer y comprender en profundidad las ventajas de las
herramientas y cémo aprovecharlas para dar una respuesta matemadtica a las dudas de los

estudiantes.

Como consecuencia de todos estos planteamientos, se puede decir que la Comprensiéon
Matemadtica para la Enseflanza, desde la perspectiva del Contexto Matematico de la
Ensefanza, se puede desarrollar durante la formacién inicial de profesores, ya que existen
conexiones entre sus componentes y la ensefianza. Se hace presente en los eventos o
acontecimientos de aula relacionados con dar respuesta a las contingencias y en la reflexiéon

para lograr anticiparse a las situaciones de aula donde pudieran surgir. La tecnologia
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interviene de dos formas. Por un lado, como promotora de eventos o contingencias sobre los
gue merece la pena reflexionar para conectarlos con el curriculo de Secundariay, por otro lado,
como posible respuesta a un evento donde la tecnologia puede aportar una oportunidad de

aprendizaje, aunque no hubiera intervenido en la aparicidén de este.

Parece plausible, entonces, que un analisis de las reflexiones que realicen los participantes de
la investigacion, sobre sus propias experiencias a la hora de resolver problemas haciendo uso
de GeoGebra, mostrard aspectos de su Comprensién Matematica necesaria para la Ensefianza.

Especialmente los relacionados con la perspectiva del Contexto Matematico de la Ensefianza.
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Capitulo Ill. METODOLOGIA

En este capitulo se hace una descripcidon del contexto en que se realizé la investigacién, los
participantes, los problemas propuestos en el taller de Resolucion de Problemas con GeoGebra
(TRPQ) y una tarea contextualizada para la ensefanza. Ademas, se detalla el proceso de

recogida de datos y el método de analisis seguido.

Se trata de un estudio exploratorio, de caracter descriptivo interpretativo, con un enfoque

cualitativo.

I11.1. CONTEXTO DE LA INVESTIGACION

El Grado en Matematicas en la Universidad de La Laguna oferta una asignatura optativa
dedicada a la ensefanza de las matematicas en Educacién Secundaria. En el primer
cuatrimestre del curso 2017/2018, se llevd a cabo la parte experimental de esta investigacion
durante el desarrollo de la materia citada y se recogieron datos durante su implementacion.
Del andlisis de esos datos se obtuvieron los resultados que se presentan en esta memoria y

constituyen la tesis doctoral.

Descripcién de la asignatura

La materia “Matematicas para la Ensefianza” toma en consideracidén tres elementos
fundamentales: el conocimiento matematico, el aprendizaje de los conceptos matematicos y
la enseflanza de las matematicas (Camacho-Machin, 2016). La materia aborda el conocimiento
matematico tratando de reflexionar sobre varios aspectos relevantes del conocimiento o
saber matemdtico, resaltando fines, caracteristicas y distintas concepciones del
conocimiento matemdtico. Ademds, se intenta situar las Matemdticas en la sociedad actual
yen las ciencias como elemento de una cultura bdsica y comun (pag. 60). En relacién con el
aprendizaje de los conceptos matematicos, este se centra en el analisis de los procesos del
pensamiento matematico, incluyendo las dificultades, errores y obstaculos que estos
conceptos y procesos podrian generar en los estudiantes de Educacién Secundaria, asi como

los procesos cognitivos implicados en el pensamiento matemdtico que, aunque no exclusivos
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del pensamiento matemdtico avanzado, quizds pueden considerarse mds presentes en él
(pag. 61). En la materia se trabajan y analizan posibles situaciones de aula que muestran
ejemplos de esas dificultades, obstaculos y errores que atienden a los diferentes bloques de
contenido de las matematicas de la Educacién Secundaria. Finalmente, relacionado con la
ensefanza de las matematicas, en la materia se destaca la Resolucion de Problemas. En este

sentido Camacho-Machin expone

El estudio de las Matemdticas debe, por tanto, hacer hincapié en la
resolucion de problemas, de manera que los estudiantes puedan utilizar
enfoques de resolucion de los mismos para investigar y entender los
contenidos matemdticos; reconocer y formular problemas a partir de
situaciones matemdticas cercanas; desarrollar y aplicar estrategias para
resolver una extensa gama de problemas, verificar e interpretar resultados
en relacion a los problemas originales; adquirir confianza en el uso
significativo de las Matemdticas; generalizar situaciones y estrategias para
nuevas situaciones problematicas; o aplicar el proceso de formulacion de
modelos matemdticos a situaciones de problemas del mundo real

(Camacho-Machin, 20176, pdg. 63)
Y sefala posteriormente

Una componente esencial en el desarrollo de la ensefanza es aquella que
se vincula con el papel y el uso de diversas herramientas digitales en las
actividades de ensefianza y resolucion de problemas. Hay diferentes tipos
de software relacionados con la ensefanza y aprendizaje de las

Matematicas. (Camacho-Machin, 2016, pdg. 64)

El desarrollo de estos tres elementos, se recogen en la asignatura mediante cuatro tipos de
actividades, que se encuentran descritas en detalle y ejemplificadas en Camacho-Machin

(2016). A continuacién, se presenta un resumen:

i) Actividades de Tipo 1. Las denominadas, por el autor, como “Situaciones de aula”® que son

5 Algunas de estas son Situaciones que estan ideadas como actividades para el desarrollo de las componentes del
MUST. Una Situacion se compone de tres partes: Prompt, Mathematical Foci y Commentary (Wilson & Zbiek, 2015). El
Prompt, al que nos referimos en este trabajo como Acontecimiento, que es una simplificacion de algo que ocurre en
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posibles situaciones en las que estudiantes de Educacién Secundaria se plantean dudas
principalmente conceptuales que se transforman en actividades de formacién para
analizar conceptos relevantes (significado de la divisién por cero, posibilidades de
inscripcion de cuadrilateros, representaciones de funciones inversas de las funciones
trigonométricas...). Estas actividades son adaptaciones de las Situaciones propuestas en
“Mathematical Understanding for Secondary Teaching: A Framework and Classroom-
Based Situations” (Heid, Wilson, & Blume, 2015).

ii) Actividades de Tipo 2. Consisten en la resolucién de problemas con lapiz y papel, en las
que que se pide explicitar los heuristicos utilizados y las fases de resolucién para
contextualizarla en el Curriculum de Educacién Secundaria.

iii) Actividades de Tipo 3. Se centran en el uso de GeoGebra en la resolucién de problemas u
otras herramientas tecnolégicas. Las actividades se trabajan en parejasy, en ellas, hay que
explicitar los procedimientos de resolucién y realizar su analisis siguiedo una serie de
indicaciones que se le facilitan. Se busca que los participantes reflexionen sobre la forma
de abordar los problemas haciendo construcciones dinamicas, asi como, su implicaciéon
para la ensefianza.

iv) Actividades de Tipo 4. Estas consisten en el andlisis de secuencias de ensefianza
innovadoras. Se le entrega a los participantes una secuencia de enseflanza que podemos
considerar como innovadora y se les pide que, después de trabajar en parejas,
cumplimenten un protocolo que les permita identificar los elementos basicos del disefio
de la actividad. La intencidén de este analisis es desarrollar la capacidad de disefar sus
propias secuencias de ensefanza.

Realizando estas actividades dentro de la materia se busca alcanzar los siguientes resultados

de aprendizaje:

+« Desarrollar competencias tedricas, practicas e instrumentales vinculadas a la actividad
de ensefar matematicas que le capacitan para poder tomar decisiones adecuadas
relativas a la ensefianza de las matematicas en los niveles de Educacion Secundaria y
de Universidad.

el aula que motiva y es el punto de partida de una discusion matematica. Debe incluir la informacion suficiente para
poder comprender el contexto en el que se produjo y poder asi conectar las matematicas con la practica docente. El
Mathematical Foci, al que nos referiremos como Elementos Matematicos, es un conjunto de posibilidades
matematicas que se suscitan al analizar el evento desde distintas perspectivas. Cada uno de estos Elementos
Matematicos serviria para desarrollar alguna de los aspectos del MUST. El Commentary, o Comentario, es una sintesis
general de los diferentes Elementos Matematicos que explica el criterio seguido para aglutinarlos alrededor de dicho
Acontecimiento.
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« Conocer, utilizar y elaborar estrategias heuristicas para la resolucidén de problemas de
Matemadticas susceptibles de ser ensefadas en la Educacién Secundaria.
¢ Conocer y utilizar nuevos instrumentos interactivos para la ensefanza-aprendizaje de
las matematicas haciendo uso de TIC.
¢ Profundizar sobre la naturaleza del pensamiento matematico como elemento de
enseflanzay conoce teorias de aprendizaje del conocimiento matematico.
Durante el curso 2017/2018 se disefié la parte experimental de esta investigacion, para la que
se entrelazaron actividades del Tipo 1y Tipo 3. La intervencion didactica disefada incluyo,
como elemento basico y trasversal para el desarrollo de los contenidos de la materia, un Taller
de Resolucién de Problemas haciendo uso de GeoGebra (se hara referencia a él como TRPQ)
en el que se intercalaron ambos tipos de actividades y que constituye en si mismo el contexto

experimental de investigacion elegido.

Participantes

Para la investigacion se seleccion6 el grupo de estudiantes que cursaba la asignatura descrita
en el apartado anterior durante el curso 2017-2018. De los dieciocho estudiantes matriculados
se seleccionaron doce, seis mujeres y seis hombres, con edades comprendidas entre los 21y
los 24 afios. Como criterio de selecciéon se determind que hubieran realizado y entregado, en
tiempo y forma, todas las tareas relacionadas con la investigaciéon y el resto de actividades de

la asignatura previas a esta.

Parejal Pareja 2
Nicol - Nami Bruce - Betty
Pareja 3 Pareja 4
Sam - Claudio No seleccionada
Pareja 5 Pareja 6
Evan - Sophie No seleccionada
Pareja 7 Pareja 8
Phineas - Isabella Sabine - Wolfgang

Tabla 4: Disposicion de las parejas en el aula de informatica
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La asignatura Matematicas para la Ensefianza, tal como se ha sefialado, es una materia es
optativa. Es por ello que, a efectos de la investigacién, a los participantes se les considera un
cierto interés para formarse como profesores de Educacién Secundaria y, por tanto, se hace
referencia a ellos como futuros profesores. Ademas, al ser estudiantes de cuarto del grado en
Matematicas se les reconoce con conocimientos afianzados en andlisis, algebra, geometria,
estadistica y computacion. También cabe sefalar que en alguna de las asignaturas cursadas
han trabajado con GeoGebra, por lo que no es su primera experiencia con el entorno de este
SGD.

Los estudiantes trabajaron en pequenos grupos o parejas para la realizacion de las actividades
de T Tipo 1. Para las actividades de Tipo 3 se organizaron en parejas que se mantuvieron durante
todas las sesiones del TRPG. De modo que los participantes trabajaron siempre con la misma
pareja y en el en mismo ordenador (Tabla 4), facilitdndose la recogida de datos para la

investigacion.

111.2. TALLER DE RESOLUCION DE PROBLEMAS CON GEOGEBRA

La asignatura Matematicas para la Enseflanza tiene asignadas cuatro horas semanales de
clase, divididas en dos sesiones de dos horas. Durante la experimentacidn, realizada entre
septiembre y noviembre de 2017, una de esas sesiones semanales se dedicd al TRPG y la otra
al analisis de un conjunto de situaciones de aula (actividades de Tipo 1), de las cudles cinco
fueron trabajadas presencialmente por todo el grupo y las otras repartidas en pequefo grupo
para que las desarrollaran en casa y posteriormente las presentaran al grupo de clase. En total
se dedicaron nueve sesiones al TRPG, a la resolucién de problemas haciendo uso de GeoGCebra

(actividades de Tipo 3) que dieron lugar a lo que hemos denominado TRPG.

Las primeras sesiones se dedicaron exclusivamente a actividades de Tipo 1. Las siguientes
semanas se intercalaron las actividades de tipo 1y 3, para terminar con 2 sesiones dedicadas
exclusivamente a sesiones con actividades de tipo 3. Asi, las actividades de Tipo 3 (mas detalles
en la pagina 63) se distribuyeron de la siguiente forma: dos sesiones para el problema 1
(Cuerdas Iguales), dos sesiones para el problema 2 (Angulo 45°), una sesién para el problema

3 (Conectar Islas) y tres sesiones para la Tarea de Reflexién donde se realiza una conexién entre
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tareas de tipo 1y tipo 3.

La dindmica de las sesiones del TRPG implicaba la interaccién del profesory el resto del equipo
con los participantes. Previamente al desarrollo del taller se consensud un conjunto de formas

de proceder durante las sesiones. Se realizd la siguiente lista para guiar su intervencion:

e El Rol del profesor debe ser el de guiar y apoyar en la resolucién. Planteard el problema
a trabajar y cuestionara a los estudiantes, sin resolver el problema.

e Se observaran las construcciones y planteamientos con el objeto de mostrar a todo el
grupo los que puedan generar una discusién sobre aspectos de interés de la sesion.

e lLas dudas que surjan, a los estudiantes, sobre conceptos, o propiedades que no
recuerden exactamente deben intentar resolverlas con su pareja buscando en la red.
El profesor puede confirmar si estan en lo cierto en el caso de falta de seguridad.

e Hay que dar pie a que todos participen. Habrd personas que colaboren de forma
continua y voluntaria, por lo que se deberdn administrar sus intervenciones y
cuestionar directamente a los mas reservados.

Al seguir esta dindmica, en las sesiones del TRPG el tiempo se dedicd, en su mayor parte, a que

los participantes trabajaran de forma auténoma con su pareja (Figura 4).
Distribucion del tiempo en cada sesion analizada

100%
20%

80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

sesién 1 sesion 2 sesién 3 sesion 4 sesién 5 sesién 6 sesion 7 sesion 8

m Trabajo en parejas m Intervenciones profesorado Puesta en comun de resultados

Figura 4: Tiempo empleado en cada sesidn a las distintas formas de trabajo en el aula
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Se puede considerar que cada pareja afrontaba las tareas de forma independiente, aunque,
hubo interacciones entre ellas en alguna ocasién, ademas de interacciones de la pareja con el
profesor cuando necesitaron resolver alguna duda. En cada sesién se reservaba tiempo para
gue las parejas hicieran puestas en comun de los resultados que iban obteniendo, siempre
coordinados por el profesor o el equipo de investigacioén. El profesor coordinaba los tiempos
de las intervenciones, elegia a algun participante para que presentara al gran grupo sus
observaciones, pedia voluntarios para que resumieran el trabajo de la sesién anterior o les
consultaba sus opiniones sobre las tareas que realizaban. La séptima sesidon dedicdé mas

tiempo a las puestas en comun, para lo cual, cada pareja realizd una intervencion.

También hubo intervenciones para el gran grupo por parte del equipo investigador,
frecuentemente para introducir las tareas o explicar dudas generales. Las sesiones 6y 8 fueron
aquellas en las que el tiempo de intervencion del equipo de investigacién fue mayor. La
intervencion de la sexta sesidn consistié en la presentacién de una sintesis de las cinco
sesiones anteriores y de las otras sesiones de clase semanal en las que habian trabajado
situaciones de aula en ella, se sintetizé y se reflexiond sobre el trabajo realizado utilizando los
episodios del uso de la tecnologia en la resolucién de problemas (Santos-Trigo & Camacho-
Machin, 2013) y se recordaron las partes que configuraban una Situacién, segun Heid, Wilson
y Blume (2015). Se finalizé con la presentacién por parte del equipo investigador de una
situacion de aula, como ejemplo de Situacién, derivada de la resolucién del problema Angulo
45° (ver Tabla 6).

Durante la sesion ocho, el profesor de la materia insistié en recordar cuales eran los principales
objetivos del taller: usar la tecnologia para resolver problemas de matematicas y construir una
serie de Acontecimientos o eventos que podrian surgir en un aula de secundaria a partir de la
resolucion de estos problemas. Les invitd a ponerse en el papel de profesores que analizan y
construyen Acontecimientos que podrian ocurrir en la clase, con el objetivo fundamental de
mirar las matematicas que hay detras. Ademas, presentd tres ejemplos de los acontecimientos
gue entregaron y que el equipo investigador reformulé con el fin de ayudarlos con |la Tarea de
Reflexion Docente. En esta sesidon también se presentd una resolucidén completa del problema
Angulo 45° (descrita en detalle en Capitulo 1V.1.2) siguiendo un camino que no habia aflorado

durante las sesiones del TRPG.
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Al contabilizar el tiempo de las ocho sesiones analizadas (Figura 5), se pudo observar que mas
de la mitad del tiempo del taller se dedicd al trabajo auténomo de las parejas. De este tiempo
el 71% fue para la resolucién de problemasy el resto para realizar la Tarea de Reflexién. El resto

del tiempo del Taller se utilizé para las intervenciones del profesorado y las puestas en comun.

Dinamicas de las sesiones analizadas

= Trabajo en parejas
17%
» Intervenciones profesorado

Puesta en comun de resultados

]
9
x®
~N

>

mTarea de Reflexién Docente

mProblemas
Figura 5: Recuento total del tiempo dedicado a cada forma de trabajo en las ocho sesiones analizadas

111.2.1. Actividades de Tipo 1: Situaciones de aula

La dindmica de desarrollo en el aula de las actividades de Tipo 1 siguié siempre la misma
estructura. El profesor, miembro del equipo de investigacion, presentaba la actividad cuyo
punto de partida era una situacién de aula que se acompafaba de una serie de cuestiones
relacionadas con los Elementos Matematicos (Anexo 1). Los participantes debatian sobre estas
cuestiones, individualmente o en pequefos grupos, teniendo como material de consulta el
texto original de Heid, Wilson y Blume (2015) del que habia adaptado la actividad.
Posteriormente los grupos se turnaban para presentar al resto de la clase cada uno de los

elementos matematicos descritos en él. Durante la presentacién surgieron discusiones o
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dudas, que en ocasiones profesor resolvia en la pizarra. Quién también intervino en ocasiones

para ampliar contenidos relacionados o que aparecian sin desarrollar en el texto original.

Tras cinco sesiones dedicadas a trabajar con actividades relacionadas con conceptos de
analisis matematico, algebra, geometria, estadistica y probabilidad, el profesor plantedé una
actividad de cierre (Anexo I). La actividad consistié en analizar, una situacién de aula, para
desarrollar los elementos matematicos y plantear algunos nuevos. Los estudiantes formaron
siete grupos de dos o tres personas y eligieron una situacién de aula de una lista
preseleccionada por el profesor. Los grupos, prepararon una presentaciéon gue expusieron
durante veinte minutos para, a continuacion, responder algunas cuestiones durante otros diez

minutos.

111.2.2. Actividades de Tipo 3: Problemas y Reflexién Docente

Los principales instrumentos de analisis para esta investigacion, fueron cuatro actividades de
las que hemos denominado tipo 3. Tres de ellas consistieron en la resolucién de otros tantos
problemas y la cuarta actividad pretende que los futuros profesores realicen una reflexion

como docentes, sobre dichas resoluciones.

Para la selecciéon de los problemas se trabajé con el grupo de investigacion Resolucion de
Problemas y Tecnologia Digital, perteneciente al Departamento de Matematica Educativa del
CINVESTAV-IPN (México). Se resolvieron y discutieron una docena de problemas haciendo uso
de la tecnologia. De esta forma se constituyd un pequefo banco de problemas con
potencialidad para trabajar en la formacién de profesores. De este conjunto, el equipo
investigador selecciond tres problemas para el TRPG, que hemos denominado: Cuerdas
iguales(Tabla 5), Angulo 45°(Tabla 6) y Conectar Islas (Tabla 7). Para la seleccién de los tres
problemas, se considerd que se debia restringir el area de conocimiento para acotar el estudio,
por ello se eligieron dentro del drea de Geometria. Para esta decisién se tuvo en cuenta,
ademas, que se pudieran abordan realizando una construccién con GeoGebra que permitiera
dar con una solucién empirica, de modo que los participantes pudieran dar con la respuesta a
la cuestidn que se les planteaba sin necesidad de recurrir a razonamientos de |apiz y papel.
Otro factor usado en la seleccién fue la tipologia de cada problema, atendiendo a la propuesta

de Santos-Trigo (2019) los problemas deberian pertenecer a distintas categorias. De este modo,
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el problema cuerdas Iguales se corresponde con la categoria “problemas con enunciados que
incluyen figuras”, Angulo 45° se corresponde con una “tarea de investigacion” y, finalmente, el
problema Conectar Islas se corresponde con una “construccién dindmica simple para plantear

problemas”, a la vez que con una “tarea de investigacion”.

Estos tres problemas, que iban acompafiados de instrucciones para que se realizara una
construccion dinamica en GeoGebra, incluian ademas una serie de recomendaciones para
trabajar en parejas y unas cuestiones que se tenian gue contestar por escrito para entregar al
finalizar la sesién (Anexo Il). En el disefio de los problemas y de las instrucciones para guiar el
desarrollo de las actividades del taller, se pretendié que haciendo uso de GeoGebra para
resolver problemas de matematicas se generard un escenario rico en discusiones
matematicas. Para ello, se organizaron las sesiones de trabajo disefiadas para registrar en el
aula de informatica el trabajo de los participantes, durante los tres primeros episodios para la
resoluciéon de problemas: comprensién, exploracion y busqueda de multiples aproximaciones
(Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2013). Hay que tener en cuenta que “El uso de herramientas
computacionales se vuelve relevante no solo para representar el problema, sino también para
identificar y explorar las propiedades matematicas integradas en el problema” (Santos-Trigo &

Camacho-Machin, 2009, pag. 277).

El trabajo sobre la resolucidon de problemas se programo para que en cada problema se
centrara la atencidon en uno de los tres primeros episodios de resolucién de problemas con
tecnologia planteado por Santos-Trigo y Camacho-Machin (2013). En el primer problema, se
tratd de resaltar el episodio de comprensiéon y mostrar cOmo a partir de la construcciéon
dindmica, se pueden explorar propiedades y objetos matematicos. De esta forma, los
participantes ahondaban en la comprensiéon del problema, al tiempo que realizaban la
construccién dinamica. En el segundo y tercer problema se pondria el foco en los episodios de
exploracién y busqueda de mdltiples aproximaciones a la solucién, ¢qué propiedades
encontradas son claves a la hora de dar con una solucién? ¢ Distintas propiedades provocan

distintas aproximaciones? Son preguntas que se deberian hacer en estas sesiones.

Los participantes, por parejas, tenian que entregar por escrito las propiedades o conjeturas
gue observaran, para luego, con ayuda de estas Ultimas, realizar el plan que les permitiera

justificar la propiedad o resolver el problema.

64

Este documento incorpora firma electrénica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segun la Ley 39/2015.
La autenticidad de este documento puede ser comprobada en la direccidn: https://sede.ull.es/validacion/

I dentifi cador del docunento: 3177683 Codi go de verificaci 6n: DrhewRko

Firmado por: Sergio Alexander Hernandez Hernandez Fecha: 26/01/2021 11:42:34
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Matias Camacho Machin 26/01/2021 12:00:32
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Josefa Perdomo Diaz 26/01/2021 12:47:47
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Maria de las Maravillas Aguiar Aguilar 19/03/2021 11:28:45

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

64 /186



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada
N° registro: 2021/6406
N° reg. oficina: OF002/2021/6320
Fecha: 28/01/2021 21:35:45

La cuarta actividad motivaba la reflexion como docente de los participantes, que debian
analizar sus propias resoluciones para identificar eventos surgidos durante el TRPG. Para ello,

se dedicaron algunas sesiones que concluia con la composicidén de una situacién de aula.

A continuacién, se describen con mayor detalle estas cuatro actividades incluyendo algunos
elementos que explican, de alguna manera, su eleccidén y su funcién en la investigaciéon

desarrollada.
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Cuerdas iguales

A la hora de elegir este problema (Tabla 5) se tuvo en cuenta que en su enunciado apareciera
una figura. La actividad de reconstruir una figura a partir de su dibujo, ya es en si misma una
tarea que hace que se generen preguntas (Santos-Trigo, 2019, pag. 72). ¢Cdmo representar
cada objeto? ¢ En qué orden debo construirlos? Son cuestiones que pueden derivar en eventos
y que parten del uso de la tecnologia. La reconstruccién de la figura usando GeoGebra se
convierte, por si sola, en un problema, es decir, en una actividad para la que se ponen en uso
los conocimientos matematicos y los aprendizajes adquiridos, dentro de un contexto
matematico geométrico. En este nuevo problema hay que afrontar una situacién cuyo
objetivo es trasladar los datos y relaciones matematicas, expuestas de forma taxativa en el

enunciado, a un elemento nuevo: una construcciéon dindmica.

Cuerdas iguales

Se dan dos circunferencias con
centros M y N. Desde el centro de
cada circunferencia se trazan rectas
tangentes a la otra. Los puntos de
intersecciéon de las rectas tangentes
con las circunferencias definen dos
cuerdas EF y GH (ver dibujo). Probar
que la longitud de las cuerdas es la
misma, EF=GH.

Problemal

RECOMENDACIONES

Durante la resolucién, comenta con tu compafero las ideas que te surjan.
Puede que necesites consultar en internet alguna idea, concepto o definicién.
Es importante verbalizar las ideas que tengas en cada momento, sin
preocuparte de si son correctas, la grabacidn no serd utilizada para la evaluacién
de la asignatura, sus fines son investigativos.

ENTREGAR AL FINAL DE LA SESION

Durante la sesidn observaran distintas propiedades y relaciones entre
elementos.

Realizar un listado de todas ellas, aunque no las hayan demostrado.

Tabla 5: Enunciado del problema 1 e instrucciones que lo acompafiaban
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Angulo 45°

En este problema (Tabla 6), una “tarea de investigacion” en la que la posiciéon del angulo hace
variar la situacién que se quiere estudiar (Santos-Trigo, 2019). Después de construir el angulo,
apoyandose en un punto que estd sobre el lado del cuadrado, se consigue un movimiento
ordenado que permite investigar sobre la familia de tridngulos resultante y entender cudles

son las relaciones matematicas que hay entre los poligonos que lo componen.

Al igual que en el problema anterior, la reconstruccién de la figura motivaria cuestiones
matematicas, ¢codmo se puede construir un Aangulo para que permanezca constante cuando
se mueve la semirrecta? ;Qué elemento debo construir primero? ;Qué punto me permite
estudiar la familia de poligonos cuando se arrastra? Ademas, es posible comenzar sefalando
algunos casos “extremos” o “particulares” como, por ejemplo, el caso en que uno de los lados
del dngulo se superpone a un lado del cuadrado. La investigacion de estas cuestiones requerira
de la cuantificaciéon de atributos (lados, dngulos, areas..) y tendrd como objetivo realizar

distintas conjeturas matematicas.

Angulo 45°

Dado un cuadrado ABCD, se traza un angulo de 45°
interior al cuadrado y con vértice en A. De esta manera
las dos semirrectas del angulo cortan a los lados
opuestos a A en dos puntos E y F (ver dibujo). Estudia la
relacion que existe entre las dos partes en las que queda
dividido el tridngulo AEF por la diagonal BD.

Problema 2

RECOMENDACIONES

Durante la resolucién, comenta con tu compafero las ideas que te surjan.
Puede que necesites consultar en internet alguna idea, concepto o definicion.
Es importante verbalizar las ideas que tengas en cada momento, sin
preocuparte de si son correctas, la grabacion no sera utilizada para la evaluaciéon
de la asignatura, sus fines son investigativos.

ENTREGAR AL FINAL DE LA SESION
Durante la sesidn observaran distintas propiedades y relaciones entre
elementos.
Realizar un listado de todas ellas, aunque no las hayan demostrado.
Tabla 6: Enunciado del problema 2 e instrucciones que lo acompanaban
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Conectar islas

A diferencia de los otros dos, este problema no incorpora en su enunciado figura alguna para
reproducir. Lo que si que recoge en el enunciado (Tabla 7) son datos de una situacién particular
(distancias entre las islas). Si se relajan sus restricciones iniciales (no se tienen en cuenta las
distancias) la construccion dinamica es facilmente realizable, al constar de objetos simples (un
tridngulo y un punto libre en el plano), convirtiéndose en una “configuracién dindmica sobre
la que se podrian hacer conjeturas y buscar cémo respaldarlas” (Santos-Trigo, 2019). ;Dénde
situar el punto de conexion? ; Qué propiedades cumple el punto buscado? ; Estas propiedades
se mantienen al mover los vértices? Son algunas cuestiones que podrian guiar la resolucioén.
Por otra parte, si se tienen en cuenta las distancias para conseguir una construccién robusta,
es necesario algun procedimiento de construccién de un tridngulo dada la longitud de sus
lados. Esto conllevaria la posibilidad de dar con una solucién empirica. ¢Cémo se puede
justificar este resultado? ¢ Qué propiedades verifica ese punto de conexidén? Serian cuestiones

a resolver una vez den con la solucién sobre la construccién dindmica.

Conectar Islas

Se quiere conectar las tres islas con una red de fibra éptica, de tal forma que se
utilice la menor cantidad de cable posible. La distancia entre islas es La Gomera-
La Palma 79.322m, La Gomera- EL Hierro 64.514m y La Palma-El Hierro 95.932m.
¢En qué lugar se debe ubicar el punto de conexidén para minimizar la cantidad
de cable necesario?

Problema 3

ENTREGAR AL FINAL DE LA SESION

Realizar un listado de:
e Propiedades que observan, aungue no las hayan demostrado.
e Conjeturas que realizas y que al comprobarlas no son ciertas.
e Planes de resolucion.

Tabla 7: Enunciado del problema 3 e instrucciones que lo acompafaban
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Tarea de Reflexién Docente

La finalidad de esta actividad, era fundamentalmente, que los participantes reflexionaran
sobre el trabajo realizado durante el desarrollo de las tres actividades anteriores, desde la
perspectiva de un profesor de Educacién Secundaria que estd dispuesto a usar con su
alumnado herramientas digitales para la enseflanza de Matematicas. Era importante utilizar
los conceptos y habilidades adquiridos en el transcurso de la resolucion de las actividades de
Tipo 1. En este caso, la situacién de aula seria la resolucién de esos tres problemas usando
GeoGebray la tarea o actividad consisten en analizar su propia resolucién e identificar eventos
0 acontecimientos que surgieron durante el TRPG. El orden seguido en el taller fue, primero,
sefalar los acontecimientos que surgieron motivados por el uso de la tecnologia. Segundo,
desarrollar diferentes elementos matematicos derivados de estos acontecimientos y, por

dltimo, componer una situacién de aula (Tabla 8).

Situaciones relacionadas con la tecnologia

Escribir Situaciones fruto del uso de la tecnologia en la resolucién de los

problemas Cuerdas iguales, Angulo 45°y Conectar islas.
En cada situacién indicar:

« El acontecimiento
o Al menos tres acontecimientos por problema
o Usar el GeoGebra para mostrar como surge el acontecimiento

¢ Distintos elementos matematicos
o Elegir un acontecimiento de cada problema
o Apoyarte en la tecnologia para describir los elementos matematicos

Tarea de Reflexion Docente

¢ Un comentario

Tabla 8: Enunciado de la Tarea de Reflexion

Esta tarea se trabajé de forma presencial en tres sesiones, en las que se realizé una actividad
intermedia para su evaluacion por parte del equipo investigador. Esta actividad intermedia

consistié en entregar una situacién de aula que pudiera surgir a parte de uno de los problemas
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y opcionalmente una lista de tres acontecimientos que se derivasen de cada uno de los tres
problemas. A las parejas se le devolvieron los documentos entregados, con algunas

correcciones y propuestas de mejora antes de que entregaran su propuesta final.

Durante estas tres sesiones las parejas se situaron en el rol de profesores de matematicas de
Educaciéon Secundaria. Los participantes en la investigacion debian separary analizar las ideas
gue habian averiguado a partir del trabajo desarrollado en el resto de sesiones, es decir, debian
extraery sintetizar ideas matematicas surgidas a partir del uso de la tecnologia en la resolucién
de problemas. Ademas, en la medida de lo posible, debian anticiparse a las discusiones
matematicas que pudieran ejercer en una clase de secundaria a la hora de realizar actividades
similares. De esta manera, se trataba de buscar que consiguieran que los participantes
mostraran su Comprensidon Matematica para la Ensefianza en la Educacién Secundaria desde
la perspectiva del Contexto Matematico de la Enseflanza, descrita en el Capitulo I1.2. En
particular, los aspectos que se relacionan directamente con la sintesis de las ideas
matemadticas, la interaccién con los estudiantes y la comprensién de su pensamiento

(Kilpatrick, et al., 2015).
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111.3. PROCESO DE ANALISIS

Para organizar el andlisis de los datos obtenidos, se ha optado por considerar cada objetivo
asociado directamente con un tipo de analisis que surge directamente del estudio de las
acciones realizadas por las parejas durante las sesiones de resolucién de los problemas y la
tarea de reflexiéon docente. De esta forma, a partir de la resolucion de los tres problemas
derivaron los resultados dedicados a analizar los aspectos de la Actividad Matematica (I
Objetivo). Atendiendo al comportamiento de las parejas, en esas mismas sesiones de
problemas, resultaron distintas tipologias de parejas (Il Objetivo). Por dltimo, se plantea un
analisis de la Tarea de Reflexion Docente, para ello se analizan los documentos redactados por

las parejas y entregados al final del TRPG (Il Objetivo).

111.3.1. Datos recogidos

Durante el TRPG se registraron las sesiones de forma audiovisual y para ello se utilizaron
cdmaras que grabaron lo acontecido en el aula de forma general, ademas de un software de
video (OBS Studio) que registraba al mismo tiempo, la pantalla del ordenador operado por
cada pareja y sus conversaciones captadas por la webcam. Se obtuvieron dos tipos de archivos

de video:

¢ Grabaciones Generales. Que contienen lo transcurrido en la clase durante cada sesion,
incluyendo las intervenciones del profesor cuando usaba la pizarra o en la pantalla.
También se recoge en ellas puestas en comun e intervenciones de los participantes
presentados al resto del grupo. (Figura 6_a)

e Video-capturas de los ordenadores. Cada pareja utilizaba un Unico ordenador con
webcam. Haciendo uso del programa OBS-Studio se grabd la pantalla al mismo tiempo
que a la pareja durante la realizacidén de cada tarea. (Figura 6_b)

Figura 6: (a)Grabacién general del aula de informatica. (b)Video-captura de la pantalla de la Pareja 2
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Se obtuvieron otros productos durante el TPRG, estos fueron documentos escritos, a mano o
a ordenador, y las diferentes construcciones de GeoGebra que los participantes entregaron

como fruto de la resolucidon de las tareas marcadas. Se clasificaron en:

¢« Construcciones. Archivos de GeoGebra con la extensién ggb que realizaron las parejas
para resolver cada problema. Cada pareja entregd al menos tres construcciones, una
por cada problema.

+« Informes escritos. Durante las sesiones las parejas hacian anotaciones sobre el papel
con las distintas propiedades que observaban, planes de resolucidn, intentos de llegar
a una solucién o propuestas de acontecimientos. De cada pareja se obtuvieron cuatro
entregas escritas, una de cada tarea.

¢ Informe final del TRPC. Al final de la experimentacién cada pareja entregd en un Unico
documento la resolucién escrita de cada problema, acompafiada de un
Acontecimiento y una lista de Elementos Matematicos (Figura 7).
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Figura 7: Parte del informe de una de las parejas

Los datos recogidos se utilizaron para el analisis que se presenta en esta memoria, de modo
gue las Video-Capturas, complementadas con las construcciones y parte de las entregas
escritas, fueron la evidencia principal para alcanzar el primer y segundo objetivo de la
investigacion. Estos datos se analizaron de dos formas, que llamamos: Analisis por problema
y Andlisis por Parejas. El Informe Final, complementado con parte de las entregas escritas,
fueron la evidencia principal para la justificacién del tercer objetivo de la Investigacién. Este
proceso de analisis se recogié como Andlisis de la Reflexién Docente. En el siguiente diagrama

(Figura 8) se representa la recogida de datos y su participaciéon en el proceso de analisis.
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Recogida y seleccion de datos para su analisis
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Figura 8: Secuencia de la recogida de datos y su uso para el anélisis
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111.3.2. Anadlisis por Problema

Esta parte del analisis se guia principalmente por una estructura basada en episodios de
resolucién de problemas con tecnologia (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2013). A la hora de
presentar el analisis de las resoluciones de los problemas, los episodios de resolucion que se
utilizan son los que enmarcan las acciones y el comportamiento de las parejas en las fases de
comprensién, exploraciéon y busqueda de aproximaciones. Durante el Taller se recogid
informacion de estos tres episodios de forma presencial haciendo video-capturas de pantalla,
recogiendo las construcciones y los documentos escritos (Figura 8). Con dicha informacién, se
realizé una sintesis de las resoluciones de las parejas, que incluyé distintas formas de realizar
la construccidn dindmica, las observaciones y conjeturas formuladas y los diferentes caminos
a la solucién que se plantearon. Esta sintesis es la que denominamos Resolucion dindmica del
problema, la cual aparece dividida en tres partes:

+« Primer Episodio: Comprensién del problema. Se describen y analizan las acciones de
las parejas cuando abordan el problema, los cuestionamientos que se hacen y codmo
usan las herramientas de GeoGebra. Esto permitid describir y analizar el tipo de
construcciones, junto con su utilidad para afrontar el problema. Ademas, de qué
preguntas se hace a si misma cada pareja y cdmo las resuelven, hasta considerar que
la construccién refleja la informacion que da el problema.

¢« Segundo episodio: Exploraciéon. Se describen y analizan las formas de profundizar en
el problema de las parejas. Se fija la atencién en qué elementos auxiliares utilizan, asi
como, de qué forma utilizan las posibilidades del SGD para realizar observaciones y
formular conjeturas. Ademas de para comprobar si sus conjeturas son ciertas o no.

e Tercer Episodio: Busqueda de Mdltiples aproximaciones. A partir de las conjeturas
formuladas por las parejas y sus intentos para dar con una aproximacion a la solucién,
se enuncian varias propiedades matematicas que dan pie a componer las diferentes
aproximaciones a la solucién. Se presentan, ademads, los pasos bdsicos de las
aproximaciones para mostrar los conceptos y propiedades matematicas que se
abordarian en cada camino a la solucién.

Las acciones realizadas por las parejas, en los diferentes episodios de resolucién, son analizadas
bajo la perspectiva de la Actividad Matematica (ver Capitulo I1.1). ;Qué aspectos descritos
dentro de esta perspectiva se ponen de manifiesto en las acciones de las parejas? ;Se pueden
identificar con mas facilidad alguno de estos aspectos frente a otros en los distintos episodios?

Son las preguntas que guiaron esta parte del analisis.
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111.3.3. Analisis por Parejas

Esta parte del andlisis se disefd una vez recogida la informacién y finalizado el Anélisis por
Problema, con el objetivo de centrar la atencién en los participantes. Se tuvieron en cuenta las
acciones, relacionadas con la creacion matemadtica y el razonamiento matemadtico, que cada
una de las parejas realizaron cuando resolvian los problemas. De esta manera se realizd un
analisis del comportamiento de las parejas cuando usan GeoGebra, tratando de identificar

diferencias y semejanzas entre ellas.
Las caracteristicas del comportamiento analizado fueron:

« Construccioén. Andlisis de la habilidad de cada pareja para usar GeoGebra, de forma que
en su construcciéon dindmica incluyan los objetos necesarios para resaltar una
caracteristica, propiedad o condicion matematica clave en la resolucién del problema.
Esta habilidad se puede identificar en el episodio de comprensién, pero también en
algun momento de los otros episodios. Ya que inicialmente realizan la construccién a
partir del enunciado del problema, pero al avanzar también afiaden elementos y
objetos que les ayudan a explorar o dar con la solucién.

« Dinamismo. Anidlisis de la habilidad de cada pareja para usar la posibilidad de
movimiento de objetos construidos que permite GeoGebra, de forma que sean
capaces de comprobar si las condiciones matematicas del problema se conservan al
mover los elementos y de realizar observaciones que les lleven a formular conjeturas.
Estas acciones se pueden identificar en cualquier momento de la resolucién, aunque
es mas evidente durante el episodio de exploracion.

En este apartado del analisis se buscé obtener resultados que justificaran el segundo objetivo
de investigacién, tratando de resaltar cémo GeoGebra influye en la actividad de resolver
problemas de cada pareja. (Hay diferencias entre las parejas en cuanto a su Actividad
Matematica? ;. En qué aspectos de esa componente hay diferencias? ; Qué acciones realizadas
por las parejas son las que marcan la diferencia? ¢ Se mantienen estas diferencias en todos los

problemas? Son las preguntas que guiaron la caracterizacién de las parejas.
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111.3.4. Analisis de la Reflexion Docente

Esta parte del andlisis se desarrolld tras estudiar las propuestas de los participantes durante la
Tarea de Reflexion Docente y una vez recogido el Informe Final. Al reunir los acontecimientos
y elementos matematicos de todas las parejas emergen una serie de categorias relacionadas
con el papel de GeoGebra en el desarrollo de los acontecimientos. Dichas categorias se

explicaran con detalle mas adelante, una descripcion breve de cada una de ellas seria:

e Apropiacién de GeoGebra. Eventos o acontecimientos que intentan dar una
explicaciéon matematica del funcionamiento de una herramienta de GeoGebra.

« Justificacion de propiedades descubiertas usando GeoGebra. Eventos o
acontecimientos que parten de la observacion que se hace cuando de una
construccién dindmica, aparece una regularidad o propiedad matemadtica que se
desea demostrar.

¢« Representaciéon de nuevos elementos en GeoGebra. Eventos o acontecimientos que
parten de una conjetura matematica, antes de observarla en una construccién
dindmica; para comprobarla es necesario construir nuevos elementos en GeoGebra
gue permitan analizar distintos casos particulares.

Los acontecimientos y elementos matematicos propuestos por las parejas no se comparan
estrictamente con los propuestos en Heid, Wilson y Blume (2015), ya que desarrollar una
Situacion hubiera requerido de un disefio diferente de la tarea. El sentido de |a tarea era que
los participantes realizaran un ejercicio de reflexion sobre una futura practica docente,
basandose en su propia experiencia cuando usan GeoGebra para resolver problemas
matemadticos. Por tanto, hay que entender las aportaciones de los participantes, como eventos
qgue les permiten anticiparse a situaciones de aula surgidas al resolver problemas con
tecnologia. Estas propuestas se utilizaran para ver de qué manera los futuros profesores
muestran su Comprensidon Matematica, mas concretamente, se analizan sus propuestas

desde la perspectiva de Contexto Matematico de la Ensefianza (ver Capitulo 11.2).
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Capitulo IV. PRESENTACION Y DISCUSION DE LOS

RESULTADOS

En este capitulo se analizan los datos recogidos en el Taller de Resolucién de Problemas con
GeoGebra. La discusidn se organiza atendiendo a los objetivos presentados en el segundo
capitulo. De esta forma, se ha divido en tres apartados atendiendo a los tres tipos de analisis

presentados en el capitulo anterior.

IV.1. RESULTADOS DEL ANALISIS POR PROBLEMA

A continuacion, se presenta un analisis organizado por cada uno de los problemas, en el mismo
orden en el que se presentaron a los participantes. El objeto de este andlisis es destacar cémo
las caracteristicas del SGD influyeron para la resolucién de los problemas. Se presta atencién a
las acciones que se realizan en los episodios de Comprensién, Exploracion y Busqueda de
Multiples aproximaciones (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2013). Ademads, se observa y
destaca el modo en que la resolucién de problemas con GeoGebra conecta con la Actividad

Matematica.

IV.1.1. Cuerdas iguales

El primer problema elegido para esta investigacion fue el denominado “Cuerdas Iguales”. En

el capitulo Il se encuentran sus caracteristicas y tipologia. Su enunciado es el siguiente:

Se dan dos circunferencias con centros M
y N. Desde el centro de cada
circunferencia se trazan rectas tangentes
a la otra. Los puntos de interseccidén de las
rectas tangentes con las circunferencias
definen dos cuerdas EF y GH (ver dibujo).
Probar que la longitud de las cuerdas es la
misma, EF=GH.
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Este problema fue presentado después de la clase introductoria, donde el profesor les explicd
los principios del uso del GeoGebra y realizd algunas construcciones dindmicas que

permitieron a los estudiantes recordar algunas propiedades basicas de las cdnicas.

Construccion de referencia para Cuerdas Iguales

Objetos de la construccién
A centro de la circunferencia de radio AB
C centro de la circunferencia de radio CD
E, F, Gy H puntos de tangencia de las circunferencias y las rectas
I'y J puntos de corte de la circunferencia de centro A con las rectas tangentes a la circunferencia
de centro C que pasan por A
Ky L puntos de corte de la circunferencia de centro C con las rectas tangentes a la circunferencia

de centro A que pasan por C

Elementos auxiliares

Recta que pasa por ambos centros Ay C

Py Q puntos de corte de la recta AC con las cuerdas

Segmento MN, donde My N son los puntos de corte de las rectas tangentes
Recta que pasa por Ay E

Recta que pasa por Cy G

Angulos que forman las rectas tangentes entre si, IAJ y KCL

Angulos (rectos) AEC, AGC, APl y KQC

Tabla 9: Objetos de la construccién que se usan de referencia para el analisis del problema1
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El problema Cuerdas iguales fue abordado en dos sesiones del TRPC. A cada participante se le
entregd el enunciado del problema, que incluia la figura y las instrucciones en papel (Anexo ).
Se le pidi6 a cada pareja que resolviera el problema con ayuda de GeoGebra y que comentaran
entre ellos las ideas que surgieran en cada momento del proceso de resolucién. Hay que tener
en cuenta que cada pareja utilizd en sus construcciones diferentes nomenclaturas para los
elementos de la construccion dinamica. Para describir las acciones que realizaron durante este
episodio se usa una notacién Unica y se reproducen sus acciones y comentarios sobre una

construccion de referencia que puede observarse en la Tabla 9.

Respecto a la marcha de las sesiones, durante la primera sesién el profesor-investigador realizd
dos puestas en comun, una para que las parejas explicaran cdmo hicieron la construccién
dindmica y otra para que comentaran las propiedades observadas. Durante la segunda sesién,
se pidid a las parejas que trabajaran con las propiedades que habian descubierto, con el
objetivo de encontrar una aproximacion a la solucién. Seguidamente, el profesor intervino para
hacer una recapitulacién de las ideas con las que estaban trabajando y que podrian servir para
la resoluciéon. Ya al final de la segunda sesién, las parejas iban indicando al grupo las
propiedades que encontraban y que consideraban interesantes. El problema se cerrd con la
intervenciéon de dos de las parejas participantes, que trazaron de forma independiente una

aproximacioén a la solucion basada en propiedades de semejanza de triangulos.

La reflexion sobre una construccién dindmica, que represente la figura del enunciado y que
incluya las relaciones matematicas existentes entre las circunferencias, las rectas tangentes a
las circunferenciasy las cuerdas, constituyd el punto de partida para comprender el problema.
El tipo de construccién realizada influye en la forma de explorar y visualizar atributos, lo que, a
su vez, influye en la formulacién de unas primeras conjeturas. Una decisidon que se debe tomar
cuando se resuelve un problema es el orden de construccion de los elementos (Santos-Trigo
& Camacho-Machin, 2016). En este caso, la manera de trazar las rectas tangentes y el orden de
trazado de los objetos sobre la construccidn va a marcar su funcionalidad, ya que determinara

si se pueden, o no, arrastrar unos objetos u otros y qué propiedades se conservan al hacerlo.
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Paso 1: Circunferencias

O ()

Construccion de las circunferencias con la herramienta Circunferencia (centro, punto)
Paso 2: Rectas tangentes a circunferencias

C >
=

Opcién 1: Opcién 2:

Usando la herramienta Tangentes se elige el punto | Usando la herramienta Recta se elige como primer
Ay la circunferencia de centro C. Luego se repite el | punto uno de los centros, A o C. Para elegir otro
procedimiento para el otro par de rectas. punto, si se acerca el puntero a una circunferencia,
GeoGebra coloca la recta tangente a esta.

Paso 3: Cuerdas

Usando Punto de construyen los puntos |, J, Ky L. Luego, se usa Segmento para trazar 13y KL
Las relaciones matematicas se conservan al mover objetos

Al mover objetos los puntos C y D se modifican las distancias entre los centros de las circunferencias y el
radio de una de ellas. La manera de trazar las rectas tangentes en el paso 2, hace que la propiedad de
tangencia se conserve o No.

Tabla 10: Pasos basicos que compondrian los tipos de construccién del problema 1
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Primer episodio: Comprensién del problema

Las parejas abordaron el problema Cuerdas Iguales realizando, en primer lugar, una
construccién dindmica que representara la figura para estudiar las relaciones entre las
circunferencias (radio y centro), las rectas tangentes y las cuerdas. Como en el enunciado no
se especifica ningun valor concreto, colocaron de forma arbitraria las circunferencias en la vista
grafica de GeoGebra. Para el siguiente paso, la construccién de las rectas tangentes a cada
circunferencia desde el centro de la otra (Tabla 10_Paso2), las parejas mostraron dos opciones:
Usar la herramienta Tangentes® o usar la herramienta Recta. La primera opcién implica que
se conserva la propiedad de tangencia al arrastrar los objetos lo que hace que la construccién
hecha sea una construccién robusta. La segunda opcién conduce a una construccién donde,
al mover los objetos, se pierde la tangencia de las rectas. En Camacho-Machin y Herndndez
(2017) se describen de forma detallada ambas formas de construccién, denominadas robusta

y no robusta.

En la Tabla 11 se indica cual de estos dos tipos de construccién realiza inicialmente cada una
de las parejas de estudiantes, si se produce algun cambio en dicha construccién y si en este
cambio intervino el profesor. Las parejas 1y 5, desde el inicio, utilizan la herramienta Tangentes.
Las otras cuatro parejas, inicialmente, trazan las rectas tangentes con la herramienta Recta: se
apoyan en dos puntos, uno de ellos es el centro de una circunferencia y el segundo lo colocan
de forma arbitraria sobre la otra circunferencia. A medida que avanzan en la construccién, las
parejas 2 y 3 se dan cuenta por si mismas de que no se conserva la tangencia de las rectas,
mientras que 5y 8 lo hacen cuando el profesor interactUa con ellas e interviene realizando la
prueba de arrastre. Después de la intervencién del profesor, estas parejas retoman la

construccién desde el principio y realizan la construccién dindmica usando la herramienta

Tangentes.
Caracteristica clave de los tipos de construcciones P1 P2 P3 P5 P7 P8
Pierde la propiedad de tangencia - o o - o o
i 1
Conserva la propiedad de tangencia o " " o N .

o Construcciéon dindmica realizada al comienzo
m Reconstruccion de la figura al avanzar en la resolucion
+ Intervenciéon del profesor

Tabla 11: Tipos de construccién dindmica que realizan las parejas

® En este trabajo identificaremos las herramientas escribiendo su nombre en cursiva.
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La eleccién de un tipo de herramienta u otro para construir las rectas tangentes marca la
diferencia en este problema. Desde un punto de vista tecnolégico, la herramienta Tangentes
de GeoGebra es una funcidén programada que tiene como entrada o elementos primarios un
punto y una cdénica o curva. Desde el punto de vista matematico, el concepto de recta
tangente lleva implicito la idea de “tangente a”, es decir, una recta tangente se asocia a la
gréafica de una funcién, curva o cénica. Tener en cuenta estos dos puntos de vista y usarlos, en
una accidén integrada, puede relacionarse con la habilidad tecno-matematica en el sentido que
describen Jacinto y Carreira (2017). Cuando se intenta representar la recta tangente
seleccionando dos puntos, de forma similar a cémo se haria con lapiz y papel, GeoGebra no da
ninguna respuesta, tal y como le ocurridé a la Pareja 5 (Tabla 12). De este modo, el SGD hace
interpretar la definicidn de recta tangente. Esto es, no permite colocar el punto de tangencia
de forma arbitraria, como se haria con lapiz y papel, sino que es necesario establecer una
relacion entre el punto exterior y la circunferencia (Hernandez, Perdomo-Diaz, & Camacho-
Machin, 2019 b). Esta respuesta, o falta de respuesta, de GeoGebra a una accién realizada por
la pareja debe ser interpretada por los estudiantes, para luego decidir la accién siguiente
(probar otras entradas o elementos primarios, releer las instrucciones de la herramienta o
elegir otra herramienta), poniendo la pareja en marcha su razonamiento creativo (Granberg &

Olsson, 2015).

Conviene destacar que un profesor debe conocer y comprender las posibles contingencias
gue podrian ocurrir cuando se plantea un problema para resolver con GeoGebra, donde se
requiere el trazado de rectas tangentes a ciertos objetos. Para el problema presentado, es
importante considerar que en el trazado intervienen tres objetos: el punto exterior, la
circunferencia y la recta tangente. Estos estdn relacionados entre siy con otros objetos, como
el punto de tangencia o el radio perpendicular a la recta tangente. En un contexto de
ensefanza se debe separar la idea principal (la recta tangente en este caso) en sus partes mas
simples y mostrar resultados parciales que puedan ser usados por los estudiantes (Kilpatrick,
et al, 2015). Reflexionar sobre las rectas tangentes a un objeto, desde el punto de vista
matematico, puede ofrecer distintas alternativas, dos ejemplos serian: i) considerar la recta
tangente a un objeto, ii) considerar la recta tangente a un objeto que pasa por un punto
exterior. Estas dos alternativas también presentan diferencias desde el punto de vista

tecnoldgico cuando se estudian haciendo uso de GeoGebra.
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Interaccion de una Pareja con GeoGebra

Sophie: ;Qué haces?

G
Evan: Los puntos ;serd? [ref
: tangencial
B 5 Sophie: (Si?

aipuja sobre la

Evan: Si, los E, F, Gy H [ Jos

]y ahora desde aqui...

Sophie: ;y eso no seria después? Con la construcciéon de

punto de interseccion entre la tangentey el ...

Evan:  No,sales de ahi. Hay que calcular ahora. Dale ahi, [primero a] tangentes |-} D @ @ -4.

y [luego a] los puntos j( Recta perpendicular
i~
Con la herramienta Tangentes elegida hacen clic sobre uno de | rosy los -~ Recta paralela
puntos dibujados s ircunferencia. No pasa nada >< Mediatriz

4% Bisectriz

Sophie: Si,ya..

o varias \

Evan: cQué hiciste?

Sophie: Que le di a la circunferencia, los puntos estos no, no

Tabla 12: Didlogo mantenido por la Pareja 5 sobre el uso de la herramienta Tangentes

El final del episodio de comprensidn lo marca la puesta en comun que el profesor organiza,
una vez todas las parejas han realizado la construccién dindmica robusta. El objeto de esta fue
reflexionar y analizar los pasos de |la construccion en la pizarra (fueron expuestos por la pareja
1). Se destacd cdmo el trazado de rectas tangentes debe superar la “prueba del arrastre”, siendo
esta un elemento de control (Schoenfeld, 1985) para verificar la construccién, en el sentido de
gue, cuando se mueve alguno de sus elementos, se siguen representando las caracteristicas y

las relaciones que el enunciado del problema indica. También se sefaldé que, al medir la
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longitud de ambas cuerdas, se puede comprobar que son iguales. En la puesta en comun se
plantearon dos cuestiones: ;Como se podria realizar la construccién sin la herramienta?
¢Cémo demostrar que las cuerdas tienen la misma longitud en cualquier caso? La primera
cuestion invitaba a los participantes a recordar las propiedades de las rectas tangentes y la

segunda los llevé a introducirse en el episodio de exploracién del problema.

Como resultado del analisis de este episodio, se puede sefalar que, para realizar la
construccién dindmica en este problema, las parejas tuvieron que darse cuenta, en primer
lugar, que la propiedad de tangencia debia conservarse, para luego buscar la forma de usar las
herramientas de GeoGebra y conseguirlo. Realizar esta tarea en si misma es una accidon que se
relaciona con la creacion matemadtica, ya que los participantes deben elegir una o varias
herramientas para representar las rectas tangentes a la circunferencia y las cuerdas, de forma
gue se resalte como caracteristica la conservacion de la propiedad de tangencia, aunque se

muevan los objetos.

Segundo episodio: Exploracién

Este episodio empieza durante el resto de la primera sesién y el principio de la segunda.
Durante ese tiempo las parejas trabajan de forma auténoma, consultando al profesorado o en
la web las dudas que les van surgiendo. La manipulacién de la construccién dindmica les
permitié verificar algunas propiedades, gracias a que podian cuantificar atributos y mover
elementos. Ademas de los elementos que aparecen en la figura del enunciado, afladieron
elementos auxiliares que se presentan en la (Tabla 13), que le sirvieron para realizar
observaciones y discutir sobre propiedades matematicas como por ejemplo de semejanza,
simetria, paralelismo o perpendicularidad, buscando aplicar resultados geométricos que

dieran pie a un posible camino para hallar la solucién.

La posibilidad de poder hacer consultas en la web se convirtié en un recurso para los
participantes, como ya se ha seflalado en otros estudios (Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2018).
Acudieron a ese medio en varias ocasiones para repasar algun concepto o propiedad, incluso
para mediar cuando los miembros de la pareja no coincidian y buscar ideas cuando estaban
bloqueados. Las consultas de las parejas fueron comunes para este problema, principalmente

consultaron tépicos relacionados con la semejanza o congruencia de tridngulos, fijdndose
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especialmente en los criterios de semejanza o el teorema de Thales.

Elementos auxiliares Pl P2 P3 P5 P7 P8
Angulos IAJ y KCL ] o o o - o
Segmento MN ] o - |
Bisectriz ] u] o - u -
Mediatriz - - u] O - -
Otros elementos [ ] ] m] ] m] [m]

O Afadidos al inicio de la sesion
B ARadidos tras las puestas en comun

Tabla 13: Elementos que utilizan las parejas en algiin momento en episodio de exploracion del problema 1

La manipulacién de la construccién dindmica en este problema se dirigié a observar la
longitud de las cuerdas, la distancia entre los centros y la longitud de los radios de las
circunferencias. Al afadir otros elementos como angulos y tridngulos, también pudieron
observar relaciones de semejanza y proporcionalidad. Esta accién de observar para buscar
propiedades, formular y verificar conjeturas forma parte del razonamiento matemdtico de los
participantes desde la perspectiva de la Actividad Matematica (Kilpatrick, et al.,, 2015). Para
realizar estas acciones, las parejas se apoyaban en la construccién dinamica que realizaron

inicialmente y a la que le afadieron una serie de elementos auxiliares (Tabla 9).

Los cuatro elementos auxiliares mas frecuentes fueron: los angulos IAJ y KCL con vértices en
el centro de las circunferencias, el segmento MN que une los puntos de corte de las rectas
tangentes, las bisectrices del dngulo que forman las rectas tangentes a las circunferencias y
las mediatrices de las cuerdas 13y KL (Tabla 13). Las parejas fueron afiadiendo estos elementos
mientras exploraban y buscaban una solucién al problema. GeoGebra tiene implementada
herramientas para el trazado de la bisectriz de un dngulo y la mediatriz de un segmento, lo
que facilitd su construccidn. Para este problema las cuatro rectas (bisectriz de I1AJ, bisectriz de
KCL, mediatriz de AJ y mediatriz de KL) eran coincidentes con la recta AC, ademas, la recta AC
era un eje de simetria de la figura. Todas las parejas consideraron esta simetria en algun
momento. Otros elementos auxiliares frecuentes en las construcciones fueron distintos
angulos y el segmento MN. Los participantes los usaron para formular varias hipdtesis o
conjeturas que luego trataban de verificar. Por ejemplo, una idea que aparecié fue la de que

los angulos IAJ y KCL tenian la misma amplitud. Al medir su amplitud se comprobdé que la
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intencioén era errénea.

La construccién dindmica inicial y los elementos auxiliares constituyen el centro del episodio
de exploracién en el caso de resolver problemas con ayuda de tecnologia. Las parejas
manipularon la construccién moviendo las circunferencias (los objetos que definian sus
centros y radios) y midiendo radios, cuerdas o dngulos, de modo que pudieron verificar o
refutar conjeturas que hacian antes, durante y después de la manipulacion. Quedd
evidenciado que aprovechaban principalmente dos de las posibilidades que brinda GeoGebra:
el movimientoy la cuantificacién de atributos, (Reyes-Martinez, 2016). las considera relevantes
para la apropiacién del SGD. El resultado de este proceso puede englobarse dentro de la
formulacién de conjeturas, acertadas (v) o no (x). Algunas de las conjeturas fueron realizadas
por varias parejas de forma independiente, otras son singulares y sélo una pareja se percatd
de ella, en la Tabla 14 se presenta una lista de ellas y se indica qué parejas las formularon en

algun momento de forma independiente.

Conjeturas formuladas P1 P2 P3 P5 P7 P8
V La longitud del segmento IP es igual que la del segmento KQ - - [ ] ] -
V Las mediatrices de las cuerda 13 y KL coinciden con la recta AC - - n ] ] -
V Las bisectrices de los angulos IAJ y KCL coinciden con la recta AC - ] n - ] -
V Los tridangulos AlJ y AMN son semejantes. Al igual que CLKy CNM - ] - - ] ]
* Los angulos IAJ y KCL tienen la misma amplitud [ ] ] - - - -
* Los triangulos IAJ y KCL son semejantes [] [] - - - -
V La longitud de las cuerdas depende de la longitud de los radios ] - - - - -
VLa longitud de las cuerdas depende de la distancia entre los centros ] - - - - -
V La longitud de las cuerdas depende de la amplitud de los angulos IAJy KCL - ] - - - -
* Los triangulos AKL y CIJ son semejantes o congruentes - - [ - - -
* Los arcos IAJ y KCL tienen la misma longitud - - - ] - -
V Los tridangulos IMK y JNL son congruentes - - - ] - -
V Los triangulos IAJ y KCL son isdsceles - - - [ ] - -
* Los triangulos AGH y CEF son semejantes - - - - [] -

Tabla 14: Conjeturas formuladas por cada pareja durante el episodio de Exploracién para el problema 1

La manipulacion de la construccidon y su visualizacidn promovié que los participantes
formularan varias conjeturas. Una vez trazada la recta AC de alguna forma (como bisectriz,
mediatriz o directamente) se dieron cuenta de que el problema podria reducirse a verificar la

igualdad de la mitad de la longitud de las cuerdas, es decir, los segmentos IP y KQ. Para
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comprobarlo verificaron la igualdad de las longitudes de los segmentos o de la amplitud de
los dangulos implicados. Estas observaciones estdn sustentadas en propiedades geométricas,
como que la mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia que la contiene o
que la bisectriz del dngulo que forman las rectas tangentes a una circunferencia desde un

punto exterior pasa por el centro de esta.

Los participantes, a medida que exploraban la situacion, iban considerando la idea de que
debia existir una relacién de semejanza entre algunos de los objetos presentes en la figura.
Esto les hacia formular conjeturas sobre la igualdad de amplitud de dngulos, la semejanza o
congruencia de tridngulos. GeoGebra fue utilizado, entonces, para comprobar las conjeturas.
Para ello, primero debian construir nuevos elementos y comparar sus atributos. Por ejemplo,
al construir los tridngulos AKL y CIJ lo hicieron con la intencién de comprobar si eran
congruentes. Esta idea surgié a raiz de que los segmentos 1J y KL tenian igual longitud y les
llevo a construir los tridngulos, para ver si también coincidian las longitudes del resto de los
lados. En este caso, el argumento era erréneo y, al ver refutada su idea, la Pareja 3 elimind los
triangulos de la construccién. Este comportamiento se repitié en todas las parejas: después de
afadir un elemento auxiliar para comprobar una idea, pasaban a eliminarlo. La captura de
pantalla permitié observar esta forma de proceder caracteristica del episodio de exploracién
en la resolucion de problemas con tecnologia, dado que los participantes pueden afadir y

eliminar objetos a la construccién con facilidad.

La puesta en comun, al final de la primera sesién, se utilizé para marcar el cambio de episodio.
En la pizarra se mostraron algunas conjeturas realizadas por las parejas, para lo que es
necesario anadir algunos elementos auxiliares. Luego, el profesor les pide que refinen esas
conjeturas que han establecido, de forma que se puedan utilizar como propiedades que

permitan demostrar que las cuerdas tienen la misma longitud.

Durante este episodio se mostraron, a partir de la manipulacién del SGD, varias acciones
relacionadas con la Actividad Matematica. Reconocer las caracteristicas matematicas de los
distintos angulos, segmentos y tridngulos que componian la figura, en las vistas de GeoGebra
es un aspecto descrito en la percepcion matemdtica. Las acciones mas frecuentes fueron
observar los atributos de los tridngulos cuando se arrestaban las circunferencias o se variaban

sus radios. Esta accién que llevaba a formular conjeturas, es decir, en este episodio destacé el
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razonamiento matemadtico de los participantes.

Tercer episodio: Busqueda de multiples aproximaciones

En este episodio los participantes estuvieron involucrados poco menos de dos horas,
comprendidas dentro del tiempo que durd la segunda sesion. En este tiempo, se dedicaron a
lo que se podria llamar “refinamiento” y formalizacidn de conjeturas (Contreras, 2014). Para
facilitar estas acciones se realizd una puesta en comun donde se compartieron varias
conjeturas y se sefald que estas debian ser formuladas como propiedades Utiles para la
demostracién de que las cuerdas 13 y KL tenian la misma longitud. De esta forma, a lo largo de
la sesidn se configurd una lista de propiedades observadas que se detallan en la (Tabla 15) para

tratar de dar al menos con una aproximacién a la solucién.

Propiedades observadas AG1 AAl
Las mediatrices de las cuerda 13 y KL coinciden con la recta AC . °
Las bisectrices de los angulos IAJ y KCL coinciden con la recta AC °

El segmento MN es paralelo a las cuerdas 13 y KL, que también son paralelas
Los triangulos Al y AMN son semejantes. Al igual que CLKy CNM
Los triangulos rectangulos AEC y KQC son semejantes. Al igual que CGAy API * .

Los puntos de tangencia E,F,G y H estan sobre la circunferencia con didmetro el sesgmento AC °

* Se hizo al final de la sesion

Tabla 15: Lista de propiedades observadas por los participantes que dieron pie a distintas aproximaciones

A partir de las propiedades observadas, los participantes esbozaron algunos caminos para
encontrar la solucidén del problema. Las parejas 3, 5 y 7 desarrollaron algunos de sus
argumentos, a partir de la simetria de la figura, buscando exclusivamente relaciones en la
parte superior de la recta AC. Dan por valido que la recta AC es un eje de simetria, al observar
gue coincide con las mediatrices de ambas cuerdas y con las bisectrices de los angulos que
forman las rectas tangentes. Las parejas 1, 2 y 8 consideraron la idea de encontrar una razén
de proporcionalidad entre las cuerdas y otros segmentos, por ejemplo, al partir de la relacién
de semejanza entre los triangulos AlJ y AMN y tratar de compararla con el triangulo CNM, que
a su vez es semejante a AlJ. La Pareja 1 valida este argumento, observando la relacién de
dependencia que hay entre los radios y la distancia entre los centros. Mientras, las parejas 2y
8 se fijan en que AOM y AIP estan en posicidn de Thales. También, utilizaron las razones

trigonomeétricas de los dngulos IAP y KCQ o escribieron expresiones algebraicas entre los
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catetosy la hipotenusa de los tridangulos rectdngulos APl y KQC, haciendo uso del Teorema de
Pitdgoras. Cuando no lograban dar con una solucién, volvian a evaluar la construccion
dindmica o a realizar busquedas en la web para desbloquearse y cuando descubrian alguna
propiedad interesante la comentaban en el gran grupo. En este sentido mostraron interés en
resolver el problema y capacidad para salir de una situacién de bloqueo (Schoenfeld, 1985). De
esta manera, al final de la sesién, se esbozd una aproximacién geométrica que denominamos
AG1 que utiliza algunas de las propiedades observadas en la Tabla 15. El paso clave para dar
con esta aproximacion lo dio la pareja 8, cuando observé que los tridangulos AEC y KQC eran
semejantes, al ser ambos tridngulos rectdngulos y compartir otro angulo, al igual que CGA y
API (Tabla 16_ figura AG1).

Atendiendo a los razonamientos de las parejas (concretamente los de la pareja 5) durante la
sesién, se puede establecer otro camino a la solucién que constituye una aproximacién
analitica denominada AAl. Esta aproximacion consiste en colocar los centros de las
circunferencias sobre el eje X y usar sus expresiones algebraicas para plantear sistemas de

ecuaciones.

En la Tabla 15 se seflalan (marcadas con e) las propiedades observadas que habria que justificar

y utilizar para realizar cada una de las aproximaciones propuestas.

La Tabla 16 recoge detalladamente las dos aproximaciones geométrica y analitica,
desarrolladas por las parejas indicadas, que dan lugar a la solucion del problema Cuerdas

iguales (Camacho-Machin & Hernandez, 2017).
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AGI

Aproximaciéon geométrica

AA1

Aproximacioén analitica

(=5 s =(5)

‘ (z=ef +9y¥ =

Paso 1.
Demostrar que las mediatrices de las cuerda 13y KL
y las bisectrices de los angulos IAJ y KCL coinciden

con la recta AC

Paso 2:
Aplicar el criterio de semejanza AAA para ver que los
tridngulos APl y AGC son semejantes. De forma

homaologa también lo son KQC y AEC.

Paso 3:

Resolver un sistema de ecuaciones con las

expresiones de proporcionalidad de los lados.

R AC R-r __

pi-r ac I

r AC R-r O] = PI =KQ
_—= 0 ==

KQ R c QJ

Tabla 16: Pasos para la aproximacion geométrica y la analitica.
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Paso 1.
El eje X serd la mediatriz de las cuerdas 13 y KL.
El objetivo del problema es verificar que la segunda

coordenada de los puntos | y K coinciden.

Paso 2:
Se calculan las coordenadas de E y G como punto de

corte de las circunferencias.

Paso 3:

Se expresan las ecuaciones de las rectas que pasan
por Ay Gy Ey C. Se calculan las coordenadas de | y
K como puntos de corte entre esas rectas y las

circunferencias.
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La observaciéon de que la bisectriz de 1AJ o la mediatriz de 13 coinciden con la recta AC y
justificarlo formalmente puede considerarse como un ejemplo de formalizacién. Es decir, se
transformaron las observaciones experimentales realizadas al usar tecnologia en un resultado
matematico formal (Contreras, 2014). Esta actividad de profundizar en la justificacidn
matematica, buscaba que los futuros profesores tuvieran una idea mas clara de cémo el uso
del SGD interviene en el proceso de demostraciéon (Acosta, Mejia, & Rodriguez, 2011). Cuando el
profesor preguntd por las ventajas de usar GeoGebra, al término de la sesién, los participantes
seflalaron que la visualizaciéon gréafica del problema les ayudd a acercarse a la solucién.
Ademas, indicaron que las observaciones hechas hubiera sido muy dificil hacerlas sin el SGD y
gue cualquier comprobacién resultaba ahora mas sencilla. Otras ventajas tecnoldgicas que los
estudiantes sefialaron fueron: la precisién de GeoGebra, y la utilidad de las herramientas para
trazar objetos sin recordar pasos intermedios. La pareja 5 sefalé que el SGD permitiria un
cambio para ensefiar matematicas, ya que daria la oportunidad al alumnado de Educacién
Secundaria de descubrir las propiedades. A su juicio, eso permitiria aprender de otra manera.
Para ejemplificar su idea, sefalaron que “no es lo mismo decir que la mediatriz de una cuerda
pasa por el centro, a que un estudiante manipulando se dé cuenta de ello y se pregunte el

porqué”.

En este episodio las parejas buscaron una aproximacion, basando sus argumentos en las
propiedades de simetria de la figuray en las relaciones de semejanza entre algunos tridangulos.
Apoyadndose, ademds, en otras propiedades geométricas de tridngulos rectangulos o
bisectrices de angulos. Esta accidn de busqueda de argumentos se apoya en las distintas
representaciones de GeoGebray va seguida de la accién de evaluar si una serie de argumentos
son validos o no para justificar, por ejemplo, la igualdad entre las longitudes de las cuerdas. Se
puede afirmar que estas acciones se relacionan, en gran parte, con la percepcion matemdtica,
ya gue hay que reconocer las distintas estructuras matematicas, representadas en las vistas
de GeoGebra, y conectarlas entre ellas. Por ejemplo, cuando la Pareja 5 reconoce las
ecuaciones, de las rectas tangentes y las cénicas, en la vista algebraica y las conecta con las
propiedades observadas en la vista gréafica, para diseflar una aproximacién analitica al
problema. Estas acciones se entrelazan con algunos aspectos del razonamiento matemdtico,
como el de observar la simetria de la figura o conjeturar que la recta AC coincide con la

mediatriz de ambas cuerdas, para luego justificarlo.
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IV.1.2. Angulo 45°

El segundo problema elegido para esta investigacion fue el denominado “Angulo 45°". En el

capitulo Il se encuentran sus caracteristicas y tipologia. Su enunciado es el siguiente:

C

Dado un cuadrado ABCD, se traza un angulo de 45 X

interior al cuadrado y con vértice en A. De esta
manera las dos semirrectas del angulo cortan a los
lados opuestos a A en dos puntos E y F (ver dibujo).

Estudia la relacion que existe entre las dos partes en

las que queda dividido el triangulo AEF por la

diagonal BD.

Este problema se presentd a los participantes en la tercera sesién del Taller de Resolucién de
Problemas con GeoGebra. El enunciado y las actividades que debian hacer se colocaron en el
Aula Virtual de la asignatura, en la que ellos podian también entregar el fichero de GeoGebra
con la construccién dindmica o cualquier otro documento. La tarea incluyd el enunciado con
la figura y una lista de indicaciones para proceder (Anexo ). Ademas, en la siguiente sesién
(sesidn 4), se les entregd un documento con indicaciones para que realizaran un plan de
resolucién que les llevara a justificar por qué las areas de los poligonos eran iguales (Anexo ).
En total se dedicaron cuatro horas, dos sesiones del taller, para que los participantes trabajaran
el problema, también se le dedicaron unos 15 minutos de la octava sesidn, en la que el profesor

mostrd los pasos para poder hacer una aproximacion geométrica a la soluciéon.

Hay que tener en cuenta que cada pareja utilizé en sus construcciones diferentes
nomenclaturas para los elementos de la construccion dinamica. Para describir las acciones
gue realizaron durante este episodio, se usa una notacién Unica y se reproducen sus acciones

y comentarios sobre una construccién de referencia presentada en la Tabla 17.
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Angulo 45°: Construccién de referencia

D K F c
L|
|
I “.\ E
g H '.‘:N
i M !
A P

\

Objetos de la construcciéon
ABCD cuadrado arbitrario
BD diagonal de cuadrado
E punto movil sobre el lado BC
F punto del lado CD tal que el angulo EAF mide 45°
G punto de corte de AF con BD
H punto de corte de AE con BD
AGH tridngulo rojo
EFGH poligono verde
Elementos auxiliares

Circunferencia de centro Ay radio AB

Circunferencia que pasa por los puntos A, B,Ey G

Alturas del tridangulo AEF o diagonales de EFGH: Al, EG y FH

J ortocentro de AEF o punto de corte de las diagonales EGy FH

M punto medio de AE

O punto de corte de las diagonales del cuadrado

K punto de corte de la recta perpendicular a CD que pasa por G con el lado CD
L punto de corte de la recta perpendicular a AD que pasa por G con el lado AD
N punto de corte de la recta perpendicular a BC que pasa por H con el lado BC

P punto de corte de la recta perpendicular a AB que pasa por H con el lado AB

Tabla 17: Construccién que se usa de referencia para el analisis del problema 2

En cada una de las sesiones se hizo una puesta en comun. La primera se realizé después de
que todas las parejas habian realizado la construccion dinamica, y ya se habian dado cuenta
de que las areas de los poligonos de los que hablaba el enunciado eran iguales. Para esta

puesta en comun, el profesor pidié a cada pareja que formularan conjeturas a partir del analisis
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de su construccidon. La segunda puesta en comun tuvo como objetivo que los estudiantes
resolvieran dudas surgidas después de que el profesor hiciera una intervencién para explicar
cémo hacer un plan de resolucién utilizando las propiedades observadas. Para lo cual, mostré
un ejemplo de resolucién donde usaba, sin demostrarlas, distintas propiedades que se habian

observado.

Usar GeoGebra para resolver este problema conlleva realizar una construccion dindmica que
permita explorar las propiedades de los dos poligonos en los que queda divido el tridangulo AEF
por la diagonal DB (Figura 9). Para identificar la relacién existente entre ambos poligonos, es
necesario trazar un angulo de una amplitud dada con vértice en el punto Ay poder arrastrarlo
sobre el cuadrado. Una caracteristica importante del problema es que en su enunciado no se
indica cuadl es la propiedad que hay que demostrar, sino que los participantes tienen primero

que explorar la situacién hasta encontrar dicha propiedad.

A B A B
Figura 9: Distintas posiciones del angulo sobre el cuadrado obtenidas al animar E sobre BC

Primer episodio: Comprensiéon del problema

Las parejas abordaron el problema con la necesidad de realizar la construccidén dindmica y
averiguar la relacién a la que hacia referencia el enunciado. El profesor dio mucha autonomia
para decidir cémo realizar la construccioén y no intervino para guiarles en la construccién a no
ser que le consultaran. En las construcciones de las parejas, se pueden destacar dos pasos
relevantes: la manera en la que construyeron el cuadrado y la forma de construir el angulo de
45°, La eleccidon de la herramienta para construir estos elementos determinard en gran parte
si se puede realizar un movimiento controlado a la vez que se conservan las restricciones del

enunciado, es decir, marca la robustez de la construccién dindmica.
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Paso 1: Cuadrado

[

Opcién 2:

Opcién 1. 0 e
Usando la herramienta m - Usando la herramienta Poligono
Poligonoy con referencia TT T 1717 regular se eligen dos puntos
la cuadricula de la vista f arbitrarios del plano y se introduce
grafica se marcan los | en el didlogo de GeoGebra 4 como
cuatro puntos y se ciefra =y 5 numero de lados.
el cuadrado. A
Paso 2: Angulo 45°
Opcién 1: Opcién 2:
b £ C €2 digulo s smglind x e ¢
Angulo £
E 45° B
=sentido antihorario
2sentido horario
OK  Cancela E
34° 45
A B A B

Usando la herramienta Poligono se construye un
tridngulo inscrito en el cuadrado. Luego usando
Angulo se construye el angulo EAF.

D ~aF

45°

C

\

A

Arrastre de los puntos E y F hasta conseguir un

angulo de 45°

B

Usando la herramienta Angulo dada su amplitud se
selecciona un punto arbitrario E sobre el lado BCy el

vértice A.

E
e

A B
Trazado de la semirrecta AE’, el punto de corte de
esta con el lado CD y el triangulo AEF.

Paso 3: Diagonal y poligonos

D

F C

A

B

Trazar la diagonal DB, los puntos de corte Gy H, y los poligonos AGH y EFHG.

Movimiento controlado

Al definir el punto E sobre el segmento BC, este no puede ser arrastrado fuera del segmento. Cuando un
punto esta restringido a pertenecer a un objeto lineal (segmento, recta, curva...) el movimiento se realiza de
forma ordenada, haciendo un recorrido exhaustivo. De esta forma, se puede “animar” el punto E para que

se mueva automaticamente de B hasta C.

Tabla 18: Pasos basicos que compondrian los tipos de construcciones del problema 2
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Una de las parejas (Pareja 1) comenzé la construccion usando la herramienta Poligono” para
trazar un cuadrado. Esto generaba una configuracién no robusta, ya que, al arrastrar un vértice,
el poligono dejaba de ser cuadrado (Tabla 18_Paso 1_Opcidn 1). El resto de las parejas comenzé
usando Poligono regular, consiguiendo de entrada un cuadrado robusto (Tabla 18_Paso
1_Opcidn 2). Las parejas se centraron en estudiar el movimiento del dngulo 45°y que se pudiera
arrastrar, lo que la construcciéon del cuadrado y su robustez en un segundo plano. En este caso,
no se produjo discusidn, ni matematica, ni sobre el uso del SGD, que hiciera referencia a ello.
Por otro lado, desde un punto de vista riguroso, si no se usa la herramienta Poligono regular,
u otro proceso equivalente, al arrastrar alguno de los vértices, la condicién matematica de
cuadrado no se conservaria. Sélo la Pareja 1, avanzé en una construccién usando la
herramienta Poligono, las demas eligieron directamente Poligono regular o dudaron unos

instantes antes de elegirla.

La caracteristica clave para este problema (que permite hablar de tipos de construcciones) es
el trazado del angulo de 45° debido a que mover el angulo, permite a los participantes
observar como varian los atributos de los poligonos que debian analizar. En el Paso 2 de la
Tabla 18 se pueden observar las dos opciones que los participantes utilizaron durante el TRPG
para construir el dngulo, que marcaron la posibilidad de poder realizar un movimiento

controlado del angulo o no.

Caracteristica que diferencia los tipos de construcciones P1 P2 P3 P5 P7 P8

No permite el movimiento controlado - o - - - o
3

Permite el movimiento controlado o*sm [ ] m] o o [ ]

o Construccién dindmica realizada al comienza

m Reconstruccion de la figura al avanzar en la resolucion

Y Intervencion del profesor

* Usaron la herramienta Poligono para construir el cuadrado

Tabla 19: Tipos de construccién dinamica que realizan las parejas

Aunque todas las parejas realizaron una construccidén que permitia mover el angulo sin que
variara su amplitud, no fue asi desde el principio. En general, tuvieron dificultades para usar las

herramientas de GeoGebra que permiten trazar angulos. Para las parejas 2 y 8, estas

7 Para usar esta herramienta hay que seleccionar los puntos que constituirdn los vértices. Ademas, el valor del area
aparece en la Vista Algebraica junto a la etiqueta que identifica el poligono.
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dificultades les permitieron realizar dos tipos de construcciones; primero una que no permitia

el movimiento y después otra que si lo permitia (Tabla 19).

La herramienta Angulo dada su amplitud necesita introducir cuatro informaciones de
entrada: dos puntos (el segundo de ellos serd el vértice del dngulo), la amplitud de un dngulo
y una direccién de giro. GeoGebra construye de esta forma un angulo con la amplitud dada y
un nuevo punto (Tabla 18_Opcidn 2). La accién realizada por GeoGebra no corresponde con la
idea matematica de dngulo, dado que no se representan las semirrectas que seccionarian, lo
gue puede generar dudas a los estudiantes, tal y como ocurrié con la Pareja 5 (Tabla 20). La
respuesta de GeoGebra se identifica con la rotacién o giro de un punto dado un dngulo y su
centro (vértice). Comprender las ideas matematicas de esta herramienta y su funcionamiento
de forma integrada seria parte de la habilidad Tecno-Matematica (Jacinto & Carreira, 2017)
necesaria para realizar una construccion que permita el movimiento controlado. El trazado de
un angulo dada una amplitud determinada es una idea matematica simple. En este caso, el
transportador de dngulos es sustituido, al usar GeoGebra, por una herramienta tecnolégica:
Angulo dada su amplitud. En (Camacho-Machin, Perdomo-Diaz, & Hernandez, 2019)
concluyen que un futuro profesor que sea capaz de desarrollar habilidades tecnoldgicas para
trazar y medir dangulos a la vez que profundiza en las ideas de definicion de dngulo, amplitud

0 construccién de angulos usuales, estaria desarrollando asi su fluidez tecno-matematica.

Interaccién de la Pareja 5 con GeoGebra

Sophie: ;Y ahora? ;.E' lo hizo s6lo?

Evan: ... Si, el E' lo hizo sélo

Evan: Ya, tienes que hallar la recta que pasa por E'y por A. Hallar el punto de corte con el
lado CDy ese es el punto que hace el angulo... / c

Sophie: Y lo mismo con E. Pero claro, el E lo pusiste tu.

Evan: Claro, pero como el E ya lo puse dentro pues... E'

Sophie: A ver, dibujalo

Evan: Si tu haces la recta [s E

Sophie: OK [ 45°

Evan: ..eselangulo A B

Tabla 20: Didlogo de la pareja 5 cuando GeoGebra da respuesta al uso de Angulo de amplitud dada
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El profesor, del curso, en esta ocasidén no hizo hincapié en el cambio de episodio mediante una
puesta en comun. Ahora bien, se considera que una referencia para determinar cuando las
parejas comienzan la exploracién de este problema, es el momento en el que dan por valida

su construccién y comienzan a cuantificar los atributos de los objetos.

Se pueden sefalar, como resultado del andlisis de este episodio, que las parejas tuvieron que
superar algunas dificultades de manejo de GeoGebra para poder realizar una construccién
dindmica que representa un angulo de 45° mavil. Usaron las herramientas del SGD de forma
gue la amplitud del angulo se conservase, para luego pasar a construir los poligonos que
conformaban la figura y observar que las dreas coincidian en cualquier posicién del angulo. La
resolucion de este problema supuso un desarrollo de sus las capacidades de los futuros
profesores para usar GeoGebra, ya que pusieron en uso herramientas que no conocian, pero,
sobre todo, pusieron en marcha su creacion matemadtica. De hecho, los participantes eligieron
varias herramientas para construir primero el angulo, luego el triangulo AEF y por ultimo los
poligonos AGH y EFGH, de forma que se resaltard como caracteristica la conservacion de la
amplitud del dngulo al arrastrar un punto y representar asi una familia de tridngulos inscrita

en un cuadrado para poder estudiarla mas adelante.

Segundo episodio: Exploraciéon

Los participantes pasaron a explorar la situacién, mediada la tercera sesidén del TRPG, la
primera que se dedicd a este problema. Al igual que en el problema Cuerdas Iguales, su
principal recurso para buscar informacion fue la web, dirigiéndose al profesor en casos
puntuales o cuando se les preguntaba por sus avances. Definir los poligonos AEF y EFGH y
cuantificar sus areas, fue esencial para descubrir que coincidian. Esto les llevo a identificar la
demostracion de esta propiedad como el objetivo principal del problema. La primera puesta
en comun se produjo una vez todos habian observado la igualdad de las areas y el profesor
indicara que debian buscar justificaciéon. En este proceso, trazaron y afladieron elementos
auxiliares a la figura, como rectas, segmentos, puntos, circunferencias y dngulos. En la tabla 21

se indican cuales fueron esos elementos auxiliares y qué parejas los hicieron (Tabla 21).
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Elementos auxiliares Pl P2 P3 P5 P7 P8
Angulos de los tridngulos AGH y AEF [ ] o - o o o
Alturas del tridangulo AEF: Al, EGy FH [ ] [] o o o -
J ortocentro de AEF - - o o o -
Circunferencia de centro Ay radio AB [ - - ] u] -
Las diagonales de EFGH: EG y FH - o - - - -
K, L, NY P puntos de corte con los lados - - - m] - -
Otros elementos - o - o o o

0 AfAadidos al inicio de la sesion
m Afadidos tras las puestas en comun

Tabla 21: Elementos que utilizan las parejas en algiin momento en episodio de exploracién del problema 2
Los elementos elegidos por las parejas para estudiar su comportamiento, se relacionaban
principalmente con los tridngulos AEF y AGH. Afadieron sus alturas y angulos para buscar
alguna regularidad cuando se movia E. Al observar el comportamiento de estos atributos,
algunas parejas afadieron el ortocentro de AEF y se fijaron en otros elementos como la
longitud de los lados de AGH o la amplitud de otros angulos. Otros elementos relevantes para
el establecimiento de conjeturas por parte de los participantes, fueron: la circunferencia
centrada en Ay radio AB que visualizaba cémo la altura del triangulo AEF desde A permanecia
constante al mover E que construyd la pareja 7y los puntos K, L, Ny P de la pareja 5, construidos
como puntos de corte de las rectas perpendiculares a los lados del cuadrado con ellos mismos

Yy que pasan por Gy H.

La manipulacién de la construccién dindmica para este problema, se concentrd en estudiar
las variaciones de los elementos, al arrastrar el punto E. Observar regularidades como, igualdad
de dreas, longitudes invariantes y la amplitud de los angulos permitié a las parejas descubrir
algunas propiedades y hacer conjeturas. Estas acciones se destacan entre los aspectos la

Actividad Matematica y en particular con la componente razonamiento matematico.

La Tabla 22 recoge las conjeturas que realizaron las distintas parejas. Dichas afirmaciones se
formularon a partir de las observaciones realizadas sobre la construccién dinamica o se
verificaron sobre la propia construccion. Al igual que en el problema anterior, las ventajas del
SGD que usaron los participantes fueron la cuantificaciéon de los atributos y el movimiento
controlado. Las parejas se fijaron en los atributos de los poligonos en los que quedaba dividido
el cuadrado por el dangulo y la diagonal, concretamente en sus areas, las longitudes de sus

lados o alturas, y la amplitud de sus dngulos.
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Conjeturas formuladas Pl P2 P3 P5 P7 P8
v/ Las areas del tridngulo AHG y del poligono EFGH coinciden. » [ ] u u u
v Si E coincide con C o B, AHGy EFGH‘son triangulos rectangulos - - . . - }
congruentes entre si y cuya superficie es la cuarta parte del cuadrado.
1/ Para una posicién de E, el triangulo AEF es Isésceles y EFGH es un trapecio. = - - - u -
v Para,una posicién'de E, las diagonales ACy DB dividen a AEF en triangulos ) . ) ) }
rectdangulos semejantes.
v/ Si E coincide con C o B, el area de AEF es la mitad de la del cuadrado. - L] - - - -
x El drea de AEF no varian al mover E. - - - . - -
x El drea de AEF es la mitad del area del cuadrado. - - - - . -
v/ Los tridngulos AGH y AEF son semejantes. - u n - - -
v/ La altura del triangulo AEF desde A hasta EF no varia al mover E. - - - n n -

v/ La altura del triangulo AEF desde F hasta AE “pasa” por H. - -

v La altura del triangulo AEF desde A hasta EF pasa por el punto de corte de )
las diagonales del cuadrilatero EFGH.

v/ El tridangulo CGH es congruente con el triangulo AGH. - -

v La superficie de EFGH que no se solapa con el triangulo CGH tiene el ) )

mismo area que la superficie de CGH que no se solapa con EFGH
x La suma de las areas de los triangulos AGD y ABH es igual al area de AGH - -

x La longitud de los segmentos GH y AE no varian al mover E. - -

v/ EltriAngulo AHF es isdsceles. - -

v/ Los tridngulos ABE, ECF y FDA son rectangulos. - -
v/ Los angulos BAE y FAD suman 45°. - -

v/ La circunferencia de centro Ay radio AB es tangente al segmento EF. - -
Las areas de los tridangulos DGF, ECF y BEH suman lo mismo que la suma

V e las areas de los triangulos AGD y ABH. ) )

Tabla 22: Conjeturas formuladas por cada pareja durante el episodio de Exploracién para el problema 2

En este problema, la posibilidad de arrastrar elementos, que ofrece GeoGebra, fue utilizada

Unicamente para mover E sobre el lado BC. Algunas parejas también usaron la opcién

automatica “animacién” para visualizar las variaciones de las construcciones en todo el

recorrido. Muchas de las conjeturas realizadas por las parejas se desprenden directamente de

la observacidn de los elementos de la construccidn original, al mover el punto E (Figura 9). De

esta forma reconocieron los casos extremos en los que E coincide con uno de los vértices del

cuadrado y lo que hace que los poligonos sean congruentes y deduciendo facilmente la

igualdad de sus areas. En este caso, se observd que se corresponde con la cuarta parte del area

del cuadrado, dando lugar a dos tridngulos rectangulos isésceles. También descubrieron que,

para una posicién intermedia de E, los poligonos corresponden a un tridngulo isdsceles y un
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trapecio. Esta idea facilité el disefio de un plan de resolucién. La Figura 10 presenta los casos

explorados por la pareja 1.

La relacién implicita entre las areas de los poligonos y la amplitud del angulo, era desconocida
para participantes, lo que les llevd a realizar diversas pruebas y explorar el problema en busca
de alguna idea que pudiera dar luz al origen de dicha propiedad. De esta forma descubrieron
que dos de las alturas del tridngulo AEF coincidian con las diagonales del cuadrilatero EFGH y
qgue la otra era constante. Otras exploraciones llevaron a propiedades de semejanza y
congruencia de distintos tridngulos. Si nos fijamos en los distintos tépicos de Geometria que
los participantes recordaron en este episodio de la exploraciéon se podrian agrupar en: i)
criterios de congruencia y semejanza de triangulos, ii) clasificacién y cdlculo de areas de
cuadrilaterosy, iii) clasificacién de tridangulos segun sus lados.

-
D = |p 3 c D F /e c
P oC & < . 8 .
I E p=90 B =T71.56° B=B7.64°
\
\

o : : I B : :
(b) (c)
Figura 10: Casos explorados por la Pareja 1.
(a) Tridngulos rectangulos isésceles, (b) Tridngulo y trapecio y (c) Triangulo y trapecio isésceles.

Algunas conjeturas se formularon previamente, para luego comprobarlas en la construccién.
Partieron de la idea de que, aparte de la igualdad entre las areas de los poligonos, deberia
haber otros objetos con las mismas dimensiones. Una manera de hacerlo consistié en registrar
los valores de las longitudes de algunos segmentos como GH y AE para verificar si variaban al

arrastrar el punto E.

Al igual que en el problema anterior, el comportamiento de las parejas cuando se exploraba la
construccién, muestra su habilidad tecno-matematica, asi como la capacidad de aprovechar
las posibilidades del software (Jacinto & Carreira, 2017; Reyes-Martinez, 2016) que influyen en el
razonamiento matemadtico en lo referente a las acciones de observar y formular conjeturas,
relacionadas con la Actividad Matematica. Observar los atributos de los poligonos con el

movimiento del punto E, prestando atencién a elementos invariantes como la altura Al y los
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diversos dngulos de amplitud 45° y 90° les condujo a formular una gran cantidad y variedad
de conjeturas, es decir, se puede, por tanto, afirmar que en este episodio el uso de GeoGebra

activo significativamente el razonamiento matemdtico.

Tercer episodio: Busqueda de multiples aproximaciones

Los participantes dedicaron a este episodio algo mas de dos horas, que transcurrieron desde
el final de la tercera sesidén y toda la cuarta sesiéon. El profesor dio instrucciones para que
realizaran un “plan de resolucién”. Se podria considerar esta tarea como la realizacién de un
plany su ejecucién, segunda y tercera fase de la resolucién de problemas (Pdlya, 1945). Para
ello, indicé que tenian que seleccionar algunas de las observaciones hechas y ver de qué
manera las podrian usar para demostrar que el area del triangulo AGH coincidia con el area
del poligono EFGH. Al final de la tercera sesién deberian entregar un plan indicando qué
estrategia seguirian para dar con la solucion (Schoenfeld, 1985). Podrian utilizar algunas de las
propiedades observadas, aunque no tuvieran su justificaciéon, quedando asi un plan cuya

ejecucion consistiera en demostrar las propiedades utilizadas.

En el TRPG, se pidid a cada pareja que trabajara para conformar una aproximacion, si no
completa, al menos esbozada. Se pudo observar que del trabajo de las parejas surgié un
abanico de caminos distintos hacia la solucién, el desarrollo de varios de estos caminos se
enmarcaria dentro del episodio de busqueda de multiples aproximaciones, que Santos-Trigo

y Camacho-Machin (2009) sefialan como relevante en la resolucién de problemas.

Atendiendo a los caminos propuestos por las parejas, el equipo investigador planted tres
aproximaciones, que se denominaron aproximacién geomeétrica (AG2), aproximacién analitica
(AA2) y aproximacion basada en semejanza (AS2) (Camacho-Machin, Perdomo-Diaz, &
Hernandez, 2019). En la Tabla 23 se incluyen las propiedades descubiertas por los participantes

relacionadas con cada una de las tres aproximaciones propuestas (marcadas con e).
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Propiedades observadas AG2 AA2 ASs2
Las diagonales del cuadrilatero EFGH coinciden con dos de las alturas del triangulo AEF °
La altura del triangulo AEF desde A hasta el lado EF es siempre igual a la longitud de AB .

La circunferencia de centro Ay radio el lado del cuadrado es tangente al segmento EF

Los puntos A, B, E y G son cociclicos. Igualmente, los puntos A, D, Fy H. .

El punto medio de AE es el centro de la circunferencia que pasa por A, B,Ey G )

El segmento con extremos el punto medio de AE y G es una altura del triangulo AGH °

La suma de las areas de los triangulos ABG y ADH coincide con las de BEG, CEF y DFH .

El triangulo AHG es semejante al triangulo AEF .
Los cuadrilateros PBNH y DLGK son cuadrados : .

Tabla 23: Lista de propiedades observadas por los participantes que dieron pie a distintas aproximaciones

La aproximacion geométrica (AG2) consiste en calcular el area del cuadrildtero EFGH y
demostrar que es la mitad que la del tridngulo AEF. Para ello, se demuestra que las diagonales
del cuadrilatero son las alturas del tridangulo AEF y que las rectas GM y FH son paralelas, siendo
M el punto medio de AE (Tabla 25). La aproximacién analitica (AA2) se fundamenta en la
busqueda de la relacién entre la longitud del lado del cuadrado, las distancias de los puntos E
y F alos vértices del cuadrado, y el angulo de 45°. Partiendo de un cuadrado de lado la unidad,
utilizando las observaciones hechas en la fase de exploracién y que la tangente de 45° mide
uno, se presenta un sistema de ecuaciones que permite dar con la solucién (Tabla 25). La
aproximacion basada en la semejanza de tridngulos (AS2) usa la propiedad de que la razén
entre las dreas de dos figuras semejantes es el cuadrado de la razén de proporcionalidad entre
sus lados de esta forma, demostrando que los triangulos AEF y AGH son semejantes, sélo es

necesario demostrar que la razén de proporcionalidad entre los lados del triangulo AGH y el

tridngulo AEF es g (Tabla 26).
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AG2: Aproximacién geométrica

Demostrar que el area del triangulo AHG es igual al del cuadrilatero EFGH es equivalente a demostrar que
area del tridngulo AEF es el doble de una de ellas. ) F c D F C
Paso 1:

Los angulos EAG y EBG miden 45° y abarcan EG,
luego

i) A, B, Ey G forman un cuadrildtero circunscribible y

ii) Los angulos AGE y ABE son suplementarios.

Por tanto, el angulo AGE es recto. Andlogamente,

AHF es recto.

Paso 2:

El tridangulo AEG es isésceles. Es un tridngulo rectangulo y el angulo EAG mide
45°, entonces, AEG también mide 45°. En consecuencia, la altura del triangulo

AEG desde el vértice G se apoya en M, punto medio del lado no congruente AE.

Paso 3:

Como los angulos AHF y CMA miden 90°, la recta GM es
paralela a la recta FH, todos los triangulos con base FHy
otro vértice sobre la recta GM, tendran la misma area. En
particular, los triangulos FGH y FMH tienen la misma

area.

En consecuencia, el area del tridngulo EFM es igual a la

del poligono EFGH.

Paso 4: P " ©
La mediana de un triangulo lo divide en dos triangulos de la misma area.
FM es una mediana del tridangulo AEF, entonces el area del tridangulo EFM es la €
mitad del area del triangulo AEF, que es igual a el area del cuadrilatero EFGH.
Por tanto, el area de del triangulo AEF es el doble del area del cuadrilatero » E
EFGH, para cualquier posicién de E sobre BC u. 5

A B

Tabla 24: Pasos para la aproximaciéon geométrica que aparecieron en la sesion del taller
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Los planes de resolucidn presentados por las parejas 3y 5 estuvieron en la misma linea que la
aproximacién analitica (AA2), su idea fue buscar relaciones entre las dimensiones de los
distintos segmentos de la figuray demostrar que la suma de las areas de los tridangulos ABG y

ADH coincidia con la suma de las areas de BEG, CEF y DFH.

AA2: Aproximacioén analitica
Demostrar que el area del tridangulo AHG es igual al del cuadrilatero EFGH
es equivalente a demostrar que, la suma de las areas de los tridangulos ABH
y AGD (AR) es igual a la suma de las areas de los tridangulos BEH, ECF y FDG
(av).

Paso 1.

Se parte de un cuadrado de lado la unidad y se utiliza una notacién acorde.
Los triangulos ABE y APH son semejantes, ya que son tridngulos rectangulos
gue tienen a como angulo comun.

Entonces, Andlogamente,
X 1 > * Al 1 4 ! =b Y A1-b !
_—— a= —-—a= —_— —_— o — _ ER—
a l1-a 1+x 1+x b 1-b 1+y 1+y
Ademas,
¢ x
ana =_—=x
1 ]
_Y_
tanﬁ—l—y x+y 1-x 2x 1-x 1+x
tan(a + tana + tan g :lz—l—x-y2y=1+x 1—y=1+x=>b= 2 1-b= 2
n =— " = =
ath 1—-tana-tanf
a+ B =45°
tan45° = 1 ) o e
Paso 2: [ Tz c
Por tanto, se pueden poner todos los parametros en funcién de x, que ';'T
define la posicién de E sobre BC. L 1o
Paso 3:
AR = Area ABH + Area AGD = L B PH+1AD L6 =14 % +1 1-x :
= fArea reafGl = g ARIE AR T 1vx T 2 2 :
»
—1(x +1_x)—_x2+2x+1—A BEH + Area ECF + Area FDG " e
=3\ 2 )= aaTo - rea rea rea Ttz 47

1 1 1 1/ 22 2x(1-x) (A-x)? —x?+2x+1
=5 BE'HN+-EC-CF+-FD-GK =7 =

1+x 1+x 2-(1+x) 4(1+x)

Por tanto, AR = AV para cualquier valor de x

Paso 4:

En un caso general, con I lado del cuadrado, también se conservaria la propiedad. Las sumas de las areas
ARy AV serian proporcionales a las correspondientes areas de un caso general con razén de proporcion 2
VerificAndose que:

2 AR =1 AV
Luego, el area del tridangulo AGH es igual al area del cuadrilatero EFGH para cualquier posiciéon de E y para
cualquier lado del cuadrado m.

Tabla 25: Pasos para la aproximacién analitica que aparecieron en la sesién del taller
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Tal y como se puede observar en la Tabla 25, GeoGebra permitié a estas parejas observar que
las alturas de los tridngulos coincidian dos a dos y reconocieron en ello una oportunidad para
trasladar esta idea a una relacién analitica. Dicho de otra forma, GeoGebra facilitd el paso de lo
experimental a lo formal para dar con un camino a la solucién. A la hora de ejecutar el plan, se
encontraron con la dificultad de relacionar la distancia entre los puntos By E con la distancia
entre los puntos F y D (Tabla 25 Paso 1). En el informe escrito que presentaron, se incluyeron

cudles eran las propiedades les faltaba demostrar.

La Pareja 1 realizé un plan de resolucion fundamentado en el reconocimiento tres casos
distintos que dependian de la posicion del angulo. El uso de GeoGebra facilité el
reconocimiento de los tres casos, diferenciado por la forma de los poligonos: a) Triangulo y
triangulo, b) Triangulo y trapecio y c) Triadngulo y trapezoide (Figura 10 y Figura 11). Usaron
GeoGebra para cuantificar los atributos en cada caso y determinar las propiedades se
cumplian en cada uno de ellos. De esta forma reconocieron como casos mas simples los dos
primeros y se refirieron al tercero como un caso general. Los tres casos los abordaron
directamente usando la resolucién de sistemas de ecuaciones, estas ecuaciones las dedujeron
a partir de las expresiones algebraicas de las areas de los poligonos. Tuvieron éxito con el
primero e hicieron avances importantes en el caso del trapecio, pero no fueron capaces de

abordar el caso general.

Ki‘,:,r‘i Nass ham’ dedo uc(\&c e ‘Sfﬁjvr\ LCERNCS
R Ay @=  Eeligmes TR
kel :{N)\kt (G= eAcem)

al T(‘\CI(\%L&, Y
B)  Trideep@ y Lrepecio

c) RARSN S k«,(\c 2oie

Figura 11: Extracto del documento escrito é}an las propiedades observadas de la Pareja 1
Por otro lado, las parejas 2, 7y 8 fundamentan sus planes de resolucién en el hecho de que los
triangulos AGH y AEF son semejantes, es decir, trabajan en la linea de la aproximacioén basada
en semejanza (AS2). Los caminos que trazan las parejas tienen basicamente dos pasos para
demostrar que: AEF es semejante tridngulo AGH y la razén de semejanza entre sus lados
homologos es +/2/2 . Las parejas se dieron cuenta de la viabilidad de este camino, en cuanto
observaron la propiedad de semejanza de esos tridngulos, quedando la dificultad en la

justificacion formal de los pasos.
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AS2: Aproximacion basada en semejanza

Paso 1: Semejanza de tridangulos

La idea es aplicar el criterio de semejanza AA, es decir, que los angulos de
los tridangulos AEF y AGH son iguales dos a dos. Se parte de que los
tridangulos AEF y AGH comparten el angulo de 45° por lo que sélo hay que
ver la igualdad de otro de sus angulos.

Se quiere probar que los angulos AFE y AHG tienen la misma amplitud. Una
forma de hacerlo es ver previamente que AIE es congruente con ABE y que
AIF es congruente con ADF.

Dado un cuadrado ABCD y dos puntos E y F de los lados BC y DC
respectivamente, se tiene que los puntos simétricos de By D respecto a los
segmentos AE y AF, respectivamente, son B'y D’ (IMAGEN). Se cumple que:

20+2B+8=90°con 0 < o, < 45°

AB = AB' = AD = AD’

Hay que observar que B’y D’ coincidirdn cuando 8 = 0, es decir, cuando 2a +
D F C . 2B=90° o lo que es lo mismo, a+ B =45°. Esta es la condicién inicial del
/ 7 problema, el angulo EAF mide 45°.

Luego, en este caso, tenemos que los puntos B'y D’ coinciden. Llamaremos a
ese punto |, para usar la notacién de referencia. Por propiedades de simetria,
se tiene que el triangulo AIE es congruente con ABE y que AIF es congruente
/‘E con ADF. En consecuencia, los angulos AEl y AEB tienen la misma amplitud.

H Por otra parte, la figura inicial se podia deducir que el triangulo BEH era
semejante al AGH, debido a que los angulos AHG y BHE eran congruentes y
A g que el angulo CBD mide 45° Con el resultado anterior ademas se puede
afirmar que los angulos AGH y AEF son congruentes. Aplicando el criterio de
semejanza AA a los tridangulos AEF y AGH que tienen dos dngulos de la misma
amplitud, afirmamos que son tridngulos semejantes.

Paso 2: Razén de proporcionalidad

Se parte de que los triangulos AEF y AGH son semejantes. Al final de la sesién, se supuso cierta esta
propiedad y se discutié durante la puesta en comun cémo utilizarla.

Al ser tridngulos semejantes, existe una razoén de proporcionalidad r tal que base,g = r - base,gy Y que
altura,ge = r - altura,gy , lo que implica que

baSeAEF . alturaAEF 2 baSeAGH . alturaAGH
=r =
2 2
Demostrar que el area del triangulo AGH es igual a la del cuadrildtero EFGH es equivalente a demostrar

que el area del triangulo AEF es el doble que la del tridngulo AGH. Es decir, que la razén de
proporcionalidad entre areas es 2 (r? = 2).

Areapgy = r?Area,cy

Si llamamos O al punto de corte de las diagonales del cuadrado, se tiene que AO es perpendicular a GH.
Entonces, la altura de AGH desde A es la longitud de AO (1).

Por otra parte, el tridngulo ABE es congruente al tridangulo AIE, por lo que la altura del triangulo AEF
coincide con la longitud del lado del cuadrado (2).
Las alturas de AEF y AGH desde A son proporcionales, por (1) y (2) tenemos que
Al AB 1
= = —=2—=\2>r2=2nm
AO AC V2 -1

r

SHE

Tabla 26: Pasos para la aproximacién geométrica y analitica que aparecieron en la sesion del taller
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Las parejas 2 y 8 fueron capaces de justificar el segundo paso, pero sdélo la pareja 7 encontrd
una manera de justificar el primer paso. La justificacion que presentd la pareja 7 es menos
formal que la presentada en la aproximacién AS2. Haciendo uso de GeoGebra dan por vélido
gue el punto | coincide con los puntos simétricos de B y de D respecto de las rectas AE y AF,
respectivamente (Figura 12) y hacen referencia a la simetria de una forma demasiado informal

como la accién de “doblarse” sobre un lado.

Doblamos AADF  scbre @ ado AF y A AEB scbro
AE . Qbssuamos gua:

) adF +ABR = ARE —us®

2) los berces AD y AB de ebs.-‘\'ru;{rg_._lm vaun

G comadsT

3) L es e punie by comon resultante e doblux.

A n
o exputado el pronaepio T ALE = ALF = 9",

) L ee ercaentmn en EF v L XEF
5) AL es um altuxa clet brcargale  AEF

Figura 12: Extracto del plan de la pareja 7 (L corresponde al punto | en la figura de referencia).

En general, en este episodio las parejas que trabajaron la actividad tuvieron la oportunidad de
desarrollar aspectos de su Comprension Matematica para la Ensefianza. Dichos aspectos estan
relacionados, por un lado, con su razonamiento matemadtico, ya que realizaron una actividad
donde GeoGebra permitid que realizaran observaciones, conjeturaron propiedades y se
apoyaran en resultados que pudieron llevarles a una justificaciéon formal. Por otro lado, la
Actividad Matematica de los participantes se pudo observar desde su percepcion matemadtica,
lo que se evidencié desde el momento que fueron capaces de reconocer las distintas
estructuras matematicas proporcionadas por cada una de las vistas de GeoGebra (algebraica
y grafica), y las conectaban entre ellas. Por ejemplo, las parejas mostraron esta habilidad
cuando fueron capaces de reconocer la vista grafica, como propiedades relevantes, la
semejanza de los tridngulos AEF y AGH, que la altura del triAngulo AEF fuera constante y que
la suma de las areas de los tridngulos exteriores también coincidia (la suma de las areas de los
triangulos AGD y AHB coincide con la suma de las éreas de los triangulos BEH, CFE y DGF). Ese
reconocimiento sirvié para escribir esas propiedades formalmente, fijdndose en la vista
algebraica, para llevar a cabo su plan de resolucién. La construccidén dindmica fue fundamental

en este proceso, siendo muy dificil gue en un entorno no tecnolégico los participantes se
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dieran cuenta de algunas propiedades, como por ejemplo la de que el tridngulo AEF es
semejante a AGH o que la altura Al coincidia con el lado del cuadrado. En consecuencia, el uso

de GeoGebra en este episodio permitié que aparecieran diversos caminos a la solucioén.

Durante este episodio se pudieron observar, de forma recurrente, algunas situaciones
matematicas, relacionadas con la resolucién del problema, en las que se desarrollaron
aspectos de la Comprension Matematica para la Ensefianza en Secundaria, concretamente los
aspectos de la Actividad Matematica: definir, manipular, conjeturar, justificar, restringir y

extender.

IV.1.3. Conectar Islas

El Ultimo problema elegido para esta investigaciéon fue el denominado “Conectar islas”. En el

capitulo Il se encuentran sus caracteristicas y tipologia. Su enunciado es el siguiente:

Se quiere conectar tres islas con una red de fibra 6ptica, de tal forma que se utilice
la menor cantidad de cable posible. La distancia entre islas es La Gomera-La Palma
79.322m, La Gomera- El Hierro 64.514m y La Palma-El Hierro 95.932m. ;En qué
lugar se debe ubicar el punto de conexidon para minimizar la cantidad de cable

necesario?

La quinta sesion del TRPG fue la Unica que los participantes dedicaron a la resolucién de este
problema. Se entregd el enunciado (Anexo 1) al principio de la sesién, en papel, ademas de
facilitarles acceso al enunciado en el Aula Virtual. El profesor indicé que debian trabajar como
en el resto de las sesiones y marcé como tarea, entregar un archivo con la construccién hecha
en el aula virtual y un documento escrito con las propiedades observadas, y también el plany
la resolucién del problema. Sélo hubo una puesta en comun, al final de la sesién, en la que el
profesor solicitd a la pareja 2 que presentara lo que habian investigado y le pidié a los
participantes que terminaran de resolverlo en casa. La pareja 2 sefiald, que el problema que
trataban de resolver era equivalente a hallar el punto de Fermat y justificar que la suma de las
distancias de este punto a los vértices era minima. Algo que observaron también el resto de
los participantes. La pareja 3 tenia una aproximacién casi completa y se compartid en el aula

virtual, para que el resto pudiera verla.
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Conectar Islas: Construccién de referencia

I3 G '
\ P ///

/ /'H

Longitud Cable = 140.634 m -

Objetos de la construccion

G, P YH puntos del plano tal que GP=79.322 , GH=64.514 y PH=95.932
Elementos auxiliares

C punto libre del plano

Longitud Cable valor de la suma de las longitudes de los segmentos CG, CPy CH

B baricentro del triangulo GPH

O ortocentro del tridangulo GPH

| incentro del triangulo GPH

X circuncentro del triangulo GPH

F punto de Fermat del triangulo GPH

P’ vértice del triangulo equildtero de lado HP

H’ vértice del tridangulo equilatero de lado GH

G’ vértice del triangulo equilatero de lado PG

C' rotacion de 60° del punto C sobre H

Tabla 27: Construccion que se usa de referencia para el analisis del problema 3

Hay que tener en cuenta que cada pareja utilizd en sus construcciones, diferentes
nomenclaturas para los elementos de la construccion dinamica. Para describir las acciones
gue realizaron durante este episodio se usard una notacidén Unica y se reproduciran sus

acciones y comentarios sobre una construccion de referencia, expuesta en la Tabla 27.

La construccién dindmica de este problema aporta una oportunidad para dar con la longitud

del cable y la posicién del punto de conexién de forma directa. La figura principal de la
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construcciéon es elemental (Figura 13). Se trata de un tridngulo del que se conocen las
longitudes de sus lados (tridngulo GPH), en el que cada vértice representa una isla. Para
encontrar la solucién al problema, se puede afiadir un punto libre sobre el plano, llamado C,
gue representa el punto de conexién entre las islas y luego hallar la longitud del cable
sumando las distancias de los tres vértices al punto de conexion (Longitud Cable = CG + CP + CH)
(Figura 13). El uso de GeoGebra permite dar con una solucién de una forma simple, moviendo
el punto por el plano e ir acercandose poco a poco al lugar donde es minimo el valor Longitud
Cable, a lo que los participantes se refieren como un proceso de busqueda por “frio y caliente”.
Una vez averiguada la posicién del punto, se hicieron otras preguntas ¢Por qué es esa la
solucion? ;Se puede construir el punto de una forma robusta? ¢Cumple otras propiedades
dicho punto? Dar respuesta a estas nuevas preguntas convirtié el problema en una tarea para
desarrollar el razonamiento matematico de los participantes. Ademas, si se relajan las
condiciones iniciales del problema (Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2018) construyendo un
triangulo de dimensiones arbitrarias. Esta decision servira para dar una respuesta general, que

luego habria que trasladar al caso concreto que plantea el enunciado.

G punto libre del plano (La Gomera)

: P punto sobre la circunferencia de
centro Gy radio 79.322 (La Palma)

G H punto de interseccién entre las
circunferencias de centro G y P con
radios 64.514 y 95.932, respectivamente

4 (El Hierro)
CG =26.080 Longitud Cable = 136.476 m
CH =47.399
CP =62.995

Figura 13: Construccién elemental para explorar el problema 3
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Primer episodio: Comprensién del problema

Para realizar una construcciéon dindmica que permitiera abordar el problema Conectar Islas,
las parejas se centraron inicialmente en comprender el significado de “punto de conexién”.
Una vez interpretaron que se requeria encontrar un punto cuya suma de distancias a las islas
sea la menor posible, pasaron a buscar cémo representar esa relacién en la construcciéon
dindmica. La representacién que eligieron para las islas fue la de tres puntos que conformaban
los vértices de un tridngulo. Algunas parejas usaron imagenes de las islas para ilustrar el
contexto no matematico del problema. Para ello, colocaron en el fondo de la construccién
imagenes de las tres islas, o del archipiélago, y trazaron cada vértice sobre cada una de las
imagenes de las islas. El profesor no intervino en este problema para dar instrucciones de

cdmo tenian que ser las construcciones.

El andlisis de las construcciones realizadas permitié identificar dos momentos clave: la forma
en gue representan las islas y cdmo construyen el punto de conexién. La forma en que
representan las islas, tiene que ver con el hecho de trasladar los datos de las distancias que
aparecen en el enunciado a la construccion de GeoGebra. Mayoritariamente, las parejas
optaron por utilizar tres puntos separados por una distancia arbitraria, en vez de considerar la
distancia indicada (Tabla 29). El segundo momento hace referencia al modo de utilizar
GeoGebra para buscary construir el punto de conexién. La mitad de las parejas (marcadas con
* en Tabla 29) usan un punto libre del plano, C, desde el cual trazar los segmentos hasta los
vértices del tridngulo, para definir una variable como la suma de sus longitudes,
LongitudCable (Tabla 28_Paso 2_Opcidén 1). De esta forma podrian mover C por el plano y
observar la suma de las distancias en cada instante. La otra mitad de las parejas calculé y
registré dicha suma en una variable diferente para cada punto que queria verificar (Tabla
28_Paso 2_Opcién 2). En la Tabla 28 se muestran las distintas opciones descritas que

conforman los pasos basicos para realizar una construccidén dindmica del problema.
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PASO 1: Puntos que representan las islas

H

Opcidén 1: Puntos arbitrarios

Usando la herramienta Punto se trazan tres puntos
arbitrarios del plano. Luego, usando la herramienta
Poligono se traza el triangulo con vértices G, Py H.

Opcidn 2: Tiene en cuenta las distancias

Usando Punto se construye G sobre el plano. Luego
usando Circunferencia se trazan las circunferencias
de radios 79322 y 64514 con centro G. Se construye un
punto P sobre la primera circunferencia. Se traza la
circunferencia de centro Py radio 95932. H es uno de
los puntos de interseccién de las circunferencias de
centros G y P con radios 64514 y 95932. Usando la
herramienta Poligono se traza el tridngulo con
vértices G, Py H.

Relajar las condiciones iniciales

Al no tener en cuenta las longitudes que hay entre las islas que da el enunciado, los puntos G, Py H de
pueden moverse libremente y con independencia. Al eliminar esas rectricciones es posible usar la
construccion dindmica para buscar una solucién general al problema. Para luego usar los datos de

distancias y dar una solucién para un caso particular.

PASO 2: Punto de conexién

H
Longitud Cable = 41.382

Opcién 1: Punto libre en el plano

Usando Punto se traza C como punto libre del
plano. Usando Segmento se construyen CG, CP y
CH. Se define en la barra de entrada

LongitudCable = CG + CP + CH

gt o

Suma; = 139.023
Sumay = 136.476
Sumas — 137.019
Sumay = 144.985

)
1
'
.
)
[
‘
)

Opcién 2: Varios puntos notables

Siguiendo las definiciones de puntos notables de
tridangulos se construyen diferentes posibilidades
para el punto de conexién Ciiel. Usando Segmento
se construyen CiG, CiP y CiH. Se definen en la barra
de entrada los valores

Sumai = ClG + ClP + ClH

para cada punto Ci construido.

Encontrar una solucién de forma dindmica

Moviendo C, punto libre, se puede encontrar por aproximacion el punto donde la Longitud del Cable
necesario seria la minima posible. Una vez conocida la solucidn, se puede comparar con otros puntos o

estudiar que caracteristica cumple dicho punto éptimo.

Tabla 28: Pasos basicos que compondrian los tipos de construcciones del problema 3
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En definitiva, se puede decir que los participantes realizaron diferentes construcciones
dindmicas (Tabla 28). En unas se tuvieron en cuenta las distancias dadas en el enunciado (Tabla
28_Paso 1_Opcidén 2) y en otras se partia de puntos arbitrarios (Tabla 28_Paso 1_Opcidn 1).
Ademas, unas construcciones incluyeron como elemento auxiliar un punto libre que permitia
encontrar el punto de conexidon buscado directamente (marcadas con *) y otras no. Al no
intervenir el profesor para dar instrucciones sobre cémo tenian que ser las construcciones sélo
hubo un cambio por parte de la Parejal, quienes en un momento de la resolucién vio necesario
representar las distancias y decidié cambiar su construcciéon. La Pareja 5, también barajé incluir
las distancias, pero finalmente prefirid seguir con su primera idea y trabajar con puntos

arbitrarios.

Utilizando herramientas basicas de GeoGebra, tal como Circunferencia (centro, radio)y Punto
es posible incluir las distancias del enunciado en una construccion dindmica. Se puede afirmar
gque la falta de conocimientos geométricos para construir un tridngulo dada la longitud de sus
lados, o la falta de habito, podrian ser las razones por las que las parejas no usan esa opcioén. En
cambio, hacen uso de la herramienta Segmento de longitud dada. Esta herramienta tiene
como informacién de entrada un punto del plano y una longitud siendo la respuesta de
GeoGebra un segmento de dicha longitud y un punto que marca el extremo final de este.
Usando la herramienta varias veces, se pueden conectar tres segmentos con las distancias
dadas. La dificultad radica en hacer coincidir los extremos tal y como se observa en el didlogo

presentado en la Tabla 30.

Caracteristica que diferencia los tipos de construcciones P1 P2 P3 P5 P7 P8

Puntos arbitrarios para representar las islas o* o* - o o o

Tienen en cuenta las distancias n* - o* A - -

o Construccion dindmica realizada al comienzo

m Reconstruccion de la figura al avanzar en la resoluciéon

AReconstruccion inconclusa de la figura que no llegan a usar para explorar el problema
* Incluyeron un punto libre para calcular Longitud Cable

Tabla 29: Tipos de construccién dinamica que realizan las parejas
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Interaccién de la Pareja 5 con GeoGebra

Jebra cuando d

>N SN

Sophie: No llega [O no coincide con N], deberia llegar. ; Los podemos unir?

PK

dan C

Arrastre

ando que coin

1 Vvarios punt

Evan: Sdélo me falta un pisquito... [intenta de nuevo en la vista grafica

escribir O=N] pero, ;i por qué no puedo cambiarlos?
Sophie: No te compliques Evan, no le ponemos las medidasy ya. L
Evan: Con la distancia real seria mejor.
Sophie: Pero no lo puedes hacer

Evan: ;coémo qué no? Sdlo falta una miguita o

| Zoom para

hie propone estudi e! 5 notables y observar cud
Sophie: Si es una miguita... usamos ese tridngulo con las distancias

Evan conjetura que d

Tabla 30: Didlogo sobre el uso de la herramienta Segmento de longitud dada que tuvo la Pareja 5

En conclusién, por una parte se pudo evidenciar que la habilidad tecno-matematica (Jacinto
& Carreira, 2017), saber usar las herramientas de GeoGebra, y las dificultades cognitivas previas
(Iranzo & Fortuny, 2009), el trazado de un triangulo conocidos sus lados, influyen en la forma
de abordar el problema. Que los participantes trabajaran la resolucién con un tipo de
construccidn, u otra, marcd en cierta manera sus razonamientos. La construccién que relajaba
las condiciones iniciales permitia hacerse cuestiones sobre si la forma del tridangulo estaba
relacionada con la ubicacién del punto. En contra, al trabajar con la construccién que incluia

las distancias, la formulacién de conjeturas iba dirigida a las caracteristicas del punto conexién.

El final del episodio de comprensién en este problema es dificil de determinar, ya que la
construcciéon del punto de conexién se entrelaza con la exploracién del problema. Lo
situaremos en el momento en que las parejas calcularon o representaron con un pardmetro,

la suma de las distancias del punto de conexién con los vértices del triangulo.

El analisis de este episodio permite determinar algunos resultados relacionados con la

15
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Actividad Matemadtica de los participantes. La realizacién de construcciones dindmicas
distintas, unas recogiendo todas las condiciones del problema y otras no incluyendo las
distancias, asi como construcciones que afiadieron, en algunos casos, como elemento auxiliar
un punto libre para buscar la solucién, puso de manifiesto actuaciones que pueden asociarse
a la creacion matemdtica de los participantes. Por un lado, las parejas que quisieron incluir las
distancias en su construccion, se encontraron con las dificultades matematicas, de construir
el triAangulo dados sus lados, y de apropiacién del SGD, y usar algunas de las herramientas
como por ejemplo segmento dada su amplitud. Los participantes que lograron salvar las
dificultades, consiguieron representar sobre la vista grafica de GeoGebra una figura que les
permitié encontrar el punto de conexidén éptimo, para luego explorar sus propiedades. Por otro
lado, cuando las parejas trabajaron sin tener en cuenta las distancias, representaban en la vista

grafica un caso general que les permitié dar con una solucién general al problema.

Segundo episodio: Exploraciéon

La exploracién de este problema que realizaron los participantes con ayuda de la construcciéon
dindmica, se basé en la incorporacion de elementos auxiliares a la construccién. En la Tabla 31
se recogen los elementos auxiliares mencionados. La eleccidn de estos elementos surgid
principalmente de la consulta en la web de informacién necesaria para construir puntos
notables del tridngulo. También se realizaron busquedas sobre la denominacidn de los puntos

notables a partir de su construccion.

Elementos auxiliares Pl P2 P3 P5 P7 P8
Longitud Cable [ ] ] - - -
C punto libre del plano [ ] ] - - -
F punto de Fermat [ ] ] n L] n
Circuncentro del triangulo GPH ] [ - ] - ]
Baricentro del triangulo GPH - ] - n - n
Incentro del triangulo GPH - - - n n n
Ortocentro del tridangulo GPH - - - n n -
Sumas de distancias de los vértices a los puntos notables [ - - [ n n

Tabla 31: Elementos que utilizan las parejas en algiin momento en episodio de exploracién del problema 3

La forma de comprobar la suma de las distancias entre los puntos notables del tridngulo y los

vértices del mismo, marca una diferencia en la manera de razonar durante este episodio. Las
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parejas que utilizan el punto C libre en el plano, pueden encontrar la solucién de forma directa.
A partir de este descubrimiento trabajan de dos formas: por un lado, buscaron si ese punto
libre coincidia con algun punto notable conocido; y por otro, estudiaron qué propiedades
cumple en ese punto, cuando esta en la posicidn éptima. El resto de las parejas, al no saber
dénde estaba el punto de conexién, hacen una exploracién por comparacién: construyendo
distintos puntos notables y verificando cudl de ellos tiene la suma de las distancias a los
vértices, menor. Las parejas también aprovecharon la posibilidad de movimiento de GeoGebra
para arrastrar los vértices (Islas) y analizar si el punto de conexién coincide para distintos

triangulos.

Las conjeturas formuladas por las parejas durante este episodio se incluyen en la Tabla 32.
Estas conjeturas son independientes del tipo de construccién realizada, ya que estan hechas
a partir de una idea comun: el punto buscado es uno de los puntos notables del triangulo GPH.
El tipo de construccién genera otro tipo de diferencias. Por ejemplo, las parejas 1, 2 y 3, que
usan el punto libre, son capaces de verificar si sus conjeturas son ciertas o no, mientras que las
parejas 5,7 y 8, habiendo formulado las mismas conjeturas, no pueden comprobarlas, sélo ver

gué punto notable es una mejor aproximacioén a la solucién.

Conjeturas formuladas Pl P2 P3 P5 P7 P8
x E| Circuncentro del triangulo GPH es la solucién ] ] - n - ]
x Baricentro del triangulo GPH es la solucién - ] - [ - ]
x Incentro del tridangulo GPH es la solucién - - - n ] ]
x Ortocentro del tridangulo GPH es la solucion - - - n ] -

% Usando la suma de las distancias a los vértices se pueden ordenar los
puntos notables de la siguiente forma: - - - n - -
Punto de Fermat-Incentro-Baricentro-Ortocentro-Circuncentro

1/ El punto de Fermat del tridangulo GPH es la solucién ] ] ] [ ] ]

1/ La amplitud de cada uno de los angulos GFP, PFH y HFG es de 120° - - ] - - -

Tabla 32: Conjeturas formuladas por las parejas durante el episodio de Exploracién para el problema 3

Al revisar las grabaciones y los didlogos de las parejas, se pudo constatar que la formulaciéon
de conjeturas precedid a la manipulacién del SGD. De esta forma, usaron las herramientas de
GeoGebra para trazar las mediatrices, bisectrices, medianas y alturas del triangulo GPH para
luego analizar, respectivamente, el circuncentro, incentro, baricentro u ortocentro, de alguna
de las maneras descritas anteriormente. Dos de las conjeturas partieron de la observacién de

la construcciéon y se representan en la Tabla 32, son la Ultima y antepenultima. Una de ellas se

n7
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relaciona con la amplitud de los dngulos con vértice en el punto de conexién y la otra se
relaciona con un supuesto orden entre los puntos notables, en referencia a la suma de

distancias a los vértices.

Las parejas recurrieron a la busqueda en la web de elementos que le permitieran encontrar
una solucioén. El resultado de referencia que siguieron fue la definicién de Punto de Fermat
gue se encuentra en la Wikipedia (Figura 14). En dicha entrada pudieron ver que el Punto de
Fermat cumplia la condicién de ser un punto tal que “la distancia total desde los tres vértices
del triangulo al punto era la minima posible”. Ademas, encontraron instrucciones para su
construccién con regla y compas. Descubrir el punto de Fermat y reconocerlo como solucién
general del problema marca el fin del episodio de exploracién. Posteriormente se trataria de

buscar una justificacién formal de que el punto de Fermat es el punto de conexidén buscado.

Punto de Fermat

£l punto de Fermat de un triangulo, también llamado punto de Torricelli, es un punto tal que a distancia total
desde los tres vértices del triangulo al punto es la minima posible.! Su nombre se debe a que el problema fue
planteado originalmente por Fermat en una carta privada para Evangelista Torricelli, quien lo resolvié. Su pupilo /'
Viviani, publict la solucion en 1659.2 g

El punto de Fermat da una solucién a la mediana geométrica y el problema del &rbol de Steiner para tres puntos . /
Construceidn |editar]

Si ningin angulo del triangulo supera a los 120°, el punto de Fermat permanece en el interior del triangule y su
posicién coincide con la del primer punto isogénico o X(13).3 Para localizarlo se debe
1. Construir dos triangulos equilateros en dos lados cualquiera del triangulo
2. Para cada nuevo vértice de los triangulos equilateros, trazar una recta desde ahi hasta el vértice opuesto del
triangulo dado

3. La interseccion de dos de estas rectas es el punto de Fermat. Fig 1. Construccion para obtener el =)

Existe un método alternativo, respetando el limite de 120" primer centro isogdnico, X(13).

1. En cualquiera de los lados, construir dos triangulos isosceles, con los lados en cuestion como bases,
angulos de 30° en la base y vértices afuera del triangulo original.

2. Dibujar dos circunferencias, cada uno con el centro en el vértice de los triangulos isésceles recién
construidos y de radio el lado idéntico de los triangulos istsceles.

3. La interseccion interior al triangulo original entre las dos circunferencias es el punto de Fermat

Figura 14: Entrada sobre el Punto de Fermat en la Wikipedia.

La Pareja 3, una vez encontrado el punto de conexién usando el punto libre C, se pregunté si
el punto C cumple alguna condicién que lo pueda identificar con algun punto notable
conocido. Comprueba que C no coincide con el centro de la circunferencia que pasa por G, P
y H, ni con el centro de las circunferencias tangentes a los lados del triangulo. Comprobaron
también que las rectas perpendiculares a los lados que pasan por C, no coinciden ni con alturas
ni con mediatrices. Esta pareja fue la primera que descubrié que la solucién estaba relacionada

con el punto de Fermat, tal como se observan en el didlogo que se encuentre en la Tabla 33.
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Interaccién de la Pareja 3 con su bisqueda en la web

Claudio:

sean minima a los vértices

Busca Puntos del triangulo cuyas distancias

El punto de Fermat de un i

e \) Punto de Fermat
.. & W

ién llamado punto de Torricell, 65 un punto tal
ulo al punto es iblo

que la distancia total

Su nombre se debe & que el proble

nteado ariginalmente por
carta privada para Evanglista Torricail, quien ko rasolvio. Su pupilo, Viviani, publics Ia

solucion en 1659.%

El punto d

'at da una solucion a la mediana geométrica y el problema del drbol de

Steiner para tres puntos.

Construceion |esear)
Si ningn angulo del nangu/o supera a los 120°, el punto e Fermat permanece en e
‘0 y su posicin coincice con la del primer punto isogénico o X(13).3

o dobe:

uir dos tringul en dos lados cualquiera def tridngulo,

Ios equilateros, trazar una rects desde ah

dol triangulo dado

ccion de dos de estas rectas es el punto de Fermat

Claudio: Vamos a hacerlo, por curiosidad.

Sam: Poligono regular..ah, seria para el otro lado para

no pisar [el triangulo GPH]..Vale es que depende

del sentido que le des.

Claudio: Y ahora decia que estaba..decia que asi [traza

Sam: ¢:Cémo seguia? Trazar una recta desde ahi
hasta el vértice opuesto.

Claudio: Es esto.

Sam: La intersecciéon de estas dos rectas es el
punto de Fermat.. Vale esto es una
construccion.

Claudio: :y por qué?

Sam: Jpor qué minimiza? ¢verdad?

Tabla 33: Didlogo de la Pareja 3 para construir el punto de Fermat basandose en la entrada de la Wikipedia

La accién de formular conjeturas se vio influenciada al integrar las ventajas que aporta

GeoGebra. El razonamiento matemdtico de los participantes se puso de manifiesto de forma

diferente dependiendo de su interaccién con GeoGebra y, por tanto, el uso del SGD en la

resoluciéon de problemas influyd en su Actividad Matematica. Durante este episodio se

pudieron observar diferencias a la hora de explorar definidas por la manera en que las parejas
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usaron GeoGebra. Si utilizaban el punto libre del plano y el valor LongitudCable, se podia
observar que un punto notable construido no coincidia con el punto de conexién, de esta
forma lo descartaban directamente. En cambio, si sélo construian los puntos notables y los

comparaban sabian cual era mejor, pero no si alguno de ellos era el punto buscado.

Tercer episodio: Busqueda de multiples aproximaciones

Los participantes en la investigacion dedicaron poco tiempo a formalizar los planes o caminos
a la solucién que habian trazado debido a que sélo se dedicé una sesién del TRPG al problema
Conectar Islas. En ese tiempo, las parejas seflalaron tres propiedades, dos relacionadas con el
punto de Fermat y la tercera considerando la funcién LongitudCable como se observa en la
Tabla 34.

Propiedades observadas AG3 AA3

La amplitud de cada uno de los angulos GFP, PFH y HFG es de 120° °

Las circunferencias que inscriben a los triangulos equilateros se cortan en F

Longitud cable se puede expresar como una funcién ] °

Tabla 34: Lista de propiedades observadas por los participantes y aproximacion

Teniendo en cuenta estas propiedades (Tabla 34), las parejas intentaron buscar una
aproximacioén formal a la solucién. Consideraron necesario, por tanto, justificar que el Punto
de Fermat era el punto de conexién buscado. Descubrir que los dangulos con vértice en F tenian
amplitud constante de 120° y que las circunferencias que inscribian a los triangulos equilateros
se intersecaban en F, llevé a relacionar ambas observaciones con los conceptos de angulo
central y dngulo inscrito de una circunferencia. Esta idea les sirvié para justificar porque la
amplitud de los angulos era 120°. Ahora bien, no sirvié para justificar por qué el punto de

Fermat era el mejor punto de conexién.

Las dos aproximaciones a la soluciéon del problema que trabajaron los participantes, se
denominaron aproximaciéon geométrica (AG3) y analitica (AA3). En la Tabla 35 se presentan
los diferentes pasos seguidos. La aproximacion geométrica es una demostracién conocida

para este problemay se puede encontrar en la red.
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AG3: Aproximacion geométrica

AA3: Aproximacion analitica

P

Y/
He

Nota: Angulos del tridngulo GPH menores de 120°

100000
P

290000
80000
70000
60000
50000
40000
30000
20000

10000
H

20000 40000 60000

Paso 1
Transformar la figura inicial rotando 60° en sentido
antihorario el triangulo PHC. De esta forma:
PC=PC
HC=HC =cC
Por tanto, hay que encontrar un punto C tal que,

P'C’ + C'C + CG sea lo minimo posible

Te

Paso 2:

Debido a que la distancia mas corta entre P'y G es la
longitud del segmento que los une. La soluciéon se
alcanzard cuando P, C', Cy G estén alineados.

Es decir, se tiene que cumplir que

— — HC'C=60° ___
HC'P'+ HC'C = 180°———= HC'P’ = 120°

S CICH=60° ____

C'CH + HCG = 180°=——= HCG = 120°
Como los dngulos del triangulo son menores de 120°, se
pueden alinear los puntos como muestra la imagen

anterior.

0 o
Paso I
Supongamos que H estd en el origen de
coordenadas, entonces P serd el punto (0,

95,932) tenemos entonces que:

G = (52,944 ,36,865)
Sea C = (x,y) un punto del plano. La longitud del
cable LongitudCable = d(C,G) + d(C,P) + d(C,H)

l:ongitu Cable

P

Paso 2:

Se define la funcion de dos variables

flx,y) = \/xz +y2+ \/xz +(y —95932)2 +
+y/(x —52,944)? + (y — 36,865)?
El punto buscado donde se encuentra el valor

minimo de f(x,y) dard las coordenadas del
punto de conexidon buscado. Para ello, se

calculan las derivadas parciales:

121

Este documento incorpora firma electréonica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segln la Ley 39/2015.

La autenticidad de este documento puede ser comprobada en la direccién: https://sede.ull.es/validacion/

I denti fi cador

del

docunent o:

3177683 Co6di go de verificaci 6n:

DmhewRko

Firmado por: Sergio Alexander Hernandez Hernandez
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Fecha:

26/01/2021 11:42:34

Matias Camacho Machin

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

26/01/2021 12:00:32

Josefa Perdomo Diaz

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

26/01/2021 12:47:47

Maria de las Maravillas Aguiar Aguilar
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

19/03/2021 11:28:45

121/186



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada
N° registro: 2021/6406
N° reg. oficina: OF002/2021/6320
Fecha: 28/01/2021 21:35:45

Paso 3:

De forma analoga se puede concluir que el punto de
conexiéon buscado estara en la recta H'P.

Por tanto, el punto de interseccion de ambas rectas es
el punto de conexién buscado. Este punto es F, punto

de Fermat del tridangulo GPH.

Un angulo del triAngulo GPH mayor de 120°

F /7

S
/"// &

<
7

L .

F F
Nota: Cuando a>120° el angulo PGH' es mayor de 180°,
por lo que el punto de Fermat F queda fuera del
tridangulo. En este caso el punto de conexién buscado

seria G.

of (x,y) x x
= + +
ox JxZ+y?  fx?+ (y —95,932)2
. x — 52,944
/(x —52,944)% + (y — 36,865)2

of (x,y) y y — 95,932
= +
dy JxZ+y?  Jx%+ (y —95,932)2
y — 36,865

+
/(x —52,944)% + (y — 36,865)2

Paso 3:

Se resuelve el sistema con apoyo computacional

of(ny)
ox 0

of(y)
ay B

= F = (26,960, 38,985)
°)

Paso 4:

Calculo de las distancias de F a los vértices del

tridangulo GPH:

El punto F es el punto de conexidon buscado.

Las distancias serian:
d(F,G) = 26,070
d(F,P) = 63,006

d(F,H) = 47,400

Nota: El procedimiento tiene un coste

operacional elevado.

Tabla 35: Pasos para la aproximacion geométrica y analitica que aparecieron en la sesién del taller

122

Este documento incorpora firma electrénica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segun la Ley 39/2015.
La autenticidad de este documento puede ser comprobada en la direccidn: https://sede.ull.es/validacion/

I denti fi cador del docunento:

3177683 Co6di go de verificaci 6n:

DmhewRko

Firmado por: Sergio Alexander Hernandez Hernandez
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Fecha: 26/01/2021 11:42:34

Matias Camacho Machin
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

26/01/2021 12:00:32

Josefa Perdomo Diaz
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

26/01/2021 12:47:47

Maria de las Maravillas Aguiar Aguilar
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

19/03/2021 11:28:45

122 /186



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada
N° registro: 2021/6406
N° reg. oficina: OF002/2021/6320
Fecha: 28/01/2021 21:35:45

Las parejas dedicaron los Ultimos minutos de la sesién a dar una respuesta numeérica al
problema. Para dar esa respuesta en los mismos términos que pedia el enunciado, los
participantes que no habian tenido en cuenta las distancias entre islas en su construccién se
encontraron con que necesitaron, por tanto trasladar esa informacién a su construccién. En
general, lo resolvieron arrastrando los puntos G, P y H, es decir, poniendo aproximadamente
los puntos a la distancia dada en el enunciado. De esta forma, las distancias de los vértices al
punto de Fermat coincidieron con la respuesta del problema. Fueron capaces de pasar de lo

general a lo particular con ayuda de la tecnologia (Contreras, 2014).

Se puede concluir que la justificacién estuvo precedida por la observacién y la formulacién de
conjeturas basadas en la construcciéon de diferentes puntos notables del tridngulo, hasta que,
en dltimo lugar, construyeron el Punto de Fermat y formularon nuevas propiedades
relacionadas con él (Tabla 34). Lo que permite afirmar que en la buUsqueda de una
aproximacion para la soluciéon de este problema se evidenciaron conexiones con el
razonamiento matemadtico. También se pudo observar que los participantes, guiados por la
Pareja 3, fueron capaces de entender y transcribir la aproximacién geométrica (AG3),
conectando los pasos de la construccion con GeoGebra, con los de la demostraciéon formal.
Esto se evidencié, cuando realizaron la construcciéon dindmica cada uno de los pasos de la
demostracion y luego escribieron formalmente en uno de los documentos entregados como
tarea del TRPG. Evidencia de la percepcion matemdtica de los participantes, otra de las

componentes de la Actividad Matematica.
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IV.2. RESULTADOS DEL ANALISIS POR PAREJAS

En este apartado se analizan los datos obtenidos en las sesiones del TRPG desde otra
perspectiva. El interés radica en establecer tipologias de comportamiento de los participantes
cuando usan GeoGebra para abordar los problemas propuestos. Al realizar el analisis por
problema y obtener los resultados presentados en el apartado anterior, se resaltaron los
aspectos mas relevantes de las componentes de la Actividad Matematica cuando se usa
GeoGebra. Realizar dicho andlisis conllevé estudiar las acciones que realizd cada pareja con
GeoGebra cuando resolvian los problemas. De esta forma, se pudo comprobar que existian
diferencias entre las parejas en dos dimensiones que se desarrollardn en el siguiente apartado

y hemos denominado Construccién y Dinamismo.

IV.2.1. Construccion

En el Marco Conceptual se identificd la creacion matemdtica con la realizacidn de una
construccién dindmica que incorpora las caracteristicas clave del problema (Capitulo Il). Las
caracteristicas clave para cada uno de los problemas fueron identificadas en el Andlisis por
Problema para caracterizar los tipos de construcciéon. Para el primer problema, se vio la
importancia de que se conservara la propiedad de tangencia de las rectas al manipular los
radios, centros y posicidn de las circunferencias (Tabla 11). Para el segundo problema, la clave
de la construccién estaba en que se permitiera el movimiento del dngulo, animando un punto
sobre el lado del cuadrado (Tabla 19). Finalmente, para el tercer problema, la construccion
debia incluir las distancias entre islas y un punto libre como elemento auxiliar para determinar

en qué punto se podria encontrar una solucién(Tabla 29).

Este apartado del andlisis por parejas, recoge la informacidén de cada pareja fijando la atencién
en las caracteristicas claves de las construcciones dindmicas presentadas, es decir, se reviso si
en las construcciones que hicieron por su cuenta (sin intervencién del profesor) consideraron
los elementos sefalados. Ademas, de una forma mas descriptiva se presentaron semejanzasy
diferencias entre los comportamientos de las parejas en el episodio de comprensidon de la

resolucién de los problemas (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 2013).
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Cuerdas Iguales

Caracteristica clave P1 P2 P3 P5 P7 P8
Pierde la propiedad de tangencia - o o - o o
Conserva la propiedad de tangencia o u n o N

o Construccion dindmica realizada al comienzo
= Reconstruccion de la figura al avanzar en la resoluciéon
+ Intervencion del profesor

Tabla 36: Caracteristicas clave del Problema Cuerdas Iguales

En la Tabla 36 se puede observar que, en el problema Cuerdas Iguales hay 3 tipos de
comportamiento de las parejas. Las parejas 1y 5 se fijan desde el inicio en la propiedad de
tangencia, buscando y eligiendo de entrada la herramienta Tangentes. Cuando se le plantean
dudas para su uso, la Pareja 1recurre a la informacién de la pantalla para saber el orden en que
debe elegir los objetos, mientras que la Pareja 5 tantea varios elementos hasta conseguir el
resultado buscado.

Las parejas 2y 3 también se centran en construir rectas tangentes, pero comienzan utilizando
la herramienta Recta obteniendo una construccién no robusta. Segudn construyen las rectas,
se cuestionan lo que han hecho, al arrastrar comprueban que hay casos en los que se ve
claramente que las rectas son secantes a las circunferencias, al percatarse de que no son
tangentes exactamente vuelven a empezar. Por Ultimo, las parejas 7 y 8 también comienzan
usando la herramienta Recta, consiguen una figura en la que las rectas son aparentemente
tangentes a las circunferencias. Prosiguen representando las cuerdas y observando que sus
longitudes son iguales o, por lo menos, aproximadamente iguales. A diferencia de las parejas
2y 3, requieren la intervencién del profesor para darse cuenta de la pérdida de la propiedad
de tangencia cuando se arrastran los elementos. Teniendo en cuenta los comportamientos
descritos, puede considerarse como un primer resultado que las parejas 1, 2, 3 y 5 fueron
capaces de realizar una construccidén dindmica que incorpora la caracteristica clave del
problema (=), mientras que 7y 8 no (x) (Tabla 41).

En el caso del problema Angulo 45° una vez han construido el cuadrado, la eleccién de la
herramienta Angulo y Angulo dada su amplitud marcé la diferencia en la manera de actuar
de las parejas. En general, las parejas tuvieron como primera idea utilizar la herramienta
Angulo para trazar el angulo de 45° (Tabla 37) y todas, menos la Pareja 8, la descartan por tener

gue ajustar el angulo manualmente.
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Interaccién de la Pareja 7 con GeoGebra

>ds usa la herrami

“ursor

Isabella: No. ; No te da mas opciones? Arriba..Ahi, Angulo dada su amplitud.

Tabla 37: Didlogo sobre la construccion del angulo EAF que mantuvo la Pareja 7

Utilizar la herramienta Angulo dada su amplitud les produjo algunas dificultades,
posiblemente porque no tenian experiencia con ella. Después de algunos intentos las parejas
1,3, 5y 7 lograron su objetivo, obtener un angulo de 45° con vértice en Ay que se pudiera

mover al animar o arrastrar el punto E (Tabla 38).

Angulo 45°
Caracteristica clave P1 P2 P3 P5 P7 P8
No permite el movimiento controlado - o - - - o
3 ¢
Permite el movimiento controlado o*om [ ] m] m] m] ]

o Construcciéon dinamica realizada al comienza
m Reconstruccion de la figura al avanzar en la resolucion
¢ Intervencion del profesor

* Usaron la herramienta Poligono para construir el cuadrado

Tabla 38: Caracteristicas clave Angulo 45°

Las parejas 2 y 8 pasaron al episodio de exploracién con construcciones que no permitian
arrastrar el angulo. De nuevo es necesaria la intervencién del profesor para que se den cuenta
de las limitaciones de su construccion. La Pareja 8 se conformd con representar la figura

ajustando los puntos E y F a mano, para que el angulo EAF midiera 45° (Tabla 39).
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Interaccién de la Pareja 8 con GeoGebra

Sabine: Simplemente, tienes que mover este punto [E] y este puntito [F].

on que agparentemente es la buscadao

Wolfgang: No, pero tendrian que ser los dos iguales [AE y AF] ino?....
Sabine: Si... muévelo un pelin para abajo.

Wolfgang: Ahora si...

Sabine: Prueba el angulo.

Sabine: Muévelo [E], ahora mueve este [F].

eban un ratoy co

Tabla 39: Didlogo de la pareja 8 sobre la construccién del angulo EAF

Por otro lado, la Pareja 2 descartd ese camino; en vez de ello usé la herramienta Angulo dada
su amplitud, pero para trazar un angulo de 22,5° y otro de 67,5° con vértice en Ay sobre el lado

AB, obteniendo un angulo de 45° fijo y centrado en el interior del cuadrado (Figura 15).

®A=(2,0) s D C

®B=(80) ..

® B'=(7.54,2.3) 5

® B' =(4.3,5.54) 4 poligono1

® E=(8, 2.49)

Recta 3 Ei=re

®j:23x+554y=-459 |,

Segmento

ef=6 1 BF67.52 .

Angulou 0 2 3 4 5 8 7 9
a=225 e

® =675

Figura 15: Uso de la herramienta Angulo dada su amplitud por parte de la Pareja 2

En definitiva, se podria considerar que todas las parejas comienzan presentando el mismo tipo
de comportamiento al inicio de la construccidn, sin embargo, rdpidamente se observan
diferencias. Por un lado, estan las parejas 1, 3,5y 7 que se dan cuenta de que su construccion
les debe permitir mover el angulo para explorar el problema (=) y, por otro lado, estan las

parejas 2 y 8 que necesitan la intervencién del docente para darse cuenta de este hecho (x)
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(Tabla 41). De forma paralela se observaron dos formas distintas de usar la herramienta Angulo

dada su amplitud, una que permite el movimiento del angulo y otra que no (Figura 15).

LaPalma

7.9322

LaGomera

9.5885
6.4514

ElHierro

Figura 16: Marcado de la propiedad Objeto fijo de los puntos por parte de la Pareja 3

En el problema Conectar Islas, solo la Pareja 3 comienza la construccién trasladando los datos
de las distancias del enunciado. Usaron la herramienta Segmento de longitud dada para las
tres distancias. Hicieron coincidir los extremos de los segmentos manualmente y, para que no

se deformara la construccién, “fijaron” los puntos al plano modificando esta caracteristica en

X

¥ Propiedades de St
HaEE:%

Avanzado
Estilo  Algebra
Basico  Color

Objeto visible

Etiqueta visible:

OMostrar rastro
Objeto fijo

O Objeto auxiliar

la ventana propiedades de los objetos en GeoGebra (Figura 16).

Conectar Islas

Caracteristica clave P1 P2 P3 P5 P7 P8
Puntos arbitrarios para representar las islas o* o* - o o o
Tienen en cuenta las distancias ¥ - o* A - -

o Construccion dindmica realizada al comienzo

m Reconstruccion de la figura al avanzar en la resolucion
AReconstruccion inconclusa de la figura que no llegan a usar para explorar el problema
* Incluyeron un punto libre para calcular Longitud Cable

Tabla 40: Caracteristicas clave Conectar Islas

Las parejas 1y 5se plantearon incluir las distancias, pero no les resultd sencilloy lo dejaron para
explorar otras posibles soluciones. Mas adelante, tras haber explorado el problema, la Pareja 1
retomo la idea e incluyd las distancias en su construccion (Tabla 40). La decisién de estas tres
parejas (1, 3y 5) tuvo que ver con la falta habilidad con el uso de la herramienta Segmento de

longitud dada y la falta de conocimientos geométricos para construir un tridngulo dada la

longitud de sus lados.
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No parecié que las parejas 2, 7y 8 llegaran a plantearse incluir los datos de distancias desde el
principio de la resolucion, considerando que el estudio de un caso general daria una soluciéon
al problema (Tabla 40). A partir de los comportamientos descritos se considerd que las parejas
1y 3 fueron capaces de presentar una construccién dindmica que incluyera las caracteristicas

clave de este problema (=), mientras que 2, 5,7y 8 no (x) (Tabla 41).

Pareja  Accidn Cuerdas Angulo 45° Conectar
Iguales islas

Incorporar

P1 caracteristicas ] ] n
clave
Incorporar

P2 caracteristicas m x x
clave
Incorporar

P3 caracteristicas ] n m
clave
Incorporar

P5 caracteristicas ] m x
clave
Incorporar

P7 caracteristicas x n x
clave
Incorporar

P8 caracteristicas x x x
clave

Tabla 41: Parejas cuya capacidad de incorporar caracteristicas clave fue identificada en cada problema

Esta capacidad de incluir las caracteristicas clave es un aspecto de la creacion matemadtica de
los participantes y podria servir para caracterizar a las parejas. La caracteristica observada se

describiria como:

e Identificar las caracteristicas clave del problema e incorporarlas a la construccion
dindmica. (=)
Durante la resolucion de los problemas hubo otras acciones puntuales de las parejas que se
pueden relacionar con su capacidad para que una construccién dindmica resalte objetos o
propiedades matematicas relevantes. Esta capacidad se cruza con cdmo usan, las parejas, el
movimiento de los objetos construidos con GeoGebra. En el siguiente apartado se describen

momentos del episodio de exploracién o busqueda de la solucidn donde las parejas
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cuantifican atributos o afladen elementos auxiliares para observar sus propiedades cuando se
mueven. En la eleccidn de estos elementos auxiliares y la cuantificacién de unos atributos
frente a otros, los participantes, muestran su creacion y percepcion matemdtica al usar

GeoGebra.

IV.2.2. Dinamismo

Una caracteristica que asociamos al razonamiento matemadtico es la habilidad de usar el
movimiento de los objetos construidos, principal caracteristica de los SGD, en distintos
momentos del proceso de resolucién de un problema. Tal y como se indica en el Marco
Conceptual, observar el movimiento en GeoGebra permite realizar conjeturas y encontrar
formas de justificarlas. Realizar la prueba del arrastre, es decir, mover algunos objetos para
comprobar que las condiciones matematicas del problema se conservan, es uno de los
elementos que se sefalaron y aparecen en las resoluciones de los participantes (Cap.IV.1). Otro
elemento sefalado, en la seccién anterior, fue que mover los objetos de una construccién
dinamica, al tiempo que sefalan alguna de sus caracteristicas, lleva a los participantes a
hacer observaciones y conjeturas que terminan en el descubrimiento de propiedades. En el
primer problema, usar el arrastre para comprobar si se conservan las condiciones matematicas
del enunciado fue una de las acciones que diferencié el comportamiento de las parejas. En el
segundo problema, una construccién que permitia mover el dngulo, abrid la puerta para
observar caracteristicas y formular diversas conjeturas. En el tercer problema, la cuantificacion
de ciertos atributos, integrada con el movimiento, marcé las diferencias entre los participantes

gue podian comprobar sus conjeturas frente a los que no.

Las parejas 1,2y 3 usan el movimiento en la construccion del problema Cuerdas Iguales para
realizar una prueba de arrastre, verificando que, al mover los centros y los puntos que
determinan los radios de las circunferencias, se siguen manteniendo las propiedades de
tangencia de las rectas y que, para cualquier caso particular, la longitud de las dos cuerdas es
igual (Marcados con v/ en la Tabla 43). Un ejemplo de la forma de proceder que resulta ser un
indicador para caracterizar el comportamiento se puede ver en la Tabla 42, donde la Pareja 1

manipula la construccidon para verificar que recoge las condiciones del enunciado.
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Nami: Ya estd, en GeoGebra estd. Porque date cuenta que, claro, lo haces mas grande o mas pequeno y te
da igual ¢verdad?

Nicol: Si, exacto. Si muevo uno [secuencia 1]y muevo el otro [secue

cio 7] también... también pasa. Y si lo

muevo en plan girarlo también. Y si lo hago mas lejos es mas pequefio [se

Nami: Entonces hay que ver que esa distancia de aquia aqui [

que la de aqui a aqui.

Secuencia 2 Secuencial

Secuencia 3

| —

Tabla 42: Transcripcion del video 2017-09-26 Pareja 1_Cuerdas (min 11:50)

Al revisar las grabaciones de las resoluciones de este problema por parte de las parejas, se
pudieron observar formas de actuar con el SGD relacionadas con el dinamismo y el
establecimiento de conjeturas. Estas parejas fueron la 1, 2,3y 5 quienes usaron el movimiento

para discutir varias ideas y verificar sus conjeturas (Marcados con un ¢ en la Tabla 43).

Cuerdas iguales |
Accioén realizada P1 P2 P3 P5 P7 P8
Mover y Comprobar v v v x x x
Mover, observar y conjeturar ) ) ) ) x o

Tabla 43: Acciones identificadas al resolver el problema Cuerdas Iguales

Por ejemplo, cuando las parejas 2 y 3 afadieron la bisectriz de las rectas tangentes y se dieron
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cuenta de que las cuerdas quedaban divididas en dos partes iguales. Este hecho resultd ser un
hecho relevante para resolver el problema. La Pareja 3 reforzé esta idea, al observar que la
mediatriz de las cuerdas coincidia con la bisectriz (Tabla 44). Por otra parte, hay parejas que no
acompafaban de movimiento sus deducciones (Marcados con un x en la Tabla 43), como por
ejemplo, la Pareja 7 que trazd la bisectriz, pero no arrastré ningun objeto ni analizd el
movimiento o los atributos en distintos casos, es decir, dio por supuesto que para un caso

general lo que observaba en el caso particular que habia representado, se cumplia.

Razonamiento de la Pareja 3 para formular una conjetura
Profesor: [Sam] va a contar los avances que ha hecho él, que no quiere decir que los que ustedes tengan,

aunque sean distintos, no sean validos para continuar los razonamientos. El va a contar lo que
ellos dos [Pareja 3] han visto.

Sam: Primero de todo, obvio, no lo tenemos resuelto, simplemente hicimos la construccién como
todos ustedes y nos pusimos a hablar un poco. Y lo que hicimos fue trazar la recta bisectriz del
angulo que establecimos aqui [IAJ], entre las rectas que pasan por el centroy son tangentes a la
otra circunferencia. Y llegamos a la conclusién de que, por trigonometria, simplemente hay que
probar que este trocito de segmento [IP], desde | hasta el punto de la bisectriz que corta la
cuerda, y este trocito [KQ] son iguales... Ademas, este punto de interseccion [P] es el punto medio,
porque hubo un momento que trazamos mediatrices y coincidian totalmente con la bisectriz,

pero aun asi No somos capaces de probar que esos trocitos de cuerda son iguales.

Tabla 44: Exposicion de Sam al resto del grupo sobre sus avances en el problema

Una idea frecuente durante la resolucién del primer problema, fue la de comprobar si los
angulos IAJ y KCL tenian la misma amplitud. Por una parte, las parejas 1y 8 movieron las
circunferencias hasta visualizar un caso en el que claramente fueran diferentes y, por otra, las
parejas 2 y 3 trazaron los angulos y cuantificaron su amplitud, ademas de observar que, al
mover las circunferencias, estos no coincidian. En este sentido, aunque los participantes
llegaron a la misma conclusién, la forma de llegar a ella podria considerarse un indicador del
grado de adquisicién de la habilidad para usar tecnologia en la resolucién de problemas
(Iranzo & Fortuny, 2009). Esto es, las parejas 2 y 3 mostraron un mayor conocimiento sobre las
posibilidades que brinda el SGD para cuantificar los dngulos, por el contrario, la parejaly 8 que

guerian verificar su idea y optaron por mover los elementos.

En el segundo problema, la mayoria de las parejas (1, 3,5y 7) se preguntaron por la relacién

entre los dos poligonos o cuadrilateros, que se formaban al dividir el triAngulo por la diagonal
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del cuadrado, a la vez que movian el punto E. Es decir, movieron los objetos de su construccién

dindmica, al tiempo que sefialaban alguna de sus caracteristicas (Marcados con un ¢ en la

Tabla 45).
Angulo 45°
Accién realizada P1 P2 P3 P5 P7 P8
Mover y Comprobar Vv Vv Vv Vv x x
Mover, observar y conjeturar > x T T < x

Tabla 45: Acciones identificadas al resolver el problema Angulo 45°

Se observd que las parejas 3,5y 7 fueron las que formularon mas conjeturas, lo que se puede
explicar con el hecho de que estas parejas interactuaron mas con el SGD y, exceptuando la
Pareja 1, fueron las que realizaron una construccién que permitia el movimiento controlado
desde el principio. La Pareja 1, aunque realizé el mismo tipo de construccion, pasd
directamente al episodio de blsgueda de aproximaciones a la solucién, deteniéndose menos

en la exploracién de propiedades. La Pareja 2 y la Pareja 8 actuaron de otra forma.

La Pareja 2 formuld primero cual seria la relacién entre los poligonos, para luego pasar a
comprobarla cuantificando las dreas y moviendo E. Ademads, esta pareja establecidé las

conjeturas, después de rehacer la construccién dindmica para mover el angulo.

La Pareja 8, debido a que no realizé una construccion que permitia el movimiento de E, dedujo
la relacion después de conjeturar la igualdad de la suma de las areas de los triangulos
exteriores. En definitiva, ser observé que, el uso del movimiento facilitdé a cuatro parejas la
deduccién de la relaciéon buscada, para la Pareja 2 fue un recurso para comprobar que estaba
enlociertoy la Pareja 8 no lo necesitd, aunque, después de la puesta en comun, cambiaron su
construccién para ver las ideas aportadas por sus compaferos y verificar sus propias

conjeturas.
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A

(a) (b)
Figura 17: Captura de la pantalla de la pareja 8 mientras trazan los tridngulos que rodean al triangulo AEF

Este comportamiento de la Pareja 8, la cual no empled la posibilidad de mover los objetos, se
apoyo en la cuantificaciéon de las areas de varios triangulos, que sirvié para confirmar sus ideas.
En lugar de trazar los poligonos en los que se dividia el triangulo AEF (Figura 17_b) se fijaron en
los cinco tridngulos que lo rodean (Figura 17_a). Trazaron los cinco triangulos y observaron que
la suma de las areas de los tridngulos DGF, ECF y BEH coincide con la suma de las areas de los
triangulos AGD y ABH. Como ademds saben que la diagonal divide al cuadrado en dos partes
de igual area, llegan a la misma conclusidn que sus compaferos. Trabajar con una
construccién que no permitiese el movimiento controlado del angulo, influyd notablemente
en este razonamiento diferente. Se evidencié también que, aunque no hicieron uso de todas
las posibilidades del SGD, los estudiantes son capaces de dirigir sus razonamientos para

avanzar en la resolucién del problema.

Otro momento, en el que se diferencia el comportamiento de las parejas por acompanfar su
razonamiento matemdtico con movimiento (), es el que se produce cuando observaron los
poligonos, cuando E coincidia con un vértice del cuadrado. Esta accién fue suficiente para
argumentar que sus areas eran iguales, sin necesidad de fijarse en su valor numérico. La Pareja
1llegd a formular dicha conjetura en los siguientes términos: “si E coincide con los vértices del
cuadrado By D, ambos poligonos son congruentes” (Figura 18). Esta conjetura fue formulada
por todas las parejas, excepto por la pareja 8, se puede afirmar que lo consideraron como un

caso particular del problema, con una justificaciéon evidente.
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D F C
G E
A B

Figura 18: Triangulos rectangulos que se forma al mover E hasta el vértice B

Cuando resolvieron el tercer problema, se puede afirmar que, los elementos elegidos para

explorar el problema, marcaron de algun modo la forma de usar el dinamismo de GeoGebra.

Por un lado, la Pareja 7 y la Pareja 8, que construyeron varios puntos notables de triangulos

analizando posibilidades para el punto de conexién C (Figura 19), realizaron la comparacién de

los valores de las sumas de las distancias sin utilizar el movimiento de los objetos para su

comprobacion (Marcadas con x en |la Tabla 46).

Conectar islas
Accién realizada P1 P2 P3 P5 P7 P8
Mover y Comprobar v v v v x x
Mover, observar y conjeturar T T T x x "

Tabla 46: Acciones identificadas al resolver el problema Conectar Islas

Suma; = 139.023
Sumar = 136.476
Sumas — 137.019
Sumas = 144,985

Figura 19: Construccién de puntos notables, junto a la suma de las distancias de ellos hasta los vértices
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Por otro lado, la Pareja 5, que también construyo varios puntos notables, si razoné utilizando
el movimiento. Para ello arrastraron los vértices del tridngulo (Figura 20) y comprobaron

conjeturas sobre qué puntos notables eran mejores que otros (Aparece 1/ en la Tabla 46).

S~ -
v
£
\J MNimero MNumeso ) MNimero
&
Ortocentro = 252.24 Ortocentro = 266.77 Ortocentro - 870,68
Puntof ermat = 247.44 Puntof ermat = 262.69 Puntof ermat indefinido

(a) (b) (c)
Figura 20: Movimiento de un vértice del tridngulo, que hace la Pareja 5 mientras observa las sumas de
distancias a cada centro

Finalmente se pudo observar que, la Pareja 1, la Pareja 2 y la Pareja 3 utilizaron el movimiento
del punto libre C y cuantificaron el valor Longitud Cable para comprobar sus conjeturas, al
tiempo que arrastraban el punto C, logrando encontrar el punto de conexién de los cables
buscandolo por “frio y caliente”. Ademas, estudiaron si ese punto coincidia con algun punto

notable del triangulo que ellos habian considerado (Marcadas con 1/ y ¢ en |la Tabla 46).

En la Tabla 47 se resumen las acciones relacionadas con el movimiento en una construccién
dindmica de GeoGebra de las seis parejas, es decir, con el dinamismo considerado como
caracteristica que facilita la resolucién del problema durante el episodio de exploraciéon y

busqueda de multiples aproximaciones.

La tabla siguiente facilita la visualizacidn para caracterizar las parejas y establecer tipologias

de comportamiento.
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Tabla 47: Acciones identificadas en la comprensién del problema

La diversidad de las acciones que realizan los participantes, relacionadas con el movimiento
en GeoGebra, seran indicadores de sus diferencias respecto a su habilidad tecno-matematica
o de su capacidad para aprovechar las posibilidades del software (Jacinto & Carreira, 2017;
Reyes-Martinez, 2016). Ademas, los diferentes usos del movimiento que se relacionan con
aspectos del razonamiento matemadtico de los participantes, tales como la observacién y la
formulacién de conjeturas, podrian servir para caracterizar a las parejas. Las caracteristicas
observadas serian:

e Mover los elementos (de forma controlada o libre) para comprobar que se mantienen
las condiciones del enunciado o alguna conjetura previa. (v/)
e Mover objetos para encontrar posibles soluciones del problema o regularidades que
nos lleven a ella. (¢)
En los tres problemas se hicieron patentes estas acciones con la propiedad de tangencia, el
movimiento controlado del angulo y la bdsqueda del punto de conexién con un punto libre C,
respectivamente. Estas acciones manifiestan las diferencias entre las parejas, en lo referente a
su grado de adquisiciéon (Iranzo & Fortuny, 2009) o a su nivel de apropiacion (Reyes-Martinez,

2016) del SGD para la resolucién de problemas.
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La Tabla 48 muestra todas las acciones que se han descrito en la discusiéon del Analisis por

Parejas, de una forma resumida. Marcando en qué problemas mostré cada pareja alguna de

las acciones mencionadas.

. . 2 Cuerdas < Conectar
Pareja Angulo 45 .

) Accion Iguales 9 islas
Incorporar - - -
caracteristicas clave
Comprobar conjeturas

P1 - b
o verificar condiciones '\/ '\/ '\/
Encontrar regularidades T ¢ T
o soluciones.
Incorporar - x "
caracteristicas clave
Comprobar conjeturas
P2 - b
o verificar condiciones '\/ '\/ '\/
Encontrar regularidades T % T
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Incorporar - - -
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o verificar condiciones '\/ '\/ '\/
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P x
caracteristicas clave = =
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P5 P ue x v v
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Incorpor’ar_ x x x
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Tabla 48: Acciones identificadas como diferenciadoras en la resoluciéon de problemas con SGD
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En la Tabla 48 se puede observar que los participantes del Taller de Resolucién de Problemas
con GeoGebra mostraron diferentes formas de actuar con GeoGebra frente a los problemas
presentados. Respecto a las caracteristicas clave de la construccién dindmica de cada
problema, las parejas 1, 3y 5 mostraron interés en representarlas, ademas lo consiguieron sin
una intervencién directa del profesor. Las otras parejas no fueron independientes en este
aspecto, la intervencién del profesor o de los compareros fue la que hizo que se plantearan o
incluyeran en la construccién dicha caracteristica. Desde el punto de vista de la creacion
matemdtica, la habilidad de las parejas se diferencia en su autonomia para realizar una
representacién que resalte las caracteristicas relevantes del problema. Respecto al uso del
movimiento en la construccién dindmica para abordar los problemas, las parejas 1,2, 3y 5
mostraron capacidad para aprovechar esta caracteristica del SGD como medio de control para
verificar las condiciones del problema, asi como para visualizar sus razonamientos.
Particularmente la Pareja 5 necesitd de la intervencion del profesor en el primer problema,
para entender. Estas ventajas del SGD y la Pareja 2 necesité la ayuda en el segundo problema,
basicamente para construir y mover el angulo. En el resto de las resoluciones fueron bastante
auténomos. Las parejas 7 y 8 mostraron, en general, un comportamiento mas “estatico”, es
decir, el dinamismo de GeoGebra no influyd en la mayor parte de sus razonamientos. Estas dos
parejas discurrieron en el Taller y resolvieron los problemas sin hacer uso de todas las

posibilidades que presta el SGD.

Finalmente, se puede considerar que, el uso de GeoGebra al explorar y buscar solucién al
problema, hace aflorar numerosos argumentos y conjeturas interrelacionadas. Las distintas
variables que se entrelazan en el proceso de observaciéon, formulacidn de conjeturas y
justificacién, induce la singularidad de cada pareja. De forma que, las parejas pueden
reconocer la validez de un argumento por distintos caminos, fijandose en un solo caso
particular, visualizando una familia de casos para llegar a una conclusién o apoydndose en
algun resultado conocido (o un resultado encontrado en la red). Sea cual sea su
comportamiento, las parejas son capaces de formular conjeturas que los encaminan a la
solucién. El uso de GeoGebra durante el TRPG mostré que la tecnologia fue un catalizador para
generar una gran cantidad de conjeturas. Hubo parejas como la 3y la 5, que se diferenciaron
de otras, como la 1y la 8, en el nUmero de conjeturas formuladas. Aunque su apropiacién del

SGD pudo tener que ver, se puede concluir, a partir de su forma de proceder que parece ser
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un efecto de su manera caracteristica de enfrentarse a los problemas. Las parejas 3y 5
exploraban diferentes caminos que abandonaban si consideraban que eran demasiado

complejos. Mientras las parejas 1y 8, dedicaban mas tiempo a profundizar en cada camino.
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IV.3. RESULTADOS DEL ANALISIS DE LA REFLEXION DOCENTE

Este apartado se dedica al analisis de las propuestas realizadas por los participantes, cuando
se les pididé que ejercieran un rol de futuro profesor de secundaria. El instrumento que se utilizd
es la tarea que se ha denominado Tarea de Reflexién Docente. A continuacién, se analizan los
eventos o acontecimientos, asi como los elementos matematicos que las seis parejas
presentaron, los cuales se disefiaron a partir de la resolucién de los tres problemas trabajados
en el TRPG.

Conviene recordar que los participantes tuvieron la oportunidad de reflexionar sobre la
ensefanza en Educacién Secundaria en tres de las sesiones presenciales del Taller de
Resolucién de Problemas con GeoGebra (sesién 6, 7 y 8), durante las cuales se les pidié que

respondieran a lo siguiente:

SITUACIONES RELACIONADAS CON LA TECNOLOGIA

Escribir Situaciones fruto del uso de la tecnologia en la resolucién de

los problemas Cuerdas iguales, Angulo 45° y Conectar islas.
En cada situacion indicar:

¢ El acontecimiento
o Al menos tres acontecimientos por problema
o Usar el GeoGebra para mostrar coémo surge el acontecimiento
e Distintos elementos matematicos
o Elegir un acontecimiento de cada problema
o Apoyarte en la tecnologia para describir los elementos
matematicos

e Un comentario

El profesor realizd varias intervenciones durante estas sesiones con el objetivo de dar
instrucciones para realizar esta tarea, aclarar conceptosy resolver dudas. Ademas, coordiné las
puestas en comun de las parejas, en las que iban presentando sus avances. Las parejas,
presentaron tres documentos por escrito: una lista de acontecimientos o eventos (sin

elementos matematicos), un acontecimiento acompafado de una lista de elementos

143

Este documento incorpora firma electrénica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segun la Ley 39/2015.
La autenticidad de este documento puede ser comprobada en la direccidn: https://sede.ull.es/validacion/

I dentifi cador del docunento: 3177683 Codi go de verificaci 6n: DrhewRko

Firmado por: Sergio Alexander Hernandez Hernandez Fecha: 26/01/2021 11:42:34
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Matias Camacho Machin 26/01/2021 12:00:32
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Josefa Perdomo Diaz 26/01/2021 12:47:47
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Maria de las Maravillas Aguiar Aguilar 19/03/2021 11:28:45

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

143/ 186



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada
N° registro: 2021/6406
N° reg. oficina: OF002/2021/6320
Fecha: 28/01/2021 21:35:45

matematicos relacionados con ély un informe final (Anexo I1) que incluia la resolucién escrita
de cada problema, incluyendo la solucidén y también un acontecimiento o evento con los

enunciados de varios elementos matematicos asociados a este.

La sexta sesidon comenzd con una sintesis del trabajo realizado en el Taller de Resolucién de
Problemas con GeoGebra y de las clases dedicadas a las situaciones de aula (Actividades de
Tipo 1). Se discutid sobre estas sesiones, que de alguna manera habian transitado por los
episodios de resolucién de problemas haciendo uso de la tecnologia. Se explicité que llegaba
el momento en el que debian converger las Situaciones de aula con la resolucién de
problemas. Apoyandose en una presentacién, se expuso un ejemplo de situacién a desarrollar,
derivada del problema Angulo 45°. Para ello, se indicé las tres partes que la compondrian:
i) El acontecimiento: Discusion sobre la semejanza de dos tridngulos que no
estaban en posicion de Thales.
i) Los elementos matemadticos: Criterios de semejanza, transformaciones en el
planoy Teorema de Thales.
iii) Comentario: idea general de semejanza en la Educacién Secundaria.
La séptima sesidn, se dedicé a seguir con la resolucidn por parejas de esta tarea de reflexién.
Como paso intermedio se les pidi6 a los participantes que entregaran al final de la sesién una
de las situaciones disefiadas. Ademas, tuvieron que compartirla oralmente con el resto del
grupo. El origen de las seis ideas entregadas al final de la sesién enlazaba con los tres

problemas, dos por cada uno de ellos.

Las parejas 7 y 8 presentaron una situacion relacionada con el problema Cuerdas Iguales, las
situaciones de las parejas 1y 5 provenian de la resolucién del problema Angulo 45°, vy las
situaciones presentadas por las parejas 2 y 3 estaban derivadas de la resolucién del problema
Conectar Islas. Después de la presentacion, el profesor dio las instrucciones oportunas para
gue las parejas replantearan el enunciado de los acontecimientos. No era necesario incluir
todo el problema en él. Era importante ajustar la redaccidn del evento para que no dependiera
directamente del enunciado del problema. Los participantes consideraron que la principal
dificultad de la tarea era precisamente eso, y también el rigor de la escritura de elementos

matemdticos.

La mayor parte de la octava sesién estuvo dedicada a dos intervenciones del profesor, una para
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resolver la aproximacion geométrica (AG2) del problema Angulo 45° y, la otra, para aclarar las
dudas que los participantes tuvieron a la hora de formalizar los acontecimientos. Para esto
ultimo, realizd una intervencién en la que tomé tres ejemplos de acontecimientos presentados
por los estudiantes que habian sido reformulados por el equipo investigador. Estos
acontecimientos fueron presentados en la sesidon anterior por las parejas 1, 3y 5, vy se
denominaron Comando Tangente, Rotacion 60° y Sobre la diagonal, respectivamente. El
objeto de la sesién fue que los participantes tuvieran una referencia del trabajo que se les habia
marcado.

En este apartado, se presenta el analisis de los documentos presentados por los estudiantes
los acontecimientos descritos por los participantes se clasificaron atendiendo a su
implementacion con GeoGebra y a la Actividad Matemdtica que subyace en el evento
propuesto. Como resultados de este anadlisis, se encontraron evidencias que permitieron
agruparlos en tres categorias de acontecimientos relacionados con la:

e Apropiacién de GeoGebra (Categoria 1). El evento o acontecimiento parte del uso de
herramientas implementadas en GeoGebra por parte del estudiante. Al usarlas se
plantea cual es el significado matematico de estas accionesy de qué manera se podria
sustituir la herramienta por una serie de pasos mas simples. Por tanto, los eventos de
esta categoria surgen directamente del uso de GeoGebra y de las matematicas en las
que se fundamentan. La integracién de ambas, relaciona esta categoria con la
habilidad Tecno-matematica (Jacinto & Carreira, 2017).

e Justificacion de propiedades descubiertas (Categoria 2). El evento o acontecimiento
descrito, parte de una observacién que un estudiante haria al usar GeoGebra, a partir
de la cual enuncia una propiedad que debe justificarse. Esta categoria contempla los
eventos en los que se genera una necesidad de justificar o demostrar conjeturas
matematicas surgidas del uso de GeoGebra. Por lo que se relaciona con el
razonamiento matematico (Kilpatrick, et al., 2015).

e Representacion de nuevos elementos en GeoGebra (Categoria 3). El evento o
acontecimiento propuesto parte de una hipdtesis de un estudiante, que le lleva a
formular una conjetura matematica. Luego se plantea realizar una construccién
dindmica en GeoGebra que incluya los objetos necesarios y represente la propiedad
formulada. Al manipular la construcciéon se podria verificar o refutar la conjetura. Esta
Ultima categoria recoge los eventos propuestos por las parejas que plantean un uso de
GeoGebra como recurso para comprobar una idea matematica previa. Su desarrollo
pondria en marcha la creacion matemdtica (Kilpatrick, et al., 2015).
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A continuacién, se procederd a describir en mayor detalle las categorias de acontecimientos

establecidos.

IV.3.1. Apropiacion de GeoGebra

Los eventos que se han denominado como “apropiacién de GeoGebra son aquellos que se

relacionan con la actividad tecno-matematica.

Hubo cuatro parejas que presentaron acontecimientos relacionados con la apropiacién del
SGD. Estas cuatro propuestas se pueden sintetizar en dos eventos que surgen del primer
problema y tratan el mismo tépico matematico construccién de rectas tangentes a una
circunferencia (Tabla 49). Ambos estan relacionados con el uso del GeoGebra, pero tienen
caracteristicas diferentes. El primero surge de comprender el funcionamiento de la
herramienta Tangentes, para sustituirla por otro procedimiento, y el segundo al comprender
el funcionamiento de la herramienta Recta, para hacer un uso adecuado de ellay evitar errores

de interpretacion.

Problema Tépico Sintesis del argumento P1 P3 P5 P8

Cuerdas Rectas  (Se puede obtener la recta tangente a una circunferencia desde
iguales tangentes un punto exterior sin utilizar la herramienta Tangentes?

Usando la herramienta Recta se construye una recta tangente
a una circunferencia desde un punto exterior. ; Por qué parece - - - u
cumplir la propiedad de tangencia si en realidad no lo es?

Cuerdas Rectas
iguales tangentes

Tabla 49: Relacion de argumentos que propusieron las parejas relacionados con la apropiaciéon del SGD

Las parejas 1,3y 5 proponen un evento relacionado con el uso de la herramienta Tangentes. El
uso de esta herramienta produce una respuesta que el estudiante podria comprender, el
trazado de rectas tangentes a una circunferencia, pero no conocen los pasos que realiza
GeoGebra para dar esa respuesta. La Pareja 3 enuncia el evento de la siguiente manera: “Trazar

rectas tangentes a la circunferencia desde un punto exterior sin emplear los comandos.”.

La Pareja 8 propone un acontecimiento relacionado con el uso de la herramienta Recta y la
manera en que GeoGebra “coloca” el punto de forma que la recta parece tangente a una
circunferencia. La enuncia de la siguiente manera: “Un alumno realiza la construccién del
problema [Cuerdaos Iguales] tomando, en lugar de rectas tangentes, rectas que pasan por el

centro de la circunferencia y tocan tangencialmente un punto de la otra. El alumno observa
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que dicha propiedad [cuerdas de igual longitud] se verifica sin necesidad de ser rectas

tangentes.” (Figura 21).

Figura 21: Construccién de las rectas tangentes a la circunferencia usando la herramienta Recta

Se puede concluir que estas parejas identificaron la respuesta de GeoGebra, como una
contingencia a la que hay que anticiparse para la preparacién de clases de matemadticas
(Jacinto & Carreira, 2017). Ademas, conectan el uso de GeoGebra en la resoluciéon de problemas
con las matematicas de Educacion Secundaria. Los elementos matemdticos que presentan
los participantes como tépicos en los que se deben profundizar de cara a las
implementaciones un aula de Educacion Secundaria son: la construccién con regla y compas
de rectas tangentes a una circunferencia desde un punto exterior y la propiedad de
perpendicularidad en el punto de tangencia de la recta tangente a una circunferencia y su
radio. Desde la perspectiva Contexto Matematico de la Ensefianza, cuando los participantes
resaltan las contingencias posibles para comprender matematicamente cémo funciona una
herramienta de GeoGebra, estan mostrando su capacidad para Reflexionar sobre las
matemdticas de la prdctica docente. Analizar estas contingencias para ver las acciones
posibles que se podrian tomar en un aula, los prepara para tomar la mejor decisién en un caso
similar. Ademas, proponer elementos matematicos que se pueden desarrollar en la Educacion
Secundaria, pone de manifiesto que son conscientes de la relevancia de Conocer y usar el

curriculo de la Educacion Secundaria (Kilpatrick, 2015).

Aunqgue las parejas solo presentaron acontecimientos en los que el tépico subyacente es el de
rectas tangentes, durante las sesiones dedicadas a la resolucién de problemas se pudieron
observar otras faltas de apropiacion del SGD. Las relacionadas, por ejemplo, con utilizar Angulo
dada su amplitud o Segmento de longitud dada. Esta dificultad a la hora de usar el SGD o el
desconocimiento de los fundamentos matematicos de las herramientas, podria generar un

evento de las mismas caracteristicas que los propuestos por las parejas. En Camacho-Machin,
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Perdomo-Diaz y Hernadndez (2019) se presentd una actividad relacionada con el trazado de un

angulo en GeoGebray otra con el uso de las herramientas Angulo y Angulo dada su amplitud.

IV.3.2. Justificacion de propiedades descubiertas usando GeoGebra

Las parejas 1, 3 y 5 presentaron eventos o acontecimientos que se pueden considerar que
pertenecen a esta categoria. Un total de quince propuestas, que se sintetizaron en la Tabla 50.
Estos eventos hipotéticos que se relacionan con la accién de buscar una justificaciéon, formal o
no, describen una situaciéon de aula en la que un estudiante de Educaciéon Secundaria
descubre una propiedad mientras resuelve un problema con GeoGebra. Las parejas
anunciaron el acontecimiento, poniéndose en el lugar del estudiante, preguntando o

afirmando un argumento que requiere ser formalizado.

Las propuestas de las parejas surgen a partir de los tres problemas propuestos en el Taller de

Resolucion de Problemas con GeoGebra. Por ejemplo, la Pareja 1 escribe:

“A continuacién, un compafero se percata de que al trazar la bisectriz del angulo formado por
las dos semirrectas tangentes (desde un punto exterior a una circunferencia), pasa por el

centro de esta. Se cuestiona ¢ qué condiciones se deben dar para que esto ocurra?”

Este evento surge de la resolucion del problema Cuerdas Iguales y también hace referencia a

él la Pareja 3 (Tabla 50).
Una propuesta que surge del problema Angulo 45°, y que entregd la Pareja 5, fue:

“Al calcular las alturas se observa que la altura de los triangulos DGA y DFG, y los triangulos
AHB y EHB son iguales respectivamente. Un alumno se plantea por qué estas alturas son
iguales.”

La pareja contextualiza el acontecimiento que propone, suponiendo que un estudiante de

Secundaria esté resolviendo el segundo problema (Angulo 45°).

Otro ejemplo de estas propuestas, que surge del problema Conectar islas y fue formulado por

la Pareja 3, fue:

“Durante el desarrollo del problema se observa la siguiente propiedad: los segmentos que
conectan los vértices de los triangulos equilateros de la construcciéon con el punto de Fermat
forman un dngulo de 120° entre ellos. Vamos a verlo.”
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Estas propuestas nacen de observaciones realizadas sobre la construccién dindmica.

Problema Tépico Propiedad o argumento P1 P3 P5

Cuerdas Rectas  Una recta tangente a una circunferencia forma un angulo de 90°
iguales tangentes con el radio que une el centro con el punto de tangencia.

Los dos tridngulos que se forman entre una cuerda de

Cuerdas . . ) - : . . :
‘quales Bisectriz circunferencia, los radios que la abarcan y la bisectriz de dichos = - =
8 radios son congruentes.
Cuerdas . . La bisectriz de las dos rectas tangentes a una circunferencia
X Bisectriz X ] . -
iguales desde un punto exterior, pasa por el centro de esta.
Cuerdas Semeianza Dos triangulos superpuestos (con un angulo comun) son Cm
iguales d semejantes, aunque no estan en posicion de Thales.
Dado una familia de triangulos AEF cuyo angulo A4 mide 45° y
Angulo estan inscritos en un cuadrado ABCD de lado |, de modo que, A
450 Invariante coincide con un vértice y E estd en el lado BC. Resulta que, la - = =
altura desde A de cualquier tridngulo de la familia es constante
y mide |.

Desde un punto P sobre la diagonal que une dos vértices de un

Angulo Diagonal delcuadrado, se pueden trazar dos segmentos a los otros dos

45° cuadrado Vvértices. Se forman asi cuatro tridngulos. Las alturas de los
tridngulos desde P coinciden dos a dos.

El punto de Fermat coincide con el punto de interseccion de las
3 circunferencias en la que estan inscritos los tridngulos - - =
equilateros con los que se construye.

Conectar Puntode
islas Fermat

El punto de Fermat junto a tres vértices de uno de los triangulos
equilateros que se usan para construirlo forma un cuadrilatero - = =
ciclico.

Conectar Punto de
islas Fermat

Los tres segmentos que unen el punto de Fermat de un

Conectar Puntode _ .- . L [
tridngulo con los vértices de los tridangulos equildteros usados - = -

islas Fermat para construirlo forman entre si angulos de 120°.

Conectar . Dados dos puntos Ay B. El tridngulo formado por A, By el punto
; Rotaciones o ) - -
islas resultante de rotar B, 60° respecto a A, es equilatero.

Tabla 50: Propiedades o argumentos derivados de la justificacion de propiedades descubiertas usando
GeoGebra.

La Tabla 50 reformula los eventos propuestos por las tres parejas en término de propiedades
0 argumentos, organizados por problema y tépico matematico involucrado. Los seis eventos
asociados al primer problema, se pudieron sintetizar en cuatro propiedades o argumentos y
versaron de tres tdpicos diferentes: rectas tangentes, bisectriz de un angulo y semejanza de
triangulos. Los cuatro eventos del segundo problema, giraron en torno a dos argumentos o
propiedadesy recogen dos ideas singulares sobre los tépicos: Diagonal del cuadradoy la altura
constante del AEF. Los cinco eventos propuestos para el tercer problema tratan dos tépicos,

punto de Fermaty rotaciones en el plano, y se sintetizan en cuatro argumentos diferenciables.

149

Este documento incorpora firma electrénica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segun la Ley 39/2015.
La autenticidad de este documento puede ser comprobada en la direccidn: https://sede.ull.es/validacion/

I dentifi cador del docunento: 3177683 Codi go de verificaci 6n: DrhewRko

Firmado por: Sergio Alexander Hernandez Hernandez Fecha: 26/01/2021 11:42:34
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Matias Camacho Machin 26/01/2021 12:00:32
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA
Josefa Perdomo Diaz 26/01/2021 12:47:47

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Maria de las Maravillas Aguiar Aguilar 19/03/2021 11:28:45
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

149/ 186



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada
N° registro: 2021/6406
N° reg. oficina: OF002/2021/6320
Fecha: 28/01/2021 21:35:45

No es casualidad que las parejas 1,3y 5 fueran las que hicieran propuestas de esta categoria.
Estas parejas usaban el arrastre, el movimiento y la observaciéon de propiedades durante la
resolucién de problemas continuamente. Dicho de otra manera, coincide con parejas que
mostraron su razonamiento matemadtico observando y formulando conjeturas, al tiempo que
aprovechaban las posibilidades de movimiento y cuantificacién de GeoGebra. Las parejas, a la
hora de proponer acontecimientos, se basaron mayoritariamente en su propia experiencia
cuando resolvieron los problemas, resultando contingencias que partian del descubrimiento
de una propiedad y de la necesidad de justificarla matematicamente. Esta accién, de repasar
sSuU propia experiencia en el Taller, para proponer posibles situaciones de aula en una clase de
Educacién Secundaria, que es con la habilidad de reflexionar sobre las matemdticas de la
prdctica docente o se relaciona directamente, una componente del Contexto Matematico de
la Ensefanza, una de las perspectivas que describen la Comprensién Matematica para la
Ensefanza (Heid, Wilson, & Blume, 2015).

El proceso de reflexiéon que siguieron las tres parejas citadas (1, 2 y 5), se puede ver como un
ejercicio en el que se separan los resultados intermedios que aparecen en la resolucién del
problema, para tratarlos o analizarlos por separado. En su mayoria, la formalizacidén de estos
resultados mas simples, permitird usarlos en una tarea matematica mas compleja, acercarse
a una aproximacién completa al problema. Desde el punto de vista del Contexto Matematico
de la Ensefanza, las parejas han mostrado capacidad de sintesis de ideas matemadticas, es
decir, la capacidad de compartimentalizar ideas matematicas complejas, en ideas mas simples
para que puedan ser usadas por los estudiantes, para posteriormente volver a configurar la
idea compleja, una vez los estudiantes tengan mayor madurez matematica. Todo lo anterior
constituye una habilidad relevante para los profesores de Educacién Secundaria (Heid, Wilson,

& Blume, 2015).

IV.3.3. Representacion de nuevos elementos en GeoGebra

A partir del analisis de los documentos y trabajos presentados por las parejas, se identificaron
diez propuestas para esta categoria. Se sintetizaron en 8 propiedades o argumentos
correspondientes a los tres problemas y se relacionan 6 tépicos matematicos diferentes (Tabla

51). Las parejas 1, 2, 7 y 8 propusieron eventos de esta categoria, es mas, las parejas 2y 7 solo
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identificaron eventos de esta categoria. A diferencia de la anterior categoria, la férmula para
describir el acontecimiento parte de una situaciéon en que los estudiantes de Educaciéon
Secundaria deben tener una idea, para luego recurrir a la tecnologia y comprobarla. Este
planteamiento induce a un cambio en las acciones siguientes: hay que trasladar una idea
matematica, previa a una construccién dindmica, de modo que guede representada y se
resalte la propiedad matematica que se quiere verificar. Las propuestas de esta categoria

servirian como punto de partida para desarrollar aspectos propios de la creacion matemdtica.

Las parejas hicieron propuestas de esta categoria para los tres problemas que se trabajaron en
el Taller de RPGC. Por ejemplo, para el problema “Cuerdas Iguales”, la Pareja 7 propuso:

“[S]i trazamos la bisectriz del angulo formado por cualquiera de las dos tangentes [..]Jvemos

gue se forman dos triangulos iguales [...]. Viendo esto el alumno pregunta si esta "propiedad"

se verificaria siempre.”
La “propiedad” que mencionan quedo registrada en la videograbacién y se podria enunciar de
la siguiente forma: La bisectriz de un angulo divide a cualquier tridngulo limitado por las
semirrectas en dos tridngulos congruentes (Figura 22_a). Los participantes indican que,
haciendo una comprobacién en la que se pueda tomar un segmento cualquiera con un
extremo en cada semirrecta del dngulo, se podria refutar la observacién del hipotético

estudiante (Figura 22_b).

(a) (b)
Figura 22: Evento hipotético, observacién del estudiante vs caso general

La Pareja 2 hizo una propuesta para el segundo problema, describiendo un acontecimiento

que surge al usar propiedades de la semejanza de triangulos. El enunciado fue el siguiente:

“Hemos utilizado la relacién entre tridangulos semejantes y sus areas y alguien podria
plantearse la siguiente pregunta: ;dos triangulos semejantes tienen la misma area?”
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En este caso, la pareja no propuso una representacion para verificarlo, pero si indicé que, de
entre todos los tridngulos semejantes, sélo coinciden en area aquellos cuya razén de
proporcionalidad es la unidad. Una construccién dindmica, disefada para resaltar la relacion
entre las areas de una familia de tridngulos semejantes, seria una actividad que surge para

abordar este evento.

La Pareja 8 propuso como acontecimientos, posibles una situacion similar a la que ellos
experimentaron cuando resolvieron el problema Conectar islas. Partiendo de la situacién de

gue en una clase estan resolviendo dicho problema, y enuncian:

“Un alumno se plantea que el circuncentro es el punto que minimiza todas las distancias”

La pareja considera que una forma de hacer frente a esta contingencia seria realizar una
construccién que permitiera estudiar la suma de las distancias, como se hizo en el Taller de
Resolucion de Problemas con GeoGebra. Ademas, plantearon que se podria hacer lo mismo

con los otros puntos notables.

Problema Tépico Propiedad o argumento P1 P2 P7 P8

Dada una configuracién de dos circunferencias y las rectas

tangentes a ellas desde los centros de la otra. Las cuerdas

formadas por los puntos de tangencia son iguales, de la misma - = - -
forma que lo son los formados por los puntos de corte con las

rectas secantes. (Figura 22)

Cuerdas Rectas
iguales tangentes

Cuerdas Bisectriz La bisectriz de un dngulo divide en dos tridngulos congruentes .
iguales a cualquier triangulo limitado por las semirrectas.
Angulo . El drea de una de familia de poligonos inscrita en un tridngulo
o Invariante - - -
45 es constante.

Angulo Diagonal delDados dos tridngulos semejantes, hay una relacién de
45° cuadrado proporcidn entre sus areas.

Dado un rectdngulo se traza un angulo de 45° en uno de sus

Angulo . vértices de modo que se forma un triangulo con los puntos de
o Invariante . . . - - [ ]

45 corte de los lados no contiguos. La diagonal del rectadngulo

divide al tridangulo en dos superficies con la misma area.

Conectar Puntode El punto de Fermat minimiza la suma de las distancias a los
islas Fermat Vvértices para cualquier tridangulo.

Los tres segmentos que unen el punto de Fermat de un
tridngulo con los vértices de los tridangulos equildteros usados - = - -
para construirlo tienen la misma longitud.

Conectar Puntode
islas Fermat

En un tridngulo cualquiera la suma de las distancias a los
vértices al circuncentro es la minima posible. (Idem con - - - =
baricentro, ortocentro, incentro)

Conectar Puntos
islas notables

Tabla 51: Propiedades o argumentos derivados de la representacién de nuevos elementos en GeoGebra
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La Tabla 51 organiza en diez propiedades o argumentos los diez eventos presentados por las
parejas participantes, ordenados por problema y tépico, y acompafiados por una sintesis de la
propiedad o argumento matematico subyacente. Hay que seflalar que el argumento de esta
categoria de eventos fue original en cada pareja encontrando sélo dos coincidencias entre
ellas. Para el problema Cuerdas iguales hubo dos propuestas con tépicos diferentesy, de cada
uno de los otros dos problemas, surgieron tres propuestas con dos tépicos diferentes. Los
tépicos presentados fueron los mismos que para la categoria anterior, excepto el de Puntos

Notables de tridngulos que propuso la Pareja 8.

Hemos podido constatar que las propuestas de los participantes, son el punto de partida para
desarrollar una serie de elementos matematicos que ellos sefalan para abordar la situacién
usando el SGD GeoGebra. De esta forma el foco se pondria en realizar una construccién
dindmica que destaque las caracteristicas de cada propuesta y permita la exploracién de la
propiedad enunciada. Esta actividad proporcionara la representacién de un elemento nuevo
haciendo uso de GeoGebra, para resaltar la propiedad deseada. Explorar la nueva construccién
podra concluir con la verificacién o refutacion de la conjetura realizada. Los participantes
desarrollan aspectos propios de la creacion matemdtica. Desde otra perspectiva, esta clase de
eventos recoge pequefas cuestiones que extienden o se derivan de la resolucidn del problema
inicialmente propuesto. En general, profundizar en estas cuestiones, servira para conectar con
otros resultados matematicos. Plantearse conocer las distintas variaciones que surgen de la
resolucion de un problema y reflexionar sobre las posibles conexiones con las matematicas, es
un ejercicio relevante para prepararse para futuras contingencias. Los resultados obtenidos a
partir de este andlisis muestran que la capacidad de reflexionar sobre las matematicas,
pensando en la practica docente, es una habilidad necesaria, que forma parte del contexto
matematico que debe contemplarse en la enseflanza de las Matematicas en Educacion

Secundaria (Heid, Wilson, & Blume, 2015).
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Capitulo V. CONCLUSIONES

En este capitulo se da respuesta a las preguntas que guiaron nuestra investigacion. La
informacién se ha organizado en torno a los objetivos de investigacidon que, tal y como se
indico, también articularon la estructura de la presentacion del andlisis de los resultados. El
capitulo se divide, por tanto, en cuatro apartados, el primero se corresponde con los resultados
obtenidos en el Analisis por Problema, el segundo con los obtenidos del Analisis por Parejas y
el tercero con los obtenidos del Anadlisis de la Reflexion Docente. El cuarto apartado estd

dedicado a las perspectivas de futuro que se deriva de la investigacion.

V.1. ASPECTOS RELEVANTES DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA AL
USAR GEOGEBRA EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

El Taller de Resolucién de Problemas con GeoGebra, implementado como escenario de la
investigacion, se configurd alrededor de la resolucién de tres problemas. Las indicaciones
dadas a los participantes para la resolucién, se enmarcaron en el proceso de resolucién de
problemas con tecnologia descrito por Santos-Trigo y Camacho-Machin (2013), basado en
episodios. Este proceso promueve el uso de la tecnologia de forma sistemética, convirtiendo
la resolucion de los problemas en una actividad que fomenta la discusién matematica entre
los participantes. Los tres episodios que se analizaron fueron el de Comprension, el de
Exploraciony el de Busqueda de Multiples Aproximaciones. En la Presentacién y Discusion de
los Resultados, a partir del analisis por problema (seccidn IV.1), se mostré cédmo las parejas
ponian de manifiesto distintos aspectos de su Actividad Matematica (Heid, Wilson, & Blume,

2015) cuando realizaban y manipulaban la construcciéon dindmica del problema.

Teniendo en cuenta el Objetivo 1:

Analizar los aspectos mas relevantes de las componentes de la Actividad Matematica—
percepcién, razonamiento y creacidn matematica— que surgen a la hora de usar

GeoGebra en la resolucion de problemas.
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Se analizan en cada uno de los apartados siguientes uno de los aspectos de la Actividad

Matematica.

V.1.1. Percepcién Matematica

La percepcion matemdtica reldne las acciones de reconocer e identificar las caracteristicas
matematicas particulares de las distintas estructuras, las distintas notaciones o formas
simbdlicas, ademas de la capacidad para percatarse de cuando un argumento matematico
expresado de forma simple o rigurosa es vdlido, y de la habilidad de conectar las ideas
matematicas entre si (Heid, Wilson, & Blume, 2015). El uso de GeoGebra favorece las acciones
de la percepcion matemadtica. En relacidn con la habilidad de conectar las ideas matematicas
entre si. La representacién simultanea de diferentes vistas que aporta GeoGebra facilitan esa
conexiéon. Es decir, al representar una idea matematica mediante distintas estructuras y su
conexidon entre distintos conceptos simultdaneamente, estas se combinan y hacen necesario
modificar la forma de analizar estas conexiones para desarrollar una percepcién matematica
integradora. Ademas, GeoGebra a su vez facilitd a los participantes el proceso de formalizacion
dentro de cada aproximacion, acompafando el paso de lo experimental a lo formal (Contreras,

2014).

Estas conclusiones estdn basadas en el analisis de las observaciones realizadas en el TRPG,
donde se pudo observar como accién principal asociada a la percepcion matemdtica, que los
participantes reconocieron una serie de argumentos cémo validos para dar con una
aproximacion a la solucién. Por ejemplo, durante el episodio de exploraciéon y en el primer
problema, reconocieron como relevante el hecho de que la recta que pasaba por los dos
centros de las circunferencias (recta AC) fuera un eje de simetria de la figura, que las rectas
tangentes a las circunferencias fueran perpendiculares a sus radios y que una igualdad de las
longitudes se relacionaba con la semejanza de tridngulos (Tabla 13 y Tabla 14). Dar por validos
estos argumentos permitid construir la aproximacion a la solucién que se llevé acabo al final
de las sesiones dedicadas al problema. En el segundo problema, los participantes reconocieron
dos argumentos fundamentales para realizar la aproximacién analitica: bastaba resolver un
problema equivalente, demostrando que la suma de las areas de los tridngulos exteriores

coincidia y que las distancias desde G Y H (puntos de corte entre las semirrectas del angulo de
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45° y la diagonal del cuadrado) a los lados del cuadrado coincidian dos a dos (Tabla 22). Por
ultimo, se evidencidé en el analisis de los resultados del tercer problema, que reconocer el punto
de Fermat como solucidn les llevd a centrarse en encontrar una justificacién de por qué las
caracteristicas de dicho punto le conferian la propiedad de minimizar la suma de las distancias
(Tabla 31y Tabla 33).

En el episodio de busqueda de multiples aproximaciones, también se observé la accion
asociada a la percepcion matemdtica, de que los participantes reconocian una serie de
argumentos cémo validos para dar con una aproximacién a la solucién. Se mostré en el analisis
de los resultados que, en el primer problema los participantes descubrieron que los puntos de
tangencia estan sobre la circunferencia cuyo didmetro coincide con el segmento AC (Tabla 15).
En el segundo problema, descubrieron que los tridngulos con el angulo de 45° en comun (AHG
y AEF) eran semejantes (Tabla 23) y, en el tercero, que los dngulos con vértice en el punto de
conexion éptimo median 120° (Tabla 34). Estas propiedades son necesarias para abordar las
aproximaciones presentadas AAl, AS2 y AG3, respectivamente (Tabla 16 AAT, Tabla 25 AS2 y
Tabla 35 AG3).

Se puede afirmar que, desde la perspectiva de la Actividad Matematica, el uso de GeoGebra ha
permitido que los estudiantes identificaran caracteristicas matematicas particulares asociadas
a los problemas que debian resolver, conectaran distintas ideas matematicas entre si e
identificaran un conjunto de argumentos que les permitid ir aproximandose a la solucién. De
esta forma, se evidencia como el uso de GeoGebra favorece la realizacion de acciones

relacionadas con la percepcidon matematica.

V.1.2. Razonamiento matematico

El razonamiento matemadtico estad relacionado directamente con las acciones de observar,
formular conjeturas y justificarlas (Heid, Wilson, & Blume, 2015). Al usar un SGD como
GeoGebra, con el que se puede visualizar el movimiento, se extiende la accién de observar, es
decir, se facilita pasar de un caso particular a una accién que acerca a la generalizacién o a un
proceso que permite refinar conjeturas. A partir del analisis realizado, se puede también
concluir que, en la actividad de resolver problemas con tecnologia, las acciones relacionadas

con el razonamiento matemdatico destacan frente a otras acciones, lo que concuerda con la
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idea de que la propia naturaleza de una actividad puede influir en que unas componentes
destaquen frente a otras (Hernandez, Perdomo-Diaz, & Camacho-Machin, 2017; Zbiek & Heid,
2018). En este sentido, se observé que el uso de GeoGebra en la resoluciéon de problemas
favorecié la realizacidén de diferentes acciones tales como, observar, formular conjeturas y
justificar, que surgen al usar las posibilidades de mover objetos de GeoGebra, que facilita la

visualizacion de una amplia cantidad y variedad de casos particulares.

Se observd en el Taller de Resolucién de Problemas con GeoGebra que los participantes
descubrieron relaciones matematicas que los llevaron a formular conjeturas al visualizar qué
ocurria con los elementos de la construccién hecha, cuando se aplicaba el movimiento. Es
decir, GeoGebra favorecid el establecimiento, por parte de los participantes de gran nimero
de conjeturas. Este resultado concuerda con lo mostrado en otras investigaciones (Acosta,
Mejia, & Rodriguez, 2011; Ascanio-Zarate, 2014; Camacho-Machin & Hernandez, 2017; Contreras,
2014; Granberg & Olsson, 2015; Gémez-Arciga & Poveda-Fernandez, 2017). Ademads, otro
resultado que conviene destacar derivado del manejo de GeoGebra es que se pudo identificar
cémo la accién de formular conjeturas, no siempre fue posterior a la de visualizar en GeoGebra,
sino que, los participantes recurrieron a la construccion para verificar o refutar una conjetura
previa (Tabla 14, Tabla 16, Tabla 22 y Tabla 32). Estas formas de proceder de los participantes
concuerdan con dos ideas principales acordes con resultados obtenidos por otros
investigadores: La interaccion de los estudiantes con el uso de las tecnologias digitales facilita
el proceso de refinamiento de conjeturas (Contreras, 2014) ) y GeoGebra hace de companfero
interactivo (Granberg & Olsson, 2015), dando la oportunidad al usuario de representar una idea,

para analizar la respuesta del SGD.

Una habilidad relevante que se observo en el desarrollo del episodio de exploracién, fue la de
gue las parejas supieran usar el movimiento para aprovecharlo en sus razonamientos. Esta
ventaja que ofrecen los SGD puede ser empleada como herramienta de control (Schoenfeld,
1985), si en un determinado momento de la resolucidn se desea verificar si va por buen camino.
Se pudo observar esta forma de utilizar GeoGebra en algunos momentos del TRPG. Por
ejemplo, al trazar las bisectrices de las rectas tangentes y las mediatrices de las cuerdas en el
primer problema, algunas parejas pudieron verificar que coincidia con la recta AC (Ay C eran

los centros de las circunferencias) y que el problema podia simplificarse al estudio de la mitad
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de la figura (Tabla 15). En el problema 3, una accién que sirvié de herramienta de control, se
registré cuando los participantes comparaban el ortocentro, baricentro, incentro o
circuncentro como punto de conexién de los cables. Al mover los vértices del triangulo se
percataron de que, entre los puntos notables construidos, el mejor variaba segun fuera la
forma de tridngulo (Figura 20). En definitiva, la capacidad para usar el movimiento a la vez que
se verifican o descartan conjeturas se puede entender como parte de la habilidad Tecno-

Matematica de los participantes.

Otra habilidad relevante, propia del razonamiento matematico, que se observé en el desarrollo
del episodio de exploracién fue la combinacién de la cuantificacidn de atributos con el
movimiento controlado. Asi pues, se observd que los participantes exploraron la situacion
presentada en el primer problema moviendo las circunferencias, sus centros, y modificando
los radios para verificar que las longitudes de las cuerdas coinciden en todo momento (Tabla
14). Algo parecido ocurrié durante el segundo problema, cuando comprobaron la igualdad de
las &reas de los poligonos, para distintas posiciones del angulo moviendo de forma controlada
el punto E situado sobre el lado del cuadrado (Tabla 22). Para el tercer problema, algunas
parejas afadieron un punto auxiliar y la suma de la distancia (LongitudCable), de forma que,
al mover el punto pudieron dar con una solucién empirica (Tabla 31). Otras parejas, ahadieron
varios puntos notables y las distintas sumas de distancias, al mover los puntos que
representaban las islas comprobaban si alguno de ellos minimizaba la suma de distancias
(Tabla 31).

El tipo de elementos auxiliares que los participantes afladieron a sus construcciones afect6 a
las conjeturas que formularon. Algunos de estos elementos surgieron de las busquedas en la
web, que resultd ser un recurso Util para que los participantes resolvieran los problemas
(Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2018). Las parejas consultaron conceptos matematicos y
encontraron nuevas ideas que trasladar al proceso de resolucidon, especialmente en los
momentos de bloqueo. Se pudo registrar cémo hicieron consultas de definiciones, en
Wikipedia y portales de matematicas. Consultaron conceptos elementales, tales como el de
recta tangente, arco de circunferencia, criterios de semejanza de tridngulos, razones
trigonométricas, puntos notables o dreas de poligonos. También, revisaron videos en los que

se construian figuras con regla y compas del punto de Fermat de un tridngulo. Dicho de otra
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forma, la bdsqueda en la web afecta a las acciones de conjeturar y demostrar que estan

relacionadas directamente con el razonamiento matemdtico.

V.1.3. Creatividad Matematica

La Creatividad Matemdtica aflora cuando se definen, representan y manipulan objetos
matematicos nuevos para resaltar alguna de sus propiedades (Heid, Wilson, & Blume, 2015). Al
usar GeoGebra, al visualizar el movimiento, se desarrolla la capacidad de generar objetos
dinamicos que tienen el propdsito de resaltar las propiedades de varios casos particulares y
acercarse a la generalizacion. Para ello es necesario afiadir elementos u objetos, incluir los
atributos que se quieren analizar y que se puedan visualizar en conjunto y simultdneamente
al aplicar movimiento. Es decir, realizar construcciones dinamicas en GeoGebra se puede ver

como una forma de encontrar nuevos caminos para expresar objetos matematicos.

Se ha llegado a esta conclusién al analizar las resoluciones de las parejas durante el TRPG. Las
principales acciones que se observaron al usar GeoGebra de forma activa, para resolver los
problemas, acaecieron principalmente en dos momentos: al realizar una construccion
dindmica en el episodio de Comprensién y al afadir nuevos elementos auxiliares en los

episodios de Exploracion y Busqueda de Multiples Aproximaciones.

En el primer episodio de resolucion, los participantes centran su atencién en realizar una
construccién que incluye los elementos y condiciones matematicas del enunciado. Para
conseguirlo, las parejas realizaron acciones que se asocian con la comprensién del problema.
Al analizarlas se pudo observar que las decisiones que tomaban, influian significativamente en
cémo abordaban el problema. En un primer momento, los participantes representaban los
objetos principales de cada problema, haciendo uso de las herramientas de GeoGebra. Para el
primer problema, usaron la herramienta Circunferencia (centro, punto)y construyeron las dos
circunferencias, en el segundo, usaron Poligono regular para construir el cuadrado y, en el
tercero, usaron Punto para representar las tres islas. Incluir el resto de los objetos en cada
construcciéon y trasladar toda la informacidén del enunciado, conllevé una segunda secuencia
de acciones cuyo objetivo fue que las condiciones matematicas requeridas por cada problema
estuvieran presentes. En lineas generales, a partir de esta situacién es cuando los participantes

se preguntaron cémo conseguir representar cada figura en GeoGebra. La respuesta de cada
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pareja dependié de su capacidad para elegir y usar herramientas como Tangentes y Angulo
dada su amplitud o saber definir un valor como suma de longitudes de segmentos
(LongitudCable). Por otro lado, sus conocimientos basicos de geometria sobre el concepto de
recta tangente a una circunferencia, trazado de un dngulo, rotaciones en el planoy trazado de
un tridngulo conocidas las longitudes de sus tres lados, intervinieron también en sus
decisiones sobre qué elementos representary en qué orden construirlos. En definitiva, se pudo
constatar que el trabajo de construccidn, y su creatividad matemdtica, depende no sdélo del
nivel de apropiacidén del SGD sino también de las dificultades cognitivas previas (lranzo &
Fortuny, 2009; Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2018). De esta forma, se puede concluir que, en
la fase de comprensién de un problema, la competencia matematica se debe combinar con la
capacidad de los participantes para usar las herramientas e interpretar las respuestas de
GeoGebra, estableciéndose una relacion interactiva entre el SGD y los participantes (Granberg
& Olsson, 2015). La habilidad para integrar las respuestas recibidas al usar las herramientas de
GeoGebra, con las condiciones matematicas que se buscan representar, la hemos identificado
con la habilidad Tecno-Matematica (Jacinto & Carreira, 2017). En el capitulo anterior se
presentaron en detalle algunas evidencias de este hecho, como las que fueron identificadas, a
la hora de trazar las rectas tangentes en el primer problema (Tabla 12), construir el angulo de
45° en el segundo (Tabla 20) o representar un triangulo dada la longitud de sus lados en el
tercero (Tabla 29). Estas acciones, consistentes en interpretar las respuestas de GeoGebra e
integrar su uso con los conceptos Mmatemadaticos que se involucran en el problema, serian
similares a las que podrian realizar los estudiantes de Educacién Secundaria en una actividad
que implique la resolucidn de problemas con GeoGebra. Por tanto, un futuro profesor debe ser
capaz de conocer las posibles herramientas que deben elegir los estudiantes y saber cémo
usarlas, del mismo modo que debe tener una comprensién amplia de los conceptos de

matematicas que intervienen.

En el analisis del episodio de exploracidn, de los tres problemas, se observd que las parejas
recurrian a la incorporacidn de elementos auxiliares a la construccién dindmica
constantemente (Tabla 13, Tabla 21y Tabla 31). Se puede afirmar que el que GeoGebra incluya
entre sus herramientas variedad de opciones que permiten representar facilmente diferentes
objetos (bisectrices, mediatrices, tangentes, angulos, poligonos, circunferencias, rectas

perpendiculares..) resultd ser, un aliciente, para que las parejas los afladieran a sus
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construcciones. A veces, estos elementos respondian a una idea previa de los participantes,
gue observaban alguna regularidad y querian verificarla afiadiendo algunos elementos que
les permitieran cuantificarla o visualizarla, aunque en otras ocasiones buscaban, en los menus
de las herramientas y afladieron los nuevos elementos para ver si se les ocurria alguna idea
gue orientara en la busqueda de una aproximacién a la solucidén. La grabacién de los didlogos
entre los miembros de las parejas y la captura de las pantallas de lo que hacian, permitié
registrar estas formas de proceder y facilitd discriminar estas acciones relacionadas con la
creatividad matemdtica. Como se comentd anteriormente, las bulsquedas en la web
influyeron directamente en el tipo de elementos auxiliares que los participantes afiadieron a
sus construcciones. Este recurso que ya se ha demostrado como Util para los resolutores de
problemas (Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2018), es, también, un recurso que diversifica y
amplia la capacidad de generar nuevos objetos matematicos por parte de los participantes, es

decir, influye en desarrollo de la creatividad matemadtica.

Recapitulando las conclusiones de este objetivo se puede afirmar que en los tres episodios de
resolucién de problemas con GeoGebra, se ha puesto de manifiesto cémo los participantes
mostraron la manera de desarrollar la Actividad Matematica. Se ha podido constatar que,
aunque en cualquier episodio se podia identificar cualquiera de las componentes de la
Actividad Matematica, en todos los casos, una de ellas destacaba frente al resto. De modo que,
en el episodio de Comprensién, prevalecid la creacion matemdtica; en el episodio de
Exploracidon, prevalecié el razonamiento matemdtico, y en el episodio de Busqueda de

Mdltiples Aproximaciones, prevaleciod la percepcion matematica.

El caracter universal de la Actividad Matematica permite conectar las acciones de diferentes
niveles educativos (Wasserman, Zazkis, Baldinger, Marmur, & Murray, 2019). De esta forma, las
acciones realizadas por los participantes durante la resolucion de los problemas en el TRPG,
gue constituyod el eje del curso Matematicas para la Enseflanza, se pueden relacionar con las

acciones que realizarian los estudiantes de Educacion Secundaria.
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V.2. TIPOLOGIAS EN EL COMPORTAMIENTO DE LOS ESTUDIANTES
MIENTRAS USAN GEOGEBRA EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

A partir del analisis realizado de las resoluciones de los participantes (Capitulo IV.2), en el que
se observd el comportamiento de los estudiantes al resolver los problemas con GeoGebra, se
puso de manifiesto la existencia de diferencias de actuacién a la hora de aprovechar las
oportunidades que brinda este SGD en la resolucién de problemas. Las diferencias observadas
en las parejas se presentaron alrededor de dos de los aspectos de la Actividad Matematica: el
razonamiento matemadtico y la creacion matemdtica (Kilpatrick, et al., 2015). Si se relacionan
estos aspectos con la capacidad de aprovechar el dinamismo de GeoGebra y la capacidad de
llevar a una construccidn los datos y las relaciones matematicas del enunciado de un
problema, respectivamente, se observa que las diferencias entre los participantes parecen
revelar distintos grados de apropiacién del SGD, que ciertamente se entremezcla con su propia
Competencia Matematica y los obstaculos cognitivos que tendrian con independencia del uso
de GeoGebra (lranzo & Fortuny, 2009). Realizando un analisis del comportamiento de los
participantes respecto a su manera de usar GeoGebra podemos dar respuesta al segundo

objetivo de la investigacion:

Establecer tipologias en el comportamiento de los participantes cuando usan GeoGebra en la

resolucién de problemas.

El Analisis por Parejas se establecié a partir de las acciones que marcaron el proceso de
resolucién de cada pareja para cada uno de los problemas. Uno de los resultados obtenidos de
este analisis por pareja, es que se pudieron distinguir dos grupos de acciones que permiten
identificar semejanzas y diferencias entre los comportamientos de las seis parejas de

estudiantes que participaron en esta investigacion:

Construccién. Se incluyen aqui las acciones realizadas durante el episodio de
comprensién que muestran si las parejas fueron capaces de incorporar las caracteristicas
clave de cada problema al realizar la construccién dindmica.

Dinamismo. Que incorpora las acciones de los episodios de exploracion y busqueda de

multiples aproximaciones, relacionadas con la capacidad de usar el movimiento de los
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objetos de dos formas: una para comprobar las condiciones iniciales del problema y
alguna conjetura previa, y otra que usaba el movimiento para observar cambios y realizar

conjeturas.

Estas categorias estdn estrechamente relacionadas con la creacion matemdtica, el
razonamiento matemadtico y la percepcion matemadtica, que describen de forma conjunta la
Actividad Matematica (Kilpatrick, et al., 2015). De esta forma, se trata de mostrar de forma
integrada, la capacidad de las parejas para desenvolverse con un Sistema de Geometria

Dinamicay el “saber hacer” matematicas a la hora de resolver problemas.

La manera en que cada pareja abordd la actividad estuvo condicionada por sus conocimientos
de GeoGebra y codmo fueron capaces de usar las posibilidades que ofrece. De esta manera se
puede establecer un paralelismo entre la Actividad Matematica y la habilidad Tecno-
matematica desde el momento en que se concibe que la Actividad Matematica parte del
“saber” matematicas para verlo de la perspectiva de el “saber hacer” matematicas. De la misma
manera la habilidad Tecno-matematica partiria del conocimiento de las herramientas
digitales y las posibilidades que presta un SGD, para luego “saber usarlas” para resolver una

tarea matematica.

Para un buen desempefo matematico en la resolucidn de problemas con tecnologia, es
importante la capacidad de reflejar las caracteristicas clave que estan presentes en el
enunciado de un problema, lo que conducird a una construccion dinamica que permita
explorarlo y resolverlo. Estas acciones forman parte de la creacion matemdtica, ya que se
relacionan con ser capaz de hacer nuevas representaciones que hagan destacar las
propiedades matematicas, con el fin de servir de ejemplo o contraejemplo de alguna
caracteristica relevante (Kilpatrick, et al., 2015). En cada problema se pueden diferenciar las
parejas que, desde el principio, son capaces de elegir la herramienta adecuada y usarla para
conseguir una construccién que conserve las caracteristicas matematicas, de aquellas parejas
gue no pueden hacerlo. Ademas, entre las que no son capaces, hay parejas que actdan con
autonomia, realizando pruebas de arrastre, repasando las propiedades de la herramienta y
haciendo varias pruebas hasta que lo consiguen (marcadas con = en la accién Incorporar
caracteristicas clave de la Tabla 52), mientras otras parejas requieren la intervencién del

profesor o algdn compafiero (marcadas con x en la accidn Incorporar caracteristicas clave de
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la Tabla 52). En el analisis de los datos, se pudo observar que las parejas 1,3y 5 (la Pareja 5 lo
consiguié dos de las tres veces) fueron capaces de combinar de forma auténoma sus
habilidades matematicas y tecnoldgicas para realizar construcciones dinamicas adecuadas.
Las otras parejas tuvieron dificultades para que sus construcciones conservaran las
caracteristicas matematicas, determinadas por los enunciados de los problemas, cuando se
arrastraban los objetos. Es decir, sus construcciones no superaban la “prueba del arrastre”. Este
hecho, en ocasiones, pudo ser por la falta de practica al usar las herramientas de GeoGebra y
otras veces por dificultades en la aplicacidn de sus conocimientos matematicos. Algunas
parejas tenfan un grado de fluidez tecno-matemdtica, en el sentido de Jacinto y Carreira
(2017), mayor que las otras y como consecuencia, existieron diferencias en los aspectos
relativos a la creacion matemdtica. En la Tabla 52 se muestran a las parejas reordenadas por
dicha habilidad, en términos de su capacidad para integrar las posibilidades de GeoGebra en

su resolucién de los problemas.

Respecto al Dinamismo, el uso del movimiento en la construccién realizada, combinado con
la cuantificaciéon de atributos, son importantes durante el episodio de exploracién para poder
aprovechar las oportunidades que ofrece GeoGebra en la resolucién de problemas. Por una
parte, para observar y buscar regularidades que permitan establecer una conjeturay, por otra,
para comprobar dichas conjeturas. Estas acciones, comprobar, observar y conjeturar, son
acciones relacionadas con el razonamiento matematico de los participantes, que es a su vez
un aspecto clave de la Actividad Matematica (Kilpatrick, et al., 2015). Las parejas 1, 2,3y 5
comprobaron sus conjeturas arrastrando elementos de sus construcciones y, siempre que su
construccién se lo permitia, apoyaban sus razonamientos con la visualizacién de la figura en
movimiento, observando y conjeturando. Hubo algunos momentos en los que no lo hicieron,
como el caso en el que la Pareja 5 (al principio del TRPG) aun no habia integrado el movimiento
al proceso de resolucién o cuando, la Pareja 2, realizd una construccién para el Problema 3 que
no le permitia el arrastre. Ademas, las parejas 1,2 y 3 construyeron como elemento auxiliar para
el tercer problema, un punto libre que permitia encontrar la solucidn del problema
moviéndolo y cuantificando la suma de distancias. Se podria calificar esta forma de actuar de
las parejas como mas “dindmica” que la que presentan las parejas 7 y 8, quienes parten
habitualmente de construcciones que permiten o no el movimiento, pero se pierden algunas

de las propiedades que se quieren representar. La Pareja 7 y la Pareja 8, aun cuando modifican
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sus construcciones siguiendo instrucciones del profesor, realizan sus razonamientos sin mover
los objetos, guidndose Unicamente por la cuantificacién de los atributos del caso particular

gue tienen en pantalla.

Esta forma de usar las posibilidades de GeoGebra para transformar la representacién de la
figura en la vista grafica moviendo elementos, genera nuevos puntos de vista, algo que es
fundamental en la resolucién de problemas (Kilpatrick, et al.,, 2015). Todo esto es mas dificil de
conseguir cuando se usa lapiz y papel. Ademas, se concluye que el uso de las ventajas del
dinamismo de GeoGebra es aprovechado de forma diferente por las parejas, lo que concuerda
con laidea de que la fluidez tecno-matemadtica, se adquiere a diferentes ritmos. Los resultados
mostrados anteriormente reflejan que las parejas presentan diferentes grados de fluidez,
pudiéndose distinguir entrever tres niveles, las parejas 1y 3 que incorporan el movimiento para
comprobary conjeturar (marcadas con y/y £ en ambas acciones en la Tabla 52), las parejas 2
y 5 que loincorporan frecuentemente (marcadas con 1/ y ¢ en mas de la mitad de las acciones
en la Tabla 52) y las parejas 7 y 8 que no llegan a aprovechar esta ventaja de GeoGebra

(marcadas con x en varias de las accion de la Tabla 52).

Como conclusidn de este Analisis por Parejas, se puede seflalar que entre los participantes hay
diferentes grados de habilidad a la hora de usar el GeoGebra para resolver problemas. En la
Tabla 52 mostramos a las parejas reordenadas por dicha habilidad, en términos de su

capacidad para integrar las posibilidades de GeoGebra en su resolucion de los problemas.

Reubicando las parejas, se puede generar una escala que muestre su habilidad para usar las
ventajas de GeoGebra en la resolucion de problemas. Atendiendo a las acciones realizadas por
las parejas se pueden establecer tres tipologias de comportamiento relacionadas con el

aprovechamiento de GeoGebra para la resolucidon de problemas:

e Bajo. Las parejas usan GeoGebra para representar las situaciones del problema de la
misma forma que se haria con papel y lapiz, sin conseguir que las relaciones
matematicas queden presentes. Ademas, aprovechan poco el dinamismo del SGD que
permite mover los objetos representados (Parejas 7 y 8).

. . Las parejas realizan las construcciones que representan los datos del problema,
e intentan que las relaciones matematicas de los objetos también queden presentes.
Necesitan ayuda para lograrlo, pero luego mueven algunos objetos que sirven para
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comprobar o realizar conjeturas (Parejas 2y 5).

e Alto. Las parejas, de una manera practicamente auténoma, son capaces de resaltar las
caracteristicas clave de problema en la construccién. Esto lo acompafian del
movimiento y arrastre de distintos objetos para comprobar sus conjeturas o los
mueven mientras observany buscan propiedades matematicas que los llevan a realizar

conjeturas (Parejas 1y 3).

— .. Cuerdas < Conectar
I j Angulo 45 .
Pareja Accion Iguales 9 islas
Incorporar - - -
caracteristicas clave
Comprobar conjeturas
Pl o verificar condiciones '\/ '\/ '\/
Encontrar regularidades o T T T
9 soluciones.
P Incorporar
caracteristicas clave = " "
Comprobar conjeturas
P3 iy o
o verificar condiciones '\/ '\/ '\/
Encontrar regularidades o
soluciones. T T T
Incorporar
B x
caracteristicas clave = "
Comprobar conjeturas
P5 e o x
o verificar condiciones '\/ '\/
o) Encontrar regularidades o T T %
o soluciones.
%] Incorporar
D x x
2 caracteristicas clave =
Comprobar conjeturas
P2 - =
o verificar condiciones '\/ '\/ '\/
Encontrar regularidades o T x T
soluciones.
Incorporar ” - x
caracteristicas clave
p7 Comprobar conjeturas % x x
o verificar condiciones
Encontrar regularidades o
. x x
.% soluciones. T
m Incorpor,ar' x x "
caracteristicas clave
P8 Comprobar conjeturas % x x
o verificar condiciones
Encontrar regularidades o T x x

soluciones.

Tabla 52: Parejas clasificadas seguin su grado de habilidad en la resolucién de problemas con GeoGebra
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V.3. REFLEXIONES SOBRE SU PROPIA EXPERIENCIA USANDO

GEOGEBRA EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

Teniendo en cuenta que estamos considerando a los participantes de la investigacion como
futuros profesores de matematicas en Educacién Secundaria, cabe preguntarse, como ven la
experiencia de realizar el Taller de Resolucion de Problemas con GeoGebra desde el punto de
vista de la labor docente, ¢ qué tipo de acontecimientos o eventos se les pueden presentar en
el aula?, ;qué contingencias tendran que atender? Para ello, se pidié a los estudiantes que
hicieran una tarea que hemos denominado Reflexion Docente, la cual consistié en hacer
propuestas de acontecimientos surgidos de su propia experiencia, o la de sus compafieros, en
la resolucién de los problemas del TRPG y en identificar algunos elementos matematicos
relacionados con esos acontecimientos. Esta tarea se propuso como una manera de
anticiparse a las posibles contingencias que conllevaria el uso de GeoGebra en una clase de
resolucion de problemas matematicos en un nivel de Educacién Secundaria. La tarea se
relaciona directamente con la perspectiva del Contexto Matematico de la Ensefanza en el
marco MUST, en la que se incluye la componente reflexionar sobre las matemdticas de la
prdctica docente. Desde esta perspectiva la practica docente requiere, entre otras cosas de la
preparaciéon de clases y actividades para los estudiantes (Heid, Wilson, & Blume, 2015). La
inclusion de esta actividad dentro del TRPG pretende mostrar aspectos de dicha perspectiva
del MUST, que es exclusiva de la profesién docente siendo conscientes de las limitaciones que
conlleva el desarrollo de una experiencia en la que no participan profesores que interactden
con estudiantes de Educacién secundaria, se planted el tercer objetivo y Ultimo de esta

investigacion.

Analizar las reflexiones que los participantes, en el rol de futuros profesores, hacen sobre su

propia experiencia al usar GeoGebra en la resolucién de problemas.

En los analisis de los resultados obtenidos en el capitulo anterior (por Problema y por Parejas)
se pudo constatar cédmo, durante el desarrollo del Taller de Resolucién de Problemas con
GeoGebra los participantes tuvieron dudas, cometieron errores y mantuvieron discusiones

matematicas. De cara a hacer propuestas sobre posibles eventos o acontecimientos, sus
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propias dudas sirvieron como base fundamental. En el epigrafe Il del Capitulo IV, se pudo
comprobar que los enunciados propuestos por los participantes, coincidian con los eventos o
acontecimientos derivados en el TRPG. En este analisis se obvid, a propdsito, entrar a evaluar
la calidad de las propuestas de los participantes en lo referente a las posibilidades que
brindaban para convertirse en situaciones de aula mas elaboradas. Zbiek y Blume (2015)
sefalan que este proceso requiere del planteamiento del evento o acontecimiento para un
analisis profundo y la verificacién de que pueden surgir multitud de Elementos Matematicos
derivados de la propuesta. El interés del analisis de esta tarea es comprobar si las parejas
tuvieron la capacidad de realizar un ejercicio de reflexién sobre su propia experiencia en el
TRPG, para conectarla con su futuro como docentes de Matematicas en la Educacion
Secundaria. Todas las parejas propusieron al menos un acontecimiento relacionado con el uso
de la tecnologia para cada uno de los problemas y también incluyeron algunas ideas para el
desarrollo de Elementos Matematicos asociados al evento. Se evidencid, sin lugar a dudas tal
y como se observd en el CapitulolV.3, que los participantes tienen en esta primera etapa de
formacion como profesores la habilidad de reflexionar sobre las matemdticas de la prdctica

docente.

En el analisis de la Tarea de Reflexion Docente, se organizaron las propuestas hechas por los
participantes en tres categorias de eventos o acontecimientos que surgieron de las
habilidades observadas durante la resolucién de problemas, de forma que responden a
acciones que se han relacionado en esta investigacién con la fluidez tecno-matematica, el

razonamiento matemdtico y a la creacion matemdtica.

El grupo de propuestas que se corresponde con la que se ha denominado Apropiacién de
GeoGebra, recoge los eventos o acontecimientos que se relacionan directamente con
conexiones de ensefianza en el aula, es decir, las acciones didacticas para resolver las dudas
gue se plantean como punto de partida, y que se podria considerar similares en un curso
universitario que en un aula de Educacién Secundaria (Wasserman, Zazkis, Baldinger, Marmur,
& Murray, 2019). Las parejas hicieron pocas propuestas que se pudieran incluir en este grupo,
pero los Elementos Matematicos que seflalaron, contemplan la categoria de Conocery usar el
curriculo, que resulta ser una componente de la perspectiva del Contexto Matematico de la

Ensefanza, que conlleva reconocer los conceptos fundamentales de las matematicas y las
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posibles consecuencias que pueden generarse si hay dificultades y errores para su

comprension.

Los otros dos grupos de eventos o acontecimientos se relacionan con la justificacion de
propiedades descubiertas y la representacién de nuevos elementos usando GeoGebra. Las
propuestas incluidas en estos dos grupos, fueron las mas numerosas. Ademas, el primer grupo
(justificacion de propiedades), lo componen propuestas que fueron realizadas por las parejas
1,3y 5, mientras que las del otro grupo fueron propuestas, mayoritariamente, por las parejas 2,
7y 8. Si se compara esta informacion con las conclusiones establecidas anteriormente (Tabla
52), se puede observar que concuerdan con las parejas gue se consideran con un mayory un
menor grado de habilidad a la hora de resolver problemas, respectivamente. Este hecho no
esperado, en el que coinciden los resultados al analizarlos desde dos perspectivas diferentes,
pone de manifiesto que existen relaciones entre las distintas perspectivas de la Comprensiéon
Matematica que considera el modelo MUST. En este caso, los participantes con una mayor
destreza en el uso de GeoGebra para resaltar caracteristicas relevantes de un problemay para
mover los objetos en busca de dar con una solucién, también coinciden con los participantes
gue presentan eventos o acontecimientos en los que ponen de manifiesto la capacidad de
separar en resultados intermedios el proceso de resolucién. Este hecho nos permite concluir
que existe una conexién importante entre las componentes (de dos perspectivas distintas) del

razonamiento matemadtico y de la sintesis de ideas matematicas.

Se puede concluir,como resumen de los resultados de esta investigacion haciendo una lectura
integrada de los tres apartados de este capitulo, que la inclusiéon de las tecnologias como
herramienta para el trabajo matematico para la Resolucién de problemas en el aula conlleva
un cambio en la concepcidén de lo que es un estudiante matematicamente competente en
Educacion Secundaria. Estos cambios suponen una extension de los aspectos de Comprension
Matematica necesaria para la Enseflanza que, por definicién, se debe entender como en
constante evolucién. La investigacién llevada a cabo se centré especialmente en dos de las
perspectivas del modelo MUST. Desde el punto de vista de la Actividad Matematica, los
resultados obtenidos muestran la necesidad de una posible extensidon de sus componentes, al
objeto de incorporar acciones relacionadas con: la posibilidad de reconocer argumentos

matematicos de forma simultdnea dentro de la percepciéon matemdtica, visualizar el
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movimiento de una figura para el razonamiento matemadtico y realizar una construccion
dindmica para facilitar la creacion matemdtica. Por ultimo, como resultado de esta
investigacion, se debe destacar que se han encontrado evidencias de que, el hecho de realizar
propuestas de posibles contingencias para las sesiones de clase de Matematicas en la
Educacion Secundaria en las que se use GeoGebra, constituye por si misma una actividad
formativa, que permite desarrollar varios aspectos de la perspectiva del modelo MUST

correspondiente al Contexto Matematico de la Ensefianza.
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V.4. PERSPECTIVAS DE FUTURO PARA LA INVESTIGACION

Esta investigacion surgid a partir de ciertos cuestionamientos sobre el proceso de formacién
de los profesores de matematicas de la Educacién Secundaria en un escenario en el que estan
presentes las tecnologias digitales. Se ha intentado dar respuesta en parte a dicha inquietud,
analizando cémo el uso de GeoGebra en la resolucién de problemas ofrece nuevas
oportunidades para la ensefianza de las matematicas y para la formacién de profesores. La
investigacion se ha realizado en el contexto de formacién de futuros profesores, proponiendo
actividades en las que la tecnologia es protagonista durante todo el proceso, y que podrian ser
utilizadas por los participantes de esta investigacion en su proxima actividad docente con
estudiantes de Educacidon Secundaria. Se han encontrado evidencias de cémo el uso de
GeoGebra promueve la activacion de diferentes elementos de la Actividad Matematica. Seria
interesante profundizar mas en esta linea de investigacion, por ejemplo, cambiando los
participantes del estudio por docentes en activo que utilicen GeoGebra en la ensefianza de las
matematicas y la resolucion de problemas. De esta forma, se puede, por un lado, analizar la
Actividad Matematica y el Contexto Matematico de la Ensefianza en docentes que usen la
tecnologiay, por otro lado, analizar y discutir los eventos relacionados con el uso de GeoGebra
gue puedan haber surgido en las aulas de dichos docentes. Se podrian plantear varias
preguntas al respecto: i De qué manera usan GeoGebra en sus clases? ; Qué elementos de la
Actividad Matematica desarrollan en sus estudiantes? ;Qué aspectos del Contexto
Matematico de la Ensefianza los diferencia de otros docentes que no usan tecnologia en clase?
Contestar a este tipo de preguntas podria mostrar luz sobre si la tecnologia esta realmente
influyendo, de alguna forma, en la comprensién de las matematicas que debe tener un

profesor de matematicas de Educacién Secundaria.

Otra posible linea de investigacion seria analizar con mas detalle qué es la fluidez tecno-
matemdtica. A este término, utilizado en esta investigacién, hacen alusién, directa o
indirectamente, autores como Jacinto y Carreira (2017) o Thomas y Palmer (2014). Ademas,
seria interesante realizar una propuesta secuenciada de cdmo se podria desarrollar dicha
capacidad por parte del profesorado de Educacién Secundaria. Para ello, desde la misma
manera que se parte de la resolucidén de problemas para aprender matematicas, se podria

analizar cémo al resolver problemas matematicos haciendo uso de GeoGebra se desarrolla la
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fluidez tecno-matemdtica de los docentes. Un punto de partida seria la conclusién realizada
en esta memoria de investigacion, respecto a los diferentes tipos de aprovechamiento de
GeoGebra para la resoluciéon de problemas que pueden presentar los futuros docentes (Tabla
52). Un diagndstico inicial de los docentes, para conocer sus distintos niveles de apropiaciéon
de GeoGebra en la resoluciéon de problemas matematicos seria necesario. Ya que, el objetivo
de esta nueva investigacién seria: Analizar la utilidad de la formacién en resolucién de
problemas con GeoGebra para docentes en activo, en el sentido de como dicha formaciéon
podria desarrollar y actualizar su comprensién de las Matematicas dentro de un contexto

digital-matematico de la ensefanza.

En el Taller de Resolucién de Problemas con GeoGebra para futuros docentes, se realizaron
tres actividades que no son adecuadas para estudiantes de Educacién Secundaria, pero la
resoluciéon de problemas con tecnologia siguiendo los episodios (Santos-Trigo & Camacho-
Machin, 2009) ofrece una guia para disefiar nuevas actividades, que se deben analizar de una
forma similar a la planteada en la Tarea de Reflexién Docente para prever contingencias
posibles de la puesta en marcha en las aulas. En este sentido, otra posible extension de esta
investigacion, seria preguntarse: de qué manera se reflejan en el aprendizaje de los
estudiantes de Educacion Secundaria los cambios que se producen cuando estan inmersos
en el uso de las tecnologias para aprender matematicas. Algunas preguntas que guiarian la
linea de investigacion serian: ;Qué capacidades desarrollan los estudiantes de secundaria
cuando resuelven problemas haciendo uso de GeoGebra? ;Estas capacidades se pueden
relacionar con la percepcion, razonamiento o creatividad matemdtica adaptando las

descritas en el MUST para el profesorado a los estudiantes?
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