7

DE MALAGA

(am]
<
o
(7p)]
o’
LLl
>
=
D

TESIS DOCTORAL

Cuantificacion de la incertidumbre

en fl

lante el uso

dian

1S1COS 11€

4

f

ujos geo

de esquemas de volumenes finitos

1

1-nive

Monte Carlo mult

Y

w7

O
:\\\w\\\\w\\“

ANCHEZ LINARES

I d

CARLOS S

DIRECTORES:
MANUEL JESUS CASTRO DiaAz

SIDDHARTHA MISHRA

FAcuLTAD DE CIENCIAS

’

’

ALISIS MATEMATICO, ESTADISTICA

’

DEPARTAMENTO DE AN

’

s

E INVESTIGACION OPERATIVA Y MATEMATICA APLICADA

’

PROGRAMA DE DOCTORADO EN MATEMATICAS

’

UNIVERSIDAD DE MALAGA 2018



UNIVERSIDAD
DE MALAGA

AUTOR: Carlos Sanchez Linares

http://orcid.org/0000-0002-5493-5982

EDITA: Publicaciones y Divulgacion Cientifica. Universidad de Malaga

OB

Esta obra estd bajo una licencia de Creative Commons Reconocimiento-NoComercial-
SinObraDerivada 4.0 Internacional:

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode

Cualquier parte de esta obra se puede reproducir sin autorizacion

pero con el reconocimiento y atribucion de los autores.

No se puede hacer uso comercial de la obra y no se puede alterar, transformar o hacer obras derivadas.

Esta Tesis Doctoral estd depositada en el Repositorio Institucional de la Universidad de Malaga
(RIUMA): riuma.uma.es


http://orcid.org/0000-0002-5493-5982
http://orcid.org/0000-0002-5493-5982
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/legalcode

Cuantificaciéon de la incertidumbre
en Hlujos geofisicos mediante el uso
de esquemas de volimenes finitos

Monte Carlo multi-nivel
' 'ma

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, ESTADISTICA E
INVESTIGACION OPERATIVA Y MATEMATICA APLICADA
FACULTAD DE CIENCIAS

CARLOS SANCHEZ LINARES
TESIS DOCTORAL

UNIVERSIDAD DE MALAGA 2018



YOV 1Y 30
QvaISY3AINN




D. Manuel Jestis Castro Diaz, Profesor Titular del Departamento de Andlisis Matemético,
Estadistica e Investigacion Operativa y Matemética Aplicada de la Universidad de Mélaga,
y D. Siddhartha Mishra, Catedratico del departamento de Mateméticas de la Escuela
Politécnica Federal, ETH Zurich.

CERTIFICAN:

Que D. Carlos Sédnchez Linares, Licenciado en Mateméticas, ha realizado en el De-
partamento de Anélisis Matematico, Estadistica e Investigacién Operativa y Matemética
Aplicada de la Universidad de Mélaga, bajo nuestra direccién, el trabajo de investigacién

correspondiente a su Tesis Doctoral, titulado:

Cuantificacién de la incertidumbre en flujos geofisicos
mediante el uso de esquemas de volimentes finitos
Monte Carlo multi-nivel

Revisado el presente trabajo, estimamos que puede ser presentado al Tribunal que ha de
juzgarlo. Y para que conste a efectos de lo establecido en el articulo decimotercero del
Real Decreto Real 99/2011, autorizamos la presentacion de este trabajo en la Universidad
de Malaga.

Malaga, a 9 de\febrero de 2018

) S.,O\A\AJL\O\ Mishy

Dr. Ma(&«yém U Castro Diaz Dr. Siddhartha Mishra



YOV 1Y 30
QvaISY3AINN




TESIS DOCTORAL POR COMPENDIO DE PUBLICACIONES

En cumplimento con los requisitos especificados en el Reglamento de Doctorado de la
Universidad de Malaga, la presente Tesis Doctoral ha sido autorizada por los Directores
de Tesis v el Organo Responsable del Programa de Doctorado para ser presentada en el

formato de “compendio de publicaciones”.

Las referencias de los articulos en los que el doctorando figura como primer o segundo
autor y que avalan la presente Tesis Doctoral se detallan a continuacién de acuerdo a su

orden cronologico de publicacion:

= Multi-level Monte Carlo finite volume method for shallow water equa-
tions with uncertain parameters applied to landslides-generated tsuna-
mis.
Carlos Sanchez Linares, M. de la Asuncion, M.J. Castro, S.Mishra, J. Sukys.
Applied Mathematical Modelling. Volume 39, Issues 2324, December 2015,
DOI: 10.1016/j.apm.2015.03.011. Factor de impacto: 2.291 (13/101 Mathematics In-
terdisciplinary applications). CiteScore (Scopus): 2.67 (32/402 Applied Mathematics,
17/219 Modelling and Simulation).

= A HLLC scheme for Ripa model. Carlos Sanchez Linares, T. Morales de Luna,
M.J. Castro. Applied Mathematics and Computation 000 (2015) January 2016.
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2015.05.137. Factor de impacto:1.345 (54/254. Applied
Mathematics). CiteScore (Scopus): 1.88 (66/398 Applied Mathematics, 18/112

Computational Mathematics).

= Uncertainty quantification in tsunami modeling using multi-level Monte
Carlo finite volume method.
Carlos Sanchez Linares, Marc de la Asuncién, Manuel J. Castro Diaz, José M.
Gonzalez-Vida, Jorge Macias and Siddharta Mishra.
Journal of Mathematics and Industry (08 June 2016). CiteScore (Scopus): 1.15
(148/398 Applied Mathematics).
DOI: 10.1186/s13362-016-0022-8



YOV 1Y 30
QvaISY3AINN




A mi padre



YOV 1Y 30
QvaISY3AINN




Agradecimientos

Quisiera agradecer a todas las personas que han contribuido a que mi etapa de estudiante

de doctorado concluyera con la redaccion de esta memoria.

En primer lugar, quiero dar las gracias de manera muy especial a los doctores Manuel
Castro y Siddhartha Mishra, directores de esta memoria, por su ayuda y dedicacion. A
Manolo, por su inestimable orientacion durante los dltimos afos, por su paciencia, su
confianza y su estimulo para que esta memoria viera por fin la luz. Y a Sid, por su
inmejorable acogida y por compartir su tiempo generosamente durante el desarrollo de mi

estancia en Zurich.

Gracias a todos los companeros del Grupo EDANYA, con los que he tenido el placer
de trabajar durante los ultimos anos, formando parte de un ambiente excepcional rodeado
de los mejores: Carlos Parés, Jorge Macias, José Manuel Gonzalez, Tomas Morales, José
Maria Gallardo, Mari Luz Munoz, Sergio Ortega y Marc de la Asuncion. Gracias por
la confianza depositada en mi desde el primer dia, y por formar parte de los grandes

momentos vividos durante esta etapa.

Gracias también a todos las personas que de un modo u otro formaron parte de esta
andadura, a Javier Moros y Jorge Serrano, del departamento de Quimica Analitica de la
Universidad de Mélaga, y a Jonas Sukys, del departamento de Matematicas del ETH de
Zurich.

A mi familia, por su esfuerzo durante mis afos de universidad, masteres y doctorado,

por su apoyo y su interés en que hoy consten en esta memoria mi nombre y sus apellidos.

Especialmente agradecido a Myriam, mi mujer, mi companera durante éste y otros
caminos en mi vida, por su paciencia, por sus consejos, por escucharme y soportarme, por
estar ahi, siempre incondicional. Y a mi hija, Julia, que nacié cuando esta memoria estaba

por terminar, gracias por existir.

X



YOV 1Y 30
QvaISY3AINN




Indice

Indice de figuras xiii
Introducciéon 1
I Marco tedrico 9

1 Sistemas hiperbdlicos no conservativos. Esquemas camino-conservativos:

aspectos generales 11
1.1 Introduccidn . . . . . . . . . . e 11
1.2 Soluciones débiles . . . . . . . . ... .. 13
1.3  Esquemas numéricos camino-conservativos. . . . . . .. ... ... L. 19
1.3.1 Convergencia y eleccion de caminos . . .. .. ... ... ....... 26
1.4 Esquemas bien equilibrados. . . . . . ... ... 30
1.5 Resolvedores de Riemann aproximados . . . . ... ... ... ......... 31
1.6 Métodode Roe . . . . . . . . . .. 34
1.7 Resolvedores de Riemann tipo PVM . . .. ... ... ... ... ....... 38
1.7.1 PVM-(N-1)U(Ay,...,Ay) o método de Roe. . . . ........... 41
1.7.2  PVM-1U(Sy, Sg) ométodo HLL . . . .. ... ... .. .. ... ... 42
1.7.3  PVM-2U(Sy, Sk, Sint) 0 Método IFCP . . . . . .. .. ... ... ... 43
1.8 Extensién a altoorden . . . .. ... .. .. ... 48
2 Cuantificacion de la incertidumbre 53
2.1 Modelado probabilistico de la incertidumbre . . . .. .. .. ... ... ... 54
2.1.1 Esperanza de un campo aleatorio . . . . . ... ... ... ... ... 55
2.1.2  Momentos de orden superior. . . . . . ... ... 56
2.2 Cuantificacion de la incertidumbre . . . . .. ... .. ... ... ... ... 57
2.3 Método de voltimenes finitos Monte Carlo . . . . . . ... ... ... ..... 57
2.4 Método de volimenes finitos Monte Carlo Multinivel . . .. ... ... ... 60
3 Algunos modelos de flujos geofisicos 65
3.1 Ecuaciones de aguas someras para el modelado de tsunamis . . . ... ... 66
3.2 Modelo bicapa de tipo Savage-Hutter para la simulacion de avalanchas y la

3.3

propagacion de tsunamis . . . ... L. 69
Modelode Ripa . . . . . . . . . . . 73



xii INDICE

I Resumen de las contribuciones 75

Multi-level Monte Carlo finite volume method for shallow water equa-
tions with uncertain parameters applied to landslides-generated tsu-

namis i

Uncertainty quantification in tsunami modeling using multi-level Monte

Carlo finite volume method 81
A HLLC scheme for Ripa model 83
Referencia, resumen y DOI de las publicaciones 85
Conclusiones 89

Bibliografia 93



Indice de figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4

Esquema volimenes finitos . . . . . .. ... o oo 19
Representacion del resolvedor de Riemann simple con s ondas . . . . . . .. 33
Gréficas del polinomio asociado a PVM-1U(SL,Sg) . . . . . . . .. ... .. 43
Situacion de los autovalores. PVM-2U(S, Sg, Sint). Caso (a.1). . .. .. .. 47
Situacion de los autovalores. PVM-2U(S, Sg, Sint). Caso (a.2). . . ... .. 47
Situacion de los autovalores. PVM-2U(S, Sg, Sint). Caso (b.1). . . ... .. 47
Situacion de los autovalores. PVM-2U(S, Sg, Sint). Caso (b.2). . . ... .. 48
Mallas encajadas del método MLMC. Distribucién de muestras. . . . . . . . 63
Esquema 1 capa. Términos y notaciéon. . . . . . ... ... ... .. ... ... 67
Definicién de los angulos strike, dip y rake para una modelo de rotura de falla. 68
Esquema bicapa. Términos y notacion. . . . . .. .. ... .. ... ...... 71
Modelo de Ripa 1 capa. Términos y notacién. . . . . . ... ... ... .... 73

xiii



YOV 1Y 30
QvaISY3AINN




Introduccion

La historia de la humanidad esta salpicada de numerosos episodios catastréficos que
han determinado cambios importantes en las ubicaciones de los asentamientos urbanos, asi
como, migraciones o modificaciones en los usos del territorio. Gran parte de estos episodios
tienen su origen en los movimientos sismicos que suceden en la corteza terrestre y en los
procesos que desencadenan. En algunas ocasiones son mayores los desastres originados por
los fenémenos que a su vez genera un terremoto que los efectos del propio movimiento

sismico.

Una de las catastrofes mas antiguas y mejor documentadas que ilustran este tipo
de fenémenos, es la que sucedié en la isla de Thera -actualmente denominada como el
archipiélago de Santorini, en el mar Egeo- alrededor del afio 1627 a.C. y que dané muy
seriamente la civilizaciéon minoica, con importantes consecuencias en la isla de Creta, niicleo
cultural de aquella sociedad. El desplome en la caldera de un volcan, generd un colapso
del conjunto montanoso de una magnitud ingente. La precipitacion secuenciada sobre la
superficie del mar de semejante volumen de rocas y piroclastos, produjo una sucesién de
tsunamis que impactaron sobre la costa adyacente en el interior de la bahia, causando la
practica destruccién de cuantas infraestructuras existian en el litoral. El tren de olas asi
generado podria haber alcanzado alturas entre 14 y 18 metros, lo cual supondria que las

aguas ascenderian hasta cotas de 50 metros de altura en las zonas acantiladas.

Esta primera referencia de un tsunami tan complejo, nos sitiia en un escenario relacio-
nado con dos posibles fuentes tsunamigénicas: los colapsos o avalanchas de gran cantidad
de rocas sobre la superficie del mar, y los terremotos originados en los niveles superiores

de la corteza terrestre en regiones maritimas o proximas al mar.

Otros episodios mas recientes nos trasladan a Sumatra, Chile y Japén. Quizas el mas
violento y desolador ha sido el tsunami que originé el terremoto de Honshu (11/3/2011)
y que sacudi6 la costa de Japon cebandose particularmente en torno a la ciudad de
Fukushima. El seismo de mayor magnitud, 9 en la escala de Richter, se produjo a las 05:46

horas en un punto localizado a 177 km de la costa, y a 32 km de profundidad en la corteza
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del archipiélago japonés. El tren de olas que generd el movimiento sismico alcanzoé los 14
metros de altura, desplazandose a gran velocidad y cargandose de sedimentos marinos, lo

cual incremento considerablemente su capacidad destructiva.

Ante la inexorable ocurrencia de este tipo de fendémenos naturales, ha surgido la
imperiosa necesidad del ser humano de adaptarse al medio en el que habita, a veces
hostil. Esto le ha obligado a tener que comprender los mecanismos que los genera y asi
poder mitigar sus efectos devastadores. Es precisamente, en este punto, donde los modelos
matemdticos juegan un papel determinante y la simulacion numérica mediante ordenadores
se ha convertido en una herramienta de prediccion extremadamente potente y, en ocasiones,

precisa.

Dado que las fuentes mas comunes de tsunamis son los seismos, éstos han sido in-
vestigados exhaustivamente mientras que los tsunamis generados por deslizamientos han
sido mucho menos estudiados y el conocimiento existente sobre ellos es mas limitado. Se
caracterizan por periodos relativamente cortos, en comparacion con los generados por
un terremoto, ya que no viajan tan lejos. Por lo tanto, una de sus caracteristicas es que
todo su ciclo de vida tiene lugar cerca de la fuente. No obstante, pueden alcanzar altas

amplitudes y también pueden volverse extremadamente dafiinos. (ver [53, 58]).

La simulacién numérica de un tsunami tiene tres etapas: generacion, propagacion e
inundaciéon. En la etapa de generacion de tsunamis generados por un terremoto, el modelo
de deformacién de fallas de Okada (ver [100]) es ampliamente utilizado como el método
inicial para predecir el desplazamiento inicial de la superficie del mar en un tsunami. Este
método supone que un terremoto puede considerarse como la ruptura de un solo plano
de falla. Esta falla se describe mediante una serie de parametros fisicos, que comprenden
el angulo de inmersion, el angulo de incidencia, el angulo de inclinaciéon, el ancho de la
falla, la longitud de la falla y la profundidad de la falla. El desplazamiento vertical que se
calcula con el modelo de Okada se transfiere a la lamina de agua, lo que genera el tsunami.
Esta deformacién puede aplicarse en un instante de tiempo, que suele ser el inicial, o
bien se puede imponer de forma continua especificando el tiempo de ruptura (ver [139]).
Recientemente también se estan desarrollando modelos mas sofisticados en la etapa de

generacién (ver [67]).

En la etapa de propagacién e inundacion, se emplean habitualmente dos familias de
modelos diferentes: las ecuaciones de tipo Boussinesq que incorporan efectos no hidrostaticos
[13, 48] o las ecuaciones no lineales de aguas someras. En este trabajo, utilizaremos el
modelo de Okada para el calculo de la deformacién del terreno y generar la onda inicial y
las etapas de propagacion e inundacion se simularan con el modelo de aguas someras no

lineales.



El modelado de tsunamis generados por avalanchas presenta una mayor diversidad
de modelos. Concretamente el modelado de deslizamientos de tierra, o las avalanchas
aéreas y submarinas, es un campo de investigacion bastante activo en los tltimos afos.
Aunque se han realizado algunos avances importantes, la descripcion tedrica y fisica de
estos procesos en un entorno natural es un problema muy dificil y queda mucho por
hacer. En la literatura podemos encontrar dos tipos de modelos diferenciados: los modelos
gravitacionales para medios granulares con leyes de friccién (como las de Coulomb) y los
modelos de fluidos viscoplasticos (ver [3]). Como ejemplos de modelos del primer tipo
tenemos el propuesto por Savage y Hutter [121] para la simulacién de avalanchas poco
profundas de materiales granulares, asi como la mejora propuesta en [15]. Son también
de este tipo los modelos para la simulacién de avalanchas de “dep6sitos” (debris flows en
inglés). Estos modelos suelen ser de tipo bifdsico, en los que una fase representa el fluido
y la otra el material sedimentario. Entre estos destacamos los propuestos por Iverson y
Delinger [77], por Pitman y Le [109] y por Ferndndez-Nieto et al. (véase [50]). Este tltimo
es el que usamos en este trabajo ya que permite la reproduccion de tsunamis generados
por el impacto de un deslizamiento de tierra, la propagacién del mismo y la inundacion

causada.

Es bien sabido que las soluciones de ambos sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
toman la forma de ondas que se propagan a una velocidad finita. Ademads, las soluciones
pueden formar discontinuidades como choques, resaltos hidraulicos, etc., incluso cuando los
datos iniciales son suaves. Por lo tanto, es habitual interpretar las soluciones de tales EDPs
no lineales en el sentido de distribuciones. El principal problema que nos encontramos es
que los sistemas que vamos a manejar no se pueden expresar en forma conservativa, debido
a la presencia de términos fuentes y productos no conservativos. La presencia de productos
no conservativos anade serias dificultades tanto desde el punto de vista de la definicién
del concepto de soluciéon débil como del desarrollo de esquemas numéricos convergentes.
Estas dificultades se deben al hecho de que la presencia de discontinuidades impide el uso
del marco de la teoria de distribuciones para definir el concepto de soluciéon débil. Como
consecuencia, a diferencia de lo que ocurre en el caso conservativo, las condiciones de salto
en una solucion débil no estan univocamente determinadas. Distintas teorias matematicas,
como la desarrollada por Dal Maso, LeFloch y Murat (véase [44]) permiten dotar de
sentido a los productos no conservativos como medidas de Borel y, en consecuencia, definir
de forma rigurosa el concepto de soluciéon débil. No obstante, esta definiciéon no es tnica:
depende de la eleccién de una familia de caminos en el espacio de estados. Aunque desde
el punto de vista matematico cualquier eleccion de caminos da una definicion consistente
del concepto de solucion débil, la eleccion 6ptima debe reflejar la naturaleza fisica del
problema. En concreto, los caminos elegidos han de restituir al sistema la informacion

suprimida al despreciar los términos de alto orden como son los de difusién y/o dispersion.
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Ademas, como ocurre en el caso de sistemas hiperbdlicos conservativos, es necesario anadir
un criterio de entropia para seleccionar sélo aquellas soluciones débiles que tienen sentido

fisico.

En [103] se propuso una familia genérica de esquemas numéricos de volimenes finitos,
denominados “path-conservative” (camino-conservativos) que son formalmente consistentes
con la definiciéon de solucién débil asociada a la eleccién de una familia de caminos y
que constituyen una extension natural de los esquemas conservativos para sistemas de
leyes de conservacion. Este marco tedrico facilita el desarrollo de esquemas numéricos
para problemas no conservativos y el andlisis de sus propiedades (véase [37] para una

actualizacion de este tipo de esquemas)

Es bien sabido que estos sistemas presentan ademas una familia notable de soluciones
estacionarias que es necesario aproximar de forma muy precisa o incluso de forma exacta.
Asi, el desarrollo de esquemas numéricos bien equilibrados (“well-balanced”) es de suma
importancia en estos problemas. Asi, el uso de esquemas path-conservative facilita enor-
memente la construccién de esquemas bien equilibrados (véase [37]). En lo que respecta
al desarrollo de esquemas numéricos path-conservative en [33, 36] se han presentado una
familia de esquemas de volimenes finitos denotados por “PVM” (Polynomial Viscosity
Matriz) y “RVM” (Rational Viscosity Matriz), cuyas matrices de viscosidad resultan
de evaluar funcionalmente una matriz de Roe por un polinomio o una funciéon racional
que aproxima a la funcién valor absoluto. Estos esquemas no necesitan el conocimiento
explicito de la estructura espectral de las matrices de Roe, por lo que, en general, son mas
eficientes que el método de Roe y son mas sencillos de utilizar en sistemas en los que no se
conocen de forma explicita su estructura espectral como en los sistemas de aguas someras
bicapa o en algunos de los sistemas bifésicos anteriormente mencionados. Concretamente
una de mis contribuciones ha sido el analizar con detalle las estabilidad lineal de un
esquema de esta familia denominado IFCP introducido en ([51]) y que aplicaremos con
éxito en la simulacion de avalanchas generadas por tsunamis. También he propuesto un
esquema de tipo HLLC para el modelo de RIPA (véase [120]). Este sistema aparece de
forma natural al estudiar fluidos geofisicos estratificados, concretamente en el modelado
de fluidos atmosféricos estratificados por la temperatura. Para ambos esquemas, IFCP y
HLLC he propuesto extensiones de alto orden (segundo y tercer orden) y he estudiado sus

propiedades de bien equilibrado.

En los ultimos anos, la implementacion eficiente de dichos esquemas se ha llevado a
cabo utilizando unidades de procesamiento de gréaficos (GPU). Las GPU han demostrado
ser un poderoso acelerador para simulaciones cientificas intensivas. El alto ancho de banda
de memoria y el paralelismo masivo de estas plataformas permiten alcanzar llamativas

aceleraciones sobre una CPU estandar en muchas aplicaciones [41, 101] y varios kits de



herramientas de programacioén e interfaces, como NVIDIA CUDA [99] y Open Computing
Language (OpenCL) [80], han demostrado una gran efectividad para la implementacion
de estos modelos en GPU [41, 49].

En la literatura pueden encontrarse algunos ejemplos de esquemas de voliimenes finitos
para sistemas de aguas someras implementados en CUDA (véase [5, 16], [4, 32]). En el caso
de la simulacion de tsunamis, el uso eficiente de GPUs es necesario si se quieren obtener
simulaciones de estos fenémenos en tiempos muy inferiores al tiempo real. Para ello, se
utilizan técnicas de descomposicién de dominios que se han implementado combinando

CUDA y MPI [93] para implementar comunicacion interprocesos (véase [1, 138, 135, 6, 78]).

Los métodos numéricos para aproximar estas EDPs hiperbdlicas no lineales (o para
el caso, cualquier EDP) requieren datos de entradas tales como los datos iniciales, las
condiciones de contorno y los coeficientes en los flujos, fuentes y términos de friccion de la
EDP. Estos inputs deben ser medidos y las mediciones estan marcadas por la incertidumbre.
Por ejemplo, consideremos el modelado de tsunamis: En tales problemas, las condiciones
iniciales se estiman tipicamente a partir de un proceso de mediciéon muy incierto: es muy
dificil estimar la deformacion exacta de la falla o la posicion inicial y la velocidad de un
deslizamiento de tierra. Esta incertidumbre en la determinaciéon de los inputs del sistema se
extiende a la solucion. El célculo de la incertidumbre en la solucion, dada la incertidumbre
de los pardametros de entrada, se recoge en el marco de la cuantificacién de la incertidumbre
(Uncertainty Quantification (UQ)). La UQ para flujos geofisicos es de vital importancia

para la evaluacién y la mitigacion de riesgos.

Aunque existen varios enfoques para modelar la incertidumbre de los inputs, los
modelos tedricos mas populares introducen la incertidumbre estadisticamente en términos
de campos y variables aleatorios. La EDP resultante es una EDP estocéstica (aleatoria). La
solucién debe entenderse en un sentido estocastico y la media, la varianza, los momentos
de orden superior, los intervalos de confianza y la funciéon de distribucién de probabilidad

de la solucion son los objetos de mayor interés.

El modelado y simulacién de este tipo de sistemas no es nada trivial. Son necesarias
un gran nimero de variables aleatorias para parametrizar la incertidumbre en los inputs y
constituye un desafio computacional evaluar momentos estadisticos que podrian requerir
una gran cantidad de soluciones de las EDPs. Estos desafios son particularmente acentuados
para EDPs hiperbdlicas dominadas por conveccion, ya que las discontinuidades en el espacio
fisico, como los choques, pueden propagarse al espacio estocéstico, lo que resulta en una
pérdida de regularidad de la soluciéon subyacente con respecto a los parametros aleatorios.
Se podria necesitar una gran cantidad de grados de libertad en el espacio estocéstico

para resolver tales funciones con posibles singularidades. Véase una revision reciente para
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obtener una descripcién detallada de los desafios que implica la UQ para problemas
hiperbélicos [92].

Recientemente se han desarrollado diferentes métodos numéricos para la cuantificacion
de la incertidumbre sistemas hiperbédlicos. Véase por ejemplo [42, 110, 133, 137, 140] y la
revisién [12] para més detalles. Los métodos més populares en la literatura son los métodos
de Galerkin que usan bases polinémicas para la aproximacion del espacio de probabilidad
(gPC), los métodos de colocacion y métodos de volimenes finitos estocasticos (SFVM). Los
métodos estocasticos de Galerkin se basan en la aproximaciéon de las variables aleatorias
mediante una serie cuyas funciones de base son ortogonales respecto a la distribucién de
probabilidad subyacente. Los coeficientes de la serie son soluciones de una familia de EDPs
que dependen del sistema original. Quizas el mayor inconveniente de este enfoque en el
contexto de EDPs hiperbolicas no lineales radica en el hecho de que los sistemas resultantes
para estos coeficientes a determinar no son necesariamente hiperboélicos e incluso pueden
estar mal planteados. Ademas, este método es computacionalmente intrusivo, es decir,
debemos escribir un cédigo completamente nuevo desde cero para calcular estos coeficientes

y los codigos existentes no pueden reutilizarse.

Como alternativa, se proponen otro tipo de métodos donde la idea consiste en tomar
una muestra estadistica representativa de los parametros que se consideren, realizar un
calculo determinista para cada uno de los valores de la muestra y, finalmente calcular la
esperanza y los momentos de las predicciones obtenidas. Se trata de los llamados Métodos
Monte Carlo (MC). Aunque son no intrusivos, y son faciles de implementar y de paralelizar,
los métodos MC tiene un ratio de convergencia asintética de M~/ siendo M el niimero de

muestras. Esta tasa de convergencia no es mejorable segin el teorema central del limite.

Por lo tanto, los métodos MC requieren un gran nimero de ensayos o muestras
para garantizar errores estadisticos bajos. Esta convergencia lenta implica una alto coste
computacional para los métodos de tipo MC y los hace inviables a la hora de calcular la
incertidumbre en sistemas complejos como los que aqui consideramos. Véase [89] para un
detallado estudio del error y un analisis de complejidad computacional para el método MC
en el contexto de las leyes de conservacion escalar. Esta lenta convergencia ha inspirado
el desarrollo de métodos Monte Carlo multi-nivel o MLMC ([59, 60]), en los que se
considera una jerarquia de mallas encajadas en el espacio-tiempo para las que se establece
el nimero de ensayos a realizar con cada una de ellas. Este equilibrio sutil del error
estocastico con el error espacio-temporal, junto con un nuevo estimador de MLMC para
los momentos estadisticos, son los ingredientes clave en la adaptacion exitosa de estos
métodos a diferentes contextos de UQ. En particular, [89] y [90] extienden y analizan el
algoritmo de MLMC para las leyes de conservacion escalar y para los sistemas de leyes de

conservacion, respectivamente. El analisis asintético para el método MLMC, presentado en



[89], demuestra que el método permite el célculo de momentos estadisticos aproximados con
un costo computacional mucho mas bajo que la aproximacion MC subyacente. Actualmente,
los métodos de MLMC parecen ser uno de los métodos mas adecuados para la UQ en el
contexto de las EDPs hiperbélicas no lineales. Nuestra principal aportacion en este trabajo
ha sido la adaptacion de este tipo de técnicas para su utilizacion en fluidos geofisicos y, en
concreto, en el uso de MLMC para la cuantificacion de la incertidumbre en la propagacion
de tsunamis generados por terremotos y avalanchas y su implementacién en GPUs. De
esta forma se ha podido abordar problemas que de otra forma hubieran sido imposibles
por su gran esfuerzo computacional. Dado el cardcter no intrusivo, la eficiencia y la solidez
del método que se propone en esta tesis, se espera que esta contribuciéon conduzca a la
aplicacion de este paradigma para cuantificar la incertidumbre en una amplia gama de

problemas en geofisica.

Esta tesis estd estructurada en dos bloques. En el primero de ellos se presenta el
marco teodrico utilizado para el desarrollo de los esquemas numeéricos que hemos disenado e
implementado para los problemas de simulacién de tsunamis y el modelo de Ripa de 1 capa.
Asi hemos presentado en el Capitulo 1 el marco general de los esquemas “path-conservative”
y su uso para la discretizacién de sistemas hiperbélicos no conservativos y su extension
a alto orden. Ademas hemos prestado especial atencién a los esquemas denominados
PVM, y, en particular, al esquema IFCP del que hemos demostrado su estabilidad lineal,
y a los resolvedores de Riemann simples. A continuaciéon en el Capitulo 2 presentamos
los resultados principales que hemos usado para el diseno de esquemas de voltimenes
finitos Monte Carlo multi-nivel. Finalizaremos este bloque presentando en el Capitulo 3
los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que hemos usado para la simulacion de
tsunamis generados por terremotos y avalanchas y el modelo de Ripa, para el que hemos

desarrollado un resolvedor de tipo HLLC.

En el segundo bloque de esta memoria se presentan los tres articulos que se han
publicado durante el desarrollo de esta tesis doctoral, asi como un breve resumen donde

destacamos las aportaciones mas importantes realizadas en cada uno de ellos.

Finalizamos esta memoria con las conclusiones principales que se pueden extraer de

esta tesis y las lineas de trabajo futuro.
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Parte 1
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Capitulo 1

Sistemas hiperbdlicos no
conservativos. Esquemas
camino-conservativos: aspectos

generales

1.1. Introduccion

En este capitulo introduciremos los aspectos teodricos relacionados con los sistemas
hiperbdlicos de leyes de conservacion con términos fuentes y productos no conservativos. En
particular, estos sistemas pueden ser vistos como casos particulares de sistemas hiperbélicos
no conservativos. Utilizaremos la teoria introducida por Dal Maso, LeFloch y Murat en
[44] para definir el concepto de solucién débil de este tipo de sistemas. Presentaremos el
concepto de esquema numérico camino-conservativo, introducido por Parés en [103], y
abordaremos también el concepto de esquemas bien equilibrados. Todo ello con el objetivo
de sentar las bases tedricas que permitan el disefio de esquemas numéricos que aproximen

las soluciones de estos sistemas.

Consideremos el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden cuasi-

lineal

Wi+ AW)W, =0 zeR, t>0, (1.1.1)

donde W (z,t) toma valores en un abierto convexo Q de RN, y W e Q = A(W) ¢
Muy«n(R) es una aplicacion regular localmente acotada. Supondremos que el sistema

(1.1.1) es estrictamente hiperbdlico, es decir, para cada W e Q, A(W) tiene N autovalores

11
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reales y distintos A\ (W) < ... < An(W), con autovectores asociados Ry (W), ..., Ry(W).
Supondremos ademés que para cada i =1,..., N, el campo caracteristico R;(W) es o bien
genuinamente no lineal:

VA(W)-R,(W)+0, VYWeQ,

o bien linealmente degenerado:
VAW)-R, (W) =0, VWeQ.
Un caso particular de (1.1.1) son los sistemas de la forma
wy + F(w), + B(w)w, = S(w)oy,, (1.1.2)

donde la incégnita w(x,t) toma valores en un abierto convexo de O de R™, F' es una
funcion regular de O en R™, B es una funcién matricial de O en M, (R), S es una
funcién de O en R™ y o(z) es una funcién conocida de R en R (en particular, podemos

tomar o(z) = x). En efecto, si anadimos a (1.1.2) la ecuacion
oy =0, (1.1.3)
podemos reescribir el sistema en la forma de (1.1.1):
W+ A(W)W, =0,

donde W es el vector aumentado

g

W:rqu:OxK

y A(W) es la matriz de orden (m + 1) x (m + 1) cuya estructura por bloques es:

Aw) | -S(w)
0 \ 0 ’

A(W) =

siendo
A(w) = J(w) + B(w),
donde J(w) es el Jacobiano de F":

OF

Asumimos que la matriz A(w) tiene m autovalores reales y distintos

J(w)

A (w) <+ < A (w)
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con autovectores asociados rj(w), j =1,...,m. Si ninguno de estos autovalores es cero,

(1.1) es un sistema estrictamente hiperbélico: A(W) tiene m + 1 autovalores
)\1('LU), R )\m(w)a 07
con autovectores asociados

ri(w)

0

R;(W) =[ ]

:| ,i=1,....m; Ry (W)= [A‘l(w)S(w)] .

Evidentemente, el (m + 1)-ésimo campo caracteristico es linealmente degenerado vy,
por simplicidad, asumimos que éste es el tinico, siendo los otros genuinamente no lineales.
Las curvas integrales del campo linealmente degenerado estan dadas por el sistema de
ecuaciones diferenciales

aw

—— = Rua(W). (1.1.4)

1.2. Soluciones débiles

A fin de introducir la nocién de solucién débil para sistemas no conservativos, recordemos

en primer lugar cémo se define para problemas conservativos:

W, + F(W), = 0. (1.2.1)

Como es bien sabido, dada una solucién débil W de (1.2.1), el término F' (W), debe
entenderse como una distribucién. Esto no ocurre, sin embargo, para el producto no
conservativo A(W)W,: en el caso en que una solucion débil W de (1.1.1) presente dis-
continuidades no se puede dar sentido a dicho producto como distribucién. No obstante,
siguiendo la teoria desarrollada por Dal Maso, LeFloch y Murat en [44], es posible dar una
definicién rigurosa de solucién débil para el problema (1.1.1) que generaliza el concepto
de solucién débil para sistemas de leyes de conservacion. Para ello, los productos no
conservativos se interpretan como medidas de Borel, cuya definicién requiere la eleccion

de una familia de caminos en el espacio de fases.

En el caso particular de una solucién débil de (1.2.1) regular a trozos, dado ¢ > 0, la

distribucion [F (W (-,t)).] se define de la siguiente manera:

([F(W(>t))x]a ¢> =
fRF(W(%t))xéf)(!E) dx + Zl: (F(W) - FW)) o(u(t)), VoeD(R), (1.2.2)
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donde la derivada que aparece en el término integral de la iltima expresion debe entenderse
en el sentido clasico; el indice [ de la suma corresponde a las discontinuidades existentes
en la solucion; z;(t) es la posicién en el instante ¢ de la [-ésima discontinuidad; W, y W},
los limites de la soluciéon a la izquierda y a la derecha de la [-ésima discontinuidad en
el instante t; y finalmente, D(R) representa el conjunto de funciones de clase C*(R) y

soporte compacto.

La distribucién [F(W (-, t)).] puede ser interpretada como una medida de Borel cuya

descomposicion de Lebesgue es u, + s, donde p, viene dada por:

palE) = [ FOW(,0)).da

para cada conjunto de Borel F, siendo F(W (z,t)), la derivada puntual, y
Hs = Z (FE(W") = F(W[)) 6=y (1), (1.2.3)
]

donde d,-, es la medida de Dirac en z = a.

Dado un conjunto de Borel E, denotaremos su medida mediante:
][ FOW (2,8))s dz = pa(E) + p1s(E). (1.2.4)
E

La idea clave para generalizar esta interpretacion de soluciones débiles reside en expresar
cualquier diferencia de flujos F'(Wg) — F(W1) en términos de la matriz jacobiana J (W)

mediante la introduccién de un camino arbitrario ®(-; W, Wg) : [0,1] = £ tal que:
O(0; Wy, Wg) =Wr; (1, W, Wg) = Wk;
de la siguiente manera:

F(Wg) - F(W,) = fol T(®(s; W, WR))‘Z—T(S; Wy, W) ds.

Esto nos permitird definir el producto no conservativo A(W )W, para funciones regulares
a trozos de nuevo como una medida, cuya parte regular se calcula integrando la funcion
A(W)W, y cuya parte singular resulta de sustituir las diferencias de flujo en (1.2.3) por

integrales de linea, como veremos a continuacion.

La herramienta bésica empleada en la teoria desarrollada en [44] para interpretar los

productos no conservativos como medidas es una familia de caminos, definida como sigue:

Definicién 1.2.1. Una familia de caminos en Q ¢ RY es una aplicacion localmente de
Lipschitz
O:[0,1]xQx Q> Q

tal que:



1.2 Soluciones débiles 15

» O0; W, Wg) =W y ®(1; W, Wg) = Wg, para cada Wi, Wg € Q;

= para cada conjunto acotado arbitrario O c (), existe una constante k tal que

0P
‘g(s; WL, WR) < leR - WL|,

para cada Wy, WreO y cada s €[0,1];

= para cada conjunto acotado O c ), existe una constante K tal que

(S WL7 WR) - _(8 WL? WR)

pL0)
‘ < KW} - W2+ [Wh - W2,

para cada W}, WE W2 W32eO y cada s €[0,1].

Una vez elegida una familia de caminos ® en (2, el producto no conservativo puede
interpretarse como una medida de Borel en (L (R x R*) n BV (R x R*))", denotada por
[A(W)W,]e. Dada una solucién débil W de (1.1.1) regular a trozos, la medida de Borel

correspondiente al producto no conservativo se define como:

JQA(W(x,t))Wx(x,t) dr = f AW (z,8) )W, (z,t) dao+
Z(f A(R(s; W, W )) (s Wy, Wy )ds)ézm(t). (1.2.5)

l

que, obviamente, generaliza a (1.2.4), donde F es un conjunto de Borel. En la igualdad
anterior, la expresion W, de la primera integral representa de nuevo la derivada puntual de
W (-,t); z;(t), la posicién de la [-ésima discontinuidad de W en el instante ¢; y W, y W/,

los limites de W a la izquierda y a la derecha de la [-ésima discontinuidad en el instante ¢.

Obsérvese que la medida puede descomponerse como una suma iF + p2 donde:

pE(E) = [ AW (@, )Wo(a,t) da.

para cada conjunto de Borel E, entendiendo a la derivada en sentido puntual, y

=3 [ A W G W W i 126)

l

A través de una discontinuidad con velocidad &, una solucién débil debe satisfacer la

condiciéon de Rankine-Hugoniot generalizada

fol(51—,4(@(3;W-,W+)))g—f(s;w-,w+)ds:0, (1.2.7)
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donde Z es la matriz identidad y W™=, W™ son los limites a la izquierda y a la derecha de
la solucion en la discontinuidad. Obsérvese que en el caso particular de un sistema de leyes
de conservacién, esta condicién de Rankine-Hugoniot es independiente de la familia de

caminos elegida y se reduce a la condicién usual:

F(W*) = F(W~) =&W*-W"). (1.2.8)

Igual que en el caso conservativo, no toda discontinuidad que verifique la condicién
anterior es admisible. Es necesario, ademas, adoptar conceptos de solucion entropica, como

los siguientes:

Definiciéon 1.2.2. Se dice que una solucion débil es una solucion entrépica en el sentido

de Laz si, en cada discontinuidad, eziste i€ {1,..., N} tal que
AW <E<Apt(WH) gy Aoa(WT) << (W)
st el i-ésimo campo caracteristico es genuinamente no lineal, o
M) =€ = (W)
st el i-ésimo campo caracteristico es linealmente degenerado.

Definicién 1.2.3. Dado un par de entropia (n,G) para (1.1.1), es decir, un par de

funciones requlares de €2 en R tales que:
VGW) = V(W) - A(W), VW eQ,
se dice que una solucion débil es entropica si satisface la desigualdad:
om(W)+0,G(W) <0,

en el sentido de las distribuciones.

La eleccién de la familia de caminos es importante puesto que determina la velocidad
de propagacién de las discontinuidades. La opcion mas simple consiste en la familia de
segmentos, que equivale a la definicién de producto no conservativo propuesta por Volpert
en [136]. En aplicaciones précticas, esta eleccién deberia estar basada en consideraciones
fisicas. No obstante, es natural desde el punto de vista matematico requerir a esta familia
que satisfaga algunas hipotesis que relacionan los caminos con las curvas integrales de los
campos caracteristicos. Siguiendo [94], supondremos que los caminos verifican las siguientes

hipdtesis:
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(H1) Dados dos estados W y Wy pertenecientes a la misma curva integral v de un
campo linealmente degenerado, el camino ®(s; Wy, Wg) es una parametrizacién del

arco de v que conecta a Wy y Wh.

(H2) Dados dos estados W, y Wg pertenecientes a la misma curva integral v de un
campo genuinamente no lineal, R;, con A\;(Wy) < A\;(Wg), el camino ®(s; W, Wg)

es una parametrizacion del arco de v que conecta a Wy y Wpg.

(H3) Denotemos mediante RP c 2 x Q al conjunto de pares (W, Wg) tales que el

problema de Riemann:

W, + AW)W, =0,

W, siz<0, (1.2.9)
W(r,0)=1 "
Wgr sixz>0,

tiene una tnica solucién autosimilar W (x,t) = V(x/t; W, Wg) compuesta por a lo
sumo N ondas simples (esto es, choques, discontinuidades de contacto u ondas de

rarefaccién) que conectan J + 1 estados intermedios
Wo=Wr;Wis.. i Wy; Wy = Wh;

con J < N. Suponemos entonces que, dados dos estados (W, Wgr) € RP, la curva
descrita por el camino ®(s; W, Wg) en Q es la unién de las curvas correspondientes
a los caminos ®(s; W;, W), 7=0,...,J-1.

Si la definicién de soluciones débiles de (1.1.1) esta basada en una familia de caminos

que satisfaga estas hipétesis, se verifican las siguientes propiedades naturales (ver [94]):

Proposicién 1.2.1. Supongamos que el concepto de solucion débil de (1.1.1) se define a

partir de una familia de caminos que verifica las hipdtesis (H1)-(H3). Entonces:

(i) Dados dos estados Wy, y Wg pertenecientes a la misma curva integral de un campo

linealmente degenerado, la discontinuidad de contacto dada por:

Wi, st x<ot,
W(x,t) = g
Wgr six>ot,

donde o es el valor (constante) del correspondiente autovalor a lo largo de la curva
integral, es una solucion débil de (1.1.1).
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(it) Sea (Wp,Wgr) un par de estados pertenecientes a RP y W, la solucion del corres-

pondiente Problema de Riemann (1.2.9). Se tiene la siguiente iqualdad:
1 0P
]éA(W(x,t))Wm(x,t) dx:fo A(®(5We, W) 5= (5 Wi, Wa) ds.

Consecuentemente, la masa total de la medida de Borel [A(W (-,t))W,(-,t)]s no
depende de t.

(iit) Sea (Wr,Wg) un par de estados pertenecientes a RP y sea W; cualquiera de los
estados intermedios que aparecen en la solucion del problema de Riemann (1.2.9).

Entonces:

'/01 (®(s; WL,WR)) (3 Wy, Wg)ds =

fo ACR(s: Wi, W,)) 2 (5 Wi, W ) s

+f0 A(D(s; W WR)) (s W) ds.

En [94] se dan algunas orientaciones para construir una familia de caminos satisfaciendo
estas hipdtesis (al menos para pares (W, Wg) € RP).

La siguiente proposicion presenta una propiedad de la solucién de un problema de
Riemann que tendra un destacado papel a la hora de definir resolvedores de Riemann

aproximados para (1.1.1) (véase [103]):

Proposiciéon 1.2.2. Dado (Wr,Wg) € RP, la solucion W (z,t) = V(x[t; W, Wg) del

problema de Riemann (1.2.9) satisface la siguiente igualdad:

/01 (®(s: WL,WR)) (s Wy, W) ds
+ '/0 (V(U;WL,WR) - WR) dv + [0 (V(U;WL,WR) - WL) dv = 0. (1.2.10)

Observacion 1.2.1. Si se establece el concepto de solucion entrépica a partir de un par
de entropia (7, G), siendo 7 convexa, se tiene la siguiente desigualdad para la soluciéon de
un problema de Riemann:

G(Wr) + f n(V (0; Wy Wg)) = n(Wg)) dv
<G(W,) - f n(V (0, Wi, W) = (W) dv. (1.2.11)

La prueba es andloga a la correspondiente a un sistema de leyes de conservacion.
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1.3. Esquemas numéricos camino-conservativos

El eje central de la teoria en la que se apoya esta memoria para la resoluciéon numérica
de sistemas hiperbdlicos no conservativos es el concepto de esquema numérico camino-
conservativo introducido por Parés en [103]. Este concepto generaliza el de esquema

conservativo para sistemas de leyes de conservacion, como veremos a continuacion.

Una solucién débil de (1.2.1) satisface la igualdad:

1 b 1 b
A_xﬂ W(J},tl)dl’: K[L’L W(Z’,to) dr+
At

E(é [; F(W(a,t))dt—é/;tl F(W(b,t))dt), (1.3.1)

0

para cada rectangulo [a,b] x [tg,t1] en R x (0, 00), siendo Az =b—ay At =t; —ty.

Como es bien sabido, los esquemas conservativos se basan en la igualdad anterior. A
la hora de discretizar el sistema, consideramos celdas computacionales I; = [z;_4 /2> Tixl /Q],
(véase Figura 1.1), cuyo tamano Az se supone constante por simplicidad. Supongamos
también que 412 = 1Az y denotemos por z; = (i —1/2)Ax el centro de la celda ;. Sea At
el paso de tiempo, considerado también constante, y definimos t,, = nAt. Denotemos por
W la aproximacién en la celda I; y en el tiempo ¢,, dada por el esquema. W se supone

una aproximacion de los promedios de la solucién exacta en cada celda:

" 1 [%41/2 W( ; ) d
3 ; —— .73, n €Z.
Ax Ti_1/2
A I | / Celda [l
tn+1 T .Win+1
At
tn + oW, oW o Wik
Ti-1 Ti-1/2 Iz Ti+1/2 Li+1

| A I |

Figura 1.1: Esquema voliimenes finitos
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Entonces, la expresiéon de un esquema numeérico conservativo es:

At
Win+1 =W+ Az (Gi—l/Q - Gi+1/2) ) (1.3.2)
donde
1 tn+1
Giapp 2 5 ft F(W (21012, 1)) dt. (1.3.3)

Claramente, la expresion del esquema es el equivalente discreto a la igualdad (1.3.1)

correspondiente al rectdngulo I; x [¢" t"*].

Esta sencilla interpretacion de un esquema numeérico conservativo no es facilmente
adaptable al caso de sistemas no conservativos, donde no aparece una funciéon de flujo F.

Por ello, reescribimos (1.3.1) basdndonos en la interpretacion de [F(W),] como medida:

AixfabW(x,tl)dszix/ Wz, to)dx— (Atf ][ F(W(x,t)), dxdt)
(1.3.4)

A continuacién, definimos la funcién constante a trozos W™ cuyo valor en la celda I; es la

aproximacién W/". El equivalente discreto a (1.3.4) seria:
At
W-"“:W-"——][FW"ICZ, 135
i i mny J FW)s de (1.3.5)

pero esta definicién no corresponde a un esquema conservativo (1.3.2). En efecto, como

W™ es constante a trozos, la medida [F(W™),] sélo consta de la parte singular
Z(F( z+1) F(Wn))6$ Tiv1/2°

Pero, puesto que las celdas I; se han definido como intervalos cerrados, en (1.3.5) la masa
puntual situada en x;,,/, deberia contribuir a las dos celdas I; y I;;1. En este sentido, el
esquema numeérico conservativo (1.3.2) puede interpretarse como una correccion de (1.3.5):
el flujo numérico se usa para descomponer las medidas de Dirac situadas en las interceldas

de la siguiente manera:

(F( z+1) F(Wn)) Oz= =Tiv1j2 (F(V[/ﬁrl) - G”l/Q) 6$=$¢+1/2 + (G”l/2 - F(VVZ")) 535:3%41/2‘
Entonces, el primer sumando contribuye a la celda I;,1 y el segundo a la celda I;:

At(

Wit = Wi - (F(W) = Gicape) + (Givapp - F(W)), (1.3.6)

que obviamente equivale a (1.3.2).

Volvamos nuevamente al sistema no conservativo (1.1.1) y supongamos que se ha

elegido una familia de caminos ® para definir las soluciones débiles. Dado un rectangulo
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[a,b] x [to,t1] en R x (0, 00), una solucién débil de (1.1.1) satisface la igualdad:

1

~ / W(x,t,) dx = Al:zj f W (z,to) dx——(At f ][ AW (z,t)) W (2, t) d;t dt))
1.3.7

que generaliza a (1.3.1), siendo Az =b-a y At =1, —t.
El equivalente discreto de (1.3.7) es ahora:

1 Ti+1/2 i+1/2
fo y Wz, tpe) dx = N f Wz, t,) dz

Ti-1/2

_ﬂift”“][””/l(w( ) Wa(z,t) do dt, (1.3.8)
Az At — g e

donde, de nuevo, W" es la funcién constante a trozos que toma el valor W,* en la celda I;.

La medida [A(W™)W]s vuelve a constar inicamente de la parte singular:

1 0P
Z(/O A(D(s; W W;I))E(s wn W+1)d5) Ty
Por tanto, las masas puntuales situadas en las interceldas deben descomponerse en dos

términos D, , 2y D7, j2> que contribuyen a las celdas I; e I;,; respectivamente. Esta idea

nos lleva a la siguiente definiciéon:

Definiciéon 1.3.1. Dada una familia de caminos ®, un esquema numérico se dice que es

d-conservativo si se puede escribir en la forma:

Wit =Wt - _(Dz 12t Dz’_+1/2)7 (1.3.9)

donde
Dzi+1/2 D* (Wzn’ I/Vﬁrl )7

siendo D~ y D* dos funciones continuas de ° en Q que satisfacen

DE(W,W)=0 VW eQ (1.3.10)

! ®
D (Wi, Wen) + DY (W, Wist) = [ A (s Wy W) 00 (5 We W) ds (13.11)
para cada par (W;, Wi,1) € Q2.

Los esquemas numéricos camino-conservativos satisfacen (1.3.7) a nivel discreto: si un

esquema ®P-conservativo es aplicado a las condiciones iniciales

0 1 Tiv1/2
i-1/2
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la igualdad
fR W (o) da = fR Wn(z) de - At ]é AW (2))W2 () d, (1.3.13)

puede obtenerse sumando en (1.3.9) y usando (1.3.11). La afirmacién reciproca también

es cierta: un esquema numérico de la forma

+ n At n n n
wi = Wi - A—xH(Wi_l,Wi Wik, (1.3.14)

que satisfaga (1.3.13) es ®-conservativo, es decir, puede escribirse en la forma (1.3.9) con
D* satisfaciendo (1.3.10) y (1.3.11).

Observacién 1.3.1. Nétese que la condiciéon (1.3.11) juega un doble papel. Por un lado,
se usa para aproximar las masas puntuales asociadas a las discontinuidades. Por otro lado,
junto con (1.3.10), es un requisito de consistencia para soluciones regulares. En efecto,
si Wy A(W) son suficientemente regulares y D*(W;, W;,1) son también regulares, de
(1.3.10) y (1.3.11) se deduce que

D W (). W (i1, £)) + D~ (W (a0, £), W (11,1)))

Ax
= AW (24, t))Wo(zy,t) + O(Ax).

Consideremos ahora el sistema (1.1.2) con condicién inicial
w(z,0) =we(z), zeR. (1.3.15)

Para disenar un esquema camino-conservativo, reescribimos en primer lugar el problema

de Cauchy en la forma (1.1), con condicién inicial W(z,0) = Wy(z), = € R, con
Wo(.ilﬁ) = [’LUO,O']T.

Ahora, tenemos que elegir una familia de caminos en 2. Usaremos la notacion

W, = [wL] . Wg= [wR] , (1.3.16)

oL OR
para los estados, y

(bl(S; Wi, WR)

(1.3.17)

B (s W1, W) =[ Bl W ) ]

D1 (53 Wi, Whg) D, (s; W, Wg) |

i1 (s; Wi, Wg)
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para los caminos que conectan los estados. Se eligen dos funciones D* que satisfacen

(1.3.10) y (1.3.11). Se usara la siguiente notacion:

Dy (Wi, Wisa)
D*(W;, Wisr) | :
Dyt (Wi, Wisa) D7, (Wi, Wis)
D5 (Wi, Wisa)

D*(W;, Wiy1) = (1.3.18)

Teniendo en cuenta la definicién en (1.1) de A(W'), podemos escribir (1.3.11) como sigue:
D~ (W;,Wi1) + D*(W;, Wisq) =
1
= F(wi+1) - F(wz) + f @(S W17Wz+1)) (3 W17Wz+1) ds
(I)m
f S(D(s; WZ,WM))‘9 2

m+1(le WHI) +D; +1(Wza Wz+1) O (1320)

(8;W;, Wis1) ds, (1.3.19)

y el esquema numérico se reduce a

wzn+1 = wl (DZ TR Di_+1/2)’ (1.3.21)
n+ n At
ot =op - A_x(D;H,i 2+ Doieye)s (1.3.22)
donde
Dty = DWW,

+ D= n n
Dm+1 i+1/2 T m+1(Wi yee ’Wi+1)'

Los valores iniciales en las celdas vienen dados por:

1 Tiy1/2 1 Tiy1/2
0 0
w; = — wol(x) dz a~=—[ o(x) dx.
Az f/ ol@) dv v oi= 71 vigs (@)

De acuerdo a la ecuacién (1.1.3), la aproximaciones numéricas de ¢ deberfan ser

constantes en el tiempo, es decir

ot =0 Vin.
Esto se satisface, obviamente, si
D; .. =0. (1.3.23)

En lo que sigue, buscaremos esquemas numéricos que satisfagan (1.3.23).
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En la mayoria de los casos es posible reformular el esquema numérico de forma que se
acerque a la formulacién original (1.1.2) del problema. Se producira este caso si la familia

de caminos satisface el siguiente requerimiento:

(RO) Existe una familia de caminos ® en O tal que si Wy, = [wy,0.]" v Wg = [wg, og]"

verifican oy, = o =7, entonces

®(s; Wi, Wr)

g

D(s; Wy, W) = [ ] Vs € [0,1]. (1.3.24)

Este requerimiento es natural, en el sentido que implica que, si el esquema numeérico se aplica
a un problema en el que o es constante, entonces se reduce a un método P-conservativo

para el problema homogéneo:
wy + F(w), + B(w)w, = 0. (1.3.25)
Asumamos que (R0) se satisface y fijemos un valor para o, digamos &. Dados
Wi = [wiyai]Ty Wi = [wz‘+1,0i+1]T
en {2, definimos:

G(Wi, Wi1) = D™([w;, 51", [wis1,5]") + F(w;)
1

1

- = f B(@(S;wi,wi+1))a_¢(8;wi,wi+1) ds, (1.3.26)
2 Jo 0s

G(Wi, Wis1) = F(wiy1) = D*([w;, &7, [wis1,5]7)

1
+1/ B(<I>(s;wi,wi+1))a—®(s;wi,wi+1) ds. (1.3.27)
2 Jo Os

Aplicando la igualdad (1.3.19) a los estados [w;, 5], [wi1,5]" y usando (RO), se puede
ver facilmente que (1.3.26) y (1.3.27) definen una misma funcién G. Ahora de (1.3.10) y
(RO) obtenemos:

GW,W)=F(w) YW =[w,o]" e, (1.3.28)

y entonces GG puede interpretarse como un flujo numérico consistente con F'.
Ahora, dados W;, W;,1 en Q, definimos:
_ 1 rt 0P
B~ (Wi, Wi) = 5[ B((I)(S;Wi7Wi+l))a_(3§WiaWi+l) ds, (1.3.29)
0 s

1 rt 0]
B+(Wi,w,-+1)=§[0 B((I)(S;W,-,Wm))g—s(s;WZ-,WM) ds, (1.3.30)
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S™(Wi, W) = GWi, Wisr) = F(w;) + B-(W;, W) = D™(W;, Wisr), (1.3.31)
S+(Wi> Wi+1) = F(wz) - G(VVi; Wi+1) + B+(VV1'7 VViu) - D+(Wi7 Wi+1)~ (1-3-32)

Las siguientes igualdades puede verificarse facilmente:

1 o
B, We) + B (W W) = [ BOR(s W W) 5 (5 W o) ds, (1339)
aq)erl

S (Wi, Wist) + S* (Wi, W) = f S(D(5; Wi, Winr)) (s: Wi, Win1) ds. (1.3.34)

Ahora, el esquema numérico (1.3.21) puede reescribirse como:

wit = wi + E(Gi—lﬂ = Givipp =Bl s = Biiyjg + S 10+ i) (1.3.35)
donde
Giapz = GV, W), (1.3.36)
Bii1pp = B (Wi, Wikh), (1.3.37)
T = ST(WE W), (1.3.38)

Por otro lado, cualquier esquema numérico de la forma (1.3.35)-(1.3.38) con G, B*, S* sa-
tisfaciendo (1.3.28), (1.3.33) y (1.3.34) respectivamente, es un esquema camino-conservativo

para una familia P.

En particular, si el sistema es conservativo, es decir, B =0, S =0, la discusion anterior
muestra que cada esquema numérico camino-conservativo es equivalente al esquema

conservativo con flujo numérico

G(W;i, Wis) = D™(Wi, Wisa) + F(w;)

(1.3.39)
= _D+(VV2'> I/Vi+1) + F(wi+1)-

Y por otro lado, un esquema numeérico conservativo es camino-conservativo para
cualquier familia de caminos. Como consecuencia, el concepto de esquema numérico

camino-conservativo es una generalizacion de esquema conservativo.

Finalmente, reparemos en que la expresién de un esquema numérico (1.3.21) en la
forma (1.3.35) no es tnica: por un lado, tenemos que elegir un valor arbitrario para o,
y por otro lado, B* puede ser sustituido por cualquier par de funciones que satisfagan
(1.3.33).
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1.3.1. Convergencia y eleccién de caminos

Como hemos visto, los esquemas numéricos camino-conservativos para una familia de
caminos ® generaliza el concepto usual de esquema numérico conservativo para sistemas

de leyes de conservacion.

Efectivamente, si (1.1.1) es un sistema de leyes de conservacién, es decir, J es la matriz
jacobiana de una funcién de flujo F', todo esquema numérico ®-conservativo es consistente
y conservativo en el sentido usual. Reciprocamente, todo esquema numérico camino
conservativo y consistente es ®-conservativo. Por otro lado, el teorema de Lax-Wendroff
establece que si las aproximaciones obtenidas por un esquema numérico conservativo
convergen (en un sentido a precisar), el limite es una solucién débil del problema de
valores iniciales asociado al sistema de leyes de conservacién. Por tanto, si las soluciones
numéricas proporcionadas por un esquema numérico conservativo convergen a una funcion
discontinua, sus discontinuidades deben satisfacer las condiciones de Rankine-Hugoniot
(1.2.8).

Nos preguntamos ahora si los esquemas ®-conservativos satisfacen un resultado similar

para sistemas (1.1.1). En [26] se probé el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1. Sea Wa, la aprozimacion numérica obtenida de un esquema numérico
O-conservativo aplicado a la condicion inicial (1.3.12). Supongamos que existe una funcion
W e (L®(Rx[0,00)) n BV (R x [0,00)))" tal que, para cada t € [0, ),

Waz(:st) e W(-,t) wuniformemente en el sentido de los grafos, (1.3.40)

y que existe una constante C' tal que

IWaz(-,t) =@y <C  para todo t €[0,00), con Ax >0 (1.3.41)

TV (Waz(,t)) <C  para todo t €[0,00), con Az >0 (1.3.42)

Entonces W es una ®-solucion del sistema (1.1.1) con condicion inicial W (x,0) = Wy(z)

para x € R.

Sin embargo, la convergencia en el sentido de los grafos es demasiado fuerte (véase [44]
y [26] para més detalles) y sélo esquemas como los de Glimm y front tracking la satisfacen.
En general, las aproximaciones de esquemas ®-conservativos convergen a soluciones débiles
de un sistema perturbado de (1.1.1): aparece un término fuente que corresponde a una

medida del error de convergencia con soporte en las discontinuidades (véase [26]).
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En ciertas situaciones especiales, la medida del error de convergencia es idénticamente
cero. Este es el caso de los sistemas de leyes de equilibrio, en los que pueden aparecer
dos tipos de discontinuidades en las soluciones débiles: choques que avanzan en regiones
donde el término fuente es continuo y que satisfacen las condiciones de Rankine-Hugoniot
usuales; y discontinuidades de contacto estacionarias situadas sobre las discontinuidades del
término fuente. Si la familia de caminos ® elegida para construir el esquema ®-conservativo
satisface (H1), entonces todas las discontinuidades son aproximadas correctamente y las
soluciones numéricas convergen a las soluciones correctas. No obstante, los sistemas de
leyes de equilibrio pueden también presentar una dificultad adicional (el problema de
resonancia) si uno de los autovalores de la matriz Jacobiana se anula. En este caso, las
soluciones débiles no estan determinadas de manera tinica por los datos iniciales, y los
limites de las soluciones numéricas pueden depender al mismo tiempo de la familia de

caminos y del propio esquema numeérico.

En general, si queremos asegurar la convergencia de las soluciones numéricas hacia una
funcion que sea solucion clasica, que sea regular y cuyas discontinuidades concuerden con

la fisica del problema, debemos llevar a cabo los siguientes pasos:

» Elegir una regularizacién del sistema hiperbdlico que sea compatible con la fisica del

problema.
= Calcular una familia de caminos compatible con esta regularizacion.

= Considerar un esquema numérico cuyas soluciones converjan a la solucién débil

correspondiente a la familia de caminos.

En la préactica, esto anterior puede resultar muy costoso y dificil de llevar a cabo.
El calculo efectivo de una familia de caminos compatible con una regularizacién dada
requiere el calculo de los correspondientes “perfiles viscosos” Por otro lado, como hemos
mencionado en lineas anteriores, la convergencia de las soluciones numéricas hacia la
soluciones débiles correctas sélo estd garantizada para los métodos de Glimm y front
tracking cuya implementacién puede también ser muy costosa y tediosa, ya que requiere
el conocimiento explicito de la soluciéon del problema de Riemann. De hecho, cuando
tomamos el modelo no conservativo como una versién simplificada de uno mas complejo
(pero conservativo), como ocurre en esta memoria, la estrategia mencionada puede terminar

siendo mas costosa que resolver directamente el problema complejo en si.

Por estas razones, el uso de estrategias numéricas basadas en una discretizacion directa
del sistema no conservativo estd completamente justificado. En este caso, la eleccion de

esquemas numéricos camino-conservativos tiene las siguientes ventajas:
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» Las soluciones numéricas satisfacen una propiedad conservativa (1.3.13), compatible
con la definicién rigurosa de producto no conservativo. En particular, si el sistema
tiene un subsistema conservativo, el esquema numérico es conservativo para ese

subsistema en el sentido usual.

» Las aproximaciones de los choques dadas por los esquemas son compatibles con la
regularizacion del sistema con términos de alto orden que se hacen cero cuando Ax

tiende a cero.

» Como originalmente se apunta en [76], en el caso mas simple de ecuaciones hiperbo-
licas escalares, el error de convergencia solo se aprecia para mallas muy finas, para

discontinuidades de gran amplitud y/o para tiempos de simulacién prolongados.

= La estrategia es facilmente aplicable a métodos de alto orden o a problemas multidi-

mensionales.

Recientemente se han presentado esquemas numéricos camino-conservativos que per-
miten disminuir considerablemente el error de convergencia (véase [35]). Estos esquemas
son la generalizacion de los esquemas que preservan la entropia (“entropy-preservative”)

introducidos por Tadmor en [127], a problemas no conservativos.

El principal inconveniente con el que nos encontramos es que la velocidad y amplitud
de los choques simuladas dependen tanto de la familia de caminos como de la viscosidad
numérica del esquema (véase [26]). Como consecuencia, no sélo dos esquemas que sean
camino-conservativos para diferentes familias de caminos pueden dar diferentes aproxi-
maciones en un choque, sino también dos esquemas numéricos diferentes basados en la
misma familia de caminos, pueden presentar los mismo problemas (véanse ejemplos en [26)]
y [112]). De hecho este inconveniente se extiende a todos los métodos que presentan alguna
viscosidad numérica. Sin embargo, como se menciona en lineas anteriores, con frecuencia
estas diferencias son pequenas en comparacion con los errores de discretizacién y pueden

pasar inadvertidas en situaciones practicas.

En la practica, se puede elegir una familia de caminos simple para disenar esquemas
numéricos y posteriormente se pueden comparar los resultados que ofrecen dichos esquemas
con datos experimentales para validar el modelo resultante. La eleccién canénica de una

familia de caminos esta dada por la familia de segmentos:

(I)(S;WL,WR) ZWL+S(WR—WL). (1343)

Con esta eleccion, la definicién de productos no conservativos es equivalente a la

propuesta por Volpert en [136].

En [34] se prueba la siguiente propiedad de aproximacién de los segmentos:
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Teorema 1.3.2. Supongamos que A:Q —RM tiene derivadas de sequndo orden. Sean

Wi y Wgr un par de estados en ) tales que existe X tal que satisface
1
AWg - W) = fo AW (s; Wo, W))W, (s: Wi, We))ds (1.3.44)

Entonces, dada cualquier otra familia de caminos ® :[0,1] x Q x Q = Q con derivadas de

sequndo orden continuas, se tiene que
A(Wg - W) = /01 A(D(5: Wi, W) )y (s: Wp, W))ds + O(Wg - W), (1.3.45)
Demostracién.- Sea v € [0, L] = ¢(v) un arco cuya parametrizacion es
€[0,1] = ®(s; Wy, W),

y cuya longitud denotaremos por L. Aplicando la regla del punto medio y usando el

desarrollo de Taylor obtenemos
AW W) (5 W W)

= [ A ()

() 2) 0w

- 24(0(3)) o) - o) + 0(2%)

_ LA( ( ))(WR W) +O(L?)

= A(5(6(0) + (L) ) (Wi= W) + (Wa = Wi)O(L?) + O(L?)

= A5V W) ) (W= W) + (Wi - Wi)O(?) + O(I).
De la definicién de una familia de caminos, existe una constante K tal que

5.0 (53 Wi, Wi)| < K[Wg ~ Wi, Vs.

Integrando en [0, 1] se obtiene L < K|Wg - Wy, de donde se deduce la siguiente igualdad.

1 1
]; A(P(s; Wi, Wg))Ps(s; Wi, Wg)) = A (§(WL + WR))( Wg=Wp)+O(|Wg - Wi’
(1.3.46)
para toda familia de caminos suficientemente regular. En particular, para el caso de ¥ es

cierto:

‘/01 ‘A(\IJ(S7 WL, WR))\DS(S; WL, WR)) =A (%(WL + WR))( WR - WL) + O(’WR - WL|3)
(1.3.47)
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Teniendo en cuenta las dos ecuaciones anteriores concluimos que
A(Wp=Wy) = folA(\I/(s;WL,WR))\IIS(s;WL,WR))
_ A(%(WL " WR))( Wi - W)+ O(Wa - W)
- [01 A(® (5. Wy, W) D4(5:Wp, Wa)) + O([Wi - Wif3).
[ |

Por dltimo, hay que resenar que los métodos camino-conservativos descritos en esta
memoria verifican que la matriz de viscosidad conmuta con A(W). En tal caso, Alouges-
Merlet [2] demostraron que las soluciones numéricas proporcionadas por diferentes esquemas
numeéricos no difieren excesivamente unas de otras ya que las curvas de Hugoniot asociadas

a cada esquema numeérico son practicamente idénticas.

1.4. Esquemas bien equilibrados

El buen equilibrado esta relacionado con la capacidad de un esquema numérico para
aproximar el equilibrio, es decir, las soluciones estacionarias. El sistema (1.1.1) s6lo puede
poseer soluciones estacionarias no triviales si posee algiin campo linealmente degenerado:

si W(x) es una solucion estacionaria, satisface
AW (z)) - W'(z)=0, VzeR.

Si W'(x) # 0, entonces 0 es un autovalor de A(W (z)) para todo z y W'(x) es un autovector
asociado. Por tanto, x — W (x) se puede interpretar como una parametrizacion de una curva
integral a lo largo de un campo caracteristico linealmente degenerado cuyo correspondiente
autovalor toma el valor 0 a lo largo de la curva.

Ademas, si introducimos el conjunto I' de todas las curvas integrales v de un campo
linealmente degenerado de A(W) tal que el correspondiente autovalor se haga 0 en ~, las
soluciones estacionarias del sistema pueden considerarse parametrizaciones de arco de

curvas pertenecientes a I' en las que x es el parametro.
De acuerdo a [102] introducimos las siguientes definiciones:

Definicién 1.4.1. Dada una curva v €T, un esquema numérico para resolver (1.1.1) se
dice que es exactamente bien equilibrado para ~y si resuelve exactamente cualquier solucion
reqular estactonaria W tal que

W(x)e~y Vx (1.4.1)
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en el sentido siguiente: si el esquema numérico se aplica a valores iniciales
O .
Wo(z)=W(x;) Vi,

entonces
W,L'n = W,LO Vn, Z

El esquema se dice que es bien equilibrado de orden k para v si resuelve hasta orden k
cualquier solucion reqular estacionaria que satisfaga (1.4.1). Finalmente, el esquema se
dice exactamente bien equilibrado o bien equilibrado de orden k si estas propiedades se

satisfacen para cualquier curva de I'.

A fin de que el esquema numérico sea bien equilibrado para una curva « € I'; debemos

elegir una familia de caminos que satisfaga la propiedad siguiente (véase [102]):

(WBP) Dados estados W, y Wg en 7, el camino ®(s; W, Wg) es una parametrizacién del

arco de v que une estos estados.

1.5. Resolvedores de Riemann aproximados

En [103], se presenta una generalizacién de la definicion de resolvedores de Riemann

aproximados para sistemas no conservativos.

Definicién 1.5.1. Dada una familia de caminos ®, un resolvedor ®-aproxrimado de

Riemann para (1.1.1) es una funcion V : R x Q x Q w~ Q que satisface:

(i) para cada W €
Vo, WW)=W VYoeR WeQ,

(ii) para cada Wi, Wg € Q, existe Auin(Wr, Wr), Amax(Wr, Wg) en R tal que

V(U; WL, WR) = WL St U< /\ml’n(WL, WR),
V(U; WL, WR) = WR StV > )\méJX(WL, WR),

(iii) para cada W, Wg € Q,

1
[ A(@(s;WL,WR))‘Z—f(s;WL,WR) ds+
+/00(V(U;WL,WR)—WR) dv+
0

+[0(v(v; Wi, Wr) - W) dv=0. (1.5.1)
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Se espera que V (x/t; W, Wg) sea una aproximacién de una solucién autosimilar del
problema de Riemann:
Wi+ AW)YW, =0
W, siz<0 (1.5.2)
Wgr sixz>0,

W(z,0) =

donde la familia de caminos ® se usa para dar sentido al producto no conservativo.

Dado un resolvedor de Riemann ®-aproximado para (1.1.1), se puede construir un

esquema numérico de la siguiente manera:

1 @4 T = Ti1/2
Wntl = [ V(—.W." ’W.”) d 1.5.3
l Am( ran Ar e ) e (1.5:3)

Ti+1/2 T —=Tit1/2 n n
+/;¢ V(—At+ ;Wi i+1) dx)

Teniendo como condicién CFL a 1/2; el esquema numérico se puede escribir en la forma
(1.3.9) con

0
Di_+1/2 = —[oo(V(v;Wi", ﬁ-l) - Wzn) dv, (1.5.4)

;1/2 == fo (V(v; W', Wiky) = Wiky) do. (1.5.5)

Queda claro de (1.5.1) que un esquema numérico (1.3.9) basado en un resolvedor

®-aproximado de Riemann es ®-conservativo. Ademas, es bien equilibrado para una curva

~v eI siy solo si, dados dos estados W v Wg en +, se tienen las siguientes igualdades:
0
[ (V(v; Wy, Wg) -Wr) dv =0,

f (V(v; Wi, Wg) - Wg) dv =0.
0

Estas igualdades se satisfacen, de manera trivial, si

W; siv<0
V(’U;WL,WR) = (156)
WR siv>0.

Un caso particular de resolvedores de Riemann aproximados son los resolvedores de

Riemann simples:

Definiciéon 1.5.2. Sea ® una familia de caminos en €2. Supongamos que, para cada par

de estados Wi,,Wg €82, se consideran un numero finito s > 1 de velocidades

09g=—00< 0] << 0g<0gp1 =+00 (1.5.7)
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02 Os—1

Figura 1.2: Representacion del resolvedor de Riemann simple con s ondas

y s —1 estados intermedios

Wo = WL,Wl,...,WS_l :WR. (158)

La funcion V :Rx QxQ - Q (ver Figura 1.2) dada por
V(f,WL,WR)) ZVVj ) O'j<£<0'j+1 (159)

se dice que es un resolvedor de Riemann simple ®-aprozimado para (1.1.1) si satisface la

relacion de consistencia:
VEWW)=W, VEe RVIV e (1.5.10)

y la propiedad ®-conservativo

iaj(Wj—Wj—l) = folA(¢(€§WL7WR)) (1.5.11)

El ejemplo mas sencillo de resolvedor de Riemann simple es el que se obtiene con s = 2
que corresponde a la extension del esquema HLL (véase [70]) a sistemas no conservativos.
El resolvedor HLL queda perfectamente definido conociendo la velocidad de propagacion
de dos ondas 01 = S, = Anin (Wi, WR) v 02 = Sk = Anax (W, Wr) que conectan los estados
Wp, W*y Whg:

W; siv<S Ls
VHLL (Wi, Wg)={ W* si S, <v<Sg, (1.5.12)
Wgr siv>Sg.

La condicién de consistencia (1.5.11) se reduce en este caso a

1 0
SL(W*—WL)+SR(WR—W*):/O A (s We, Wi)) G (5 W, Wa) ds
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lo que permite determinar de forma tnica el estado intermedio W*

1 od
SRWR—SLWL—fO A(@(53 W, W) = (53 We, W) ds

W= Sp—-S,

(1.5.13)

Obsérvese que en el caso de que el sistema sea conservativo, esta definiciéon corresponde

con la definicién usual y es independiente de la eleccién de la familia de caminos.

Es claro que con la definicién anterior, el esquema HLL no es bien-equilibrado, ya que
no tiene por qué satisfacer la condicién (1.5.6). En [37] se propone una modificaciéon para
conseguir que el esquema HLL sea bien equilibrado. Una de las aportaciones originales de
este trabajo ha sido la construccion de un esquema HLLC para el sistema de Ripa que
sea bien equilibrado para dos familias relevantes de soluciones estacionarias con velocidad

nula. Para ello haremos uso de las nociones que hemos presentado en esta seccion.

1.6. Método de Roe

Los métodos de Roe se basan en resolvedores de Riemann simples y lineales: V' (z/t; W, Wg)

es una solucién autosimilar del problema de Riemann lineal:
Ut + A(WL, WR)U;B = 0,
Wp six<0 (1.6.1)

U(x,0) =
Wgr sixz>0,

donde A(Wp,,Wg) es una linealizacion de A(W).

Se puede mostrar facilmente que este es un resolvedor ®-aproximado de Riemann si y

solo si A(Wp, Wg) es una linealizacién de Roe en el sentido definido por Toumi en [132]:
Definicién 1.6.1. Dada una familia de caminos ®, una funcion Ag : Q x Q- Mpy.n(R)
se llama linealizacion de Roe si verifica las siguientes propiedades:

» para cada W, Wg € Q, Ae(Wr,Wg) tiene N autovalores reales y distintos,

w Ao(W, W) = A(W) para cada W € Q,

s para cada Wi, Wg €€,

A@(WL,WR) : (WR - WL) = AIA(¢(S;WL,WR))%—T(S;WL,WR) ds. (162)
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Una vez que se ha escogido la linealizacion, seguimos la discretizacion en voliimenes
finitos introducida en la Seccién 1.3, y discretizamos el sistema considerando las celdas
computacionales I; = [z;_4 /2> Tisl /2]. Asumimos por simplicidad que las celdas tienen el
mismo tamafio constante Az, y que ;12 = iAx, siendo z; = (i — 1/2)Ax el centro de la

celda I;, At el paso de tiempo y t" = nAt.

De manera usual, notamos por W/ la aproximaciéon de los promedios de la solucién
exacta en la celda I; y en el tiempo ¢, dada por el esquema.

1 Ziv1/2
W f W(z,t,) dr.

i = A
Ax i-1/2

Para calcular estas aproximaciones, vamos a introducir las matrices intermedias
— n n
Los autovalores y autovectores asociados de la matriz se denotan, respectivamente por

>\1,i+1/2 < )\2,i+1/2 <...< >\N,i+1/2 Yy {Rl,i+1/2}z]\=[1-

Denotamos también K, /5 la matriz N x N cuyas columnas son los autovectores de A;, 1/
y por L;.1/2 la matriz diagonal cuyos coeficientes son los autovalores de A;,1/2. Sean L], /2>

L2 Alvijo ¥ Ajiyjp las matrices definidas por

(>\1,i+1/2)i 0
iz = oAb = KL oKy (1.6.4)

0 (>\N,z‘+1/2)i

El esquema numérico evoluciona en el tiempo de la siguiente manera: una vez se han
calculado las aproximaciones en el tiempo ", W.*, se considera un problema de Riemann
en cada intercelda x;,1/2, cuya matriz es A;,1/2, siendo los estados a derecha e izquierda W;"

tn+1

y W/ ,. Asi obtenemos las aproximaciones en el tiempo , W1 haciendo el promedio

de las soluciones en las celdas para este problema lineal.
Bajo la hipotesis
Tio1j2 + AN,ic1/2A8 S T3 S Tip10 + A 12 AL, (1.6.5)
se pueden obtener las aproximaciones en el tiempo t" mediante la formula:
At (

WinJrl = Wln - A_ .A;r_l/Q : (Wln - Wﬁl) + A;+1/2 ’ ( iﬁl - Wzn)) ) (166)

que es la expresion general del esquema de Roe para el sistema W, + A(W)W, =0, x¢
R,t>0.
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En la préctica, la condiciéon CFL usual es

At
max {| A1/, 1 <I< N,ie Z} ;<7 con0<y<lL (1.6.7)
T

Observemos que el método de Roe es P-conservativo. Efectivamente, si definimos
D*(Wp,Wg) = Az(Wr, Wg)(Wr - W),

se tiene trivialmente que

DHW,W)=0 VYW eQ.
Haciendo uso de las definiciones de Ag (W, Wg) y de (1.6.2) se tiene que
D+(WL, WR) + D_(WL, WR) =
s(WL,Wr)(Wr~=Wr) + Ag(Wr, Wr)(Wr-WL) =
1 0P
Aa(We W) (Wi =W2) = [ A (s:We, W) 5= (5: Wi, W) ds

Veamos a continuacién como podemos definir una linealizacién de Roe para el sistema
(1.1.2). Siguiendo [102] podemos definir una linealizacién de Roe Ag(Wp, W) de la forma:

A -S
Ae (W, Wg) = o(wr,wr) ‘ 2wz, W) ]7 (1.6.8)
0 | 0
donde
Aq;.(wL7wR) = J(wL,wR)+B¢(wL,wR). (169)

En este caso, J(wp,wr) es una linealizacion de Roe del Jacobiano del flujo F en el

sentido usual:

J(wL,wR) : (wR—wL) = F(U)R) - F(U}L) (1610)
y
| obr,
B¢(wL,wR).(wR—wL):[O B(®(s: Wi, W) == (5 W, W) ds. - (16.11)
! 0D
Scp(wL,wR)-(aR—aL):fO S(O(s: Wi Wi) = (i Wi, Wi) ds. (1:6.12)
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Teniendo en cuenta la forma de la matriz Ag (W, Wg) en (1.6.8) y la de sus autovectores

en (1.1) podemos escribir

AE(WL7WR) _ A?‘{:)(wO[an) _Aé(wLywR)AC_I):L(QgLa'I.UR)S@(wL;wR) ]’ (1613)
[ |4 -|A Ag!
As (W, W) = | HA00 ) s e (o) Sefes, wr) ] (16.14)
Ademas,
1
;(WL, WR) = 5 (A@(WL, WR) + |A¢(WL, WR)D . (1615)

Usando las igualdades anteriores, podemos escribir un esquema de Roe para el sistema
(1.1.2) como:

AN
wt = Wl - Az (D;_I/Q(w?_l,w?, 0i-1,0:) + Dy, jp (Wi, Wiy, 04 0'Z'+1)) (1.6.16)
donde
+ n n 1 n n
Di+1/2(wi Wiy 1,04, 0i41) = §(Ai+1/2(wi+1 —wyj') - Sz’+1/2(‘7i+1 - 0y)

£ |Avapol (Wi —w]! = A7l Siapa (i = 03))), (1.6.17)

donde Aj;1jo = Ap(wi', wity), Bisij2 = Ba(w], wit) v Sivi2 = Se(w]', wihy).

Equivalentemente,
D7:;t+1/2(w'?7w?+]_7 0i7ai+1) = %(AHI/Q(U)?H - wzn) - Si+1/2(0i+1 - Ui)
+ | Ao (Wit —wit) £5gn(Air1/2)Sisa2(0ia — ai)), (1.6.18)
donde

Sgn(Ai+1/2) = Ki+1/2 Sgn(Li+1/2)K;_11/2, (1619)

siendo K,/ la matriz de autovectores de Aj.1j2 v Li1/2 la matriz diagonal de sus

autovalores.

Ahora usando (1.6.8),(1.6.9) y (1.6.10) podemos finalmente escribir

1
D7y o (Wi Wiy, 04, 0i41) = §(F(wzﬂ+1) = F(w}') + Bijp(wity —wi') = Sivap2(0i1 = 04)

+ |A,~+1/2|(w?+1 - w?) + SgH(Ai+1/2)Si+1/2(0'i+1 - O'l)) (1620)
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1.7. Resolvedores de Riemann tipo PVM

Los denominados métodos PVM (Polynomial Viscosity Matriz) definen una clase de
esquemas camino-conservativos y fueron introducidos en [33], para leyes de equilibrio o,
mas generalmente, para sistemas hiperbodlicos no conservativos. Estos esquemas tienen una
expresion similar al método de Roe presentado anteriormente, pero en estos, la matriz
de viscosidad numérica que caracteriza al esquema numérico se define formalmente en
términos de una evaluacién polinémica de una matriz de Roe. La principal ventaja de estos
esquemas en comparacion con el método Roe clasico es que la descomposicion espectral
de la matriz Roe no tiene porqué conocerse explicitamente, lo que puede conducir a una
reduccién significativa del costo computacional. Los métodos PVM pueden interpretarse
como una generalizacién de los introducidos por Degond et al. en [46] para sistemas
de conservacion y leyes de equilibrio. Algunos métodos bien conocidos como Rusanov,
Lax-Friedrichs, FORCE (ver [31, 129]), GFORCE (ver [31, 130]) o HLL (ver [70]) pueden

interpretarse como métodos de PVM.

Consideremos el esquema de Roe definido en la secciéon anterior

At
w;wl = ;l_ A_ZL‘< ;_1/2(11)?_1,10?,(7,;,1,(71') + Dz‘_+1/2(w?7w?+170-iﬂai+1)) (171)
donde

1
Dy (Wi wity, 04, 0041) = §(F(wﬁ1) - F(w}) + Biaijp(wity — w;') = Sps1jo(0i1 = 03)

+ [ Al (wity = wf = A pSivp(oia - 03))), (1.7.2)

con Byiy = Ba(wi, wiyy), Sis1y2 = Se(wi, wiyy) y Aicrje = Ae (W], wiy).

Esta expresion del esquema de Roe sugiere la siguiente generalizacion

1
Dii+1/2(w'?7 Wiy, 04, 0441) = i(F(wﬁl) - F(w) + Bi+1/2(wzn+l —wy') - Sz’+1/2(<7i+1 - 0y)
+ Qz+1/2(w?+1 -w;' - Ai_+11/25i+1/2(0-i+1 - Ui)))a (1.7.3)
donde Q112 = Qa(wj', i) es una matriz de viscosidad numérica a precisar.

A partir de aqui, podemos obtener distintos esquemas numéricos en funciéon de la
matriz de viscosidad elegida. Por ejemplo, el esquema de Roe se deduce tomando la matriz

de viscosidad
Qo(Wi, Wis1) = |[Ae(Wi, Wis)| (1.7.4)
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El esquema de Lax-Friedrichs corresponde a la eleccién

Qa (W W) = 3 1d (1.7.5)

donde Id es la matriz identidad. También los esquemas FORCE y GFORCE (ver [31, 129,

130]) se deducen de tomar las matrices

A A
Qo (Wi, Wis1) = (1—@% deKfA?p(m,Wm) (1.7.6)

1
conw=05yw-= T respectivamente, siendo v el parametro CFL que se describe en

(1.7.12).

Nétese que en la definicién (1.7.3), el término

C= Qi+1/2z4{fl/25i+1/2(0i+1 - 0;)

que puede interpretarse como la parte upwinding de la discretizacién del término fuente, no
tiene sentido si uno de los autovalores de A;,;/2 se anula. En este caso, dos autovalores de
A (W, W) se anulan y el problema se dice que es resonante. Los problemas resonantes
exhiben una dificultad adicional, y en muchos casos no hay unicidad de solucién débil,
por lo que las soluciones numéricas pueden depender tanto de la familia de caminos como
del esquema numérico. Este problema queda fuera del ambito de esta tesis, ya que aqui

usaremos la estrategia descrita en [31] que permite eliminar formalmente esta dificultad.

Nos centraremos en la definicién de la matriz de viscosidad Qg (W;, Wis1). En particular,
en [33] se propone definir las matrices Q¢ mediante la evaluacién polinémica de una matriz
de Roe Agp(W;, Wii1):

Qisrje = P (Ava) (1.7.7)

*2(2) un polinomio de de grado I,

siendo P;
) L )
P )=y a;+1/2:v1 (1.7.8)
§=0

. i+1/2 . . . .
cuyos coeficientes «; deben satisfacer algunas condiciones, a precisar, para que el
esquema resultante sea estable.

A partir de (1.7.7) y usando (1.6.8)-(1.6.9), podemos escribir

i+1/2
+o
ii+1/2 = OT Wil — Wi — A;ll/gsﬂl/z(anl - Ui))
Lo 2ol
+ Z NTZAZ(L/IQ) (F(Wiﬂ) - F(wz) + Bi+1/2(wi+1 - wi) - Si+1/2(0i+1 - Uz’))

(1.7.9)
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donde
5 - 1 sij=1
1=
! 0 en otro caso
En general, la definiciéon del polinomio PZM/ 2(95) estara relacionada con la estabilidad y la

difusién numérica del método. Se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.7.1. Una condicion suficiente para asequrar que el esquema numérico
(1.7.1), (1.7.3) y (1.7.7) es L™-estable es que

At i .
/YA_.T 2 Pl+1/2(ZE) 2 |£U| Vxe [Al,i+1/27 . ,/\m,iJrl/Q], VieZ (1710)

Demostracién.- Efectivamente, para problemas lineales donde A1/ = A, i € Z, los

esquemas definidos en (1.7.1), (1.7.3) y (1.7.7) se pueden reescribir asi, (basta agrupar

términos):
Ax 2
At P(A)-A
Y el Sl DY 1.7.11
(o) uts (171
ACC' 2 i+1
Por un lado, la condicién P(z) > |z| para todo x € [A1,..., A, ] implica que

[K_I(B(A) —A)K]jj >0 V] = 1, cee, M,
siendo K la matriz de autovectores de A.
At
Por otro lado, la condicién Pj(x) < Ay implica que
x

At .

Por tanto, la condicién (1.7.10) implica que el esquema numérico es linealmente L*-

estable bajo la condicién CFL usual

At
T i
|
Observacion 1.7.1. La condiciéon 1.7.10 puede reemplazarse por
At i ,
’}/E > Pl+1/2()‘k7i+1/2) > |>\k,z‘+1/2|7 k= 1, ...,m, 1€ Z, (1.7.13)

y el resultado sigue siendo valido.
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Consideremos la siguiente notacién: denotaremos por PVM-1(Sy, ..., Sk) a un esquema
numérico cuya matriz de viscosidad ();;1/2 se define usando un polinomio de grado [
cuyos coeficientes dependen de los pardmetros Sy, ..., S,. En la practica, los parametros
So, - .., Sk estan relacionados con las aproximaciones de algunas velocidades de propagacion

de ondas. Por ejemplo, el esquema de Lax-Friedrichs corresponde a PVM-0(S)), siendo

Ax
So = AL donde At esta relacionado con el maximo de velocidad de propagacién de ondas

mediante la condicién CFL (1.7.12).
Definicién 1.7.1. Un método PVM se dice que es upwind s¢

Ai+1/2 s1 >\1,i+1/2 >0

PP (A ) = (1.7.14)
—Aji12 8T AN12 <0,
y lo denotaremos como PVM-IU.
Por tanto, si
. T sl Ay >0
P () = b/ (1.7.15)

—r sl Ansy2 <0,

el método PVM resultante es un método upwind.

Observacion 1.7.2. Si a; = 0, entonces el método PVM resultante no es un esquema

upwind

A continuacion nos detendremos en diferentes ejemplos de métodos clasicos reescri-
tos como métodos de tipo PVM y prestaremos especial interés a los métodos HLL o
PVM-1U(Sg, Sg) e IFCP o PVM-2U(Sy, Sg, Sint), objeto de estudio en los articulos que

conforman esta tesis.

En lo que sigue, y para simplificar la notacién, eliminaremos la dependencia de ¢ + 1/2

de los polinomios y sus coeficientes. Esto es, notaremos P,(z) en lugar de Pl”l/ 2
i+1/2
P

y ¢; en

lugar de «

1.7.1. PVM-(N-1)U()\,...,\x) o método de Roe.

Como ya se ha comentado anteriormente, el método de Roe corresponde a la eleccion

Qi+1/2 = |Ai+1/2|-



42 Esquemas camino-conservativos

Para reescribir el método de Roe como un método PVM, imponemos

N-1 ,
| Ajiy2| = Z O‘jAg+1/27
=0

donde «, con j =0,..., N -1 son solucién del siguiente sistema lineal:

1 )\1 /\% /\]1\7_1 (%)) |)\1|

I A A3 o AV A

e e | (1.7.16)

1 )\N A?V )\%_1 aN-1 |>\N|
donde A;, j=1,..., N son los autovalores de la matriz A;,/s.

Notamos que (1.7.16) tiene una unica solucién, ya que es una matriz de VanderMonde,
y los autovalores \; son todos distintos. Por tanto, el método de Roe puede reescribirse
como un método de tipo PVM donde Q;;1/2 = Pn-1(A;41/2), siendo Py_i(x) el polinomio

cuyos coeficientes se definen en (1.7.16).

1.7.2. PVM-1U(Sy, Sr) o método HLL

Consideremos ahora un método PVM definido usando un polinomio de grado 1, (véase
Figura 1.3)

Pl(.flf) = Qo+ o1x. (1717)

Para definir los coeficientes ag y ay, consideremos Py (SL) = |Si| v Pi(Sr) =|Sg|, donde
St v St son aproximaciones del minimo y maximo, respectivamente, de la velocidad de
propagacién de las ondas. Una posibilidad es tomar Sy, = A1 j.1/2, Sk = An,i+1/2, aunque

también podria usarse la que propone Davis en [45]:
SL = min(A17i+1/2, )\LZ'), SR = méX(AN7i+1/2, >\N,i); (1718)

siendo A\;; < - < Ay, los autovalores de la matriz Ag(W;, W;,1) Finalmente, podemos

escribir las condiciones sobre agy y oy de la siguiente manera:

_ SrlSi|=SelSkl - [Sk[= 51
Sp—-S;, = ' Sp-S;

o (1.7.19)

Observacién 1.7.3. Notese que si S, > 0, entonces Pi(z) = x, y si Sg < 0, entonces

Pi(x) = —x, concluyendo que el método es upwind.
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PVM-1U(Sy, Sg)

|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
1

S, M A A TAy Sk
Figura 1.3: Gréaficas del polinomio asociado a PVM-1U(Sy, Sg)

Observacién 1.7.4. Si el sistema (1.1.2) es conservativo (B =0, y S = 0), entonces el
flujo conservativo Gy 12 = D;,4 ot F(w;), donde D;,, /2 viende dado por (1.7.9), usando
Qir1/2 = P1(J(wi,wis1)), siendo J(w;,w;,1) una matriz de Roe para el flujo F'(w), coincide
con el método HLL. Efectivamente, usando la expresién propuesta para oy y a; tenemos

que
G/ =(F(wz‘)(5R +|Sr| = Sp = [SL]) + F(wis1) (Sr +|Sk| = SL = [SL])
- (SklSl = SulSrl) (i1 - w:) ) /(25k - 251)

que es una version compacta del flujo numérico HLL (ver [70]).

Asi, el esquema HLL usual coincide con PVM-1U(S;, Sg) en el caso de un sistema
conservativo y, por tanto, PVM-1U(S;, Sg) proporciona una generalizacién natural del
método HLL para problemas no conservativos. Néotese que PVM-1U(.S;, Sg) es un esquema

upwind en el sentido de la definicién 1.7.1.

1.7.3. PVM-2U(S,, Sk, Sint) 0 Método IFCP

El esquema IFCP fue introducido en [51] para la resolucién numérica del sistema de
aguas somera bicapa. Recordemos que la matriz de viscosidad asociada al esquema IFCP

corresponde a la evaluacion polindémica de la matriz de Roe

Qivrj2 = Po(Ais1y2), (1.7.20)

donde Py(z) = ag + a1 + apz? es un polinomio de grado 2 cuyos coeficientes oy, [ =0,1,2

son solucién del siguiente sistema:
1 )\1 )\% (67} |)\1|
T A A2 | lac =] 2l (1.7.21)
U Xt Xine/ \o2/ \[Xnt]
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donde

Xint = Oext * méX(|)\2|a ceey ‘)\m—1|)

sgn(A1+N\y) st (A1 +A\,) %0,
Oext =
en otro caso.

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos

@0 = 01Am Xint + Om A1 Xint + Oint A1 Ay (1.7.22)
aq = _)\1(5771, + 5int) - >\m(51 + 6int) - Xint((Sl + 6m)7 (1723)
Qg = 01 + O + Oint, (1.7.24)
donde
51 _ ’)‘1’
()‘1 - )\m)()\l - Xint) ’

Am]
Om = , 1.7.25
()\1 - )\m)(Xint - )\m) ( )

5. ¢ = ’Xint|

(Xint - Al)(Xint - )\m) .

En [51] se mostraba el que esquema IFCP es L*-estable bajo la condicién CFL usual
cuando se aplicaba al sistema de aguas someras, pero no se probaba la estabilidad del mismo
cuando este esquema se extiende a cualquier otro sistema hiperbdlico. A continuacion

probamos que este resultado sigue siendo cierto.
Teorema 1.7.1. El esquema I[FCP es linealmente L™ -estable bajo la condicion CFL usual.

Demostracién.- En primer lugar notemos que ();,q /2 tiene los mismos autovectores que

Aiv12, y que si A es un autovalor de A;,q/, entonces P2i+1/ 2()\1) es un autovalor de Q.12

Denotemos por Agj, j =1,...,m, los autovalores de la matriz );.1/2, entonces, se tiene
que
Aoy = Pa(Nj) =ag+arj+ag)i, j=1,...,m. (1.7.26)

Probemos que A ; > |\;]. Por construccién, esto se cumple para j =1y j = m, asi que
demostraremos que Ag; > |Aj|, para j =2,...,m — 1. Obsérvese que A\; < Xint < A POT

construccion de Yint-

» Supongamos en primer lugar, que 0 < A; < Ay < -+ < Ay, luego 0 < Ay < Xint < A
En tal caso, el polinomio P,(\) es una pardbola que pasa por los puntos (A1, A1),

(Xints Xint) ¥ (A, Am ). Por tanto se tiene Py(\) = A\, lo que prueba el resultado.
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» El caso A\; < Ag <+ < A\, €0 es andlogo y se tiene Py(\) = =), lo que prueba el
resultado.
» Supongamos ahora que A\ <0y A, >0.

El caso xins = 0 es trivial ya que si yin = 0, implica que Ay =+ =\, .1 =0y Py(\) es la
pardbola que pasa por los puntos (A1, A1), (0,0) y (Am, Am). Por tanto Py(\;) = |\l

j=1,....,m.

Consideremos, pues, que Xint # 0.

e Supongamos que |Ai| > |\,;,| (el otro caso es andlogo). En tal caso, tenemos Xint < 0.
Vamos a probar que P»(\) > |A| para todo A € [Xint, —Xint] N [Xint, A |-

Analicemos en primer lugar el signo de as. Para ello escribimos g = 375, con

1

7 A O = v (o = A (720
y
Y2 = A1l (ine = Am) + [Xintl (A = A1) + Al (A1 = Xint)- (1.7.28)
Es claro, por la definicién de yin, que S < 0.
Por otro lado, como xi,; < 0, podemos escribir
Y2 = Am([Xint] = [A1]) + Al (A1 = Xint), (1.7.29)

y nuevamente, haciendo uso de la definiciéon de yj,¢, tenemos que ¥, < 0. De donde

concluimos que as > 0.

Estudiemos ahora el signo de . Del mismo modo que antes, escribimos oy = -7,

con

7= (Al = D) (] = Xt ) (A = et ) (1.7.30)

De nuevo, usando de la definicion de y;in, tenemos que
sgn(ay) =sgn(y1) = sgn(|Am| = [Xint|)- (1.7.31)

Ademés,
2/\m(Xint - )\1)

()\1 - )\m)(Xint - )\m) ’
_2>\1Xint + 2)\%

Pi(An) - 1= TP TCTRE (1.7.33)

(1.7.32)

PQI(Xint) +1=
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(a)

(a.1)

(b.2)

Supongamos que |[A,| > |xint|, por tanto a; > 0. Entonces, para A > 0,
Py(\) = g+ g A+ ap\? > ap — o A + ap\? = Py(=)).
Luego P»(A) > P,(=)\) para todo A € [0, xin |- Por tanto, es suficiente probar

P2()‘) > -\ = |)‘|7 Ve [Xintao]'

—2061

Sea \, = < 0 el vértice de la pardabola. Ademés, A, es el punto donde P,(\)
%)

alcanza su minimo absoluto, ya que as > 0.

Supongamos que A, < Yint- Como la pardbola es creciente para todo A > \,, entonces

Po(N) > Po(Xint) = [Xint) = [Al, VA €[Xins, 0] (véase Figura 1.4).

Supongamos que A, > Xint- Como Po(Xint) = —Xint, Pa(A) = 0 y usando (1.7.32),
tenemos que Py(xint) > -1, y se tiene que Po(A\) > =X VA € [Xint, Ao ]

Ademds, Py(\) > Pa(Ay) 2 || 2N YA €[y, 0], ya que Py()\) es creciente YA > \,.

Por tanto, Pa(A) > -\ V€ [xint, 0] (véase Figura 1.5).
Supongamos ahora que |\,| < |Xint|. Entonces ay <0, luego A, > 0.

Supongamos que A, > A,,,. Por lo anterior, Py(A) > =\ VA € [Xint, 0].

Por otro lado, por ser Py(\) decreciente para todo A < \,, se tiene que

Py(A) 2 Po(Am) = Am 2 A YA€ [0,\,] (véase Figura 1.6).

Supongamos que 0 < A, < \,,. Por lo anterior, Py(A) > =X VA € [xin,0].

Usando ahora (1.7.33), tenemos Py(A,) < 1. Como ademas, Po(Ay) = A vy Pa(Ay) =
0, tenemos que Po(A) > A Ve [Ny, A ]

Por ltimo, Py(A\) > Pa(A,) 2 Ay 2 A VA € [0,\,], ya que P2(\) es decreciente
VA <A, (véase Figura 1.7).
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At Xintl A,

Figura 1.4: Situacién de los autovalores. PVM-2U(Sy, Sg, Sing). Caso (a.l1).

Figura 1.5: Situacién de los autovalores. PVM-2U(Sy, Sk, Sint). Caso (a.2).

Figura 1.6: Situacién de los autovalores. PVM-2U (S, Sg, Sint). Caso (b.1).
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Figura 1.7: Situacion de los autovalores. PVM-2U (S, Sg, Sint). Caso (b.2).

Observacién 1.7.5. La construccion del esquema IFCP tiene sentido para m > 3, pero
su definicién se puede extender para 1 <m < 2, aunque no es recomendable su uso en este

caso, ya que puede resultar computacionalmente caro.

s m = 1. Tenemos un sélo autovalor .

Consideramos A; = |\|, Ao = —=|A| ¥ xint = 0.

= m = 2. Tenemos dos autovalores \; y .

Si A <0y Ay >0, tomamos i, = 0. En otro caso, podemos tomar un valor arbitrario

Xint CONL A1 < Xint < Aa.

1.8. Extension a alto orden

En el caso de sistemas de leyes de conservacion (1.2.1), es posible construir métodos
de alto orden basados en la reconstruccion de estados mediante el siguiente procedimiento:
Dado un esquema de primer orden con funcién de flujo numérico G(U, V'), consideramos
un operador de reconstruccién de orden p, esto es, un operador que asocia a una sucesion

: - +
dada {W;} de valores en las celdas dos nuevas sucesiones {W, 5}, {W;, 5} de tal manera
que, siempre que
1 .
W= — / W(z)de, VieZ
Az Jr;

para alguna funcion regular W;, entonces:
iz = W(Ziny2) + O(Az?),  Viel.

A continuacién, usamos el método de lineas: discretizamos el sistema tinicamente en espacio,
y lo mantenemos continuo en tiempo. Obsérvese primero que, si denotamos por W;(t) al
promedio en la celda I; de una solucién regular W de (1.2.1) en el instante t:

__ 1 Tiy1/2
Wil =+ f W (z,t)dz,
Ti-1/2
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integrando (1.2.1), se obtiene la siguiente ecuacién para los promedios:

Wit) = (FOV (2o 1)) = F(OW (i01y2.1))). (181)

La idea es ahora aproximar esta ecuacion utilizando al mismo tiempo el esquema de primer

orden elegido y el operador de reconstruccién como sigue:

1
Wi(t) = E(E—l/? = Fis1y2), (1.8.2)

con
Fivife = ]:(VV;J/Q(t)’ i:l/Q(t))a (1.8.3)

siendo W;(t) la aproximaciéon de W,(t) y {WZ, 12(t)} las reconstrucciones a la sucesion

{W;(t)}. Puede probarse que (1.8.2)-(1.8.3) proporciona un método semidiscreto de orden
p para (1.2.1). Notese que (1.8.2) es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
que puede ser resuelto con un método numérico estandar. En el contexto de sistemas
hiperbdlicos de leyes de conservacion es habitual el uso de métodos Runge-Kutta TVD
(véase [64]).

Introduzcamos una interpretacion de (1.8.2) en términos de medidas de Borel, como se
hizo en la Seccion 1.2, para facilitar la generalizacién al caso de sistemas no conservativos.

Primero, obsérvese que (1.8.1) puede escribirse asi:

/ 1

Wi(t) = ——([F(W(-,1)]a, 11,). 1.8.4
(1) = APV (010 11) (18.4)
A continuacién, elegimos en cada celda I; y en cada instante ¢ > 0 una funcién regular P}
tal que
lin Pi@) = Wiy,(D; Tim Px) = Wiy u(0) (1.85)
I 12 T2T, 12

Consideramos ahora la aproximacién de W (-,t) dada por la funcién regular a trozos W*

cuya restriccién a I; es P!. Usando esta funcién, (1.8.4) puede aproximarse mediante

W) = - - A[F OV 1) (186)

Notese que, en este caso, [F'(W),] es la suma de una medida regular cuya derivada de

Radon-Nykodym en la celda I; es F(P/), y una medida singular:

S (FOVE1a(8) = FOV1o(8)) ) By
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Si, de nuevo, el flujo numérico del esquema de primer orden se emplea para separar las

medidas de Dirac situadas en las interceldas:

(FOVE ) = FOWi () ) Gimey o =
(F( ’L-:—l/2(t)) - f.i+]./2> 63821'”1/2 + (f.i+]_/2 - F(WZTFI/Q(t))) 51'::52'4-1/27

y el primer y segundo sumandos se asignan respectivamente a las celdas I;,1 e I;, obtenemos
de (1.8.6):

1
Az

w!

)

(F(Wil/z(t)) = Ficapz + Fiapp = F(Wiy 5 (1))

Ti-1/2

+f%”mﬁ@mm)(mﬂ

que obviamente es equivalente a (1.8.2). Centrémonos ahora en el problema general (1.1.1).

En este caso, la ecuacion para los promedios en la celda es la siguiente:

1
W=t
! Az

Siguiendo [103], [24], presentamos a continuacion la escritura general de una aproximacion

(LAW:(1))Wi(t)z]e, 11,)- (1.8.8)

semidiscreta de alto orden basada en un esquema de primer orden camino conservativo

(1.3.9) con ¢ =0y p=1, esto es,
;:1/2 =D(W;", W),

y un operador de reconstruccion de orden p. La extension natural de (1.8.7) es:

W/ _ 1 'D+ D* Tiy1/2 A Pt th d |
e (Pl Paes [ ARG @) (189)
con

Z‘i+1/2 = Di(VVi:—l/Z’ M/i:1/2)- (1.8.10)

En (1.8.9) los términos integrales son aproximaciones de la parte regular de la descomposi-
cién de Lebesgue de [A(W(-,1))W.(",t)]e, mientras que los términos Dy, , corresponden

a la parte singular.

Obsérvese que hay una diferencia importante entre los casos conservativo y no conserva-
tivo: mientras que en el caso conservativo el esquema numeérico no depende explicitamente
de las funciones P! elegidas (s6lo se tienen en cuenta los estados reconstruidos en las
interceldas), esto no ocurre para sistemas no conservativos. En consecuencia, el orden
del método es p en el primer caso y dependiente de la eleccién de las funciones P! en el

segundo.



1.8 Extension a alto orden 51

En la practica, la definicion del operador de reconstruccion proporciona una eleccién
natural de las funciones P}. El procedimiento usual para definir un operador de reconstruc-
cién es el siguiente: dada una sucesién {W;} de valores en las celdas, la funcién aproximante

en cada celda I; P se calcula usando los valores W; en un stencil:
-Pz(xa Wi—l7 ceey Wi+7‘)7

siendo [, dos niimeros naturales prefijados. Las reconstrucciones W7, j2 S€ obtienen
tomando los limites de estas funciones en las interceldas. Estas funciones aproximantes se
calculan generalmente utilizando técnicas de interpolacién o aproximacion. De aqui en
adelante, supondremos que el operador de reconstruccién se ha construido siguiendo este

procedimiento. Por tanto, la elecciéon natural de P} es:
Pi(z) = Py(x; Wiy (t),..., Wi (1)). (1.8.11)

En la literatura se pueden encontrar distintos operadores de reconstruccion. En la practica
los mas utilizados son: la reconstruccién tipo MUSCL [134], reconstrucciones ENO y
WENO [79, 86, 124, 123], reconstruccién hiperbdlica [88], etc. Se puede probar el siguiente

resultado sobre el orden del método:

Teorema 1.8.1. Supongamos que A, D* son requlares y con derivadas acotadas. Suponga-
mos también que el operador de reconstruccion es de orden p y que, dada una sucesion

definida mediante .
— | W(x)d

para alguna funcion reqular W, se verifican las siguientes propiedades:

i:1/2 ~ Wit = O(A$p+1)
Pi(x; Wiy, ... , Wi) =W(x) + O(Ax*), Vzel,
d
%Pi(a:; Wity o, Wiwn) =W'(z) + O(Az*), Vzel,

Entonces, (1.8.9) es una aprozimacion del sistema (1.8.8) para soluciones requlares W, de

orden al menos s =min(p, s1,$2) en el sentido siguiente:

1 ZTiy1/2
Ar (D: 12+ Diapp + / ,A(Pt(:z:)) (fﬂ)dl’)

Ti-1/2

_1 ([IHW A(W(l’,t))Wx(x,t)dx) +O(Az®), (1.8.12)

Ax Ti-1/2

para cada solucion W suficientemente reqular, siendo {W;z,,(t)} las reconstrucciones
correspondientes a la sucesion {W;(t)} y P! la funcién definida en (1.8.11).
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La prueba es idéntica a la del caso particular estudiado en [24], donde se presentaron

métodos basados en una generalizacion de Roe.

Observacion 1.8.1. Para las técnicas de reconstruccién usuales se suele tener s < 51 <p
luego el orden tedrico de (1.8.9) es sy para sistemas no conservativos y p para sistemas
de leyes de conservacion. En consecuencia, puede perderse exactitud cuando se aplica
una técnica de reconstruccion de orden p para leyes de conservacion a un problema no
conservativo. No obstante, esta cota de error es pesimista: en los ejemplos numéricos se
suele medir un orden ss + 1 para soluciones regulares. Por otra parte, en [97] se emplea una
técnica para el cdlculo de las integrales mediante el método de extrapolacion de Richardson

que garantiza el orden s, + 1.

Con el fin de obtener esquemas numéricos camino-conservativos de alto orden que sean
bien equilibrados, sera necesario considerar en primer lugar operadores de reconstruccion

que sean bien equilibrados en el siguiente sentido:

Definiciéon 1.8.1. Dada una solucion reqular de (1.1.1), se dice que un operador de
reconstruccion es bien-equilibrado para W (x) si las funciones de aprozimacion P;(x)
asociadas a los valores promedio {W;} son también soluciones estacionarias del sistema,

es decir,

op; .
A(PZ(ZL'))%(.T) = O, Vo e [.Ti_l/g,l'i_,_l/g],l = 17 e 7]\/'.

Teorema 1.8.2. Sea v € I'. Supongamos que el método camino-conservativo de primer
orden y el operador de reconstruccion son exactamente bien equilibrados para . Entonces el
esquema numérico (1.8.9) es también bien equilibrado para . Ademds, bajo estas hipdtesis,

el esquema (1.8.9) es también bien equilibrado con orden o = min(p, s1, S2).

La construccién de operadores de reconstruccion bien equilibrados no es una tarea
sencilla. En el caso del sistema de aguas someras mono o bicapa y para las soluciones de
equilibrio correspondientes al agua en reposo esto no es dificil debido a la relaciéon lineal
entre las variables y la fuente en el equilibrio. En [27] y [37] se define un procedimiento

general para la construccion de operadores de reconstruccion bien equilibrados.



Capitulo 2

Cuantificacion de la incertidumbre

Se pueden considerar varios tipos de incertidumbre para sistemas de la forma (1.1.2):
aleatoria y epistémica. La incertidumbre aleatoria (estadistica) estd presente cuando se
obtienen resultados diferentes realizando repetidamente el mismo experimento, y la in-
certidumbre resultante no se puede suprimir mediante mediciones méas precisas. Un buen
ejemplo de esta incertidumbre son las inestabilidades de Kelvin-Helmholtz y Richtmyer-
Meshkov, regidas por las ecuaciones de Euler. La inestabilidad de Kelvin-Helmholtz se
produce cuando dos fluidos separados de diferentes densidades son acelerados impulsiva-
mente en la direccién normal a la interfaz entre los dos fluidos. Es una de las inestabilidades
mas importantes que aparecen al considerar problemas de la mecanica de fluidos y exhibe
varias de las complejidades no-lineales que transforman las simples condiciones iniciales
en un complejo flujo turbulento. Esta estrechamente relacionada con la inestabilidad de
Rayleigh-Taylor, que se desarrolla cuando una interfaz plana es sometida a una aceleracion
constante, como la causada por el retraso de un fluido pesado sobre uno mas ligero bajo el
campo gravitatorio terrestre. En estos dos ejemplos, la soluciéon generalmente no es tnica
[52]; por lo tanto, solo las propiedades generales, como el valor esperado, podrian cuantifi-
carse. La incertidumbre epistémica (sistemética) se debe a pardmetros inciertos, es decir,
cantidades que, en principio, podrian conocerse, sin embargo, los valores precisos podrian
no estar disponibles en la practica. Por ejemplo, los métodos numéricos existentes para
aproximar (1.1.2) requieren los datos iniciales Wy, los datos de contorno, el término fuente
S y las funciones de flujo F' como entradas. Sin embargo, en la mayoria de las situaciones
practicas, no es posible medir estos inputs con precision. En esta tesis, consideramos solo

la incertidumbre epistémica (sistematica) de los datos de entrada.

23
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2.1. Modelado probabilistico de la incertidumbre

Para el modelado de la incertidumbre en los inputs y como consecuencia en las soluciones
de EDPs se suele utilizar habitualmente la teoria de probabilidad de Kolmogorov, y esa
es también nuestra eleccién en esta tesis. Como se sugiere en [111], la incertidumbre en
los inputs de (1.1.2) se modelan mediante campos aleatorios con leyes de probabilidad

establecidas, que resumimos a continuacion.

Sea (X,F) un espacio medible, donde ¥ denota al conjunto de todos los eventos
elementales £ € ¥, v F' la o-algebra de todos los posibles eventos de nuestro modelo
de probabilidad. Una medida de probabilidad P en (X, F) es una funcién o-aditiva de
Y en [0,1] tal que P(X) =1 y el espacio de medida (X, F,P) se denomina espacio de
probabilidad. Siempre asumiremos, a menos que se indique explicitamente, que (X, F,P)
es completo. Denotando un segundo espacio medible por (E,G), un campo aleatorio en E
es cualquier aplicacién X : ¥ - E tal que el conjunto {{ € ¥ : X({) e A} ={X e A} e F
para cada A € G, es decir, tal que X sea una aplicacién G-medible de ¥ en E. Denotemos
L(X) alaley o distribucién de X sobre P,

LIX)(A)=P({eX: X({)e A}) VAeg.

La medida pux = £(X) en (F,G) se denomina ley o distribucion de X.

Supongamos ahora que E es un espacio Banach separable con norma |- |z y su dual
E*, entonces B(E) es el menor o-campo de subconjuntos de E que contiene a todos los
conjuntos

{xeE:p(x)<a}, pe E*, aeR.

Por lo tanto, para un espacio separable Banach E, X : ¥ - es un campo aleatorio en F si

y solo si para cada p € E*, £ » p(X(£)) € R es una variable aleatoria en R.

Definicién 2.1.1 (Campo aleatorio). Para un espacio de Banach separable E, un campo

aleatorio en E es una aplicacion (F,B(FE))-medible de ¥ en E
X (5,F) ~ (E,B(E)).

Lema 2.1.1 (La norma de un campo aleatorio es una variable aleatoria). Sea E un espacio
de Banach separable y sea X : 3 — E un campo aleatorio en E sobre (3,F), entonces la

aplicacion X35 & — | X(X)| g € R es medible, es decir, es una variable aleatoria de (2, F)

en (R, B(R)).

Demostracién.- Como F es separable, existe una sucesion {¢, } € E* tal que para todo
rekl,

|| & = sup |n(2)]
neN
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por lo que para todo £ € X se tiene que | X (&) |z = sup e (X (£))].
neN

Por tanto £ ~ | X (&)| g es una variable aleatoria en R. |

El campo aleatorio X : ¥ - E se llama de Bochner integrable si, para cualquier medida
de probabilidad P en el espacio medible (X, F),

LIX@©1n dB(€) < oo

Denotaremos por L'(Z, E) = L'((¢,F,P), E) al conjunto de todos los campos aleatorios

en F, Bochner integrables y equipados con la norma

Xl = [ 1X(©1sdP(E) ~E(|X ).

Tomando 1 < p < oo, definimos L7 (X, F) = LP((&, F,P), E) al conjunto de todos los campos

aleatorios Bochner p-integrables que toman valores en F equipados con la norma
| X r(s ) = ENX]5)) 7, 1<p< oo

Para p = 0o, denotaremos por L= (%, F) = L= ((§,F,P), F) al conjunto de todos los campos
aleatorios en E que son funciones Bochner integrables esencialmente acotadas, y equipados

con la norma

[ XL 5,y = esssup [ X (&) -
I

2.1.1. Esperanza de un campo aleatorio

Definiremos la esperanza matematica E[X] de un campo aleatorio integrable X e
L'(3, B).

Un campo aleatorio X tomando valores en E se denomina simple si solo puede tomar
un ndimero finito de valores, es decir, si se escribe de forma explicita (siendo x4 la funcién

caracteristica de A € F) como
N
X =Y mxa, AieF,x;eE,N<oo
i=1

Establecemos, para campos aleatorios simples X que toman valores en F y para cada

BelF,
/ZX(Z)dIP’(g):LXdP =3 ,P(A;n B).

Por densidad, para cada X (-), y cada B € F,

HfBX(Z)dP(ﬁ)HEsfBIIX(E)IEdP(g).



56 Cuantificacion de la incertidumbre

Para cada variable aleatoria X : £ — FE que sea Bochner integrable, existe una sucesion
{ X, }new de variables aleatorias simples tales que, para todo € ¥, | X (X) - X, (X)||g = 0
cuando n — oo. Por tanto, lo anterior se extiende por continuidad a toda variable aleatoria

que tome valores en F.

Definicién 2.1.2 (Esperanza de un campo aleatorio). Para un campo aleatorio que tome
valores en E y Bochner integrable X € L'(X, E), la esperanza E[X] de X es un elemento
de F,

E[X] :LX(Z)dP({f):AiEEO ngn(E)d]P’(f) ¢E. (2.1.1)

2.1.2. Momentos de orden superior

Para k € N y un espacio de Banach separable FE, siguiendo [89], denotamos por
E® = E®---® E al espacio Banach del k-producto tensorial de k copias de E, equipado

con una norma cruzada, es decir
1X1® @ X, | = | Xy | g | Xilg, YXu,...,Xpe€E. (2.1.2)

Para k € N y para un campo aleatorio k-integrable Bochner que tome valores en E,
X e L*(X, E), consideramos el campo aleatorio X ® definido por k copias de X, X(£) ®
- ® X (&). Entonces

X®=X@-0Xecl(X EW), (2.1.3)

y, por la definicién de la norma del producto tensorial,

IXO s = [ IX©IEAP(E) = | Xpso I < o. (2.1.4)

Definicién 2.1.3 (k-momento). El momento de orden k de X € L*(3, E) es un elemento
de E®,
MF[X]=E[X®] e E®, (2.1.5)

Se define ademés la varianza V[ X] € E de un campo aleatorio X € L?(E) como la traza
del momento central de segundo orden M?[X] e E® | bien definido segiin la definicién
2.1.3,

V[X] = traza(M?*[X -E[X]]) =E[X X ] -E[X]E[X] € E. (2.1.6)

Para campos aleatorios en E que dependen del tiempo, X € L*(XZ, C([0,t], E), la definicién
anterior 2.1.3 se puede extender a los momentos de orden k , M*[X](t,,...,t - k). Véase
189].
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2.2. Cuantificacion de la incertidumbre

Los inputs de la ecuacién (1.1.2) son inciertos y esta incertidumbre se propaga a la
solucién. El modelado y la aproximacion de la propagacion de la incertidumbre en la
solucion debido a la incertidumbre en los inputs constituye el tema de la cuantificacion
de la incertidumbre, en adelante UQ (uncertainty quantification). La solucién de leyes
de conservacién (1.1.2) con incertidumbre en los pardmetros también puede interpretarse
como un campo aleatorio y los momentos estadisticos de la solucién como la esperanza y

la varianza son las medidas de interés.

No es nada trivial desarrollar algoritmos eficientes para cuantificar la incertidumbre en
leyes de conservacion con incertidumbre en los pardametros de entrada. El mayor desafio
radica en el hecho de que las discontinuidades en el espacio fisico (que inevitablemente
surgen en soluciones de leyes de conservacién hiperbélicas no lineales) pueden propagarse
en representaciones de las densidades de probabilidad de las soluciones aleatorias. Un
método numérico robusto deberia ser capaz de lidiar con estas discontinuidades. Otro
desafio radica en tratar con el hecho de que el nimero de fuentes aleatorias que impulsan

la incertidumbre puede ser muy grande.

El diseno de esquemas numéricos eficientes para cuantificar la incertidumbre en so-
luciones de ecuaciones en derivadas parciales ha tenido mucha actividad en los tltimos

anos.

Una clase de métodos para la cuantificaciéon de incertidumbre computacional en
soluciones numéricas de EDPs son métodos de muestreo estadisticos. Estas técnicas
permiten incorporar el caracter estocastico de ciertos parametros a modelos deterministas:
la idea consiste en tomar una muestra estadistica representativa de los parametros que se
consideren, realizar un calculo determinista para cada uno de los valores de la muestra vy,

finalmente calcular la esperanza y momentos de las predicciones obtenidas.

Consideremos el espacio de probabilidad completo (2, F,P), y sea w(t,z,£),{ € X la

solucién del sistema (1.1.2).

2.3. Meétodo de volimenes finitos Monte Carlo

A continuacién, definimos y analizamos el esquema MC-FVM. Se basa en la idea directa
de generar, posiblemente en paralelo, muestras independientes de los datos de entrada & y
luego, para cada muestra &° de los datos de entrada aleatoria, realizar una simulacién del

método de voliimenes finitos.
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Definicion 2.3.1 (MC-FVM). El método de volimenes finitos Monte Carlo (MC-FVM)

consiste en los siguientes pasos:

1. Muestreo: Se consideran M muestras ¥,k =1,..., M independientes e idéntica-
mente distribuidas del campo aleatorio. Denotemos la aproximacion resultante de

cada uno de estas muestras como & en la malla T

2. Resolucidén: Para cada uno de los pardmetros £F, se resuelve numéricamente el
sistema subyacente mediante el método de volumenes finitos sobre la malla T con

Az = Ax(T) en el tiempo T =t". Denotemos la solucion por wy"(x).

3. Estimacion de los estadisticos: FEstimamos la esperanza

E[w('> ta 5)] = Ml[w('a ta 5)]
del campo aleatorio de la solucion w(-,t,&) en el tiempo t = t™ mediante el cdlculo de

la media de las soluciones aproximadas.

En[wh] = Enw()] = 1Zw (2.3.1)

2:1

Para k > 2, el momento de orden k

M*[w( )] = E[w(,t)®)]

definido en (2.1.3) lo estimamos por

ED] = EPL30) = L Y (wr()moeui () (232)
a k veces
De manera general, dados los instantes temporales ty,...,t, € [0,T],T < oo, la
estimacion del momento M*[w](t1,...,t1) se define por
(k) L §-
Ey [wrl(ty, ... ty) = ; wr () @ - @uwr (- tx)) (2.3.3)
k veces

El algoritmo anterior es bastante simple de implementar. Remarcamos que el paso 1
requiere un generador de nimeros (pseudo) aleatorios (pseudo random number generator,
PRNG). En este trabajo utilizaremos el Mersenne Twister PRNG [95], que tiene un periodo
de 21997 _ 1. En el paso 2, se puede usar cualquier esquema de volumen finito estdndar
(alto orden). Ademas, la tnica interaccion (de datos) entre diferentes muestras estd en el
paso 3 cuando se calculan los promedios del conjunto. Por lo tanto, el MC no sélo es no

intrusivo sino también facilmente paralelizable.
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Tomando como base la experiencia numérica en la resolucion mediante MC-FVM de
sistemas hiperbélicos de leyes de conservacién no lineales con datos iniciales aleatorios (ver
[89, 90]), postulamos que se tiene la siguiente estimacion si la solucién tiene momentos de

orden 2 finitos.
”E[W(, tn)] - EM [W?’-] ||L2(E;L1(D)) < CstatM71/2 + CStAxS (234)

Aqui, la norma L?(3; L'(D)) de una funcién aleatoria f(-,¢) se define como

fleron = ( [17GOR o) ©) (235

donde Cy,i, Cy son constantes que dependen del dominio D, la condicién inicial, los datos,
horizonte temporal T y las estadisticas de diferentes parametros aleatorios, en particular,
de la media y varianza. Asumiremos que el esquema de volumen finito subyacente converge
a las soluciones de los sistemas deterministas objetos de estudio en esta tesis, con un ratio
s> 0. Ademés, en (2.3.4) y en adelante, asumiremos como se hace de manera habitual en
los métodos MC, que los ensayos w?” de (2.3.2), como funciones aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas con la misma ley que w. Basado en el anélisis de error de [90],

tenemos que elegir
M = O(Ax~2%) (2.3.6)

para equilibrar el error estadistico con el error espacio-temporal en (2.3.4). En consecuencia,
es sencillo deducir que el error asintético frente a la estimacién (computacional) del trabajo
viene dado por

Bl )] - Ex[wf ]2 oy) < Workeiis (2.3.7)

donde d es la dimension del espacio (en este trabajo, d =1 o d = 2). El error anterior frente
a la estimacion del trabajo es considerablemente mas costoso en comparacion con el error
determinista del método de voliimenes finitos que se equipara con Work™*/(*Y Vemos que
en la situacién en que el ratio de convergencia s y la dimension son bajos, se obtiene una
tasa de convergencia considerablemente reducida de MC-FVM, en términos de precision
frente a trabajo. Por otro lado, para los esquemas de orden superior (donde s >>d + 1)
domina el error MC y obtenemos la tasa 1/2 en términos de esfuerzo computacional, que es
lo habitual en los métodos MC. En [90] se ofrece una extensa discusion sobre los resultados

del analisis del error frente el trabajo computacional.
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2.4. Meétodo de volumenes finitos Monte Carlo Mul-

tinivel

Dada la lenta convergencia del método MC-FVM, discutido en [89, 90], proponemos
aqui el Método de voliimenes finitos Monte Carlo Multinivel MLMC-FVM. La idea clave
en el esquema Monte Carlo multinivel de volimenes finitos es el muestreo simultaneo de
tipo MC en diferentes niveles de resolucion, con diferentes nimeros de muestras tomadas

en cada uno de los M niveles.

Definicién 2.4.1 (MLMC-FVM). El algoritmo del método Monte Carlo multinivel de

volumenes finitos consiste en los siguientes pasos:

1. Mallas encajadas: Consideremos una sucesion de mallas encajadas {T;}2, del

dominio espacial D con didmetros de malla Ax; tales que
Az;=sup{|Vi| : Vi e T/} = O(27'Ax), 1eN

donde Axg es el es el diagmetro de la malla para la resolucion mds gruesa y corresponde

al nivel mas bajo | = 0.

2. Muestreo: Para cada nivel de resolucion | € Ny, tomamos M; muestras £, k =
1,..., M, independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) pertenecientes al conjunto

de parametros admisibles para el modelo.

3. Resolucién: Para cada nivel de resolucion y cada muestra £ se resuelve el sistema
resultante en la malla T;. Denotemos las soluciones del esquema de volumenes finitos

correspondientes a la malla T, y al tiempo t,, como w%’n.

4. Estimacion de los estadisticos: Fijemos un entero positivo L < oo que correspon-

derd al nivel mas alto. Estimaremos la esperanza del campo aleatorio de la solucion

como: .
Ew(-,t")] = Eap[wh ] + zz; By [wh —wh ], (2.4.1)
siendo Eyy, el estimador de Monte Carlo
[EEC .
By [wl] = R (2.4.2)

para el nivel 1. Los momentos de orden superior MF[w(-,t)®] para k >2 se pueden

estimar de la misma manera. Basindonos en el MC-FVM, podemos definir la
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estimacion del momento de orden k para el MLMC-FVM como

, L
ER®[wr ()] = Exg[w (VP + 3 Eag [0 ()® —wi (W], (2.4.3)

=1
Y de manera mds general, dados los instantes de tiempo t = (ty,...,t;) € [0,T]*, con

T < o0, el momento de orden k , M*[w](t) se define como
- k L k k
B (0 = By [ @m0+ 3 Bt [ Qom0 - @ (1) - 240
r= =1 r= r=

Destacamos que el método MLMC-FVM es nuevamente un método no intrusivo, en el
paso 3, se puede usar cualquier esquema de volumen finito estdndar (alto orden). Ademas,
el método MLMC-FVM es susceptible de una paralelizacién eficiente ya que los datos de

diferentes resoluciones de malla y diferentes muestras solo interactian en el paso 4.

Siguiendo el estudio riguroso sobre la estimacion del error [89, 90], consideramos
L 12 -1/2
||E[w(,t”)] _EM[W'?']”LQ(Z;Ll(D)) < ClAZL‘i+Cg{Z Ml A:L“;} +03M0 . (245)
1=0

Aqui nuevamente se hace referencia al ratio de convergencia s del esquema de volumen
finito determinista y C7, Cy y C3 son constantes que dependen tinicamente de los datos

iniciales y los parametros y términos fuente del sistema.

Del error descrito en (2.4.5), obtenemos el numero de muestras necesarias para equilibrar

el error estadistico con el error espacio-temporal dado en (2.4.1), tomando
M = O(22(Dyg), (2.4.6)

Obsérvese que la eleccién de M; implica que se requiere el mayor niimero de muestras de
MC en el nivel de malla méas grueso [ = 0, mientras que solo se necesita un pequeno nimero

fijo de muestras de MC en los niveles de discretizacion mas finos (Véase figura 2.1).

El error asintético frente a la estimacion (computacional) del trabajo viene dado por

(ver [90]):

Work /%" . log(Work) s < (d+1)/2,
| Efw(,t™)] - EL[wg’]HLQ(E;Ll(D)) <{ Work *. log(VVork)?’/2 s=(d+1)/2, (2.4.7)
Work 72 -log(Work) s> (d+1)/2.

La estimacién anterior muestra que MLMC-FV es maés eficiente que MC-FV. Ademés,
el MLMC-FV es (asintoticamente) de la misma complejidad que una resolucién tnica del
FVM determinista.
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En la Figura 2.1 mostramos de modo grafico la idea que hay subyacente en el algoritmo
Monte Carlo multinivel. Se trata de considerar una jerarquia de mallas encajadas y de
distribuir de forma adecuada los ensayos en cada una de ellas conforme a la estimacion
(2.4.6) para poder calcular los momentos haciendo uso de las formulas (2.4.1)-(2.4.4). Esta
estrategia nos permite concentrar la mayor parte de los ensayos numéricos en las mallas

mas groseras, consiguiendo disminuir considerablemente el esfuerzo computacional.

Asi, unas de nuestras principales aportaciones en esta tesis ha sido adaptar este algorit-
mo para el estudio de la cuantificacion de la incertidumbre en problemas de generaciéon y
propagaciéon de tsunamis generados por terremotos y avalanchas. Los principales resultados
que hemos obtenido se recogen en los articulos [118] y [119]. Hasta donde conocemos es
la primera vez que se utiliza este tipo de técnicas para abordar la cuantificacion de la
incertidumbre en problemas de flujos geofisicos sobre geometrias reales. Nuestro trabajo
muestra que el método MLMC-FV proporciona resultados satisfactorios y que es una
estrategia viable para abordar este tipo de problemas, donde incluso en nimero de campos

aleatorios puede ser incluso bastante superior.
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Figura 2.1: Mallas encajadas del método MLMC. Distribucién de muestras.
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Capitulo 3

Algunos modelos de flujos geofisicos

En este capitulo presentamos los modelos que vamos a utilizar en esta memoria para la
simulacion de tsunamis generados por terremotos y avalanchas, asi como el modelo de Ripa
que aparece de forma habitual en el estudio de fluidos estratificados por la temperatura.
Comenzaremos con uno de los modelos mas usados en la propagacion de tsunamis y su
impacto en las zonas costeras: se trata del modelo de aguas someras o también conocido
como ecuaciones de shallow-water. Para la estimacion de la deformacién causada por un
terremoto se utiliza el modelo de Okada (véase [100]). En este trabajo vamos a suponer
que el terremoto se produce en el instante inicial y que la deformacién causada por el
mismo se transmite en el instante inicial a la superficie del fluido, generandose el tsunami

que modelamos con el sistema de aguas someras.

Como dijimos en la Introduccién, la evolucién de una avalancha y la generacion del
tsunami correspondiente es un problema dificil de modelar. Nosotros vamos a considerar uno
de los modelos més utilizados hoy en dia para la simulacién de estos eventos. Concretamente
se trata de una simplificacién del modelo de tipo de Savage-Hutter de dos capas introducido

por Fernandez et al. en [50].

Por ultimo, vamos a considerar el modelo de Ripa que es uno de los modelos més
utilizados para comprender la estructura de fluidos estratificados en el océano o la atmosfera.
A pesar de su aparente simplicidad este modelo presenta diferentes familias de soluciones
estacionarias no triviales que son de interés en el estudio de estos fluidos. En este trabajo
vamos a desarrollar un esquema de alto orden que las preserva y que en el momento de su
publicacién fue el primer trabajo donde se presentaba un esquema numérico con dichas

propiedades.

65
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3.1. Ecuaciones de aguas someras para el modelado

de tsunamis

Consideremos aqui el sistema de ecuaciones de aguas someras o shallow-water 2D de

una capa. Se trata de un sistema hiperbdlico no lineal definido por:

oU  OF, OF, OH OH
ov ok 9F2 iy o1 g1 1.1
TR (U) + 3 (U) = S1(U) o +5,(U) 3 +Sp(U) (3.1.1)
donde
qgc qy
h G 1 ., Iy
U=|a|. AO)=|7*39""], BO)=| —5 |
a Gty 4 1 .,
h Bt gIh
0 0
Sl(U): gh ) S2(U): O 3
0 gh

Se(U) = (0 5.(U) 5,(0))

En el sistema anterior, h(x,t), denota la altura de la capa de agua en el punto
x € D c R? en el instante t, donde D es la proyeccién horizontal del dominio 3D donde
tiene lugar el terremoto y el consiguiente tsunami. H(x) es la profundidad del fondo
en el punto  medido desde un nivel de referencia. Introducimos también la funcién
n(x,t) = h(x,t) — H(x) que corresponde a la superficie libre del fluido (véase Figura 3.1).
Denotamos por g(x,t) = (¢,(x,t), g,(x,t)) el caudal de agua en el punto « en el instante
t. El caudal esta relacionado con la velocidad promediada en altura u(x,t) mediante la

expresion: q(x,t) = h(x,t) u(x,t).

El término Sy parametriza la friccién entre el fluido y el fondo no erosionable. Nosotros

vamos a usar la ley de Manning,
S (U) =-gh —=

Sy(U) =—gh
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donde n > 0 es el coeficiente de Manning.

Las soluciones estacionarias del sistema anterior correspondientes al agua en reposo

son de la forma

h — H = constante.

{”:0 (3.1.2)

- - Nivel de referencia

Figura 3.1: Esquema 1 capa. Términos y notacion.

En la fase de generacion de tsunamis se hace uso del modelo de deformacion de Okada
[100] para predecir la deformacion inicial del fondo marino que se supone que se transmite
de forma instantanea a la superficie del mar para generar la onda inicial del tsunami. El
modelo de Okada asume que el terremoto se genera por la ruptura de un tnico plano de

falla. Esta rotura de falla se describe por una serie de parametros fisicos que son:

= el largo y el ancho del plano de falla (generalmente medidos en m o km),

= la latitud y la longitud de algtin punto en el plano de falla, generalmente el centroide

o el centro de la parte superior (borde méas superficial),
» la profundidad del punto especifico en el fondo del mar,

» 4dngulo de deslizamiento (strike angle), es decir, la orientacién del borde superior,
medida en grados en el sentido de las agujas del reloj desde el norte y que toma
valores entre 0 y 360. El plano de falla se inclina hacia abajo y hacia la derecha

cuando se mueve a lo largo del borde superior en la direccion del deslizamiento,

» el dngulo de inmersién (dip angle) que es el angulo en el que el plano se inclina hacia

abajo desde el borde superior. Se trata de un dngulo positivo entre 0 y 90 grados,
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» el dngulo de inclinacién (rake angle), es decir, el a&ngulo en el plano de falla en el
que se produce el deslizamiento, medido en grados en sentido antihorario desde la
direccion del deslizamiento y que toma valores entre -180 y 180. Noétese que para
un terremoto generado por fallas traslacionales (strike-slip), el 4ngulo de inclinacién
estd cerca de 0 o de 180 grados. Para un terremoto por subduccion, el angulo de
inclinacién es generalmente més cercano a 90 grados, para una falla normal es aprox.

-90° y una inversa aprox. 90°.

» la distancia de deslizamiento (slip distance) es la distancia (generalmente en cm
o m) del bloque suspendido que se mueve con relacién al bloque en pie, en la
direccién especificada por el angulo de inclinacién. El bloque suspendido es el que
estd encima del plano de falla de inmersion (o a la derecha si se mueve en la direccién

de deslizamiento). Siempre es una cantidad positiva.

Este modelo proporciona una aproximacién grosera de la deformacion de la corteza
terrestre, que no esta compuesta por un material elastico isotrépico homogéneo, como se
supone en este modelo. Sin embargo, es una aproximacion razonable para el modelado de
tsunamis, puesto que, en general no se conocen exactamente los parametros de deslizamiento
de falla en el momento en el que se produce el tsunami, incluso ni siquiera se conocen con
exactitud tiempo después de haberse producido, de ahi el planteamiento de incorporar

incertidumbre en los mismos.

A continuacién, en la Figura 3.2 se muestra la relacién de los pardmetros para el modelo
de desplazamiento de Okada.

Figura 3.2: Definicion de los angulos strike, dip y rake para una modelo de rotura de falla.
Fuente: http://www.gps.alaska.edu/jeff /Classes/ GEOS655 /strike_ dip_ rake.gif


http://www.gps.alaska.edu/jeff/Classes/GEOS655/strike_dip_rake.gif
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3.2. Modelo bicapa de tipo Savage-Hutter para la si-
mulacién de avalanchas y la propagacién de tsu-

namis

En este trabajo consideramos un modelo bidimensional de dos capas de tipo Savage-
Hutter para la simulacion de avalanchas y la generaciéon y propagaciéon del tsunami generado.
Este sistema resulta de simplificar el modelo introducido en 2008 por Fernandez et al.
en [50], fijando para ello el sistema de referencia cartesiano usual, en vez del sistema de
referencia local considerado en dicho trabajo. Aqui, consideramos su extension natural a
los dominios 2D, para poder simular problemas con batimetria real. El sistema resultante

es el siguiente:

8U oF, oF. 8U
ot o D5, O BT+ Bo(U)
H
Sl(U)—+SQ(U)a—+SF(U) (3.2.1)
dy
donde
ql,x q1,y
2
Q. 1 1.0
5 - h2 5 Y
I h 29M In
N d1,291,y q%,y 1 h2
q1,y h h_+§g 1
U: ’ ) Fl(U): 1 ) FQ(U): 1 )
h2 42,z 42,y
q2,x q%,m n lghg q2,:pq2,y
g2,y ho 272 o
2
42,292,y By 1 5
0 —= + —gh
Iy hy 29"
0O 00 O 00 0
0 00 ghy 0 O gh
0O 00 0O 00 0
Bi(U) = , S1(U) = ,
=9 90 0 00 W=,
rghy 0 0 0 0 O ghs
0O 00 O 00 0
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0 00 0 00) 0
0 00 0 00 0
0 00 ghy 00 gh
BU: 9 SU: I
=15 00 0 0o (U) =7,
0 00 0 00 0
rghoy 0 0 0 0 O gha

Se(U) = (0 S (V) S(U) 0 S (V) + 7, S ()47, ) -

En estas ecuaciones, el indice 1 hace referencia a la capa superior que esta compuesta
de un fluido homogéneo no viscoso con densidad p;, y el indice 2 a una capa compuesta
de un material granular parcialmente fluidizado de porosidad . Si denotamos por p; la

densidad del material granular, entonces la densidad de la segunda capa viene dada por

p2 = (1 =10)ps + Yop1.

Supongamos ademdas que ambas capas son inmiscibles.

El sistema (3.2.1) se obtiene mediante un proceso de integraciéon vertical a partir de
un sistema bicapa inmiscible, donde cada una de las capas se suponen modeladas por
las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles para un fluido homogéneo, donde se han
despreciado los efectos viscosos horizontales, y se supone que la presion es hidrostatica
(véase [50]).

En el sistema anterior ademés, hi(x,t),l = 1,2 denota la altura de la capa de agua
(I = 1) y del material granular (I = 2), respectivamente, en el punto € D c R? en
el instante t, siendo D la proyeccién horizontal del dominio 3D donde tiene lugar el
deslizamiento y el tsunami. H(x) es la profundidad del fondo en el punto & medido desde
un nivel de referencia.

Introduzcamos las funciones

m(x,t) = hi(x,t) + ho(x,t) — H(x) (3.2.2)

(@, 1) = ho(z,t) - H(). (3.2.3)
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La primera de ellas representa la funcién que describe la superficie libre del fluido de la
primera capa, y n2(x,t) describe la interfaz que separa a cada uno de los fluidos (véase
Figura 3.3).

- - Nivel de referencia 1

- - Nivel de referencia 2

Figura 3.3: Esquema bicapa. Términos y notacién.

Denotemos por q(x,t) = (q.(x,t),q,(x,t)) al caudal de la capa [ en el punto x en el
tiempo t. El caudal esté relacionado con la velocidad promediada en altura w;(x,t) dada
por la expresiéon: q;(x,t) = hy(x,t) wi(x,t), [ = 1,2. El pardmetro r = p1/ps es el ratio de
densidades constantes de las dos capas. (p; < pa).

Los términos Sy, (U), k = 1,...,4, modelan los diferentes efectos de la friccion, y

T = (74, T,) es el término de friccién de Coulomb.
Los términos Sy, (U), k=1,...,4, vienen dados por:

Sp(U) =56, (U)+5,(U)  Sp(U) =15, (U) +52,(U)
Sp(U) =S, (U)+S1,(U) St (U) =18, (U) + S5, (U)

S.(U) = (Scw(U ), Se, (U )) parametriza la friccion entre las dos capas y se define como:

hih

SCI(U) = mf hg j_ T‘Qh (u2,x - ul,m) HU’Q - ul”
hih

Se,(U) =my hi—:hl (ug,y —u1y) |uz — i

donde my es una constante positiva.

S(U) = (Slz(U ). S, (U )), [ = 1,2 parametriza la friccion entre el fluido y el fondo no

erosionable (I = 1) y entre la capa de material granular y el fondo no erosionable (I =2), y
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ambos estan gobernados por la ley de Manning.

2

Si,(U) = —ghi —7=

h4/3 Utz |[w

l
: [=1,2

Sly(U) = —ghl

h4/3 Uty ‘ulH

l

donde n; >0 (I =1,2) es el coeficiente de Manning. Nétese que S;(U) s6lo se define donde
hao(z,y,t) = 0. En este caso, my =0y ng = 0. Igualmente, si hy(z,y,t) =0 entonces my =0
y nq =0.

Ademas, el término de la friccién de Coulomb 7 = (7., 7,,) controla el mecanismo de

parada del deslizamiento y se define asi:

=—-g(1 —r)hg tan(a)

Si|r||>0° =

Ty =-g(1- r)hz tan(a)

Si|r]|<0o®= qa.=0, ¢=0,

donde ¢¢ = g(1 - 7)hs tan(«), siendo « el dngulo de friccion de Coulomb. Obsérvese que r

se toma como 0 en o¢ v T, si hi(x,y,t) =0, es decir, si se trata de un deslizamiento aéreo.
) b ) b )

Notese también que el modelo anterior se reduce al modelo habitual de una capa

shallow-water si hy = 0 y al modelo de Savage-Hutter si hy = 0.

Finalmente, algunas soluciones estacionarias de interés para el sistema anterior corres-

pondientes al agua en reposo, es decir, u; =0, [ =1,2 son:

U =Ug = 0
hi + he — H = constante (3.2.4)
8$(h2 - H) < tan(éo),
8y(h2 - H) < tan(éo)
y, en particular,
U =Ug = 0
hi + hy — H = constante (3.2.5)

hs — H = constante

son soluciones del sistema.
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3.3. Modelo de Ripa

Consideremos ahora la modificacion del sistema de ecuaciones de aguas someras en
las que se tiene en cuenta las fluctuaciones de temperatura del agua. Este sistema fue
inicialmente propuesto por Ripa en [113, 114] y para problemas unidimensionales se escribe

CO1mo.

Oth + 0, (hu) =0,
9,(hu) + 0, (m? + ghQQ)) _ _ghbo,b, (3.3.1)
0y (h0) + 9, (hbu) =0,
siendo h es la profundidad del agua; u es velocidad promediada en altura; b es la topografia
del fondo, que se considera independiente del tiempo; g es el coeficiente de la gravedad; 6

denota el campo correspondiente a la temperatura. Denotaremos por ¢ = hu el caudal del

agua y por p = ghzg la presion dependiente de la temperatura.

Figura 3.4: Modelo de Ripa 1 capa. Términos y notacion.

Este sistema se introdujo en [113, 114, 43] para modelar las corrientes oceanicas y se
lo conoce como el sitema de Ripa. La derivacién del sistema se basa en considerar modelos
oceanicos multicapa e integrar verticalmente los campos de densidad, gradiente de presion
horizontal y velocidad en cada capa. El modelo incorpora los gradientes de temperatura
horizontal, lo que da como resultado las variaciones en la densidad del fluido dentro de
cada capa. Nosotros consideramos aqui el modelo mas sencillo que es el compuesto por

una unica capa (Ver Figura 3.4).

A la hora de obtener esquemas numéricos para aproximar las soluciones débiles de

(3.3.1), se presta especial atencién a las soluciones estacionarias debido a su interés fisico.
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Para el modelo de Ripa (3.3.1), las soluciones estacionarias verifican:

Ox(hu) =0,

u? g
0, (5 + gb(h + b) + 210,00, (3.3.2)
O (hfu) = 0.

Entre los estados estacionarios del sistema (3.3.2), aquellos correspondientes a agua en

reposo son de especial interés:
6 = constante, h+b=constante, u=0, (3.3.3)
y las soluciones correspondientes a
b = constante, p= gh26 = constante, wu =0. (3.3.4)

En objetivo sera obtener métodos numéricos que sean bien equilibrados para los estados
(3.3.3) v (3.3.4) y que conserven la positividad de h y 6, ademas de su extension a alto

orden.
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Multi-level Monte Carlo finite
volume method for shallow water
equations with uncertain parameters
applied to landslides-generated

tsunamis

En este primer trabajo, aceptado para su publicacion en Applied Mathematical Modelling
en marzo de 2015, se estudia el modelado de tsunamis generados por avalanchas submarinas,
y se realiza el analisis de incertidumbre para los parametros: ratio de densidades, coeficiente

de fricciéon entre capas y angulo de friccion de Coulomb.

Consideramos una versién simplificada y unidimensional del modelo bicapa de tipo

Savage-Hutter propuesto en [50] cuyas ecuaciones son

Ohi  Oq

o e Y
8q1 8 q% q 2 8h2 _ dH
8t+8x(h1+2h1 +gh18w _ghldl’+sf+5bl "
s, 00 o
ot Or
dga 0 (@3 g, Ohy dH
—+—|=+=zh hy——— = gho— — .
8t+8w(h2+22 +Tg28:c dem rop T
y que ya hemos descrito con anterioridad en la Seccién 3.2.
El sistema (3.3.5) puede escribirse de la siguiente forma:
wy + F(w), + B(w)w, = S(w)H, + Sp(w), (3.3.6)

7



78 MLMUC applied to landslides-generated tsunamis

En este articulo, presentamos un paradigma novedoso para la cuantificacion de la
incertidumbre (UQ) que combina el esquema numérico de volimenes finitos IFCP con
el que hemos discretizado el sistema hiperbélico no conservativo (3.3.5); junto con un

novedoso algoritmo de muestreo estadistico Monte Carlo multinivel.

Este trabajo se articula como sigue: en primer lugar, presentamos el esquema que
utilizaremos para discretizar el sistema (3.3.5) incluyendo los términos de friccion Sg(w).
Estos términos se discretizaran de forma semi-implicita como se describe en [15]. La

discretizacion del término de friccién 7 se realizara siguiendo el procedimiento descrito en
[50].

El esquema numérico consta de tres etapas, cada una de ellas referenciada por un
superindice fraccionario: en la primera etapa se realiza la aproximacion del sistema
hiperbdlico no conservativo donde hemos eliminado todos los términos de fricciéon. La
aproximaciéon se realiza mediante el esquema IFCP y se propone una discretizacion de
los términos de presion que es compatible con la discretizacion del término de friccion de
Coulomb y que hace que el esquema aproxime correctamente las soluciones estacionarias
(3.2.5). En la segunda etapa se realiza una discretizacién semi-implicita de los términos de
friccion Sy y S, y en el ultimo se discretiza el término de Coulomb de forma semi-implicita
siguiendo las ideas descritas en [15] para la simulacién de avalanchas “aéreas” de materiales

granulares.

El esquema resultante es exactamente bien equilibrado para las soluciones estacionarias
(3.2.4). Ademés aproxima con precision las soluciones estacionarias (3.2.5). Estas soluciones
representan estados de equilibrio donde la presién se compensa con la friccién “estatica”,

dando lugar a los perfiles caracteristicos de avalanchas de materiales granulares.

Se considera ademas la extension a orden 2, usando reconstrucciones de tipo MUSCL,

siguiendo el trabajo de Gallardo-Castro-Parés en [24].

A continuacién, introducimos la incertidumbre en los parametros arriba mencionados.
Para ello y basandonos en la teoria de campos aleatorios descrita en la Seccién 2.1,
consideramos (3, F,IP) un espacio de probabilidad completo y denotamos por w(t,x,§),

& €3, como la soluciéon del sistema:

wi(§) + F(w), + B(w,&)w, = S(w)H, + Sp(w,§). (3.3.7)

Adaptamos y aplicamos el método MLMC al célculo eficiente de los estadisticos de
la solucion. Este algoritmo se basa en el calculo de la soluciéon sobre mallas anidadas
de diferentes resolucién y la posterior estimaciéon de cantidades estadisticas de interés,

combinando los resultados de las diferentes resoluciones. El método es completamente
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no intrusivo, facil de paralelizar, rapido y preciso. En particular, podemos obtener varios
6rdenes de magnitud en eficiencia computacional si lo comparamos con el método estandar

de Monte Carlo.

Finalmente, comparamos el método y los resultados en tres casos:

= Un deslizamiento submarino unidimensional sobre una topografia de fondo plano.

» Un experimento de laboratorio unidimensional realizado por Fritz et al. en [53] para

reproducir el mega-tsunami de Lituya Bay de 1958.

= El mega-tsunami 2D de Lituya Bay.

En el primero de los casos tomamos los pardmetros ¢y = 0.0001, r = 0.5 y dp = 35°
con una variabilidad del 40 % sobre estos valores. Realizamos la cuantificacién de la
incertidumbre para el sistema Savage-Hutter de dos capas con la incertidumbre en los
pardmetros anteriores utilizando los esquemas IFCP de primer y segundo orden, tanto
para MC como para MLMC.

En el caso MC-IFCP de orden 1, que notaremos por MC-IFCP1 usaremos N = 1024
celdas de resolucion y M = 1024 ensayos (muestras). En el método MCML-IFCP1 usaremos
L = 6 niveles de resolucién, desde Ny = 32 celdas hasta N5 = 1024 celdas, tomando M5 = 16
ensayos en la malla de resolucién mas fina. Para el esquema de segundo orden, usaremos
M =512 muestras en una resolucién de N = 1024 celdas para MC-IFCP2, y para MLMC-
IFCP2, al igual que para el primer orden, L = 6 niveles de resolucion desde Ny = 32 celdas

hasta N5 = 1024 celdas, tomando M5 = 16 ensayos en la malla de resoluciéon més fina.

La principal diferencia entre los métodos propuestos se obtiene cuando se compara la
eficiencia computacional, medida en términos del error cometido con respecto al tiempo
de ejecucion. Los métodos MLMC son aproximadamente de 60 a 80 veces mas rapidos
que los métodos MC correspondientes, para el mismo nivel de error. Esta ganancia de
casi dos ordenes de magnitud en eficiencia de los métodos de MLMC y que puede ser
incluso mayor en problemas bidimensionales hacen que la técnica MLMC pueda utilizarse

en simulaciones més realistas con un costo computacional aceptable.

Motivado por el hecho de que el método IFCP-MLMC de segundo orden fue la
técnica computacional més eficiente en el primer experimento numérico (dos érdenes de
magnitud mas rapido que otros métodos para el mismo nivel de error en media y varianza),
simulamos el modelo 1D a escala de laboratorio [53] utilizando el método IFCP-MLMC de
segundo orden. La cantidad principal de interés para el experimento es la altura de alcance

de la ola (runups) que queda registrada en la rampa. Los resultados de la simulacién
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coinciden de forma satisfactoria con los obtenidos con el experimento de laboratorio.
En particular, la altura méxima y su tiempo de llegada coinciden casi exactamente con
los datos experimentales y, sin duda, los datos experimentales para la méxima altura
se encuentran dentro de la dispersion estadistica de la solucién. Ademaés, la simulacién
también muestra un segundo runup provocado por la reflexién de la primera onda. Sin
embargo, existen diferencias cuantitativas, particularmente con respecto al tiempo de

llegada de la onda reflejada.

Finalmente, realizamos una simulacién realista del mega-tsunami de Lituya Bay en 1958
del cual se tienen registros de runups. Dado que el dominio subyacente es bidimensional,
consideramos la version bidimensional del modelo Savage-Hutter de dos capas como se
presenta en [50] y la aproximamos utilizando una extensiéon bidimensional del esquema
I[FCP. Para simplificar, usamos el esquema [FCP de primer orden. Para la realizacion
de calculos rapidos, este esquema se ha implementado en GPU usando CUDA siguiendo
las ideas principales descritas en [4]. La implementacién de MLMC-IFCP también se ha
desarrollado en CUDA.

Los resultados numéricos indican claramente que el marco MLMC-IFCP puede aproxi-
mar las medidas estadisticas de interés, como las alturas maximas de alcance de las olas
(runups), con bastante precision y con un coste computacional razonable. Se comprueba
también la coincidencia cualitativa y cuantitativa de los datos numéricos con los datos
experimentales y observados. Ademas, las simulaciones ayudan a identificar la sensibilidad

de los parametros de incertidumbre incorporados.



Uncertainty quantification in
tsunami modeling using Multi-level

Monte Carlo finite volume method

En este segundo trabajo, aceptado para su publicacion en Journal of Mathematics and
Industry en junio de 2016, es un trabajo que complementa al anterior y en él se lleva a
cabo el estudio de cuantificaciéon de la incertidumbre en los sistemas de ecuaciones que
modelan los tsunamis generados por terremotos, ademas de los ya estudiados generados
por avalanchas. Aqui ademas, la descripcion de los modelos y de los esquemas numéricos

se realiza directamente para problemas bidimensionales.

En primer lugar se describen de forma general tanto los sistemas de tipo Savage-Hutter
bidimensionales bicapa (3.2.1) que modelan el comportamiento de tsunamis generados por
avalanchas, descritos en la Seccién 3.2, como los sistemas de ecuaciones de aguas someras
bidimensionales una capa (3.1.1) que se suelen utilizar para la simulacién de tsunamis.
Junto con estas ecuaciones se usa el modelo de deformacion de Okada (1985) para predecir
la deformacion inicial del fondo marino que se supone que transmite de forma instantanea
la superficie del mar para generar la onda inicial del tsunami. El modelo de Okada asume
que el terremoto se genera por la ruptura de un tnico plano de falla. Esta falla se describe
por una serie de parametros fisicos que son: 1) buzamiento o inmersién (dip); 2) dngulo de
deslizamiento (strike); 3) azimut (rake); 4) anchura de la falla; 5) longitud de la falla; 6)
profundidad del epicentro; y deslizamiento o dislocacion (slip). Todos estos parametros y

sus magnitudes se detallan en el articulo.

A continuacién se describe de forma general la construccion de un esquema de volimenes
finitos de alto orden en dominios bidimensionales. Esta formulacion general es la que se
usa para la discretizacion de los sistemas de aguas someras mono y bicapa, prestando
especial atencion al tratamiento de los términos de presion tal como se indicaban en el

articulo anterior, asi como el tratamiento semi-implicito de los términos de friccién.

81
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El hecho de no conocer con exactitud los parametros de la deformacién hacen que el
modelo de Okada sea susceptible de ser analizado por la teoria de cuantificacién de la
incertidumbre. En este trabajo se analizaran los efectos de incorporar incertidumbre en: la
distancia de deslizamiento (slip), el &ngulo de inmersién (dip), el dngulo de deslizamiento

(strike) y el dngulo de inclinacién (rake).

Con el fin de mostrar la eficiencia de la técnica MLMC para este tipo de problemas
se lleva a cabo una simulacién de un tsunami provocado por un terremoto en el Mar
Mediterraneo. En dicha simulacion, la incertidumbre en los valores de entrada para
estos parametros conduce a la incertidumbre en la solucién del modelo de Okada y, por
consiguiente, en el sistema de aguas someras (3.1.1). Aqui consideramos una discretizacion
de segundo orden del sistema (3.1.1) sobre la esfera por medio de un esquema PVM path-
conservative en combinacién con un operador de reconstruccion tipo MUSCL. Este modelo
se ha implementado en GPU con CUDA y con el método MLMC-FV. Se ha usado una
cuadricula rectangular de 30 segundos de arco para realizar la simulacion 7019520 celdas y
L =4 niveles de resoluciéon con M, = 64 muestras para el nivel mas alto. Consideramos la
siguiente variabilidad en los parametros: slip= 10 £ 2 m, dip= 35° = 10°, strike= 310° + 10°,
rake= 90° + 10°. Ademas, tomamos la condicion CFL como 0.5 y el coeficiente de friccion
0.03.

En este caso, vemos que la desviaciéon estandar calculada a causa de los parametros
inciertos es inferior a 0.1m sobre la media en la propagacion del tsunami. El méximo se

encuentra cerca de las zonas costeras y en los frentes de las olas, como se esperaba.

Con respecto al tiempo de GPU, la simulacion MLMC-FV completa toma aproximada-
mente 1.5 horas de tiempo de computacion, es decir, menos de la mitad del tiempo real
para proporcionar UQ en un problema tan grande. Este ejemplo muestra que el método

MLMC-FV es un marco atractivo para la UQ en flujos geofisicos reales.



A HLLC scheme for Ripa model

En este dltimo trabajo, aceptado para su publicacién en Applied Mathematics and
Computation en enero de 2016, se considera la modificacion del sistema Saint-Venant de
ecuaciones de aguas someras, en las que se tienen en cuenta las fluctuaciones de temperatura

del agua. En una dimension espacial, el sistema toma la forma:

ath + @;(hu) = O,
9, (hu) + 0, (mﬁ + ghQH) = —gh09,b, (3.3.8)
0,(h6) + 0, (hob) = 0,

donde h es la profundidad del agua; u es la velocidad horizontal promediada en profundidad;
b es la topografia del fondo que se supone independiente del tiempo; g es la constante

gravitacional; 6 denota el promedio de la temperatura en la capa ocupada por el fluido.

Denotaremos por ¢ = hu la descarga y por p = ghzﬁ la presiéon dependiente de la

temperatura.

Este sistema fue propuesto inicialmente en [43, 113, 114] para modelar las corrientes
oceanicas y se lo conoce como sistema de Ripa. La derivacion del sistema es similar a
la que se realiza para la obtencion del sistema de aguas someras, pero donde ademas se
considera que los gradientes de temperatura horizontal influyen en la densidad del fluido y,

por consiguiente, en los términos de presion.

Como ya comentamos en la seccion 3.3, entre los estados estacionarios del sistema

(3.3.8), aquellos correspondientes a agua en reposo son de especial interés:
0 = constante, h+0b=constante, wu=0, (3.3.9)
y las soluciones correspondientes a

b = constante, p= ghQH = constante, u=0. (3.3.10)
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Este sistema se estudié en [40], donde se introdujo un esquema numérico bien equilibrado
basado en el esquema central-upwind. En este articulo pretendemos derivar un nuevo
esquema numérico para el sistema Ripa (3.3.8) basado en el marco de los resolvedores de
Riemann simples para leyes de equilibrio introducidos en [14] y [103]. Usando este marco,
presentamos un esquema de tipo HLLC, introducido en [131], siguiendo una técnica similar

a la presentada en [34] para las corrientes turbiditicas.

Para la construccion de este esquema consideramos un resolvedor de Riemann simple
de 4 ondas con 5 estados intermedios constantes que es camino-conservativo y que tiene

las siguientes propiedades:

= es bien equilibrado para las soluciones (3.3.9) y (3.3.10),
= es positivo para h y 0,

» ademds satisface una desigualdad de entropia discreta en el caso de topografia b(x)
constante. Postulamos ademas, que el resolvedor deberia satisfacer una desigualdad

similar si b(x) es continuo para Az suficientemente pequeno.

Se propone ademds un esquema de alto orden (segundo y tercer orden) donde se usa
un detector para poder discriminar las soluciones de la familias (3.3.9) y (3.3.10). En este
punto, y para garantizar la positividad del esquema de alto orden, se sigue el procedimiento
descrito en [123].

Por tanto, en este trabajo, hemos desarrollado un esquema HLLC de alto orden para el
sistema Ripa que se deriva siguiendo una técnica general basada en resolvedores de Riemann
simples camino-conservativos. El esquema resultante es robusto, facil de implementar, bien
equilibrado, conserva la positividad y es disipativo de entropia para el caso de fondo plano.
Es la primera vez que se propone un esquema con estas propiedades para el sistema de

Ripa.
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Conclusiones

Esta seccién resume las conclusiones mas relevantes extraidas de este trabajo de

investigacion. También se sugieren algunas lineas futuras de trabajo.

Se ha realizado la extension del esquema numérico IFCP, propuesto inicialmente para
el sistema de aguas somera bicapa, a sistemas hiperbodlicos de leyes de conservacién con
términos fuentes y productos no conservativos. Se han estudiado las propiedades de bien

equilibrado y se ha demostrado la estabilidad L* lineal del mismo.

Se ha llevado a cabo la aplicacion de este esquema al modelo de Savage-Hutter bicapa
para la simulacion de avalanchas y propagacion de tsunamis, donde se presta especial
atencion a la discretizacion de los términos de presion y del término fuente correspondiente
a la friccion de Coulomb. Se estudian las propiedades de bien equilibrado del esquema

resultante.

Se han implementado algoritmos de tipo MLMC que permiten incorporar incertidumbre
en la simulacién de tsunamis generados por avalanchas. Para ello se ha combinado la
técnica MLMC con el método de voliimenes finitos de “camino conservativo” IFCP de
primer y segundo orden. Se ha analizado la eficiencia del método comparando con el método
MC estandar obteniéndose mejoras de hasta dos érdenes de magnitud respecto al esfuerzo
computacional. Se han comparado las simulaciones con datos de laboratorio. También se
ha simulado el tsunami ocurrido en la bahia de Lituya (Alaska) ocurrido en 1958, siendo
los resultados obtenidos de gran utilidad para la validacion de la metodologia empleada. Se
ha extendido esta técnica a otros problemas tales como la evaluacion de la incertidumbre
en tsunamis provocados por seismos, aplicando la cuantificacion de la incertidumbre en los

parametros del modelo de Okada, obteniéndose resultados satisfactorios.

Se ha trabajado en la aproximacién de leyes de equilibro hiperbdlicas para la obtencion
de un esquema numeérico que presente buenas propiedades relativas al bien equilibrado
y positividad para el sistema de Ripa. Se presenta un resolvedor de Riemann de tipo
HLLC que preserva dos familias de soluciones estacionarias y que es positivo, asi como su

extension a alto orden.
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Lineas futuras

Lineas futuras

Se trabaja en la extension de las técnicas propuestas a otro problemas de flujos
geofisicos, como los correspondientes al arrastre de sedimentos mediante modelos de tipo
aguas someras - Exner o de flujos hiperpicnales. También resulta de especial interés la
reformulacién del modelo de Ripa de una y dos capas sobre la esfera anadiendo términos
fuentes que tengan en cuenta la radiacion solar y otras fuentes externas. La discretizacion
de este tipo de modelos es un reto debido a la presencia de diferentes términos fuentes y
de los términos que aparecen como consecuencia de estar formulados sobre una variedad.
Ademas se estd trabajando en la implementacién del algoritmo de optimizacién de Nelder-
Mead (véase [96]) y variantes del mismo para el calibrado automético de los parametros

que aparecen en los diferentes modelos que hemos mencionado.
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