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Introduccion

Sea I un ideal homogéneo del anillo de polinomios R = K[z, ..., x,] sobre un cuerpo
K, uno de los conocimientos mas profundos que se puede tener del anillo cociente R/I,
y por tanto de I, es el de su resolucién libre minimal graduada. Desafortunadamente hay
muy pocos casos en los que se conoce una descripcion explicita de esta resolucién y aun-
que existen métodos efectivos para su cdlculo, en términos practicos es inabordable incluso
en pequefios ejemplos. Es por este motivo que muchos autores han concentrado esfuerzos
en la obtencién de informacidn parcial de la resolucidn sin pasar por un cédlculo explicito
de la misma. Este conocimiento parcial de la resolucion, ademds de aportar informacion
relevante del anillo R/I, puede ayudar posteriormente a agilizar el cédlculo de la resolu-
cién. Un ejemplo es el de la regularidad de Castelnuovo-Mumford, que aporta una cota
superior sobre los grados de las sicigias y, por ende, su conocimiento a priori evita cdlculos
innecesarios de sicigias de alto grado. En esta linea de investigacion se encuadra el trabajo
de Bayer y Stillman [7], asi como los posteriores de Bermejo y Gimenez [13], [14], [15] y
[17]. Estos trabajos tratan el célculo de invariantes cohomoldgicos de ideales homogéneos
en el anillo de polinomios, haciendo especial hincapié en el cédlculo de la regularidad de
Castelnuovo-Mumford. La herramienta comun a los mismos es la utilizacién de las buenas
propiedades de la base de Grobner de un ideal homogéneo respecto del orden monomial
lexicografico inverso graduado.

Esta Tesis se enmarca en el mismo dmbito que los trabajos ya citados y entre las apor-
taciones que realiza caben destacar:

1. La aplicacion de los resultados de Bermejo-Gimenez para el estudio de ciertos ani-
llos de coordenadas de curvas proyectivas.

Calculamos invariantes cohomoldgicos tales como la serie, la funcién y el polino-
mio de Hilbert, la dimensién proyectiva y la regularidad de Castelnuovo-Mumford
para ciertas familias de anillos coordenados de curvas monomiales proyectivas. Asi-
mismo, somos capaces de caracterizar cudndo son Cohen-Macaulay y calcular su
tipo Cohen-Macaulay cuando lo son, cuando son Gorenstein, interseccién completa
y Koszul. Como paso intermedio para obtener estos resultados, se estudia la base de
Grobner del ideal de definicion de la curva monomial correspondiente con respecto
al orden lexicografico inverso graduado.

2. La generalizacion de resultados a ideales homogéneos respecto a un vector de pesos.
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Una generalizacion natural de los ideales homogéneos son los ideales w-homogéneos
u homogéneos respecto a un vector de pesos w € (Z1)". Los ideales w-homogéneos
y sus respectivos anillos graduados cociente son el objeto principal de estudio de es-
ta Tesis. Para estos ideales y anillos obtenemos versiones andlogas de los resultados
conocidos para los ideales homogéneos usuales. De forma natural, la herramienta
utilizada para generalizar los resultados es el estudio de las buenas propiedades de
las bases de Grobner respecto del orden lexicografico graduado respecto del corres-
pondiente vector de pesos w.

. La profundizacion en el entendimiento de las buenas propiedades de las bases de

Grobner respecto del orden lexicogrdfico inverso de un ideal homogéneo respecto de
un vector de pesos I .

Sea A una normalizacién de Noether de R/I, demostramos cémo a partir de la base
de Grobner de I con respecto al orden lexicografico inverso graduado, se puede ob-
tener informacién interesante de la resoluci6n libre minimal graduada de R/I como
A-médulo, que llamaremos resolucion de Noether. En algunos casos que incluyen
cuando R/I es Cohen-Macaulay o tiene dimensién de Krull a lo sumo 2, veremos
c6émo a partir de esta base de Grobner se puede describir enteramente su resolucién
de Noether. Dado que la resolucion de Noether estd intimamente ligada con la reso-
lucién usual como R-mddulo, los resultados en esta linea aportan un entendimiento
mds profundo de algunos resultados de Bayer-Stillman y de Bermejo-Gimenez.

4. La especializacion de los resultados generales para anillos de semigrupo.

En esta Tesis se hace especial hincapié en los anillos de semigrupo y muchos de
los resultados obtenidos con caricter general se han especializado para anillos de
semigrupo. El fin de estos resultados es el de describir los invariantes cohomolégicos
y las propiedades del anillo en términos del semigrupo subyacente y evitar el cdlculo
de bases de Grobner.

Todos los capitulos de esta Tesis comienzan con una seccién llamada Generalidades
en la que no se aportan resultados novedosos pero se introducen las nociones, resultados y
notaciones que son necesarios para el desarrollo de las otras secciones, donde si se incluye
material original. El esquema seguido para la redaccién de esta memoria cambia segtin el
capitulo con el tnico fin de poder presentar los resultados de forma 16gica y concisa. Ast,
en los Capitulos 1 y 3 se ha optado por ir de lo general a lo particular. En ambos capitulos
se estudian primero los anillos gradudados respecto de un vector de pesos y posteriormente
los anillos de semigrupo. Dado el cardcter mas general de los primeros, los resultados que
se obtienen se aplican en el contexto de anillos de semigrupo y profundizamos en ellos a
fin de lograr que sean puramente combinatorios. Por contra, en el Capitulo 2 vamos de lo
particular a lo general. En este caso se procede de este modo porque se construyen los casos
mds generales sobre los resultados obtenidos para los particulares.

Los contenidos y principales resultados de esta Tesis son los siguientes:

6
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El Capitulo 1 comenzamos por introducir las propiedades e invariantes que se trabajan
en el mismo. En particular, presentamos los objetos de estudio de esta tesis: los ideales ho-
mogéneos pesados, también denominados w-homogéneos donde w es un vector de pesos, y
los anillos de semigrupo simpliciales. En la segunda seccién del capitulo consideramos un
ideal w-homogéneo I y una normalizacién de Noether A = K[z,_gi1,...,2,] < R/Iy
proporcionamos en el Teorema 1.2.3 un criterio efectivo para determinar si el anillo R/ es
Cohen-Macaulay. Dicho criterio afirma que R/I es Cohen-Macaulay si y solo si las varia-
bles x,,_441, - - ., T, no dividen a ningln generador minimal del ideal inicial de I respecto
al orden lexicografico inverso w-graduado. Como aplicacién de este, en el Teorema 1.2.6
caracterizamos las curvas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas cuyo anillo de
coordenadas es Cohen-Macaulay. Posteriormente nos centramos en los anillos de semigru-
po simpliciales y aportamos en la Proposicién 1.3.3 una prueba alternativa de un conocida
caracterizacion de la propiedad Cohen-Macaulay para anillos de semigrupo simpliciales.
Como aplicacién de estos ultimos resultados, en el Teorema 1.3.6 determinamos cudndo
el anillo de coordenadas de una curva monomial proyectiva asociada a una sucesion casi
artimética de diferencia 1 es Cohen-Macaulay. En la tiltima seccién de este capitulo estudia-
mos la Macaulayficacion de anillos de semigrupo. En el Teorema 1.4.3, que es el principal
de esta seccion, describimos en términos combinatorios la Macaulayficacion de los anillos
de semigrupo simpliciales. Como aplicacién del mismo, en el Corolario 1.4.6, concluimos
que la Macaulayficacién de una curva monomial lisa es la curva racional normal de igual
grado.

El Capitulo 2 estd dedicado al estudio de diferentes invariantes en curvas monomiales
proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas. Comenzamos presentando la
estrategia que usamos en el capitulo para calcular la regularidad de Castelnuovo-Mumford
del anillo de coordenadas k[C] de la curva C. Seguimos el capitulo con el estudio de los
invariantes de las curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas, que
ya probamos que son aritméticamente Cohen-Macaulay en el Teorema 1.2.6. Asi en el
Teorema 2.2.2 se da una férmula para calcular la regularidad y en los Teoremas 2.2.3 y
2.2.5 la serie y funcién de Hilbert del anillo, respectivamente. Ademads, se calcula el tipo
Cohen-Macaulay de K[C] en el Teorema 2.2.8 y se caracteriza en consecuencia la propie-
dad Gorenstein en el Corolario 2.2.9. La tercera seccién del capitulo estudia los invariantes
de K[C] con C una curva monomial proyectiva asociada a una sucesion aritmética genera-
lizada. Caracterizamos en el Corolario 2.3.1 cudndo K[C] es interseccién completa y en el
Teorema 2.4.2 cuando es Koszul. Consideramos posteriormente una subfamilia de curvas
de este tipo para la que proveemos en el Teorema 2.3.12 una férmula para el calculo de la
regularidad del anillo y en los Teoremas 2.3.14 y 2.3.16 las series y funcién de Hilbert del
mismo, respectivamente. Concluimos el capitulo estudiando la propiedad Koszul del anillo
coordenado de curvas monomiales proyectivas de baja codimension; en los Teoremas 2.4.6
y 2.4.7 listamos todas las curvas monomiales proyectivas cuyo anillo coordenado es Koszul
y tienen codimensién 2 y 3, respectivamente.

Sea I un ideal w-homogéneo y A una normalizacién de Noether de R/, en el Capitulo
3 estudiamos la resolucién libre minimal w-graduada de R/I como A-mdédulo, que llama-
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remos resolucién de Noether de R/I. Comenzamos por explicar cémo obtener el primer
paso de dicha resolucién. En la Proposicién 3.2.1 y el Teorema 3.2.3 describimos como
hallar la resolucién de Noether de R/ en términos de una base de Grobner de I con res-
pecto al orden lexicografico inverso w-graduado cuando R/[ tiene dimensién de Krull 1 o
2. Como consecuencia, obtenemos una férmula para la serie de Hilbert w-graduada en el
Corolario 3.2.4. Si el ideal es graduado (estdndar), en el Corolario 3.2.6 proporcionamos
una férmula para el célculo de la regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I. Posterior-
mente nos restringimos a anillos de semigrupo simpliciales y obtenemos versiones de los
resultados anteriores en términos del semigrupo. A saber, en el Teorema 3.3.1 describimos
el segundo (y dltimo) paso de la resolucién de Noether cuando d = 2 y en el Corolario
3.3.2 la serie de Hilbert de R/I. En la Nota 3.3.3 se muestra cémo calcular la regularidad
en anillos de semigrupo simpliciales homogéneos de dimension 2. Como aplicacidn de este
método, a continuacién nos centramos en las curvas monomiales proyectivas y aportamos
en el Teorema 3.3.5 una cota superior para la regularidad de Castelnuovo-Mumford del
anillo de semigrupo asociado a la curva. Cerramos el capitulo aportando la resolucién de
Noether de las proyeccciones candnicas de las curvas monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas en el Teorema 3.3.15.

A lo largo de esta memoria se encuentran ejemplos que requieren del cdlculo de bases
de Grobner. Estos cdlculos, salvo que se indique lo contrario, se han efectuado haciendo uso
del software SINGULAR [26]. Igualmente, dichos cdlculos se pueden llevar a cabo mediante
cualquier programa especializado como CoCoA [22] 0 MACAULAY?2 [34].

La mayoria de los resultados presentados en esta Tesis forman parte de [8] y [9]:

= [ Bermejo, E. Garcia-Llorente e 1. Garcia-Marco, Algebraic invariants of projective
monomial curves associated to generalized arithmetic sequences.

En este articulo se estudian invariantes algebraicos del anillo coordenado homogéneo
de curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas.
Mais concretamente, se caracterizan las propiedades Cohen-Macaulay y Koszul del
anillo. En los casos de codimensién 2 y 3, se listan todas las curvas monomiales
proyectivas cuyo anillo asociado es Koszul. Adem4s en el caso Cohen-Macaulay se
obtiene una férmula para el tipo Cohen-Macaulay. Asimismo, se obtienen férmulas
para la regularidad de Castelnuovo-Mumford, la serie de Hilbert y la funcién de
Hilbert del anillo asociado a un subconjunto de estas curvas.

» [ Bermejo, E. Garcia-Llorente, I. Garcia-Marco y M. Morales, Noether resolutions
in dimension 2.

En este articulo se trabaja bajo la hipétesis de que I es un ideal w-homogéneo del
anillo de polinomios R = K{z1,...,x,] y que A = K[Zy_ay1,-..,%,] €s una nor-
malizacién de Noether de R/1, y se estudia la resolucién minimal graduada de R/I
como A-mddulo. En particular, cuando R/I es Cohen-Macaualay o su dimensién
de Krull es a lo sumo 2, describimos como obtener enteramente la resolucién de
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Noether de R/I a partir de una base de Grobner de I respecto del orden lexicogra-
fico inverso w-graduado. Ademds, cuando R/ es un anillo de semigrupo simplicial
de dimension a lo sumo 2, proporcionamos la resolucién de Noether multigraduada
en términos puramente combinatorios. Como consecuencia, a partir de estas reso-
luciones obtenemos criterios para determinar si R/ es Cohen-Macaulay asi como
férmulas para la serie de Hilbert y, cuando el ideal es homogéneo, la regularidad de
Castelnuovo-Mumford. Adicionalmente, cuando [ es térico simplicial y en cualquier
dimensién calculamos la Macaulayficacion del anillo de semigrupo asociado.

Los resultados obtenidos en esta tesis, tanto en sus versiones preliminares como en su
version definitiva, han sido presentados por Eva Garcia Llorente en los siguientes congresos

y foros de difusion cientifica:

Jornadas de trabajo Ideales monomiales, calculo y aplicaciones, celebrado en Logro-
o, Espafia, en 2010.

Ciclo de seminarios publicos del CESGA, celebrado en Santiago de Compostela,
Espatia, en 2010.

XII Encuentro de Algebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en San-
tiago de Compostela, Espaiia, en 2010.

Toric Geometry Seminar, celebrado en Caceres, Espafia, en 2010.

EACA’s First International School on Computer Algebra and Applications, celebrada
en Tenerife, Espafia, en 2011.

Effective Methods in Algebraic Geometry (MEGA 2011), celebrado en Estocolmo,
Suecia, en 2011.

International School on Computer Algebra COCOA 2011, celebrado en Passau, Ale-
mania, en 2011.

I Encuentro de Jovenes Investigadores en Matematicas de la ULL, celebrado en Te-
nerife, Espaiia, en 2011.

XIII Encuentro de Algebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en Al-
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Capitulo 1

La propiedad Cohen-Macaulay en
ideales w-homogéneos.

"

"Life is really worth living in a Cohen-Macaulay ring."
Hochster [40] (1978)

Este primer capitulo estd dividido en cuatro secciones y estd dedicado a estudiar la
propiedad Cohen-Macaulay de los anillos de la forma R/I, donde R = K{zy,...,x,] es
un anillo de polinomios sobre un cuerpo infinito K" e / un ideal graduado respecto a un
vector de pesos enteros positivos.

En la primera seccion introducimos las definiciones y resultados que consideramos ba-
sicos para la consecucion del resto del capitulo. Comenzamos definiendo el concepto de
anillo Cohen-Macaulay y recordando algunos resultados relativos a estos anillos. Poste-
riormente introducimos el principal objeto de estudio de esta tesis: los ideales homogéneos

I respecto a un vector de pesos positivos w = (w1, ..., wy,) € (Z1)", que llamaremos idea-
les w-homogéneos. Introducimos asimismo la hipétesis adicional bajo la que trabajaremos:
el anillo de polinomios A := K[z, 441, - - -, %, €s una normalizacién de Noether de R/1,

donde d = dim(R/I). Finalmente, como familias interesantes de ideales homogéneos res-
pecto a un vector de pesos, consideramos los ideales téricos simpliciales y, su subfamilia
notable, de las curvas monomiales proyectivas y recordamos algunas de sus propiedades
bésicas.

El la segunda seccién consideramos R-médulos R/I con I un ideal w-homogéneo y
w € (Z*)™. Cuando A es una normalizacién de Noether de R/ describimos en la Proposi-
ci6én 1.2.2 un sistema de generadores de R/I como A-mdédulo. Bajo las mismas hipétesis,
aportamos en el Teorema 1.2.3 un criterio para determinar si R/I es Cohen-Macaulay. La
herramienta para obtener estos resultados son las bases de Grobner. De hecho, el Teore-
ma 1.2.3 afirma que R/I es Cohen-Macaulay si y solo si las variables z,,_qy1, ..., %, NO
dividen a ninguin generador minimal monomial del ideal inicial de I respecto de un determi-
nado orden monomial; a saber, el orden lexicogréfico inverso w-graduado. Este resultado
supone una generalizacion natural de [14, Proposition 2.1], vdlido cuando I es homogé-
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neo en el sentido usual. Como aplicacién del Teorema 1.2.3 obtenemos el Teorema 1.2.6,
que determina que las curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas
generalizadas que son aritméticamente Cohen-Macaulay son exactamente las asociadas a
sucesiones aritméticas. Este resultado se obtiene a su vez como consecuencia de los Teore-
mas 1.2.7 y 1.2.11. En el primero proporcionamos una familia infinita de curvas monomia-
les proyectivas que no son aritméticamente Cohen-Macaulay y, como corolario directo, se
tiene que si la sucesion aritmética generalizada no es aritmética, entonces la curva corres-
pondiente no es aritméticamente Cohen-Macaulay. En el segundo describimos una base de
Grobner, que a su vez es un sistema minimal de generadores, del ideal de definicién de una
curva monomial proyectiva asociada a una sucesion aritmética. De este se deduce que estas
curvas son siempre aritméticamente Cohen-Macaulay.

En la tercera seccidn consideramos los anillos de semigrupo simpliciales. En este con-
texto sacamos provecho de la estructura de semigrupo subyacente y del hecho de que A sea
una normalizacion de Noether del anillo. Concretamente, en la Proposicién 1.3.1 describi-
mos un sistema minimal de generadores del dlgebra R/I como A-mddulo en términos del
semigrupo. Como consecuencia de la Proposicién 1.3.1 y del hecho de que R/I es Cohen-
Macaulay si y solo si R/I es un A-mddulo libre (ver Proposicién 1.1.10), obtenemos en
la Proposicién 1.3.3 una prueba alternativa de un conocido criterio para determinar si R/
es Cohen-Macaulay en términos de su semigrupo asociado. Como aplicacién de este resul-
tado, determinamos en el Teorema 1.3.6 las curvas monomiales proyectivas definidas por
una sucesion casi aritmética de diferencia 1 que son aritméticamente Cohen-Macaulay.

Por ultimo, en la cuarta seccidn estudiamos la Macaulayficacion de anillos de semi-
grupo simpliciales. El principal resultado de esta seccion es el Teorema 1.4.3, donde se
describe cémo obtener la Macaulayficacién de cualquiera de estos anillos. Como aplica-
cién, en la Proposicién 1.4.5 se obtiene la Macaulayficacién del anillo de semigrupo aso-
ciado a toda curva monomial lisa y, en consecuencia, en el Corolario 1.4.6 se llega a que
la Macaulayficacion de una curva monomial lisa es la curva racional normal del mismo
grado.

1.1. Generalidades

Comenzamos este capitulo con algunas definiciones bdsicas (ver, e.g., [3], [20] o [27]
para un tratamiento mds profundo de los conceptos aqui expuestos). Sea 7" un anillo Noe-
theriano y conmutativo y p € Spec(7'), es decir, p es un ideal primo de T la altura de
p, denotada ht(p), es el supremo de las longitudes de cadenas estrictamente decrecientes
de ideales primos p = po D p1 D --- D pi—1 O p;. Como T' es Noetheriano, entonces
ht(p) < oo para todo p € Spec(T).

Definicion 1.1.1. La dimension (de Krull) de un anillo conmutativo T, denotada dim(T),
es el supremo de las alturas de sus ideales primos, es decir,

dim(T') := sup{ht(p) | p € Spec(T)}.

12
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Andlogamente, dado M un T-mddulo, se define
dim(M) := dim (T'/Ann(M))
donde Ann(M) :={a € T | a M = 0} es el ideal anulador del médulo M.

Definicion 1.1.2. Sea T un anillo graduado con un tnico ideal maximal homogéneo m.
La profundidad de un T-mddulo M, denotada depthy (M), es la longitud de cualquier
sucesion regular maximal sobre M contenida en el ideal maximal m. Es decir, es el ma-
yor entero r tal que existe una sucesion fi,...,f. € m con f; no divisor de cero de
M/(fi,..., fio1)M, paratodoi € {1,...,r}.

En general, para todo 7-médulo M se satisface que depth, (M) < dim(M) (ver, e.g.,
[20, Proposition 1.2.12]). Cuando esta desigualdad es, en efecto, una igualdad se dice que
M es un T-médulo Cohen-Macaulay.

Definicion 1.1.3. Sea T un anillo graduado con un tinico ideal maximal homogéneo. Un
T-médulo finito M # 0 se dice que es Cohen-Macaulay si depthr(M) = dim(M). Si
T es un T-modulo Cohen-Macaulay, decimos que es un anillo Cohen-Macaulay. Ademds,
para I un ideal graduado de T, decimos que I es Cohen-Macaulay si T /I es un anillo
Cohen-Macaulay.

Definicién 1.1.4. Sea T un anillo y M un T-mddulo. La dimension proyectiva de M,
denotada pd (M), es el minimo de las longitudes de las resoluciones proyectivas de M.
Si M no admite una resolucion proyectiva finita, se considera que la dimension proyectiva
de M es infinita.

La férmula de Auslander-Buchsbaum, que mostramos en el siguiente resultado, nos da
una relacién entre la dimension proyectiva y la profundidad de un médulo finito.

Teorema 1.1.5. [20, Theorem 1.3.3] Sea T un anillo graduado con un tinico ideal maximal
homogéneoy M # 0 un T-médulo graduado finitamente generado. Si pd(M) < oo,

pd (M) + depth (M) = depth,(T)

Sean K un cuerpo infinitoy R := K[z, ..., z,] un anillo de polinomios en n variables.
Dado un vector de pesos w = (wi,...,wy,) € (Z1)", consideramos en R la estructura de
dlgebra graduada inducida por la graduacién deg,(z;) = w;. Entonces R = @;°, R;,
donde R; es el K-espacio vectorial generado por todos los polinomios w-homogéneos de
grado 7. En este contexto, el Teorema de las sicigias de Hilbert nos garantiza que todo R-
moddulo graduado finitamente generado tiene dimension proyectiva finita (y a lo sumo n).
Como ademds la profundidad de R como R-mddulo es igual a su dimension y coincide
con el nimero de variables, la férmula de Auslander-Buchsbaum para R-mdédulos queda
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como sigue: sea M un R-médulo graduado finitamente generado, entonces pdg (M) +
depthz(M) =n.

Sea I C R un ideal w-homogéneo, en este capitulo estudiaremos la propiedad Cohen-
Macaulay para R/I. Denotamos por d a la dimensién de Krull de R/I. Como ya men-
cionamos, la profundidad de un médulo estd acotada superiormente por la dimension del
mismo. Es por ello que, a partir del Teorema 1.1.5, se tiene que

pdg(R/I) = dim(R) — depthg(R/I) > dim(R) — dim(R/I) = n —d.

Observamos entonces que si R/ es Cohen-Macaulay, su dimensién proyectiva es exacta-
mente igual a n — d.

Sea:
Bp B1
F O%@R(fem)—>~~—>@R(felj)—>R—>R/I%0 (1.1)
j=1 j=1
una resolucién libre minimal graduada de R/I, con f3;,e;; € Z" paratodoi € {1,...,p}y

J €{1,...,B;}. Recordamos que R(—a) = P;°, R(—a);, donde a € N, es el R-médulo
graduado obtenido por un desplazamiento (shift en inglés) en la graduacién de R; es decir,
donde la i-ésima componente graduada de R(—a) es R(—a); = R;1,.

Nota 1.1.6. En virtud del Teorema de Quillen-Suslin (ver [56] y [63]), todo mddulo pro-
yectivo finitamente generado sobre el anillo de polinomios es libre. Por tanto, cualquier
resolucion proyectiva finita de R/I es a la vez resolucion libre; y como consecuencia te-
nemos que la dimension proyectiva de R/ es p, donde p es el mimero de pasos de la
resolucion (1.1).

Los anillos Cohen-Macaulay R/I son, pues, aquellos en los que la resolucién libre
minimal graduada de R/I tiene p = n — d pasos, que es el menor nimero de pasos
posible. Debido a las buenas propiedades de los anillos Cohen-Macaulay, como la que
acabamos de mencionar, se han dedicado muchos trabajos al estudio de familias de ani-
llos Cohen-Macaulay y la obtencién de criterios efectivos para determinar si un anillo es
Cohen-Macaulay. Este es también el objetivo de este primer capitulo.

Definicién 1.1.7. La funcion de Hilbert w-graduada de R/I es HFp;; : N — N definida
por

HFgy(s) .= dimg(R,/(I N Ry)), para todo s € N,

y la serie de Hilbert w-graduada de R/ es
Hig1(1) = S HEya(5) £ € Zt].
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Sea F; = @f;l R(—e;;) el i-ésimo médulo libre de la resolucién (1.1) para todo ¢ €
{1,...,p}. Dado que toda resolucién minimal graduada es una sucesién exacta graduada,
se tiene que

Hryr(t) = Hr(t) + Z(_l)i Hr, (1)

Ademds, es facil comprobar que la serie de Hilbert de R(—a) viene dada por Hg(_q)(t) =
t*/ T, (1 — ) para todo a € Ny, por tanto,

St
H?:1 (1 - twl)

Juntando estas observaciones se obtiene la siguiente férmula relaciona la serie de Hilbert
w-graduada de R/ y la resolucién libre minimal graduada de R/I.

Hr(t) =

Proposicion 1.1.8. Sea I C R un ideal w-homogéneo y sea F la resolucion minimal
graduada R/1 dada en (1.1). La serie de Hilbert w-graduada de R/I viene dada por:

L+ 30, (—1)F 30, te
[T, (1 — =)

Asi, conocida la resolucién libre minimal graduada de R/, somos capaces de hallar la
serie de Hilbert del mismo. En la Proposicién 1.2.4 de este capitulo vamos a calcular la serie
de Hilbert w-graduada cuando el anillo cociente R/I es Cohen-Macaulay sin necesidad de
calcular la resolucién libre minimal graduada del mismo; en el Capitulo 3 (Proposicién
3.1.1) veremos que este resultado es un caso particular de una situacién mas general.

HR/I(t) =

A lo largo de esta memoria vamos a trabajar bajo la hipétesis:
A:= K[®n_g11,- - ., Zy) es una normalizacién de Noether de R/I.

Definiciéon 1.1.9. Sea m € {1,...,n}, el anillo A = K[zp_ 11, - ., Ts) €s una norma-
lizacion de Noether de R/I si la inclusion A — R/I es una extension de anillos entera.
En otras palabras, I N A = (0) y z; + I € R/I es un elemento entero sobre A para
1 €{1,...,n —m}. Envirtud del Teorema del ascenso (ver, e.g., [3, Theorem 5.11]), si A
es una normalizacion de Noether de R/I, entonces dim(A) = m = d = dim(R/I).

Notar que, por el Lema de normalizacion de Noether (ver, e.g., [20, Theorem 1.5.17])
estar en las condiciones que hemos impuesto no implica restricciones. En efecto, el Lema
de normalizacién de Noether asegura que existen hq, ..., hy € Rtalesque K[h, ..., hqg] —
R/I es una extension entera de anillos. Al ser K infinito, los polinomios %; se pueden to-
mar formas lineales para todo ¢ € {1, ...,d}. Es mds, para cualesquiera hy, . . ., hy formas
lineales genéricas, se tiene que K[hy,...,hy] — R/I es una extensi6n entera. Por tanto,
bastaria con efectuar un cambio de variables lineal para conseguir que A sea una norma-
lizacién de Noether de R/I. Vale la pena mencionar que si bien afiadir esta hipétesis no
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supone restriccion tedrica alguna, estos cambios de variables no son muy recomendables
en la prictica ya que destruyen la posible dispersion (sparsity en inglés) de los polinomios
involucrados en el célculo.

El siguiente resultado relaciona la dimensién proyectiva de R/I como A-médulo y
como R-médulo. Como consecuencia directa de esta relacién obtendremos que R/I es
Cohen-Macaulay si y solo si R/I es un A-mddulo libre; utilizaremos este hecho en repeti-
das ocasiones a lo largo de esta memoria.

Proposicién 1.1.10. Sea I un ideal w-homogéneoy A = K|xn_gi1, ..., Tn] una normali-
zacion de Noether de R/I. Entonces

pdp(R/I) =n—d+pd,(R/I).

En particular, el anillo R/I es Cohen-Macaulay < pdz(R/I) =n —d <= R/I esun
A-médulo libre.

Demostracién. Por un lado, puesto que R/I es un R-mddulo finitamente generado pode-
mos aplicar el Teorema 1.1.5 y tenemos que

pdg(R/I) + depthg(R/I) = dim(R) = n. (1.2)
De la misma manera, ya que R/I es también un A-médulo finitamente generado,
pd4(R/I) + depth,(R/I) = dim(A) = d. (1.3)

Ademds, dado que los anillos A, R/I y R tienen un dnico ideal maximal w-homogéneo
y R/I es A-médulo finitamente generado, se tiene que depth 4(R/I) = depthz(R/I) =
depthy,;(R/I) (ver, por ejemplo, [20, Exercise 1.2.26(b)]). De (1.2) y (1.3) deducimos
entonces que pdg(R/I) = n —d+ pd,(R/I). Luego, R/I es un anillo Cohen-Macaulay
siy solo si pdg(R/I) = n — d, y esto a su vez es equivalente a que pd,(R/I) = 0 o, lo
que es lo mismo, R/I es un A-mddulo libre. O

Los ideales téricos son un caso particular de ideales w-homogéneos. En este trabajo
trataremos en diversas ocasiones con ellos. Damos por ello una breve introduccion a estos
ideales (ver, e.g., [25], [47], [62] o [66] para un tratamiento mds profundo de los conceptos
aqui expuestos).

Sea I C R un ideal, decimos que [ es un ideal térico si existe un entero m > 1y un
conjunto A = {ay,...,a,} C N™cona; = (a;,...,a;,) € N™tal que [ = I4; donde I 4
denota el niicleo del homomorfismo de /-dlgebras

(T2l R — K[tl,...,tm]
xp > 1% =] i,

m

Por [62, Lemma 4.2], se tiene que d = dim(R/I) = dim(QA) < m. Ademds es facil
comprobar que si A C N™ con m > d, existe A’ C N? tal que 14 = Iy es por ello que a
partir de ahora supondremos sin pérdida de generalidad que m = d.
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Si denotamos S C N¢ al semigrupo generado por ay, . . ., a,, es decir,
n
S :={a1,...,a,) = ZOQGHO@ eNy,,
=1

la imagen de o es el anillo de semigrupo K[S] := K[t*| s € S]. Por el primer Teorema de
isomorfia de anillos se tiene que K[S] ~; R/, donde ¢ : R/I — K|[S] es el isomorfismo
dado por @(x; + I) :=t% paratodo i € {1,...,n}. De [62, Corollary 4.3], se tiene que

Iy= z* —2” | Zaiai :Z&ai : (1.4)

i=1 i=1
En particular, /4 es multigraduado con respecto a la graduacion dada por S, es decir, la
graduacion inducida por degg(w;) = a; € N? paratodo i € {1,...,n}. Esta S-graduacién

nos permite definir para todo s € N, el espacio vectorial R, engendrado por los polinomios
S-homogéneos de S-grado igual a s, la funcién de Hilbert multigraduada de K[S] como
HFgs) : N* — N definida por

HFks)(s) := dimg (Ry/(I4 N Ry))
y la serie de Hilbert multigraduada de K[S] como

HK[S](t) = ZseNd HFK[S](S) t% € Z[[tl, L. ,td]].

Dado que HFks)(s) € {0,1} y que HFks)(s) = 1siy solosis € S, la serie de
Hilbert multigraduada de K[S] viene dada por:

Hics)(t) =Y 1" € Z[ta, ..., td]]. (1.5)

bes
Ademads, cabe destacar que I 4 también tiene una estructura de ideal w-homogéneo con
. d . .z
w= (w,...,w,) € N"siendo w; = 3 =1 . A continuacion vemos un resultado que
caracteriza cuando un ideal térico /4 es homogéneo (con la graduacién usual, i.e., cuando

deg(z;) = 1 para todo 7).

Lema 1.1.11. [62, Lemma 4.14] 14 es homogéneo si y sélo si existe un vector v € Q? tal
que a;-v=1parai € {1,...,n}

Por otro lado, dado un conjunto A = {ay,...,a,} C N4, el cono generado por A se
define como

Cone(A) := { Yo Nai| A € Rzo} C R%
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La dimension del cono de A es por definicién dim(Q.A) que, como ya indicamos, supone-
mos sin pérdida de generalidad que es d. Es evidente que todo sistema generador del cono
de A tiene al menos d generadores. Decimos que el cono de A es simplicial si esta gene-
rado por d elementos, que supondremos que son a, 4.1, - - - , G,; esto es, el cono de A es
simplicial si Cone(A) = Cone({@n—g11, - -, an}). Se observa que si d € {1, 2}, entonces
el cono de A siempre es simplicial.

Recordamos que las hipdtesis bajo las que trabajaremos son: [ ideal térico y A :=
K[zp—_d+1, - - ., s] normalizacién de Noether de R/I. Un ideal que satisface estas hipStesis
se denomina ideal tdrico simplicial. En el siguiente resultado damos una caracterizacion de
estas hipdtesis en términos del cono que, a su vez, justifica su denominacién como ideal
térico simplicial.

Proposicién 1.1.12. Son equivalentes:
(a) I es un ideal torico simplicial.
(b) Existe A" = {a},...,al'} C N¢tal que I = I 4y Cone(A") es simplicial.

(c) Existe A' = {a},...,a.} C Nltal que I = In ya, = wie, _q; para todo i €
{1,...,d}, donde w; € Z" y {e1, ..., eq} base candnica de N* .

Demostracién. ((a) = (b)) Sea I un ideal térico, entonces existe A := {ay,...,a,} C N
tal que I = I4. Probaremos que Cone(A) = Cone({an_g411,---,ans}). Por hipétesis te-
nemos que A := K[z,_441,...,%,] es una normalizacién de Noether de R/, o lo que es
lo mismo, A es una extensién entera de R/I. En particular, 2; + [ € R/I es entero sobre
Avparacadai € {1,...,n — d}. Por tanto, existe p;(t) € A[t] ménico tal que p;(z;) € I.
Luego p;(z;) = @' + 3770 hja] € IaN K[z, 2y g4, .., 2] con h; € A Ademés,
IN Kz Typ_gs1,-- -, Ts) s un ideal térico asociado al conjunto {a;, ay—g+1,- - -, a4y} por
[62, Proposition 4.13.(a)]. Luego INK [z, y_g+1, - - - , Ty €8 binomial y primo, y por tanto
debe existir un binomio ¢ = z° — H;L:n_dﬂ mz’:’ e INKlz,Tngs1,..., T, conb; € N
paratodo j € {n —d+1,...,n} y0 < s; < r;. Entonces, como ¢ € I 4, tenemos que
sia; = Z;;HHI b;a;. Por tanto, a; = Z;”:THHI (b;j/si) a; € Cone({an—gi1,--.,an}).
() =>(c)) Sea A" = {af,...,all} CNltalque ] = I4ny
Cone(A”) = Cone({ay 41, .. an}).

r'n

Tomamos M la matriz d x n cuya i-ésima columna es a; paratodo i € {1,...,n}. Como
dim(R/I) = d = dimg(Q.A) por [62, Lemma 4.2]y Q{al_,.,,...,al} = QA”, se tiene
que Gn—_g441,-- -, A, son linealmente independientes y asi las d tdltimas columnas de M

también lo son. Sea C' la matriz d x d formada por las d dltimas columnas de M. Sabemos
que el determinante de C, det(C'), es no nulo y suponemos sin pérdida de generalidad que
det(C') > 0. Denotamos por (C*)! la matriz traspuesta de la adjunta de C'. Entonces (C*)!
tiene coeficientes enteros y (C*)'C' = det(C) I, donde I, es la matriz identidad de orden
d. Si tomamos ahora A" = {a},...,a,} donde a} = (C*)'a} para todo ¢ € {1,...,n},

2
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entonces a; = det(C) e, 4y; para todo j € {n —d+1,...,n} y es ficil comprobar
usando (1.4) que Iy = I4» = I pues (C*)! es una matriz inversible.

Para tener el resultado falta probar que a; € N?. Tenemos que, por definicién, a} € Z.
Por hipétesis af € Cone({al,_;,,,...,ay}), entonces a; € Cone({al,_4,,,...,a,}) =
Cone({det(C)ey,...,det(C) eqs}) = (Rsp)?. Concluimos entonces que a; € ZIN(R>g)? =
N,

()= (@) Sea A" = {a},...,d,} CN'talque I = Ly y a} = wie,_4_; para todo
i€{n—d+1,...,n}, donde w; € Z*. Asi, existe a; € Q tal que a} = Z?ZWdH o, .
Por tanto existen 7;, 3;, € Nparatodoi € {1,...,n—d}yje€ {n—d+1,... ,n}tales

que
n
! !
ria; = E sza’ji'

j=n—d+1
) Bi .
Luego, como [ = I 4, tenemos que x;" — H;LZH%H x;’ € Iy sesigue el resultado.  [J

Una subfamilia notable de ideales tdricos simpliciales es la de los ideales de definicion
de curvas monomiales proyectivas. De hecho, las curvas monomiales proyectivas, sus idea-
les de definicién y sus anillos coordenados son objetos centrales de esta tesis que pasamos
a definir.

Sea m; < --- < m, una sucesién de nimeros enteros positivos, la curva monomial
proyectiva C C P}, asociada a esta sucesién viene dada paramétricamente por las ecuacio-
nes:

Ty = Smltmn_mlv sy In—1 = Smniltmn_mnigl‘n = Smna Tnt1 = .
Denotamos A := {ai,...,a,11} € N? donde a; := (m;,m, — m;) para todo i €
{1,...,n} y ans1 = (0,m,). Al ser K infinito, el ideal térico [4 C Klzy,..., Tpt1]

coincide con el ideal de anulacién I(C) de C (ver, e.g, [66, Corollary 8.4.13]). Cabe desta-
car que:

= [4 = I(C) es homogéneo (basta con tomar v = (1/m,,,1/m,,) en el Lema 1.1.11),

» K[z,,®ns1] es una normalizacién de Noether del anillo coordenado de la curva
KI[C] := K[z1,...,2y41]/I(C) (ver Proposicién 1.1.12), y

» dim(K[C]) = 2.

De hecho, se tiene que un ideal I C K|[z1,...,x,1] es el ideal de definicién de una curva
monomial proyectiva C C P siy solo si I es un ideal tdrico simplicial homogéneo tal que
dim(K[x1, ..., Tuga] /1) = 2.

A lo largo de esta tesis estudiaremos las curvas monomiales proyectivas asociadas a
varios tipos de sucesiones de enteros positivos m; < --- < m,, particulares.

En la cuarta seccion de este capitulo estudiamos la Macaulayficacion de un anillo de
semigrupo simplicial. En pocas palabras, la Macaulayficacién de un anillo es el ‘menor’

19
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anillo Cohen-Macaulay que lo contiene. En [43], Kawasaki aporta ciertas condiciones su-
ficientes para que un anillo admita una Macaulayficacion. Para todo anillo de semigrupo
K[S] (no necesariamente simplicial), en [35] y [65] se demuestra la existencia de un semi-
grupo S’ tal que S C S’ C S, donde S es la normalizacién del semigrupo S,

0— K[S] — K[8'] — K[§'\S] — 0

es una sucesién exacta y dim(K[S"\ S]) < dim(K[S]) — 2. Este anillo K [S'] satisface la
condicién S de Serre, y se dice que es la Sy-ficacion de K[S]. Cuando esta Sy-ficacién de
K|[8] es Cohen-Macaulay, se dice que K[S’] es la Macaulayficacion de K[S]. Cuando S es
un semigrupo simplicial, se tiene que la Sy-ficacion es siempre Cohen-Macaulay por [52,
Theorem 5] y por tanto K [S’] es siempre la Macaulayficacién de K[S]. Es por ello que se
define la Macaulayficacién de un anillo de semigrupo simplicial como sigue:

Definicién 1.1.13. Sea K[S] un anillo de semigrupo simplicial de dimensién de Krull d, el
anillo de semigrupo K[S'] es una Macaulayficacién de K|S) si:

1. Scgs,
2. K[S'] es Cohen-Macaulay, y

3. la dimension de Krull de K|S\ S| es < d — 2.

1.2. Ideales w-homogéneos Cohen-Macaulay

Sea I C R un ideal w-homogéneo con w = (wy,...,w,) € (Z1)", es decir, I es
homogéneo respecto de la graduacién que induce w cuando consideramos deg, (z;) =
w;. Denotamos por d a la dimensién de Krull del anillo R/I y suponemos que A :=
K[Tp_dy1,--.,%,) €s una normalizacién de Noether de R/ 1.

Una primera observacién es que si A es una normalizacién de Noether de R/, entonces
R/I es un A-mddulo finitamente generado. Esta seccién comienza con un resultado que
proporciona un sistema minimal de generadores w-homogéneos del anillo R/I como A-
moédulo. Recordamos primeramente el orden monomial lexicografico inverso w-graduado
ya que vamos a estudiar propiedades de las bases de Grobner de ideales respecto de este
orden monomial (ver [1] o [24] para una explicacion detallada de la teorfa de bases de
Grobner).

El orden lexicogrdfico inverso w-graduado >, se define como: z* >,, z” si y sélo si
» deg (%) > deg,(27), 0
» deg (%) = deg,(?) y la dltima entrada no nula del vector o — 3 € Z™ es negativa.
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Dado un polinomio f € R, el término inicial de f, denotado in(f), es el mayor término
de f respecto a >,. Ademds, el ideal inicial de un ideal J, denotado in(.J), es el ideal
generado por los términos iniciales de los polinomios que pertenecen a J, es decir,

in(J) == ({in(f) [ f € J}).

En adelante, salvo que se diga lo contrario, tanto in(f) como in(J) hardn referencia al
término inicial y al ideal inicial respecto de >,,.

En esta seccién vamos a explotar las buenas propiedades del orden >, para caracteri-
zar la propiedad de ser Cohen-Macaulay en ideales w-homogéneos. Una de estas buenas
propiedades es la mostrada en el siguiente lema técnico, que nos serd ttil para el resto de
la seccidn y que es una generalizacion natural de [7, Lemma 2.2(a)]

Lema 1.2.1. Sea I un ideal w-homogéneo y sea m € {1,...,n}. Entonces,
in(l 4+ (xpm, ..., x,)) =in(I) + (T, ..., Tp)

Demostracion. Sea G1 = {f1,..., fr} la base de Grobner reducida de I respecto de >,,.
Observamos que como I es w-homogéneo, f; es w-homogéneo para todo i € {1,..., k}.
Para obtener el resultado basta probar que G2 = {f1,..., fx, Zm, ..., Zn} €s base de Grob-
ner de I + (@, ..., x,) respecto de >,. Como G; es base de Grébner de I, in(I) =
(in(f1), - - .,in(fx)). Llegamos de este modo a que

in(I) + (zm, -y xn) = (in(f1), ..., n(f), Ty - - -, Tn)-

Veamos entonces G es base de Grobner de I + (%, ..., x,). Es claro que G5 es un
sistema de generadores del ideal. Para probar que G5 es base de Grobner vamos a com-
probar que los S-polinomios entre elementos de G se reducen a 0 médulo G (ver [24,
Theorem 2.3]). Observamos primero que S(f;, f;) —¢, 0, parai,j € {1,..., k}ei # j;
ya que G base de Grobner y f;, f; € G1 C G. Ademds, paratodo i, j € {m,...,n} con
i # j,S(x;,x;) = 0. Ahora, si z; fin(f;) paraciertosi € {1,...,k}yj € {m,...,n},se
tiene que S(f;, z;) —¢, 0 puesto que ged{in(f;), z;} = 1. Nos queda tnicamente estudiar
S(fi, ;) cuando z;|in(f;) coni € {1,...,k}yj € {m,...,n}. Tenemos que

S(fisx;) = fi — (in(fi)/2;)z; = fi — in(fi).

Como G es base de Grobner reducida y x; divide a in( f;), en cada monomio de f; —in(f;)
aparece x, con r > j ya que f; es w-homogéneo. Luego al dividir eliminamos uno de esos
monomios en cada paso, y llegamos asi a 0. g

El siguiente resultado es fundamental en este trabajo en tanto en cuanto nos proporciona
un sistema (finito) minimal de generadores de R/I como A-médulo.

Proposicion 1.2.2. Sea B el conjunto de monomios que no pertenecen al ideal in(I +
(Tn—d+1,---,2n)). Entonces, B es finito y las clases en R/I de los elementos de B, es
decir,
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{u+1]|ueB}
forman un sistema minimal de generadores homogéneos de R/1 como A-mddulo.

Demostracion. Sabemos que B es finito por ser A una normalizacién de Noether de R/1.
Veamos que D := {u+ 1 | u € B} es un conjunto de generadores de R/I como A-médulo.
Siv ¢ in(I) es un monomio, entonces v se descompone como v = v;vs, donde vy, v2 son
monomios v; € Ay vy & in() + (Tn—as1,---,Tn) =0 + (Tpn_gi1,...,2s)); POr tanto
ve € B. Ahora bien, sea f + I € R/I, basta con considerar un representante de f + I sin
monomios en in(7) y aplicar lo anterior para obtener que D genera R/I como A-médulo.
Probemos ahora la minimalidad de D. Supongamos por reduccién al absurdo que v +
I'=37_ hj(u+1)€ R/I,conv,u; € B,v#u;yh; € Aparatodo j € {1,...,r}.
Denotamos por ¢; € K el término independiente de /. Entonces v = 22:1 cju; € R/(I+
(Tn—ds1,---,Tn)), lo que es absurdo puesto que B es K-base de R/ (I +(Tn_di1,-- -, Tn))-
O

El ideal in(7) es un ideal monomial y, por ende, tiene un tinico sistema minimal de ge-
neradores formado por monomios como consecuencia del Lema de Dickson (ver, e.g., [24,
Theorem 5]). A continuacién damos una caracterizacion de la propiedad Cohen-Macaulay
de un ideal w-homogéneo en términos del sistema minimal de generadores formado por
monomios de su ideal inicial.

Teorema 1.2.3. Sea I C R un ideal w-homogéneo, con w € (Z*)". Entonces R/I es
Cohen-Macaulay si 'y sélo si x,_441,- .., %, no dividen a ningiin generador minimal de

in(7).

Demostracion. Sabemos por la Proposicién 1.1.10 que R/I es Cohen-Macaulay si y s6lo
si R/I es libre como A-médulo. Por tanto, probaremos que R/ es un A-médulo libre si
y s6lo si 2,441, - .., T, no dividen a ningdn generador minimal de in(/). Entonces, por
la Proposicién 1.2.2, queremos probar que D := {z® + [ | z* € B} genera un A-médulo
libre si 'y s6lo si €, _g11, - - - , T, 00 dividen a ninglin generador minimal de in(7), donde B
es el conjunto de monomios que no pertenecen a in(I + (T,_gi1,---,%n))-

Por contrarreciproco, supongamos que existe i € {n —d + 1,...,n} tal que z; di-
vide a un generador minimal z® de in(/). Consideramos entonces u = z{*---z2°" "y
g = i atn £ Lasiu € B a¥ € Ay a® = ua®. Sea f € R el resto de
dividir 2 por una base de Grobner minimal de I respecto de >,. Entonces x* — f € [
y ningiin monomio de f pertenece a in(/), es decir, f = Z;Zl cjv;xPi con ¢; € K,
v; € B, 2% € Ay cjuafi ¢ in(I) paratodo j € {1,...,t}. Tenemos de este modo que
uz® =30y cjuip? € I conu,v; € B. Luego u(x® + 1) — Y\ cjv;(a® + 1) = Oen
R/I conz® 4 I,2% + I € D, lo que implica que R/I no es un A-médulo libre.

Supongamos ahora que 2,441, - - - , T, N0 dividen a ningtin generador de in(7) y vea-
mos que el conjunto D genera un mdédulo libre. Por reduccién al absurdo supongamos
que Z;:I hj(xz* +I)=0en R/Iconh; € Ayz® € Bparatodo j € {1,...,t}. Sea

in (Z;:I hjm“]) =cmaz® € in(f)conc € K\{0},m € Aunmonomioyi € {1,...,t}.
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Como z,,_g41, - - -, %, no dividen a ningtin generador de in(I), tenemos que z* € in([),
lo cual es una contradiccion. O

Es interesante resaltar aqui que esta caracterizacion de la propiedad Cohen-Macaulay es
una generalizacion de [14, Proposition 2.1], que se aplica cuando el ideal I es homogéneo
en el sentido usual.

Como consecuencia de este Teorema, en la siguiente Proposicién damos una férmula
para calcular la serie de Hilbert w-graduada de R/I cuando éste es Cohen-Macaulay. En
el Capitulo 3 veremos que este resultado no es mas que un caso particular de un resultado
mds general.

Proposicién 1.2.4. Si R/I es Cohen-Macaulay, entonces la serie de Hilbert w-graduada
de R/I viene dada por:

> ves deg, (v)
HR I(t) = n L )
/ Hi:n7(l+l(]' - th)
donde B es el conjunto de monomios que no pertenecen a in(l) + (Tp_gi1, .. ., Tn)-

Demostracion. Es un resultado clasico de Macaulay [46] que Hp/i(t) = Hrjinn(t);
ademds, al ser in(/) un ideal monomial, tenemos que:

Hasl)= Y 0

v :é()iﬁ(()}r)li()
Denotamos por J; := in(!) + (x;, Tiy1,...,%,) paratodoi € {n —d+1,...,n}y
Jnt1 := in(I). Al ser R/I es Cohen-Macaulay, aplicando el Teorema 1.2.3, observamos
que para todo monomio vy paratodoi € {n —d+1,...,n} se tiene que

vV E Jiy1 = v € Jiy1.

Ahora denotamos por H; la serie Y+ monomso tdeeo paratodoi € {n—d+1,...,n+1},y

observamos que Hp/r(t) = Hyi1, que Hy_gp1 = >, 519%™ y que H; = (1 —*1)Hy4,
ya que:
Hi+1 = ZU%J{«#I tdegu("’) -
_ ngji tdegw(w) + Zvé-’wl tdegw(v) _

veld;

= H;+Y v=riu degy,(v) —

ug it
= H;+tvi Zu@éJzH pdeg,(u) —
= Hi+t" Hip
De donde concluimos que Hpg/;(t) = Hp—a1/(J ], _gp1 (1 — ). O

Como consecuencia directa de este resultado se obtiene el hecho bien conocido de que
n

si R/I es Cohen-Macaulay, entonces ([]'_, ;. (1 — t“))Hg/(t) es un polinomio de
coeficientes enteros no negativos (ver por ejemplo [61, Section 3]).
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Tlustramos a continuacién el Teorema 1.2.3 y la Proposicién 1.2.4 anteriores con un
ejemplo. En el mismo evidenciamos ademads que la propiedad Cohen-Macaulay del ideal
de definicién de una variedad dada por su parametrizacion depende de la caracteristica del
cuerpo K que estemos considerando.

Ejemplo 1.2.5. Consideramos la superficie en A% dada paramétricamente por
fii=+ 5% fo =t 4 st fy =57 fa =" € K[s,1]

y denotamos por I a su ideal de definicion. Usando cualquiera de los programas de compu-
tacion polinomial que incluya el cdlculo de bases de Grobner, obtenemos que si K es un
cuerpo de caracteristica 0, los polinomios {g1, g2, g3, ga } conforman una base de Grobner
minimal de I con respecto de >, donde w = (3,4,2,2) y g1 := 2w923 — 2324 + 2334 —
2312, go = 2t — 20303 + 28 — 2030k, — 225wy + 2323, g3 = 23 — 22927 — wa3xd + a2y
g1 = 223wy — B3w37y4 + ThTy — 3207 — 22307 + 23x3. En particular

in(1) = (wox3, 21, 3, 20325).

Por consiguiente, atendiendo al Teorema 1.2.3, R/ no es Cohen-Macaulay ya que la va-
riable x5 divide a un generador minimal de in(1).

Por contra, si consideramos la misma superficie esta vez sobre un cuerpo infinito de
caracteristica 2, se tiene que el conjunto {x% + xg + x§x4, :L‘% + xgxi + xﬁ} es una base de
Grébner de I con respecto de >,,. En consecuencia, en este caso el anillo R/I es Cohen-
Macaulay. Basta observar de nuevo por el Teorema 1.2.3 que en el sistema minimal de
generadores de in(I) = (23, 22), no aparecen las variables x5 ni 4. Ademds, en este caso,
como los monomios que no pertenecen a in(I) + (x3,x4) son 1,1, o y X129, de w-grados
1,3,4 y 7 respectivamente, se tiene por la Proposicion 1.2.4 que

L+t 417
M) ===y

1.2.1. Aplicacién: curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesio-
nes aritméticas generalizadas.

En esta subseccion clasificamos las curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesio-
nes aritméticas generalizadas que son aritméticamente Cohen-Macaulay como aplicacién
del Teorema 1.2.3 de la seccidn anterior. De este estudio también vamos a obtener una gran
familia de curvas monomiales proyectivas que no son aritméticamente Cohen-Macaulay.
Recordamos que una variedad V' se dice que es aritméticamente Cohen-Macaulay si su
anillo coordenado R/I(V') es Cohen-Macaulay, donde (V') es el ideal de definicién de la
variedad.

Una sucesion aritmética generalizada es una sucesion de nimeros enteros m; < --- <
my, tales que existen h,d,m; € Z* verificando que m; = hmy + (¢ — 1)d para todo

24
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i € {2,...,n} o lo que es lo mismo hm; < mg < --- < m, forman una sucesién
aritmética.

Es esta seccion el objetivo es probar el Teorema que enunciamos a continuacion.
Teorema 1.2.6. Sea m, < --- < m,, una sucesion aritmética generalizada, entonces

K|[C] es Cohen-Macaulay <= m1 < - -+ < m,, es una sucesion aritmética.

Comenzamos con un resultado con unas hipétesis menos restrictivas que el resto de la
seccion.

Teorema 1.2.7. Sea m; < --- < m,, una sucesion de enteros positivos que contiene una
sucesion aritmética generalizada m;, < --- < m;, = m,, tal que | > 3. Sea h € Z*
el entero que verifica que hm;;, = hm;, + (j — 1)d para j € {1,...,1}. Sih > 1y
hm;, ¢ {my,...,m,}, entonces K[C] no es Cohen-Macaulay.

Demostracion. Por el Teorema 1.2.3 es suficiente encontrar un generador minimal de
in(I(C)) € Klx1,...,xn41] en el que aparezca x,,. Consideramos para ello el binomio
f= xi‘l xn—xhxiquﬁﬂ y observamos que f € I(C) puesto que hm;, +m;, = m;,+m;,_,.
Ademds, in(f) = alx, yaque h > 1. Si 2! ¢ in(/(C)) existe un generador minimal
de in(/(C)) donde aparece la variable z,, y hemos terminado. Supongamos entonces que
z! € in(I(C)). Entonces existe * ¢ in(/(C)) donde a € N"*! tal que g := zf' —2* €
I(C). Afirmamos que o, 1 < h — 1. En efecto, 2 tiene grado h y 2® # 2", por tanto
i1 < h =1,y i appp = h — 1 tendrfamos que g = af — x]-xﬁﬂ € I(C) para cierto
j € {1...,n}, una contradiccién puesto que tendriamos que hm;, = m;.

Consideramos ahora el binomio f — z,9 = x“x,, — xizxil_lx:ﬁi € I(C). Puesto que
any1 < h — 1 tenemos que ¢ := [}, 'z, — Tty oy e I(C) y in(g) =

Qj

H?:l x;’x, € in(I(C)). No obstante, e ¢ in(1(C)) y en consecuencia existe un generador

minimal de in(I(C)) donde aparece la variable x,, y demostramos el resultado. O
El siguiente ejemplo ilustra una aplicacion del Teorema anterior.

Ejemplo 1.2.8. Sea K[C] el anillo de coordenadas de la curva monomial proyectiva defi-
nida por la sucesionm; =2 <ms =4<m3=7<my =11 < myg =15 < mg = 16.
La sucesion anterior contiene una subsucesion aritmética generalizada m, < my < mg
(subsucesion de tres términos con primer término igual a 2, h = 3 y diferencia d = 5).
Dado que la subsucesion involucra a mg, h > 1y hmy = 6 no pertenece a la sucesion,
se verifican todas las hipdtesis del Teorema anterior y podemos concluir que K|[C| no es
Cohen-Macaulay.

Observamos que, como consecuencia directa del Teorema 1.2.7, se deduce lo siguiente:

Corolario 1.2.9. Sea C C P}, una curva monomial proyectiva asociada a una sucesion
aritmética generalizada con h > 1y n > 3. Entonces K|[C| no es Cohen-Macaulay.
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Para caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay en este contexto nos queda estudiar el
caso h = 1 o, equivalentemente, que la sucesién m; < --- < m,, sea aritmética. Para ello
vamos a describir explicitamente una base de Grobner del ideal de definicion de la curva
asociada a la sucesion aritmética y asi poder aplicar el Teorema 1.2.3.

El siguiente resultado es un lema técnico que va a ser clave para el resto de la seccién.
Dada una sucesién aritmética m; < --- < m,, le asociamos un par (o, k) € N2 como
sigue:

Lema 1.2.10. Sean ¢ € Nyr € {1,...,n — 1} tales que my; = q(n — 1) + r y tomamos
«:=q+dyk:=n—r. Entonces,

(@) amy +m; = My_p4i + qmy paratodoi € {1,... k}y
) a+1=min{b€Z" |bmy € >, ,Nm;}.
(©) ¢+1=min{beZ"|bm, € X", Nm;}.
Demostracion. (a) es directo de la definicién de «, ¢ y k. Probemos ahora (b). Tomamos
M :=min{beZ" |bm € ZNmi}.
=2

Por (a) se sigue que (o + 1)my = Mmy_g41 + @My, por tanto M < « + 1. Supongamos por
reduccidn al absurdo que M < a. Tenemos entonces que

n
Mmy; = Z d;m; para ciertos ds,...,d, € N. (1.6)

i=2
Probaremos que
(i) M—327,0>0,
(i) M =370, 0 <dy
(iii) ddividea M — 3", d;,

lo que nos conduce a una contradiccion y tendremos el resultado. En efecto, (i) se sigue
facilmente de (1.6). También de (1.6) tenemos que (M — >0, §;)m1 = Y 1 ,(i — 1)d:d,
y por tanto se satisface (iii) pues gcd{mi,d} = 1. Usando (1.6) y la hipétesis M < «
llegamos a que (Y y &) my > > 0, dimy = Mmy = Mm, — M(n —1)d > Mm,, —
a(n—1)d > (M —d) m,. Asi probamos (ii) y, por tanto, hemos probado (b). Un argumento
andlogo sirve para demostrar (c). (]

Siguiendo la notacién del Lema anterior damos una base de Grobner de I(C) en funcién
de los enteros que hemos asociado a la sucesion en el resultado anterior.

26
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Teorema 1.2.11. Sea C C P}, la curva monomial proyectiva asociada a la sucesion arit-
méticamy < - -- < my,. El conjunto

G={va;— 2z |2<i<j<n—1} U{ata;, —appalat, |1 <i<k}

es una base de Gribner minimal de I(C) C K|[z1, ..., x,41] con respecto al orden lexico-
grdfico inverso graduado. Ademds G es un sistema minimal de generadores de I(C).

Demostracion. Es facil comprobar que G C I(C) usando Lema 1.2.10.(a). Veamos que
in(I(C)) C (in(G)) donde in(G) = {z;z; |2 <i < j<n—-1}U{zfz; |1 <i <k}
y (in(G)) es el ideal generado por los términos iniciales de los elementos del conjunto G.
Supongamos por contradiccién que in(Z(C)) € (in(G)). Afirmamos que entonces existen
dos monomios Iy, ¢ (in(G)) tales que Iy — I € I(C). En efecto, como in(I(C)) €
(in(G)), tenemos que las clases en {! |/ es monomial y [ ¢ (in(G))} no forman una K-base
de K'[C]. Luego existen monomios /1, . ..,l: ¢ (in(G)) y A1,..., A € K\{0} tales que f =
S Aili € I(C). Entonces ¢(f) = 0y ¢(l1) # 0 donde ¢ es el homomorfismo de anillos
tal que Ker(¢) = I(C). Asi existe j € {2,...,t} tal que (1) = ¢(l;). Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que j = 2; luego tenemos que Iy — Iy € I(C) y l1,ls ¢ (in(G)).
Podemos suponer también que ged{l4,ls} = 1 puesto que I(C) es un ideal primo. Ademds
in(G) ={wz; |2 <i<j<n—1}U{afw; | 1 <i <k}, luego podemos suponer que
I, = fc%fc?brf;"cffﬂ yly = mj’fc?fﬁc;il, donde:

(a) 0<a<a,

(b) 2<d,j<n—1,i#j,

(C) (Si, 5]' € {0, 1},

(d) b1,b2,c1,00 20,y

(e) sia=ayd; =1,entoncesi > k (sino !y € (in(G))).

Como ¢(l;) = ¢(l), tenemos que amy + o;m; + bym, = 6;m; + bom,,. Si a = 0,
entonces podemos suponer que b; = 0 pues ged{l;, >} = 1. En consecuencia tenemos que
d;m; = d;m; + bym,,, pero esto implica que by = 0y m; = m; y, por consiguiente, [; = [y,
una contradiccion.

Sea entonces a partir de ahora @ > 1. Observamos primero que b; = 0; en otro caso,
tendriamos que b, = 0y asi am; + d;m; + bym,, > m,, > d;m;, lo que es absurdo. Por
consiguiente

amy + 51m2 = 5jm]‘ + bgmn. (17)

Consideramos casos con respecto a los coeficientes en la expresion anterior.

Caso 1: Sid; = 0 entonces (1.7) queda amy = §;m;+bym,,. Usando el Lema 1.2.10.(b),
obtenemos que @ > « + 1, una contradiccién.

Caso 2: Sid; = 0 entonces (1.7) queda am, + d;m; = bam,,. Luego a = a por el Lema
1.2.10 y esto implica que §; = 1 y i = k, lo que es absurdo.
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Caso 3: Si §; = §; = 1, entonces de (1.7) tenemos am, + m; = m; + bym,,. Conside-
ramos aqui distintos subcasos:

Subcaso 3.1: Sii > j, se deduce que amy = my_;y; + (ba — 1)m,,. Por el Lema
1.2.10.(b), esto implica que a > « + 1, lo que contradice (a).

Subcaso 3.2: Sii < j, se obtiene que amy + my,_;1; = (bs + 1)m,, lo que implica que
a > «. Por tanto, a = o'y n — j+ = k, que es un absurdo por (e).

Ademas es facil comprobar que G es minimal. Por dltimo, no es complicado verificar
que ademads es sistema minimal de generadores del ideal. O

Nota 1.2.12. El hecho de que G es un sistema minimal de generadores del ideal I(C) ya
fue probado en [44, Remark 3.13].

Varios autores (ver, e.g. [2, 53, 54, 60]) han estudiado la curva monomial afin C' C A%,
dada paramétricamente por x4 = t™ ..., x, = t"™ con my < --- < my, Una sucesion
aritmética; llegando incluso en [33] a dar una descripcion de una resolucion libre minimal
graduada del ideal de la curva C'. Notar que la curva C es la homogeneizacionde C'. En [2]
se describe una base de Gobner minimal G' de I(C'). Cabe destacar que la base de Gribner
G descrita en el Teorema 1.2.11 coincide con la homogeneizacion de G' con respecto a la
variable 1.

Corolario 1.2.13. El ideal inicial de I(C) respecto al orden lexicogrdfico inverso graduado
es:
n(1(C)) = ({ai; |2< i < j < n— 1))+ (fafe, [ 1< i < k)

Observamos que las variables x,, y x,,+1 no aparecen en los generadores el ideal inicial.
Asf pues, por el Teorema 1.2.3, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.2.14. Si m; < --- < my, una sucesion aritmética, entonces K|C] es Cohen-
Macaulay.

Nota 1.2.15. El Corolario 1.2.14 es una generalizacion de [48, Proposition 1.2], donde
los autores obtienen el mismo resultado en un contexto mds restrictivo, a saber, cuando
{mi,...,my} es un sistema minimal de generadores del semigrupo >, Nm;. Cabe re-
saltar ademds que las técnicas que manejan para demostrar el resultado son distintas de
las nuestras.

Sea ahora m; < --- < m, una sucesion aritmética generalizada. Como consecuencia
del Teorema 1.2.7 y el Corolario 1.2.14 se deduce facilmente el Teorema 1.2.6, resultado
principal de esta seccidn.

1.3. Ideales toricos simpliciales Cohen-Macaulay

Sea I un ideal térico simplicial. En virtud de la Proposicién 1.1.12 podemos suponer
sin pérdida de generalidad que I = T4 donde A = {a1,...,a,} C N a g1 = Wn_qiis
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paratodo i € {1,...,d}, y {e1,...,eq} es la base canénica de N? y w,,_4,; € Z" para
todo j € {1,...,d}. En esta seccién vamos a caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay
de 14 en términos del semigrupo S generado por .A. También veremos que, cuando R/14
es Cohen-Macaulay, seremos capaces de describir su serie de Hilbert multigraduada (ver

(1.5)).

Para comenzar la seccién damos un resultado conocido que determina en términos
de S un sistema minimal finito de generadores de K[S] como A-mddulo, donde A =
K[zp_ay1,--.,%,]. La Proposicién 1.2.2 describe c6mo obtener un sistema minimal de
generadores de R/I4 como A-mddulo a partir del ideal inicial de T4 + (Tp_gy1,---,%n)
respecto del orden lexicografico inverso w-graduado. En esta seccidn, bajo la hipdtesis de
que el ideal es térico simplicial, lo interesante es que este sistema de generadores de R/ 14
como A-médulo se puede describir en términos de S y sin necesidad del célculo de bases
de Grobner.

Sabemos que /4 = ker(y) y K[S] = Im(p) = K[t°|]s € S], donde ¢ : R —
Klty, ... ta; m — t% = ¢{" - -t5 para todo i € {1,...,n}. Por otro lado, tenemos
que R/I4 ~% K[S] donde ¢ : R/I4 — K[S];z; + I4 — t%. Puesto que @ es un
isomorfismo, la aplicacién que a la clase de equivalencia de cada monomio de R/I4 le
asocia su S-grado es una biyeccién; notar ademds que ¢(7,_qy; + [4) = ;""" para
todo i € {1,...,d}. Por tanto, como consecuencia de la Proposicién 1.2.2, el conjunto
{tdees(®) | 4 monomio, u & in(I+(2p_as1,---,7,))} esun sistema minimal de generadores
de K[S] como K[t;"~*, ... t4"]-médulo. El resultado siguiente da una caracterizacion
de este conjunto enteramente en términos de S.

Proposicion 1.3.1. Sea [ 4 un ideal térico simplicial y sea
So={s€S|s—a; ¢ Sparatodoi € {n—d+1,...,n}}.

El conjunto

{ts | ERS So} s
es un sistema minimal de generadores de K|[S| como K[t5"~*", ... t4"]-mdédulo.
Demostracion. Sea s € S, vamos a ver que existen Aj,...,\; € N tales que s —

Zle XiGn_qri € Sp. Basta tomar \; = max{\ € N | s — Aap_qp1 € S}y \ip1 =
max{\ € N|s— 23:1 XiGn—d+i — Nn_ayit1 € S} paratodo i € {1,...,d — 1}. Por
definicién tenemos que s — Z?’Zl Aia; € Sy pues en caso contrario tendriamos que existe
jed{l,...,d} talque s — Zle Aia; — a; € Sy, lo que contradice la eleccién de A;.

Asi, tomando s’ := S—Zle Ailn—d+i, tenemos que s’ € Spy t° = tslti‘“""’d+1 .. -tf‘i“’”
luego K[S] C ({t* | s € So})K[t7" ", ..., t4"] y hemos terminado, siendo el otro conte-
nido evidente. La minimalidad de {¢° | s € Sy} es evidente. O

s

En la seccién anterior caracterizamos en la Proposicién 1.2.3 cudndo R/I es Cohen-
Macaulay siendo A una normalizacién de Noether de R/I. En esta seccién tratamos el
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caso particular en que [ sea un ideal térico simplicial. Haciendo uso de las Proposiciones
1.2.3 y 1.3.1 vamos a caracterizar en Proposicion 1.3.3 los ideales tdricos simpliciales que
son Cohen-Macaulay. Recordar que, como se vi6 en la primera seccidn de este capitulo,
el hecho de que /4 sea un ideal térico simplicial es equivalente a que I 4 sea torico y A
una normalizacién de Noether de R/I4. En [35, Theorem 1] (ver también [61, Theorem
6.4]), se aportan resultados equivalentes al que mostramos aqui. No obstante, incluimos su
prueba puesto que tiene ideas que serdn utilizadas en secciones posteriores.

Dado S el semigrupo generado por el conjunto A = {ay,...,a,} C N% cona,_q4; =
Wn_ayi€; paratodo i € {1,...,d}. Denotamos por ZS al menor subgrupo de Z? que con-
tiene a Sy por ZS’ al menor subgupo de Z? que contiene a {a, 441, - -, a,} y definimos
la siguiente relacion de equivalencia en ZS:

U~V = u—veZS. (1.8)

Esta relacién particiona ZS en [ZS : ZS'] clases de equivalencia. Ahora bien, como el
grupo Z* /7S es isomorfo a (Z/ZS') |/ (Z.S/ZS'), tenemos que

d
28 : 28" = | [[wn-ari | /12" : ZS].
=1

Se tiene el siguiente Lema:

Lema 1.3.2. Para todo © € ZS existe un elemento b € Sy tal que b ~ x. En particular,
|So| > [ZS : ZS8'].

Demostracion. Para todo i € {1,...,n — d} existen o; € Z" y f;; € N tales que
a;a; = Z?:rh a1 Bija;. Usando estas igualdades es facil comprobar que en cada clase
de equivalencia hay un elemento de S. Como S = Sy + N{w,,_411€1, . ..,Wnea}, se tiene
que ademds hay un elemento de Sy en cada clase de equivalencia. L

Proposicién 1.3.3. K[S] es Cohen-Macaulay < |Sy| = [ZS : Z.5').

Demostracion. Basta probar que K'[S] es un A-médulo libre si y solo si |Sp| = [ZS : ZS']
por la Proposicién 1.1.10.

Supongamos que |Sy| > [ZS : ZS'], entonces existen u, v € Sy tales que u ~ v 0, lo
que es lo mismo, u + Zle Ailp_gri = U + Zle 1iGn_qe; para ciertos A;, j; € N, para
todo ¢ € {1,...,d}. Por lo tanto, existen «’,v" € B tales que degg(u’) = u,degg(v') = v
yuaht o aat —v'att L --oate € Ty entonces K[S] no es un médulo libre puesto
que v, v" € B.

Es facil demostrar que el reciproco es cierto, ya que en virtud del Lema 1.3.2, por cada
clase hay un unico elemento b € S, y por tanto es un A-médulo libre. [

Nota 1.3.4. Cabe resaltar en este punto que como consecuencia de la Proposicion 1.3.3,
la propiedad Cohen-Macaulay en ideales toricos simpliciales no depende del cuerpo K.
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Recordar que este hecho es particular de los ideales toricos simpliciales, en el caso de un
ideal w-graduado cualquiera no ocurre asi como se puede observar en el Ejemplo 1.2.5.

Por otro lado, en el caso de ideales toricos no simpliciales la propiedad Cohen-Macaulay

puede depender de la caracteristica del cuerpo K. En [65], los autores dan un ejemplo de
este hecho.

Ademds, cuando K[S] es Cohen-Macaulay, como consecuencia de las Proposiciones
1.2.4 y 1.3.1, se tiene una descripcién de la serie de Hilbert multigraduada de K[S] en
términos del conjunto Sy. En el Capitulo 3 veremos que este resultado es consecuencia de
otro mds general

Corolario 1.3.5. Si K[S] es Cohen-Macaulay, entonces:

ZSES@ ts

H )= —— .
o0 [0 )

1.3.1. Aplicacién: curvas monomiales proyectivas asociadas a sucesio-
nes casi aritméticas de diferencia uno.

Los enteros my, ..., m, se dice que forman en una sucesion casi aritmética de dife-
rencia d si m; < --- < m,_; son una sucesion aritmética creciente de diferencia d y m,,
es un entero cualquiera diferente de los anteriores. En esta seccion aplicaremos el crite-
rio aportado en la Proposicion 1.3.3 para caracterizar las curvas monomiales proyectivas
aritméticamente Cohen-Macaulay asociadas a una sucesion casi aritmética de diferencia 1.
A saber, aquellas asociadas a sucesiones de enteros positivos {my, ..., m,_1,m,} donde
my < ... < my,_1 son numeros consecutivos y m, € N es un entero cualquiera. Mas
concretamente, el objetivo de esta subseccion es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 1.3.6. Sea C C P}, la curva monomial proyectiva asociada a my, . .., My_1, My,
una sucesion casi aritmética de diferencia 1 . Sea k := [m m?’lm —‘, entonces
n—1— n

K|C] es Cohen-Macaulay <=k <06 (k—1)my < km,,

La prueba del Teorema 1.3.6 es una consecuencia directa de la Proposiciéon 1.3.7 que
considera la situacién en que m,, < m; y la Proposicién 1.3.9 que considera la situacién
My, > Mp—1.

Suponemos primero que m,, < m;. Tomamos A := {ay, ..., a,,c} C N*> donde a; :=
(mi,n—1—i) € N2, paratodoi € {1,...,n—1},a, := (0,m,_1) y ¢ := (Myp, Mp_1—1,,)
y S es el semigrupo de N? generado por A.

Proposicion 1.3.7. Sea C la curva monomial proyectiva asociada a mq,...,m, € N,
Mnp—1
Mp—1—Mn

donde my < ... < m,_1 son consecutivos y m,, < my. Sea k := [ , entonces
K|C] es Cohen-Macaulay <= (k — 1) my < km,,
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Demostracion. Sea a := my y b := m,. Para demostrar el resultado consideramos el
conjunto
A:={(\,i) |0<i<a+n-—3}

donde \; := min{\ | (\,i) € S} paratodo i € {0,...,a + n — 3}. Por definicién es claro
que A C &y. Ademds A tiene a' := a + n — 2 elementos. Asi, como consecuencia de la
Proposicién 1.3.3, tenemos que K [C] es Cohen-Macaulay si y solo si A = S;. Probaremos
entonces que

A=S8) < (k—1)a <kb.

Supongamos que (k — 1)a < kby veamos que Sy C A. Sea u = (u1,u2) € S\ A,
entonces uy > a’ puesu ¢ Ayu:= > a;(a’ —3,7) + B(b,a’ —b),con oy, B € N, para
todo j € {1,...,n — 2}. Estudiamos dos casos:

= 3 > k. Por definici6n de k tenemos que k(a’ — b) > o’ y podemos escribir entonces
k(a'—b) =d +tcont >0yt =v(n—2)+r,conr € {1,...,n—2}. Asi tenemos

que
k(d—=b)=d +~v(n—2)+r (1.9)

y llegamos a que
ke=an+ya1+an1r+ (k—7—2)an_1.

Afirmamos que K — v — 2 > 0. En efecto, de (1.9) se deduce que tenemos que
(k—1)a— kb= (y—k+1)(n—2) +r. Ademds, por hipétesis, (k — 1)a — kb < 0.
Entonces 0 > (k—la—kb=(y—k—-1)(n—=2)+r>(y—k—-1)(n—2) + 1.
Entonces v — k — 1 < —1y, por consiguiente, k — v — 2 > 0.

De esta manera podemos escribir

n—2
U= Zajan,l,j +ya1+ar+an+ (k—v—2)an_1+ (8 — k)e,
i=1

con oy, v,k — v —2,8 -k > 0, una contradiccion puesto que u € Sy.

s 3 < k. Por definicién de k tenemos que S(a’ — b) < k(a' —b) > d' yuy =
Z?:_fj@j + B(a’ — b). Como uy > @ podemos escribir us — o’ = q(n — 2) +r
conr € {1,...,n — 2}, olo que es lo mismo us = a' + ¢(n — 2) + r. Ademds, si
B = 0 es fécil probar que Z?j a; > g+2ysif > 1, ver que Z;;lz aj + 6 >
Z;"j a;j + 1 > ¢+ 2. Por tanto, si tomamos ¢ := 27;12 jaj+B—q—2>0,

S
\

(Oa 0/) + q(a’/ - (TL - 2)/”’ - 2) + (a‘l - 7”) + 6(al7 0)
an + qay +an_1-» + 5an71~

Luego, u — a,, € S, lo que contradice que u € Sp.
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Hemos probado de este modo que (k — 1)a < kb, entonces A = Sy. Veamos ahora el
reciproco. Supongamos que (k — 1)a > kbdonde k = |a’/(a’ —b)] y veamos que A # S
probando que kc € Sy \ A. Por un lado, es evidente que kc ¢ A pues k(a’ — b) > a’ por
definicién de k. Veamos que kc € Sy. Para demostrarlo probaremos que si

ke=>aja; + Be, (1.10)
j=1

entonces «,_1 = a, = 0.

Observamos primero que k = 22:1 a; + 3 pues I 4 es homogéneo. De las segundas
componentes en (1.10) y teniendo en cuenta la definicién de k obtenemos que a,, € {0, 1}.
Si «,, = 0, entonces

n—1
k=Y a;+8. (1.11)
j=1

Pero a’ —b > n — 2, pues b < a, y entonces de las segundas componentes tenemos que
(k—B)(a'—b) = 1 aj(n—1—j) < 32" a;(a’ —b). Por consiguiente llegamos a que

k < 3" 2 a; + f. Por la dltima desigualdad y (1.11), concluimos que k = Y2 a; + f3
y, en consecuencia, a,,_; = 0 como querfamos demostrar.

Sia, =1, entonces (k—f3) = > | aja;. Como o, = 1, tenemos que (k—S)c > d'y,
por la definicién de k, que 3 = 0. En caso contrario, 8 > 0 implica que (k — 8)c < @/, una
contradiccién. Asi llegamos a que kc = Z?;ll aja; + an. De las segundas componentes
se tiene que k(a’ —b) = Y a;(n — 1 —j) +d = (0 aj)(n — 2) + d'. Pero
por hipétesis k(a’ — b) > a’ + (k — 1)(n — 2), entonces >, a; > k; absurdo ya que
k=Y"aj+ta,+8=1"a;+1>k a

Ejemplo 1.3.8. Sea C C % la curva proyectiva asociada a la sucesion my, . .., ms con
my =17 < mg =18 < m3 := 19 < my := 20 y ms < my. Entonces,

K|[C] es Cohen-Macaulay <= ms € {9, 10, 12,13, 14,15, 16}.

En efecto, si 1 < ms < 10, se tiene que k = [20/(20 — ms)] = 2. Por tanto, por
la Proposicion 1.3.7, K[S] es Cohen-Macaulay si y sélo si ms > 17/2, es decir, ms €
{9,10}. Por otro lado, si 11 < ms < 16, entonces k = 3y, en consecuencia, obtenemos
que la condicién es ms > 34/3, 0 lo que es lo mismo ms € {12,13,14,15, 16}

Estudiamos ahora el caso m,, > m,_1; observamos que esta condicién es equivalente
a k < 0. En este caso demostraremos que K [C] siempre es Cohen-Macaulay. Sea ahora
A:={ay,...,a,,c} C N*donde a; := (m;, m,—m;) € N% paratodoi € {1,...,n—1},
a, = (0,m,)yc:=(m,,0)y S el semigrupo de N? generado por A.

Proposicion 1.3.9. Sea C la curva monomial proyectiva asociada a my,...,m, € N,
donde m; < ... < my,_; son consecutivos y my, > mu_1. Entonces, K|[C] es Cohen-
Macaulay.
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Demostracion. Sea a := my y b := m,,. Definimos

donde ~; := min{i + pb | i + wb € Z;L;OZ N(a+ j)} y 6 := X\ib— v tal que \; :=
min{\ | Aa <v; < (A+1)a}. Yaque |A| = b, por la Proposicién 1.3.3, es suficiente probar
que A = S,. Veamos el doble contenido. Es evidente que para todo i € {0,...,b — 1},
(i, 6;) € Sp pues no es complicado probar que (7;,d;) — a, ¢ S por definicién de 7; y
(i, 6;) — ans1 ¢ S por la definicién de 0;.

Sea s = (s1, 82) € Sy, y supongamos s; = i(mod b). Queremos probar que s = (7;, 6;).
Por definicion de ~; tenemos que s; > ~;. Entonces existe § > 0 tal que s; —y; = 0 b.
Por hipétesis, s € Sy y podemos entonces escribir s = Z;:ll aja; con a; € N para todo
j € {0,...,n}. Del mismo modo, existen 5; € N, j € {0,...,n}, tales que (v;,0;) =
Z’;ll Bja;. Por definicién de \; se tiene ademds que 27;11 B; = A;. Observamos ahora
que, de nuevo por definicién de A;, sy = ; +0b > (A\; — 1)(a + n — 2) + ¢ b. De donde
s1 > (A — 14 6)(a+ n — 2) ya que por hipétesis b > a + n — 2. Por otro lado, es claro

que 51 < (Z;‘;ll a;)(a+n — 2). De las dos desigualdades anteriores obtenemos que

n—1
daj- N0 (1.12)
j=1

Ahora, como Z;:ll a; = (514 82)/by A\i = (7 + 6;)/b, usando la desigualdad (1.12)
llegamos a que sy — d; > 0; y por lo tanto existe 6’ € N tal que sy — d; = 0’ b

Hemos llegado a este modo a que (s1,$2) — 0 ap, — ¢’ any1 con 0,6’ € N. Por consi-
guiente, puesto que (s1,52) € N, se tiene que § = ¢’ = 0 y terminamos asi la prueba.
O

1.4. Macaulayficacion en ideales toricos simpliciales

Sea I un ideal térico simplicial. En esta seccién vamos a describir la Macaulayfica-
cién del anillo de semigrupo simplicial K'[S] en términos del conjunto numérico Sy que
definimos en la Proposicion 1.3.1.

Consideramos la misma relacién de equivalencia en Z? que introdujimos en la seccién
1.3, ver (1.8); sean sy, 53 € Z%, se define

§1~ 8y <> 81 — Sg € Z{wn_q11€1, ..., Wneq}.

En el Lema 1.3.2 vimos que la citada relacién particiona el conjunto Sy C Z%en D :=
Wndy1 - wn/[Z% : Z8] clases de equivalencia, pongamos S*,. .., S, mediante la rela-
cién anterior.

Definimos ahora para cada clase de equivalencia S’ el vector b; de la siguiente manera.
Seai € {1,...,D}, consideramos S* = {sy,...,s;} con s; := (sj1,...,5;4) € N? para

34

Este documento incorpora firma electrénica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segun la Ley 39/2015.

Su autenticidad puede ser contrastada en la siguiente direccidn https://sede.ull.es/validacion/

Identificador del documento: 1177709 Caodigo de verificacion: cLLpSpfn

Firmado por:

EVA GARCIA LLORENTE Fecha: 10/01/2018 17:46:28

UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

IGNACIO GARCIA MARCO
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

10/01/2018 17:51:54

MARIA ISABEL BERMEJO DIAZ
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

11/01/2018 11:38:10

ERNESTO PEREDA DE PABLO
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

12/01/2018 11:47:52

34795



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica

Entrada

N° registro: 2018/833
N° reg. oficina: OF002/2018/691
Fecha: 11/01/2018 16:04:15

todoj € {1,...,t} ydefinimos b; = (b;y, . .., biy) € N?el vector cuya coordenada [-ésima
by es la menor [-ésima coordenada de los vectores si, . .., Sy, esto es, by := min{s; |j €
{1,...,t}}. Denotamos B’ := {by,...,bp}y

S =B +N{w,_gi1€1,. .., Wneq} (1.13)

El objetivo de esta seccién es probar que K[S'] es la Macaulayficacién de K|[S]. El
punto clave de esta demostracion es ver que dim(K[S’\ S]) < d — 2. Para este propdsito
usamos una técnica desarrollada en [51] que consiste en determinar la dimensién de un
anillo graduado estudiando su funcién de Hilbert. Mds concretamente, si I es un ideal
w-homogéneo, entonces, por [49, Lema 1.4], existen polinomios Q1, ..., Qs € Z]t] con
s € Z7 tales que la funci6n de Hilbert de R/I satisface que H Fg/;(ls + 1) = Q;(1) para
todoi € {1,...,s} yparatodo [ € Z* suficientemente grande. Ademds, en el trabajo no
publicado atin [50], el autor prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1. Sean I un ideal w-homogéneo y d = dim(R/I). Denotamos por h : N —
Na la funcion h(n) = Y7 HFg/(i), entonces existen s > 1 polinomios f, ..., fs € Z[t]
tales que h(ls + i) = fi(l) paratodo i € {1,...,s} yl € Z" suficientemente grande.
Ademds, los polinomios fi, ..., f tienen el mismo término inicial ct?/d!, para cierto c €
7.

En la demostracién del Teorema 1.4.3 describimos la funcién de Hilbert de K [S"\S] en
términos de las respectivas funciones de Hilbert de varios ideales monomiales. El siguiente
resultado nos aporta informacion sobre la dimension de los anillos asociados a los ideales
monomiales que utilizamos para describir la funcién de Hilbert.

Lema 1.4.2. Sea M C K|y, ..., yq) un ideal monomial. Si para todo i € {1, ..., d} existe
x®* € M tal que x; 1 z°, entonces dim(R/I) < d — 2.

Demostracion. Basta probar que la altura del ideal I es mayor o igual que 2. Por contradic-
cién asumimos que [ tiene un primo asociado ¥ de altura uno. Puesto que / es monomial,
también lo es P (ver [66, Theorem 6.1.4]). Por ende, tendriamos que I C VIc B = (z;),
lo que es absurdo. O

Estamos ya en condiciones de probar el principal resultado de esta seccién.

Teorema 1.4.3. Sea S’ el semigrupo descrito en (1.13). K[S'] es la Macaulayficacion de
KI[S].

Demostracion. Es claro que S C §'. Queda probar que S’ es un semigrupo, que K[S'] es
Cohen-Macaulay y que dim(K[S’\ §]) < dim(K[S]) — 2.
Veamos primero que S’ es un semigrupo. Sean si, s, € S, entonces existen i,j €

{1,..., D} tales que s; = b;+c; y s = bj+cy paraciertos ¢1, ¢; € N{w,,_gt1€1, ..., wneq}

Asi 51+ 59 = b; +bj+ci1+cp y tomamos [ € {1,..., D} tal que b, ~ b; +b;. Por construc-
cién de B’, tenemos que by,;, < by, + by, paratodo m € {1,..., D}y, por consiguiente,
S1+ 82 € S
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Para probar que S’ es Cohen-Macaulay basta observar que B’ = {b € §'|b—a; ¢ S’
paratodo i € {1,...,D}} y que |B’| = D, pues por la Proposicién 1.3.3 deducimos que
S’ es Cohen-Macaulay.

Veamos por ultimo que dim(K[S"\ S]) < d — 2. Consideramos la graduacion usual
deg(t*) = 2%, s;donde 5 = (s1, ..., 54) € N?y observamos que K[S], K[S']y K[S'\S]
son dlgebras graduadas respecto a este orden. Denotamos por HF, HF'y HF la funciones
de Hilbert correspondientes a K[S], K[S'] y K[S'\ S], respectivamente. As{ la sucesion
exacta

0— K[S] — K[S8'] — K[S'\S] — 0

es también graduada y, por lo tanto, HF = HF' — HF. Observamos ademds que HF' =
ZiD:1 B,y HF =322 h;, con

Rir)y:={s€ 8 |deg(t®) =rys~b},y

hi(r) :=1|{s € S| deg(t’) =rys~b}.

Para cada ¢ € {1,...,D} definimos un ideal monomial M; C klyi,...,y4 como si-
gue: para todo b € S tal que b ~ b; definimos el monomio m, = yf‘ ~--y§°‘ siy
s6lo si b = b; + Zj;lﬁjwn,dﬂ»ej y M; .= ({muy|b € S,b ~ b;}). Consideramos
en K[yi,...,yq la graduacion deg,(y;) = wp—_qt+; y denotamos por HF; la correspon-
diente funcién de Hilbert w-homogénea de Kyi, ..., ya4]/M;. Tenemos la siguiente igual-
dad HF;(\) = h,;(Z?:lbij + ) — hi(Z?:lbi]. + A) pues y° ¢ M, siz solo si b; +
Z?:l Biwn—at+je; € S'\S. Entonces, hemos escrito la funcién de Hilbert H F de K[S\ S’
como suma de las funciones de Hilbert de K[y, ...,y4]/M;, parai € {1,...,D}. Por
construccién de My, ..., Mp y el Lema 1.4.2, tenemos que dim(K[yi,...,yq/M;) <
d — 2. Por consiquiente, por el Teorema 1.4.1, concluimos que la dimensién de K[S’\ S]
es el maximo de dim(K [y, ..., ya]/M;) < d — 2 y obtenemos asf el resultado. O

A continuacién ilustramos con un ejemplo el cdlculo de la Macaulayficacion haciendo
uso del conjunto ;. El ejemplo que trabajamos ademads ilustra un hecho que nos parece
interesante resaltar. A saber, puede ocurrir que el ideal asociado al anillo del semigrupo
K[S'] no sea homogéneo con la graduacién estdndar, siendo K'[S] = R/I4 con I 4 un ideal
homogéneo.

Ejemplo 1.4.4. Consideramos el anillo K[S|, donde S C N? es el semigrupo generado
por A :={(1,9), (4,6), (5,5), (10,0), (0,10)} C N% Asi, K[S] = R/14 e I 4 es un ideal
homogéneo de grado 10. Obtenemos que

So ={(0,0),(1,9),(2,18),(3,27), (13,17), (4,6), (5,5), (6, 14), (7,23), (8,12), (9, 11) } .

Ademds D = 100/[Z* : ZS) = 10, y calculamos las 10 clases de equivalencia que hay:
St ={(0,0)}, 5 = {(1,9)}, §* = {(2,18)}, S* = {(3,27), (13,17)}, S° = {(4,6)},
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S0 ={(5,5)}, 5" ={(6,14)}, S® = {(7.23)}, S? = {(8,12)} y S'® = {(9, 11)}. Por con-
siguiente, la Macaulayficaion K[S'] de K[S] viene dada por ' = 8'+N{(10,0), (0,10)},
donde

B = {(Oa 0)7 (17 9), (2> 18)7 (37 17)7 (4a 6)7 (57 5)7 (6> 14)7 (7a 23)7 (87 12)a (9> 11)}‘
0, lo que es lo mismo, S’ es el semigrupo generado por el conjunto
A ={(1,9),(3,17),(4,6), (5,5), (10,0), (0,10)}.

e Ly es w-homogéneo con w = (1,2,1,1,1,1) y sin embargo no es homogéneo en el
sentido usual.

1.4.1. Aplicacion: Macaulayficacion de curvas monomiales lisas

En esta subseccidon vamos a aplicar la construccion que hemos presentado en la seccién
anterior para obtener la Macaulayficacién de los anillos de coordenadas de las curvas mo-
nomiales proyectivas lisas. Mds concretamente, demostramos que la Macaulayficacién del
anillo de coordenadas de cualquier curva monomial lisa es el correspondiente a la curva
racional normal del mismo grado.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. La curva monomial proyectiva C definida
por la sucesién m; < --- < m,, de enteros primos entre si es lisasiy slosim; = 1y
my, = my,—1 + 1 (ver, e.g., [25, Exercise 2.1.8]). La curva racional normal de grado g, que
denotamos por CR, es la curva asociada a la sucesién 1 < 2 < --- < g; en otras palabras,
es la la curva parametrizada por z; = s't9 " paratodo i € {1,...,g} y zg41 = 7.

Proposicion 1.4.5. Sean K un cuerpo algebraicamente cerrado y C una curva monomial
proyectiva lisa de grado g. La Macaulayficacion de K[C] es K[CR,|.

Demostracion. Consideramos la sucesion m; = 1 < mo < - < mp, =Mp_1+1 =g
que define C. Denotamos por S C N? al semigrupo generado por ay, . .., @, 1 con a; :=
(mi,my, —m;) paratodoi € {1,...,n}y ans1 := (0,m,); se tiene que K[C] = K|[S]. Por
el Teorema 1.4.3, la Macaulayficacién de K[C] es K[S’], donde 8" = B’ + {(g,0), (0,9)}
y B’ es el conjunto descrito en (1.13). Para determinar B’ vamos primero a estudiar el
conjunto Sy = {s € S|s — (g,0),s — (0,g9) ¢ S}. Observamos que (mq,m, —my) =
(1,9 — 1) € S, por lo tanto s; = (i,i(g — 1)) € S paracadai € {1,...,9 — 1}. De aqui

se deduce que paracada: € {1,...,g — 1} existe v; = (i, v;2) € Sp. Por otro lado, puesto
que (g—1,1) € S, podemos hacer el mismo razonamiento que antes y llegamos a que para
cadai € {1,...,9 — 1} existe w; = (w;1,4) € Sp. Como ademds

« 28 = {(z,y) € 22|z +y =0 (mod g}, y
= para todo s, sy € Z2, 51 ~ 59 siy solo si 51 — 55 = A(g,0) + (0, g) con \, u € Z;
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se tiene que v; ~ wy_; para todo i € {1,...,g — 1} y, por tanto (i,g — i) € B’ para

todo i € {1,...,¢9 — 1}. El ndmero de elementos de B’ es igual al nimero de clases de
equivalencia en Sp, que es D := ¢?/[Z? : ZS]| = g. En consecuencia, B’ = {(i,g—i) |1 <
i < g}y U{(0,0)} y concluimos que K[S'] = K[CR,]. O

Como consecuencia directa del resultado anterior obtenemos lo siguiente.
Corolario 1.4.6. Sea C una curva monomial lisa, entonces

C es aritméticamente Cohen-Macaulay <= C es una curva racional normal.

38
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Capitulo 2

Invariantes algebraicos de curvas
monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas generalizadas

”Algebra is but written geometry and
geometry is but figured algebra."”
Sophie Germain

En este capitulo estudiaremos invariantes algebraicos del anillo de coordenadas K[C] =
R/I(C) de una curva monomial proyectiva C. Recordamos que toda curva monomial pro-
yectiva viene determinada por una sucesion de enteros positivos m; < --- < m, como la
curva definida paramétricamente por las ecuaciones

Sml tm"—ﬂll , Mp—1 tmn —Mnp—1 , tTnn X

T = ey Ly 1 =S8 Tp=8"" Tpi1 =
En particular, prestaremos especial atencion a aquellas curvas en las que my < -+ < m,,
es una sucesion aritmética generalizada.

En la primera seccién recordamos c6mo, a partir de una resolucién libre minimal gra-
duada de R/I siendo I un ideal homogéneo, podemos determinar facilmente si R/ es
Cohen-Macaulay, Gorenstein o interseccién completa y calcular la serie de Hilbert y la
regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I. Recordamos también los resultados nece-
sarios para definir la estrategia que usaremos en el resto del capitulo para el cilculo de la
regularidad. Asimismo definimos las dlgebras de Koszul e incluimos algunos resultados
basicos ttiles para caracterizar las dlgebras de Koszul. También incluimos en esta seccién
un resultado que proporciona una expresion de la serie de Hilbert de K'[C], cuando C es
una curva monomial proyectiva asociada a una sucesion de enteros positivos, en términos
del ideal inicial del ideal de definicién de la curva respecto del orden lexicografico inverso
graduado.

Una vez definida la estrategia que seguimos en este capitulo, el resto del mismo lo
dedicamos a estudiar clases de curvas monomiales proyectivas. Comenzamos en la segunda
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seccidén con curvas monomiales proyectivas asociadas a una sucesion aritmética (que ya
demostramos que son aritméticamente Cohen-Macaulay en el Capitulo 1). En este contexto
proporcionamos férmulas para la regularidad de Castelnuovo-Mumford y la funcién y la
serie de Hilbert del anillo de coordenadas de la curva. Se obtiene también el tipo Cohen-
Macaulay y una caracterizacién de cuando son Gorenstein.

En la tercera seccidon de este capitulo se obtienen algunos invariantes de las curvas
monomiales proyectivas asociadas a sucesiones aritméticas generalizadas. En particular,
comenzamos caracterizando cudndo K[C] es interseccién completa. Para una cierta subfa-
milia de sucesiones aritméticas generalizadas damos una base de Grobner de 1(C) respecto
del orden lexicografico inverso graduado. Como consecuencia de tener esta base de Grob-
ner, proporcionamos la regularidad y la serie y funcién de Hilbert de K[C]. Asimismo,
probamos que la regularidad se alcanza en el dltimo paso de la resolucién libre minimal
graduada de K[C].

Finalmente, en el tltimo capitulo de esta seccidn estudiaremos la propiedad de Koszul
de K[C]. Mis concretamente, caracterizamos cudndo K[C] es Koszul siendo m; < -+ <
m,, una sucesion aritmética generalizada. También listamos todas las curvas monomiales
proyectivas cuya dlgebra K[C] es Koszul y tiene codimensién 2 y 3.

2.1. Generalidades

Sea I C R unideal homogéneo y

Bp B1
F O%@R(fem)—>~~'—>@R(felj)—>R—>R/I%0 (2.1)

j=1 j=1

una resolucién libre minimal graduada de R/I como R-médulo. Comenzamos esta seccion
con varios resultados cldsicos que indican qué peculiaridades tiene esta resolucién cuando
R/I es Cohen-Macaulay, Gorenstein o interseccién completa.

Sea d = dim(R/I). Recordamos que p = pd(R/I) > n — d y que, como ya vimos en la
Proposicién 1.1.10, R/I es Cohen-Macaulay si y solo si p = n — d. Por tanto cuando R/I
es Cohen-Macaulay, su resolucién es lo mds corta posible.

Definicién 2.1.1. Si R/I Cohen-Macaulay, al entero 8, de la resolucion F (2.1) se le
denomina el tipo Cohen-Macaulay de R/I. Ademds, R/I se dice Gorenstein si es Cohen-
Macaulay de tipo 1.

Usualmente se toma como definicién que R/I es Gorenstein si y solo si el modulo
canonico es libre de rango 1; no obstante, esta definicién coincide con la aqui dada (ver,
e.g., [41, Proposition 3.2]).

Cuando R/I es Gorenstein se tiene que su resolucién como R-médulo es ‘simétrica’,
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mds precisamente se tiene que

Bi Bp—i
D R(—eij) = P R(—(ep1 —epij), coni € {1,...,p—1} (22)
j=1 j=1

y, en particular, 8,_; = j; paratodo i € {1,...,p — 1} y ;1 = €;; + €,_;; para todo
ie€{l,...,p—1}yparatodo j € {1,..., 5} (ver, e.g., [19, Theorem 1.5]).

Una subfamilia notable de los anillos Gorenstein es la de los anillos de interseccion
completa.

Definicion 2.1.2. Sea I un ideal homogéneo de R. Se dice que I es interseccion completa si
estd generado por una sucesion regular. Ademds, se dice que R/ es interseccion completa
si I lo es.

Al ser I homogéneo, como consecuencia de la version graduada del Lema de Nakaya-
ma tenemos que todos los sistemas minimales de generadores homogéneos de [ tienen el
mismo numero de elementos y, ademds, que las siguientes propiedades son equivalentes
(ver, e.g., [55, Theorem 2.12]):

= [ es interseccion completa,

I esté generado por ht(I) elementos,

I esté generado por ht (/) elementos homogéneos,
pr=ht(I),y

cualquier sistema minimal de generadores homogéneos de I tiene ht (/) elementos.

Por tanto, para determinar si / es interseccién completa basta con calcular un sistema mini-
mal de generadores homogéneos y comprobar si tiene & := ht(/) elementos. Cuando [ es
interseccion completa, el complejo de Koszul asociado a un sistema minimal de generado-
res homogéneos de [ es una resolucién libre minimal graduada de R/ (ver, e.g., [55, Chap-
ter 14]). Por tanto, si los grados de los generadores minimales de [ son dy, ... ,dy, € ZT, la
resolucién libre minimal graduada viene dada por

h h
0=R|=) d| = R(=>di)| = - EPR(-d) = R—R/I—0
j=1 O jed J=1

(2.3)

Como consecuencia, si R/I es interseccién completa, entonces es Gorenstein.
El ideal I es homogéneo, lo que equivale a que I sea w-homogéneo conw = (1,...,1).
La serie y la funcién de Hilbert de R/I son la serie y funcién de Hilbert w-graduada
de la Definicién 1.1.7 con w = (1,...,1). Mds concretamente, si R denota el espacio
vectorial generado por los polinomios homogéneos de grado s, entonces HFp/;(s) =
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dimg(Rs/(I N Ry)), paratodo s € N,y Hg/(t) := > . HFg/1(s)t* son la funcién
y la serie de Hilbert de R/, respectivamente.

Ahora bien, al ser I homogéneo, existe un tinico polinomio con coeficientes racionales
tal que P(s) = HFp/(s) para s >> 0 (ver, por ejemplo, [3]); este polinomio P(t) se
denomina el polinomio de Hilbert de R/I. El menor entero s, tal que P(s) = HFg/(s)
para todo s > s es la regularidad de la funcion de Hilbert de R/1.

Es bien sabido que para todo ideal homogéneo I, la serie de Hilbert de Hp/;(t) se
puede expresar (formalmente) como una expresién racional con denominador (1 — ¢),
donde d = dim(R/I); es decir, existe un polinomio h(t) € Z[t] tal que

h(t)
1=t

Este polinomio h(t) es el denominado h-polinomio de R/1.

Hpyr(t) = (2.4)

Como ya vimos en la Proposicion 1.1.8, se puede expresar la serie de Hilbert de R/
en términos de la resolucién (2.1) por medio de la férmula siguiente:
LY (Y e

Hryi(t) = =0 . (2.5)

La regularidad de Castelnuovo-Mumford se puede definir via la resolucién libre mini-
mal graduada (ver [29], y también [6], para definiciones equivalentes) como sigue:

Definicion 2.1.3. La regularidad de Castelnuovo-Mumford, o simplemente regularidad, de
R/I es
reg(R/I) :=max{e; —i; 1 <i<p, 1<j<p}

Schenzel demostré en [58, Theorem 3.11] (ver también [13, Corollary 1.2] para una
prueba elemental del mismo resultado) que la regularidad se alcanza en la ‘cola’ de la
resolucién, es decir, en alguno de los médulos libres @f;l R(—e;;) conn — dim(R/I) <
i < p = pdr(R/I)y, por tanto, que reg(R/I) := max{e;; —i; n — dim(R/I) < i <
p, 1 <j<Bi}

En particular, cuando R/I es Cohen-Macaulay, la regularidad se alcanza en el dltimo
paso de la resolucién y reg(R/I) := max {e,; — p; 1 < j < f3,}, donde p = pdz(R/I) =
n — dim(R/I). También como consecuencia se tiene lo siguiente.

Nota 2.1.4. Si R/I es Cohen-Macaulay, la regularidad de R/ se puede obtener a partir de
la serie de Hilbert de R/I. En efecto, al alcanzarse la regularidad de R/ en el iltimo paso
de la resolucion, el grado del polinomio q(z) =1+ > 0_ (—1)' Zf’zl %4 es exactamente
max {ey;; 1 < j < B,} = reg(R/I) + p. Por tanto, de (2.5) se tiene que el grado de la
serie de Hilbert de R/ vista como funcion racional es

deg(q(z)) —n =reg(R/I) +p—n =reg(R/I) — dim(R/I).

Ademds, de (2.4) se deduce a su vez que la regularidad de R/I coincide con el grado del
h-polinomio de R/I.
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Cuando R/I es Gorenstein, de (2.2) se deduce la siguiente igualdad para su serie de
Hilbert (ver también por [61, Theorem 4.1]):

Hryr(1/t) = (1) " Hpy ().

Como consecuencia, el h-polinomio de R/I es simétrico, es decir, si Zf:o hit' es el h-
polinomio de R/I, entonces h; = h,_; para todo i.

En el caso particular en que R/I es interseccién completa, de (2.3) se derivan las si-
guientes férmulas para su serie de Hilbert:

L+ Z?:l(_l)i S = t2jerdi

HR/](t) = (1 — tJ)Cn{l,...,h} _
) I |
= (1 — t)n - (1 — t)d

y para su regularidad de Castelnuovo-Mumford: reg(R/I) = Z?Zl(ai —-1).

En general el cédlculo de una resolucién libre minimal graduada de R/ es una tarea
muy costosa computacionalmente y hay pocas excepciones (como es el caso de las inter-
secciones completas) en las que se conocen descripciones explicitas de la resolucién. En
esta seccion hemos visto cémo:

= conocer si R/I satisface alguna propiedad algebraica como ser Cohen-Macaulay,
Gorenstein y/o interseccién completa, o

= conocer invariantes cohomoldgicos tales cémo la regularidad y/o la serie de Hilbert
de R/I,

aporta informacién relevante sobre la resolucién de R/I. Es por ello que han surgido mul-
titud de trabajos que buscan caracterizar estas propiedades o calcular estos invariantes sin
pasar por el cdlculo explicito de la resolucion. En este capitulo, seguiremos esta filosofia
para estudiar los anillos coordenados de las curvas monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas generalizadas. En particular, para el cilculo de la regularidad ha-
remos uso de algunos resultados que se encuentran en [15]. En este articulo se describe
un algoritmo para el cdlculo de la regularidad de R/[ y estd implementado en la libre-
ria [16] para el software SINGULAR. En pocas palabras, la idea del algoritmo consiste en
asociar a cada ideal homogéneo I, un ideal monomial de tipo encajado J de manera que
reg(R/I) = reg(R/J); ademis el cdlculo de la regularidad de R/.J es sencillo.

Definicion 2.1.5. Un ideal monomial J C R es de tipo encajado si todo ideal primop C R
asociado a J es de la forma p = (x1,...,x;) paraalgini € {1,...,n}.

Recordamos que in(7) denota al ideal inicial de I respecto al orden lexicogréfico inver-
so graduado.
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Teorema 2.1.6. [15, Theorem 4.1] Si in(I) es un ideal monomial de tipo encajado, enton-
cesteg(R/I) = reg(R/in(I)).

En general, la regularidad de R/ estd acotada superiormente por la regularidad de R/.J
siendo J el ideal inicial de I con respecto a cualquier orden monomial (ver [5]). Cuando
este orden es el lexicografico inverso graduado, Bayer y Stillman prueban en [7] que en
coordenadas genéricas la regularidad de R/ y lade R/in(I) coinciden. Ademads, haciendo
uso de un resultado de Galligo [30], deducen en [7, Proposicién 2.9] que en caracteristica 0
esta regularidad coincide ademds con el mayor grado de un generador de in(/) menos uno.
El Teorema 2.1.6 asegura que cuando in(/) es de tipo encajado, la regularidad de R/I y la
de R/in(I) coinciden sin necesidad de efectuar cambios de coordenadas y sin importar la
caracteristica del cuerpo. Ademads, en el contexto que vamos a trabajar el ideal inicial de
I es siempre de tipo encajado, como nos asegura el siguiente resultado cuya demostracion
es sencilla (ver [15, Proposition 3.2] para criterios efectivos para determinar si un ideal
monomial es de tipo encajado).

Proposicién 2.1.7. Si dim(R/I) = 2 y K[z,_1,z,] — R/I es una normalizacion de
Noether, entonces in(1) es de tipo encajado.

La regularidad de los ideales monomiales de tipo encajado es facil de calcular. En par-
ticular, haremos uso de un resultado que se encuentra en [15] donde se calcula dicha regu-
laridad de forma combinatoria mediante la descomposicién irreducible del ideal. Recorda-
mos que un ideal se dice que es irreducible si no se puede escribir como interseccién de
otros dos ideales. Los ideales monomiales irreducibles tienen una estructura sencilla como
se muestra en el siguiente lema.

Lema 2.1.8. (ver, e.g., [66, Proposition 6.1.16]) Sea J C R un ideal monomial. J es
irreducible si 'y solo si J se puede escribir como J = (zj!,...,x{*), donde iy, ... i, €
{1,...,n} son todos distintos y a; € N para todo j € {1,...,s}.

Una descomposicion irreducible de un ideal monomial es una expresion de dicho ideal
como interseccién de ideales monomiales irreducibles. Si en esta intersecciéon no sobra
ninguno de los ideales se dice que la descomposicion irreducible es irredundante. Ade-
mas un ideal monomial tiene una tnica descomposicién irreducible irredundante (ver, por
ejemplo, [66, Theorem 6.1.17]), que llamaremos la descomposicion irreducible. Los idea-
les que aparecen en una descomposicion irreducible irredundante de un ideal monomial se
denominan sus componentes irreducibles. En la libreria [10] para el software SINGULAR
se han implementado diversos métodos para calcular la descomposicién irreducible de un
ideal monomial.

El resultado principal en el que nos apoyamos para el cilculo de la regularidad es el
siguiente.

Proposicién 2.1.9. [15, Corolary 3.17] Sea M C R un ideal monomial de tipo encajado y
sea M = N;_,q; su descomposicion irreducible. Entonces,

reg(R/M) = max {reg(R/q;) | i € {1,...,s}}.
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Por ultimo, dado que los ideales monomiales irreducibles son siempre interseccién
completa, se tiene lo siguiente (ver [14, Remark 2.3]):

Proposicién 2.1.10. Sea q = (acfll - ,m?:) C R un ideal monomial irreducible, entonces
reg(R/q)=di+...+d, —r

En este capitulo consideraremos la curva proyectiva C definida por una sucesién de
enteros positivos m; < --- < m,, y estudiaremos el anillo K[C] = R/I(C) donde I(C)
es el ideal de definicién de C. Recordamos que I(C) C K[z, ..., 2,11 es el nicleo del
homomorfismo de K -dlgebras

¢: R=Klzy,...,zn11] — Klt1,to]
x; — ity ™ parai € {1,...,n—1}
Ty — T '
Tpy1 t;”"

Nuestra estrategia para el cdlculo de la regularidad de Castelnuovo-Mumford es hallar
una base de Grobner minimal de /(C). Luego, obtener la descomposicion irreducible (irre-
dundante) de in(/(C)) y a partir de esta deducir la regularidad atendiendo a la Proposicién
2.1.9.

Asimismo, en virtud de un clésico resultado de Macaulay [46] que demuestra que la
serie (y la funcién) de Hilbert de K[C] = R/I(C) coincide con la de R/in((C)) para
cualquier orden monomial, también obtenemos la funcién y la serie de Hilbert de R/I(C) a
partir de la base de Grobner minimal de 7(C). El siguiente resultado muestra cémo obtener
la serie de Hilbert H k¢) de K'[C] a partir de in([).

Proposicion 2.1.11. Sea C una curva monomial proyectiva. Entonces,

Zz’yé‘]+($mxn+1) tl’Yl - tzﬂﬂevl‘*(mn-;-l) thl

Hret) = = S |

donde || == " s paray = (11, ..., ymi1) € Ny J = in(I(C)). Ademds, si K[C]
es Cohen-Macaulay, entonces
st nasn)

HK[C](t) = (1—1)2

Demostracién. Como la serie de Hilbert de K[C] = R/I(C) coincide con la de R//J,
entonces Hie(t) = 3 g5t bl. Observamos que

7{1fKﬂ(t) _ j{: thl ¢ j{: ¢l

2V gJ Vg
Yn41=0 Y4170

Como estamos trabajando con el orden lexicogrifico inverso graduado y el ideal I(C) es
un ideal primo homogéneo, tenemos que la variable z,,,1 no aparece en ningiin generador
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2? ¢ J})

minimal de J. Por lo tanto se deduce que {27 ¢ J|v,41 # 0} = {z,12°

Luego,
Hie(t) = Dt > = 3" 4 1300 (1),
V¢ B¢ V¢
Tn+1=0 Yn+1=0

Hemos llegado asi a que

A=t Hrt)= > thh= S gy S ¢l

V¢ V¢ V¢
Yn4+1=0 M=Yn4+1=0 m#0, Yp41=0
Ademas,
E thl = ¢ E 18l ¢ E 181
zV¢J =8¢ zB¢J anaBes
I #0, Yn41=0 Br41=0 Bp41=0

Para obtener finalmente el resultado, observamos que

£yt =1 = t) Hye(t).
B¢
Bn41=0

Por tltimo, si K[C] es Cohen-Macaulay, por el Teorema 1.2.3 tenemos que z,z? € J
siy s6lo si 27 € J y sigue el resultado. O

Por tltimo, en este capitulo también estudiamos la propiedad Koszul del anillo R/I(C).

Definicién 2.1.12. Sea I un ideal w-homogéneo, R/I es un dlgebra de Koszul si K tiene
una resolucion lineal como R/I-mddulo.

El cldsico ejemplo de dlgebra de Koszul es T = K[z]/(2?), ya que K tiene como
resolucién minimal:
e TEHTS 5T K —0,

donde T' % T denota el morfismo multiplicacién por .

Una de las principales propiedades de las dlgebras de Koszul, demostrada por Avramov
y Eisenbud [4], es la siguiente: si R/l es un dlgebra de Koszul y T" es un R/I/-médulo
finitamente generado, si bien puede ser que la resolucién de T como R/I sea infinita, su
regularidad como R/I-médulo es finita.

Para estudiar la propiedad de Koszul nos apoyaremos las siguientes implicaciones bien
conocidas (ver, por ejemplo, [23]). Se verifica que (i) = (ii) = (iii), donde

(i) I(C) posee una base de Grobner cuadritica
(ii) R/I(C) es Koszul

(iii) I(C) esta generado por cuddricas.
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2.2. Curvas monomiales proyectivas definidas por suce-
siones aritméticas

En esta seccion estudiaremos el anillo K[C] cuando m; < --- < m,, es una sucesion
aritmética de niimeros enteros positivos primos entre si, es decir, m; = my + (i — 1)d para
todoi € {1,...,n},cond,m; € Z" tales que gcd{my, d} = 1. En el capitulo anterior, en
el Teorema 1.2.11, obtuvimos una base de Grobner de I(C), el ideal de definici6n de la cur-
va proyectiva C que define la sucesiéon m; < --- < m,, con respecto al orden lexicografico
inverso graduado. Este es el punto clave para obtener los invariantes que en esta seccion
vamos a estudiar.

El primer objetivo que nos planteamos es hallar una férmula para calcular la regularidad
de Castelnuovo-Mumford de K'[C]. Para ello, a partir de la base de Grobner de I(C), vamos
a obtener la descomposicién irreducible del ideal inicial de I(C) con respecto al orden
lexicografico inverso graduado. A partir de esta, seremos capaces de calcular la regularidad
del mismo.

En el Lema 1.2.10 introdujimos los enteros (v, k) definidos univocamente por la su-
cesion aritmética m; < --- < m, y que nos sirven para describir la base de Grobner del
Teorema 1.2.11. Recordamos que

a=q+dyk=n-—r, (2.6)
donde m; =q(n—1)+rcongeNyre{l,...,n—1}

Proposiciéon 2.2.1. 1. Sik <n — 1, entonces
. n—1 5
ln(I(c)) = 0::2 (‘T?+ y L2y e v vy Tij—1, .Z',?, Tig1y e 7xn—1)

es la descomposicion irreducible de in(1(C)), donde 6; = 0sii € {2,...,k}yd; =1
siie{k+1,...,n—1}

2. Sik =n — 1, entonces

111([(C)) = I:mzl:_ZI ('7’.(117 L2y voy Ti1,s '/L.z?> Litly- - - ﬂxn*l)]
ﬂ(‘x?+l7 T2, ... 7~Tn71)

es la descomposicion irreducible de in(I1(C)).

Demostracion. Sea A; = (x‘f*‘SZ Loy Ti1, T2, Tig1, -+, Tn_1), paratodoi : 2 < i <

n—1,donde d; =0sii € {2,...,k}yd =1sii € {k+1,...,n—1}; y sea también
B = (251, xy,..., 2, ). Consideramos A := (/) A;sik <n—1,0A:= - ANB
en caso contrario, y queremos probar que in(I(C)) = A. Por el Teorema 1.2.11, tenemos
que {z;z; |2 <i<j<n—1}U{zfz; | 1 <i <k} esun sistema minimal de genera-
dores de in(I(C)) con respecto al orden lexicografico inverso graduado. Observamos que
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in(I(C)) C A; paratodoi € {2,...,n— 1}y, si k = n — 1, se tiene que in(I(C)) C B.
Por lo tanto in(/(C)) C A.

Para ver el contenido reciproco, tomamos un monomio [ ¢ in(/(C)). Tenemos entonces
tres posibilidades:

(@) | =afwuabat,con0<a<ai€{2,...,n—1}ybc>0,
(b) I =afabat,,con0<a<aybec>0,0

(©) | =afwabal yconie{k+1,....n—1}yb,c>0.

n

Si se verifica (a), entonces [ ¢ A;. En (b), tenemos que !l ¢ A,,_1sik <n—1yl ¢ Bsi
k = n — 1. Por dltimo si estamos en las condiciones de (c), observamos que k < i <n—1,
y entonces [ ¢ A;. Asipuesin(I(C)) = A.

Queda, para finalizar la demostracién, ver que no hay ningin ideal redundante en la
interseccion. Sea i € {2,...,n — 1}. Observamos que z; € A; paratodo j # iy x; € B
sik =n— 1, pero z; ¢ in(I(C)); y por consiguiente A; no es redundante. Si k = n — 1,
entonces z§ € A; paratodoi € {2,...,n —1}; sin embargo, 2§ ¢ in(I(C)), y se concluye
asi que B no es redundante. 0

Recordamos en este punto que reg(K[C]) = reg(R/I(C)) = reg(R/in({(C))) donde
in(I(C)) es el ideal inicial de I(C) respecto al orden lexicogrifico inverso graduado ya que
in(7(C)) es de tipo encajado. Ademds, reg(R/in(I(C))) es el méximo de las regularidades
de las componentes irreducibles de I(C). Por tanto, a la vista de estas observaciones y las
Proposiciones 2.1.10 y 2.2.1, deducimos facilmente el siguiente resultado que nos propor-
ciona una férmula para el cdlculo de la regularidad en términos de la sucesion aritmética
de partida.

Teorema 2.2.2. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesion aritmética
my < --- < m, de enteros primos entre si. Entonces,

n—1

reg(K[C]) = | 2.

Demostracion. Sean «, k como en (2.6). Como consecuencia directa de las proposiciones
2.2.1y2.1.9 tenemos que

_Ja+1 sik<n—1,

reg(K[C]) = { @ sik=n—1.
Observamos que k = n — 1 siy sélo si m,, = 1 (mod n — 1). Por tanto, si k = n — 1,
entonces @ = ¢ +d = || +d = [Ze=l] = [ma=d] Ademds, si k < n — 1 se tiene

n—1 n—1 n—1

quea+l=g+d+1=2]+d+1=|22] +1=[md] O

n—1 n—1

Ahora explotaremos de nuevo el hecho de tener in(/(C)) para hallar la serie y la fun-
ci6n de Hilbert y el tipo Cohen-Macaulay de K [C]. Estos resultados se encuentran también
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en [48] en un contexto mds restringido. A saber, cuando {my, ..., m,} es ademds un sis-
tema minimal de generadores del semigrupo numérico >, , Nm;. Se puede demostrar
que la condicién anterior es equivalente a que n < m;. Nosotros no supondremos que
{my,...,my} es un sistema minimal de generadores del semigrupo que generan.

Por un lado sabemos que si m; < ... < m, es una sucesion aritmética, K[C| es
Cohen-Macaulay por el Corolario 1.2.14. Por otro, tenemos en el Teorema 1.2.11 una base
de Grobner de I(C). Por tanto, aplicando la Proposicién 2.1.11 obtenemos el siguiente
resultado que proporciona la serie de Hilbert de K'[C] en términos de la sucesién aritmética
que define la curva.

Teorema 2.2.3. La serie de Hilbert de K|C] es

Hacer(t) = 1+ (n—1)(+- -(—;—j‘;;?—i— (n—1- k)t““.

Demostracion. Sabemos que K[C| es Cohen-Macaulay por el Corolario 1.2.14. Por tanto,
por la Proposicion 2.1.11, tenemos que (1 —)* H(e](t) = D gin(r(c)) +(amsns) Il As,
usando ahora el Teorema 1.2.11 obtenemos que {z7 |27 ¢ in(I(C))+ (zpn, Tpy1)} = {1} U
{zfz;]1<i<n—land0<a<a—-1}U{zfz; | k+1<i<n-—1}ysededuceel
resultado de forma fécil. O

Nota 2.2.4. Como ya indicamos en la Nota 2.1.4, al ser K [C] Cohen-Macaulay, a partir del
resultado anterior podemos obtener también la formula para la regularidad de K|[C] dada
en el Teorema 2.2.2. En efecto, como reg(K|[C]) coincide con el grado del h-polinomio de
K|(C] que, por el Teorema 2.2.3, es 1 + (n — 1)(t + -+ - +t%) + (n — 1 — k)t**%. Se deduce
entonces que reg(K[C]) =asik =n—1yreg(K[C]) =a+1sik<n—1

Teorema 2.2.5. La funcion de Hilbert de K[C] es
s+2 oo s+1 3 < g
HFK[C](S)—{ ("3) +(n=2)(*}) si0ss<a

2
mys+a2—n+k)— (o‘;l) —(n=2)(5)+1 sis>oa
Demostracion. Por el Teorema 1.2.11 tenemos que
RAn(I€) = @, pen { (Boarca Kltwlel 1)) @ (D pree, Kiadmiztal})
D (®k+l§i§n—l K{T?Tﬂgﬁzﬂ}) }
Asi, llegamos a que

HFK[C](S) = HFR/](C)(S) = HFR/in(I(C))(S) = (S ; 2) + (n — 2) (S —; 1>,
paratodo s € {0 < s < a}. Por otro lado, para s > « + 1, se verifica que
HFge(s) =2 g5 +1—=i)+(n—=2) Y050 (s —i) + (n— 1= k)(s —a)
=(s+@+1)— ("I +n-2) (sa— (‘;))+(n717k:)(sfa)
=((n—Da+n—k)s+a-—n+k)—(*])—(n—-2)(5) +1.

Para finalizar, basta observar que (n — l)a+n—k=(n—-1)(¢g+d)+n—k=m,. O
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Nota 2.2.6. Cabe destacar de nuevo la relacion entre la regularidad de Castelnuovo-
Mumford de K|C| y la regularidad de la funcién de Hilbert del anillo. Recordamos aqui
que la regularidad de la funcion de Hilbert de K[C| es el menor entero s tal que para todo
s > sg el polinomio y la funcién de Hilbert de K|[C] coinciden en s.

Como K|C] es Cohen-Macaulay, la regularidad de K|C] es una unidad mayor que la
regularidad de su funcion de Hilbert (ver, por ejemplo, [14, Theorem 2.5]). Por tanto, el
Teorema 2.2.5 nos permite de nuevo obtener la formula de la regularidad del Teorema
2.2.2. En efecto, el polinomio de Hilbert de K[C] es Pke)(s) == my, s + (2 —n+k) —
(“2Y) = (n = 2)(3) + 1y Prys(s) = HFgy1(s) para todo s > «. Ademds no es dificil
comprobar que Pej(ov — 1) # HFkej(a — 1) si y sélo si k < n — 1. Por otro lado, si
k=mn—1, Pkl — 2) # HFkpe)(a — 2); y obtenemos de este modo la regularidad.

Como K[C] es Cohen-Macaulay, el siguiente invariante que nos planteamos calcular es
el tipo Cohen-Macaulay de K[C] y para hacerlo nos basaremos en un resultado de Cavaliere
y Niesi [21].

Teorema 2.2.7. [21, Theorem 4.9] Sean los conjuntos
B := {deg(z") |27 ¢ in(I(C)) + (zp,Tns1)} C N*y

B:={seB|s+a ¢BVYie{l,. . ,n—1}}

donde a; := (m;, m,—m;) parai € {1,... ,n—1}, a, := (my,,0) y any1 = (0,m,) y deg
denota la multigraduacion en N? inducida por deg(x;) = a; paratodoi € {1,...,n+ 1}.

Si K[C] es Cohen-Macaulay, entonces el tipo Cohen-Macaulay de K|[C] es el nimero
de elementos en B.

Teorema 2.2.8. Seanc € Ny € {1,...,n— 1} tales que m; — 1 = ¢(n — 1) + 7. El tipo
Cohen-Macaulay de K|[C] es T.

Demostracion. Tomamos a; := (m;, m,, —m;) € N2 paratodoi € {1,...,n}y anqq =
(0,m,) € N?y consideramos la graduacién en R inducida por deg(z;) := a; para todo
i€ {l,...,n+ 1}. Porel Teorema 1.2.11, tenemos que

B={(0,0}U{ba;+a;|0<b<a-1,1<i<n—-1}U{aa;+a;|k+1<i<n-—1},
donde k € {1,...,n — 1} satisface que m; + k = 1 (mod n — 1). Afirmamos que

B {aai+a;|k+1<i<n-1} sik<n-—1
Tl {lae—Day+a|1<i<n—1} sik=n-—1.

Parak < n—1,sic =ba; +a;con0 < b < a—-1y1l <1 < n— 1, entonces
¢+ an_i =ba;+a;+ an_; = (b+ 1)ay + a,_1 € By, por tanto, ¢ ¢ B. Ademds, es fécil
ver que aa; +a; € Bparatodoi: k+1<i<n—1.Parak = n — 1 se sigue facilmente
la afirmacién.
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Por consiguiente, por el Teorema 2.2.7, el tipo Cohen-Macaulay de K[C] esn — 1 si
k =mn—1,0n — 1 — k, en caso contrario; y el resultado se obtiene por la definicién del
entero k. O

Como consecuencia directa del resultado anterior obtenemos en el siguiente una carac-
terizacién de la propiedad Gorenstein de K [C] pues, por definicién, solo hay que imponer
que el tipo Cohen-Macaulay sea uno.

Corolario 2.2.9. K|[C] es Gorenstein <= m; = 2 (mod n — 1).
Veamos algunos ejemplos que ilustren los resultados de esta seccion.

Ejemplo 2.2.10. Consideramos el conjunto {my, ms, ms, my, ms} con my := 10, my :=
13, ms3 := 16, my := 19y my := 22. Observamos que m; = 2 -4 + 2, entonces ¢ = 2y

= 2yasitenemos que « = q+d=5yk =5— 2= 3. Porel Teorema 2.2.2 obtenemos
que

reg(K[C)) = [(22 - 1)/(5 - 1)] = 6.

Por otro lado, como m; — 1 = 2(n — 1) + 1, el tipo Cohen-Macaulay es T = 1 segiin el
Teorema 2.2.8 y, en consecuencia, K[C| es Gorenstein.
Por otro lado, aplicando el Teorema 2.2.3, tenemos que

L+ 4t 10

Hre(t) = (1—1t)2

y por el Teorema 2.2.5 la funcion de Hilbert es

N (s+2) + 3(s+]) 1f0 S s < 5’
HFge(s) = { 2225 —44 ’ if s > 5, '

donde oo = 5 es la regularidad de la funcion de Hilbert, pues k = 3 < n—1 = 4 (ver Nota
2.2.6).

Ejemplo 2.2.11. Consideramos el conjunto {my, ms, mg, my, ms} con my := 4, my :=
5, mg 1= 6, mg 1= Tyms = 8 Observamos que m; = 0-4+4, luegoq=0yr =4,y
asia =1y k = 1. Obtenemos que

reg(K[C)) = [(8—1)/(5 - 1)] = 2.

Ahora, como my — 1 = 0(n — 1) + 3, el tipo Cohen-Macaulay es T = 3. La serie y la
funcion de Hilbert son, respectivamente,

1 if s =0,

242
i) = S and ) ={ 4, 105

donde oo = 1 es la regularidad de la funcion de Hilbert.
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2.3. Curvas monomiales proyectivas definidas por suce-
siones aritméticas generalizadas

En esta secci6n trabajamos con el anillo K[C] siendo m; < --- < m,, una sucesién
aritmética generalizada de enteros positivos primos entre si, es decir, m; = hmy + (i — 1)d
paratodoi € {2,...,n}, con h,d,m; € Z* tales que ged{my,d} = 1.

El estudio de la propiedad Cohen-Macaulay de K[C] bajo las hipétesis que hemos plan-
teado se realiz6 en la Seccion 1.2.1 concluyendo en el Corolario 1.2.6 que solo es Cohen-
Macaulay si la sucesion es aritmética. Para estudiar el anillo en este caso vamos a hacer
uso de los resultados correspondientes para el caso aritmético de la seccion precedente.

El primer resultado nos proporciona las curvas monomiales proyectivas asociadas a
sucesiones aritméticas generalizadas cuyo anillo de coordenadas es interseccion completa.
Este resultado se encuentra también en [12, Theorem 6.1], donde se llega al mismo con
otra aproximacion al problema.

Corolario 2.3.1. Sea my; < --- < m, una sucesion aritmética generalizada de enteros
positivos primos entre si. Entonces, K|[C| es una interseccion completa si'y sélo sin = 3,
h =1, ym es par.

Demostracién. Supongamos que K[C] es una intersecciéon completa, entonces en particular
K|C] es Cohen-Macaulay vy, por el Corolario 1.2.6, m; < --- < m, es una sucesion
aritmética. Luego, usando el hecho de que la base de Grobner del Teorema 1.2.11 es un
sistema minimal de generadores de I(C), K[C] es interseccién completa si y sélosi (") +
k = n — 1. Esta igualdad se verifica si y sélosin = 3y k = 1 o, lo que es lo mismo, si
n = 3y my es par. |

En el resto de la seccién vamos a suponer que m; < --- < M, €S una sucesion arit-
mética generalizada de enteros positivos primos entre si donde n > 3, h > 1y h divide
a d. Bajo estas hipétesis vamos a demostrar que el ideal I(C) estd intimamente relaciona-
do con I(C’), donde C’ es la curva monomial proyectiva asociada a la sucesién aritmética
mg < --- < m,. Equivalentemente, puesto que gcd{ms,...,m,} = h, C’ es la curva
monomial proyectiva asociada a la sucesion aritmética my/h < --- < m,/h que ahora sa-
tisface que son enteros primos entre si y podemos aplicar todos los resultados de la seccion
anterior para obtener los invariantes asociados a I(C’). Por facilitar notacién, suponemos
que I(C') C Klzs,...,%nys1]. El primer resultado que presentamos muestra la relacién
entre los ideales iniciales de 7(C) y I(C’) con respecto al orden lexicografico inverso gra-
duado con 27 > --- > x,,1. Esta relacion va a ser fundamental para la consecucién del
resto de la seccion.

Proposicion 2.3.2. in(I(C")) = in(I(C)) N Kz, ..., Tpi1)-

Demostracion. Es evidente que in(I(C")) C in(I(C)) N K{zo,...,%,41]. Para ver el
otro contenido consideramos el vector A = (0, Ag, ..., Ay, \pr1) € N tal que €
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in(I(C)) y suponemos sin pérdida de generalidad que \,;; = 0. Entonces, existe ¢ =

(€1, €ny1) € N tal que f = 2% — 2° € I(C) e in(f) = 2*. Consideramos dos casos:
Caso 1: Si€; = 0, entonces f € I(C) N K[xa,...,x,) = I(C") y z* € in(I(C")).
Caso 2: Si €; # 0, entonces probaremos que existe pt = (pu1, ..., fnr1) € NPT tal
A

que iy < 61y g =" — 2" € I conin(g) = 2*. Afirmamos para empezar que €; > h.
De hecho, e;my = Y"1 (AN — €)my, ged{m,h} = 1y h divide a m; para todo i €
{2,...,n}; por lo tanto, e; = he;. También, existe j € {3,...,n} tal que ¢; > 0. En caso
contrario tendriamos que €;m; + €amy = Z?:Z Am; y mp < mo < m; para todo ¢ €
{2,...,n}, entonces "' , \; < €1 + €. Esto implica que ), > 0 pues f es homogéneo,
absurdo. Luego, tomamos j € {3,...,n} tal que ¢; > 0 y consideramos el monomio
Tt = xﬁxfhxng,lxglxﬁﬂ. Asimismo tomamos ¢ := z* — z# # 0y es facil comprobar
que g € I(C) y " < zf, asfin(g) = in(f), y 1 = €1 — h < €. Iterando el mismo
argumento si fuese necesario, obtenemos el resultado. O

Nota 2.3.3. Cuando h no divide a d es fdcil encontrar ejemplos en los que la conclusion
de la Proposicion 2.3.2 no se satisfaga.

Por ejemplo, si consideramos el conjunto {my, ma, ms, mq, ms} donde my = 2, mg :=
35, mg := 46, my := 57 y ms := 68, y por tanto h = 12 y d = 11. Por el Teorema 1.2.11

tenemos que in(1(C")) = (223, 2323, 22, w374, 22). Sin embargo, se puede comprobar que
in(1(C)) N K|xz,...,x6] = (23,23, w324, 23)

Incluso considerando {my, ma, ms, my} conmy := 5, mg := 26, mg = 32y my := 38,
donde tenemos que h = 4, d = 6y por tanto gcd{h,d} = h/2 = 2 # 1. Observamos que
in(1(C")) = (230, 23x3,22) # in(1(C)) N K|z, ..., x5] = (x5, 2323, 22).

La estrategia para hallar los invariantes tiene como punto fundamental, al igual que en
la secci6n anterior, obtener una base de Grobner de I(C) respecto del orden lexicografico
inverso graduado. Para dar dicha base introducimos previamente dos lemas técnicos.

Lema 2.34. Sean p € Ny s € {1,...,n — 1} tales que m; = p(n — 1) + s y sea
0 := ph + d + h. Entonces

(@) dmy = mgi1 + pmy,
(b) sidomy =mj+pm,conp € Nyje{2,...,n}, entoncesj=s+1yp =py
() §=min{beZt|bm €, ,Nm}

Demostracién. Es directo comprobar (a) y (b). Para ver (c) consideramos M := min {b €
Z* | bmy € Y i ,Nm;} y tenemos que h divide a M ya que h divide a m; para todo
i € {2,...,n} y ged{my,h} = 1. Podemos considerar entonces que M = hM’' con
M =min{b e Z* | bmy € > ,Nmj} donde m; = m;/h paratodo i € {2,...,n}.

Entonces, por el Lema 1.2.10 aplicado a la sucesion aritmética m; < mjp < --- < m/, de

diferencia d/h, llegamos a que M’ = p + d/h + 1. Por consiguiente M = hM' = ¢y

hemos probado de este modo (c). O
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Lema 2.3.5. Sea 3; := min{b € Z* | (jh)ms + bmy € >_; ;Nm;}, para cada j €
{0,...,8" — 1}, donde &' := §/h, entonces
(a) para cada j € {0,...,0" — 1}, existen unicos o; € {3,...,n} y A\; € N tales que
Jhmy + Bymy = mg, + X\jmy, y

(b) tomando o5 = s+ 1, Ay := p and Bs := 0, entonces, para todo j € {1,...,0'}
tenemos que:

(b.1) sio; #n, entonces ;1 =0, + 1L, A\j_1 =N yBi-1 =8+ 1;
(b.2) sio; =n, entonces oj_1 =3, \j_1 = N\j+1and B;_1 = ; + 2.

Demostracion. Por definicién de 3; podemos escribir
jhml + ﬁij = ma] + )\jmnv

con \; € Nyo; € {3,...,n}. Supongamos ahora que existe 0; € {3,...,n}y \; € N
tales que jhmy + Byme = Mo + Ajm,,. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que
0;j = 0. Entonces, X} > A; y llegamos a que m, —my, = (X — A;j)m,,. Por tanto X} = A;
y 0j = 0}, y probamos (a).

Veamos ahora (b). Consideramos primero el caso o; # n. Como jhm; + Bimy =
Mg, + Ajmy, entonces (j — 1)hmy + (B; + 1)ma = my, 11 + A\jmy, asi se tiene que
Bj—1 < Bj+ 1. Por otro lado (j — 1)hmy + Bj_1my = My, _, + Aj_1my, lo que implica que
Jhmy + (Bj-1 — 1)ma = mg,_,_1 + Aj_1m,, y deducimos que 3;_; — 1 > ;. Por tanto
Bi=Bia—Loj=0;—1yl=A1

Queda el caso 0; = n. De las igualdades jhm; + S;me = my, + A\jm,, y 2my =
mg—+ hmy, se deduce que (j — 1)hmy + (8 +2)ma = mz+ (A + 1)m,,, y en consecuencia
Bi—1 < Bj + 2. Ademds, como (j — 1)hmy + Bj_1me = Mg,y + Aj_1My, se tiene que

jhml =+ (,8]'_1 — 1)m2 = ma]71_1 —+ )\j_lmn. (27)

Sio;_; = 3, entonces 3;,_; —2 > ;3 y en caso contrario, es decir, si 0;_; > 3, tenemos
que 3;_1 — 1 > B;. Asipues 5; + 1 < B;_1 < B; + 2. Supongamos que 3;_; = 3; + 1,
usando (2.7) obtenemos entonces que jhmy + B;my = m,,_, 1 + Aj_1m,. Ahora bien,
por el apartado (a), 0; = 0;_1 — 1, una contradiccién con la hipétesis o; = n. Concluimos
entonces que 3;_1 = B +2,0;_1 =3y A1 = A + 1. O

Nota 2.3.6. Los Lemas 2.3.4 'y 2.3.5 proporcionan una manera algoritmica de calcular los
enteros f3;,0; y Aj comenzando por s = 0, Ay = py 05 = s+ 1. Sin embargo, podemos
obtener una formula explicita para calcularlos. De hecho se tiene que

By—j=7+[(+s-2)/(n—-2)],
oy _; es el linico entero perteneciente a {3, ... ,n} tal que

oy—j =5+ 147 (modn —2),

Ay =p+[(G+s-2)/(n-2)].
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Nota 2.3.7. Es interesante destacar que 3y = min{b € Z*|bmy € > s Nm;}. Luego,
aplicando el Lema 1.2.10 a la sucesion ma/h < --- < m,,/h, se tiene que g = a + 1,

donde .
o= =)o -]

Ademds, si C' denota la curva monomial proyectiva asociada a la sucesion aritmética my <
-+ < My, tenemos que reg(K[C']) es By si oo # 3, 0 Bo — 1 si 09 = 3 segiin el Teorema
2.2.2.

Siguiendo la notacién de los Lemas anteriores, somos capaces de dar una base de Grob-
ner minimal de /(C) con respecto al orden lexicogréfico inverso graduado.

Teorema 2.3.8. Sea G, C K|za, ..., %n, Tni1] una base de Grobner minimal de I(C') con
respecto al orden lexicogrdfico inverso graduado, donde C' es la curva monomial proyec-
tiva asociada a la sucesion aritmética mo < - -+ < m,,. Entonces

G = G U {afu; —apmiay |3 <i<n}
U {af'ad — zo el VM 1< G < o/h},

es una base de Grobner minimal de 1(C) con respecto al orden lexicogrdfico inverso gra-
duado. Asimismo, G es un sistema minimal de generadores de 1(C).

Demostracion. Sean h; := x"z; — mox;_ 121 € I(C) paratodoi € {3,...,n}yp; ==
aital) — T, xﬁjxﬂ”fl)ﬂd/h) paratodo j € {1,...,0/h}. Por el Lema 2.3.4 tenemos que

p; € I(C). Ademds es claro que G; C I(C) puesto que I(C') C I(C).

Probemos ahora que in(Z(C)) C (in(G)), donde (in(G)) es el ideal generado por los
términos iniciales de los binomios que forman G con respecto al orden lexicografico inverso
graduado. Consideramos f = 2*—2¢ € I(C)con A = (A1, ..., Apy1)s € = (€1,. .., €nt1) €
N+ ged {2, 2¢} = 1y in(f) = 2*. Consideramos dos casos:

Caso 1: Si Ay = 0, entonces in(f) € in(I(C)) N k[za,...,xns1] ¥, por la Proposiciéon
2.3.2, obtenemos que in(f) € in(G;) C in(G).

Caso 2: Si A\; > 0, entonces h divide a A\, pues A\ymy = > ,(e; — \;)my, h divide
am; paratodo i € {2,...,n}yged{my,h} = 1. Siexiste i € {3,...,n} tal que \; >
0, entonces in(h;) divide a 2* y deducimos que 2* € in(G). Por lo tanto, solo queda
considerar f = z7'x)* — 2% - - 1. Si Ay > 6, entonces in(ps,) divide a 2* por el Lema
1.2.10. En otro caso, es decir, si A\; < §, entonces \;m; + Aomo = €gmg + -+ + €,m, ¥
tomando j := (0 — A\;)/h se deduce que d, > f3; por la definicién de §3;. Por consiguiente
in(p;) divide in( f) y terminamos la prueba.

Queda probar que G es un sistema minimal de generadores de I(C). Para probarlo es
suficiente verlo cuando G, es la base de Grébner de I(C’) que nos facilita el Teorema 1.2.11.
Sabemos que G; es un sistema minimal de generadores de I(C’). Como todos los elementos
de grado 2 de G pertenecen a Gy, se sigue que los elementos de grado 2 no son redundantes.
Sea entonces f € G de grado mayor o igual que 3. Si f = h; o f = p;, tenemos que in(g)
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no divide a in(f) con g € G\ {f} v, por consiguiente, f no es redundante. Supongamos
ahora que in(f) = 25x; y

f=> hyg, (2.8)

g€9\{f}
donde hy = 0 0 deg(hy) = deg(f) — deg(g). Consideramos el homomorfismo 7 inducido
por x1 +— 0, i1 — 0y x; — x; paratodo i € {2,...,n}. Aplicando 7 a (2.8) se deduce

que existe una forma lineal [ tal que =31 € L, donde L es el ideal (z;x), — ;12441 |3 <
j <k <n—1),que es primo y binomial. Por lo tanto, [ € L, una contradiccién. Asi pues
G es un sistema minimal de generadores de I(C). O

Nota 2.3.9. Teniendo en cuenta los Teoremas 1.2.11 y 2.3.8, proporcionamos una base
de Grobner minimal de I(C) con respecto al orden lexicogrdfico inverso graduado. Notar
ademds que si tomamos h = 1 en esta base, el conjunto G obtenido no es una base de
Gribner minimal de 1(C). Es decir, el Teorema 2.3.8 no generaliza el Teorema 1.2.11.

Nota 2.3.10. Si no imponemos la hipdtesis de que h divide a d, en general, no toda ba-
se de Grobner minimal de 1(C) con respecto al orden lexicogrdfico inverso graduado
es un sistema minimal de generadores del ideal. En efecto, si consideramos el conjunto
{2,35,46,57,68} del Ejemplo 2.3.3, se tiene que una base de Grobner minimal de I(C)
tiene 9 elementos y sin embargo el niimero de generadores de un sistema minimal de gene-
radores del ideal, es 8.

Como hicimos en la seccién anterior, nos servimos de la base de Grébner de I(C)
para hallar la regularidad de K'[C]. Comenzamos por dar la descomposicién irreducible de
in(1(C)).

Proposicién 2.3.11. Sean 6 y B; como en los Lemas 2.3.4 y 2.3.5 y sean (1, ..., qn las
componentes irreducibles de I1(C). Entonces

m &/h
in(1(C)) = (@t ) 0 | (@] 2" 25, )
i=1 j=2

es la descomposicion irreducible de in(1(C)).

Demostracion. Sean A; == (z,q;)y B; := (23", mg"’l,m37 ...,y)paratodoi € {1,...,m}

yj€{2,...,0/h}. Porel Teorema 2.3.8 obtenemos que
in(I(C)) = in(I(C") + (zha;|3<i<n)+ (x{"ng |1<j<d/h)

es un sistema minimal de generadores de in(/(C)) con respecto al orden lexicografico in-
verso graduado. En consecuencia, es ficil comprobar que in(/(C)) C A;, B; para todo
ie{l,...,m}tyj € {2,...,0/h}. Para ver el contenido contrario, consideramos un
monomio { tal que ! ¢ in(Z(C)) y distinguimos dos casos:
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@ l=afzxi con0<a<hiec{2...,n}yc>0,0
(b) I =afabat,  conh < jh<a<db<fjyc>0.

En (a), tomando I = z;2¢ , se tiene que I ¢ in(I(C’)) y, por lo tanto, I’ ¢ q; para cierto
i€ {1,...,m}. Luego, | ¢ A;. Por otro lado, si se verifica (b), tenemos que [ ¢ B 1.

Queda probar que no hay ideales redundantes en la interseccién. Usando el mismo
argumento que en la Proposicién 2.2.1 llegamos a que A; no es redundante para todo i €
{1,...,m}. Pordltimo, B; no es redundante para j € {2,...,d/h} yaque A T
in(I(C)) y, sin embargo, 22"~ € By, paratodo k < jy :z:§7’171 € By paratodo k > j. [

Teniendo la descomposicién irreducible de in(/(C)) somos capaces de obtener el valor
de la regularidad.

Teorema 2.3.12. Sea m; < --- < m, una sucesion aritmética generalizada tal que
ged{m1,d} = 1, h > 1y hdivide ad. Sea 6 := |[(m1 —1)/(n — 1)|h +d+ h, en-
tonces

0—1, sin—1 nodividea ms,

reg(K[C]) = { 0, sin —1divide a m;.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.11, tenemos que

m é/h
in(1(C)) = (Yt a) N [ (V" 2™ 2a, o) |
i=1 j=2

donde {g;}™, son las componentes irreducibles de in(Z(C’)). Asi la Proposicién 2.1.9 nos
conduce a que

reg(K|[C]) = max {h — 1 + reg (K[C']), max;cqa..s/ny{jh + Bj—1 — 2}}.

Asimismo, es claro que max;cqo . s/n1{jh + 81 — 2} = 6 + Bs/n—1 — 2 pues h > 2
y Bj—1 — B; < 2 paratodo j € {2,...,d/h}. Por lo tanto deducimos que reg(K[C]) =
max{h — 1 + reg(K[C']), 6 + Bs/n—1 — 2}. Nuestro objetivo es probar que el maximo
anterior coincide con 0 + 35/,—1 — 2. O, equivalentemente, que

reg(K[C')) — Bsmy-1 <6 —h—1. (2.9)
En la demostracién usamos los siguientes hechos:
(i) Por el Teorema 2.2.2 y la Nota 2.3.7, tenemos que reg(K[C']) € {fo — 1, fo}-
(ii) Por el Lema 2.3.5, tenemos que
Bo = Biom-1 = LN (Bia — B) < 2(5/h) — 1) = 2(5/h) — 2.
(iii) Como h divideadymy ¢ >, Nm;, por el Lema 2.3.4(c) se tiene que 6 > 2h.
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Dividiremos la prueba en cuatro casos:
(@ h =3,
(b) reg(K[C']) = fo — 1,
©) Bo— Bemy—1 <2(8/h) =3,y
(d) h=2,1eg(K[C']) = Boy Bo — Bioyny—1 = 2(0/h) — 2.

Si se satisface (a), por (iii) se tiene que h(h—1) < 2h(h—2) < (h—2)d, asi 2(5/h)—2
d — h — 1. Por consiguiente, a la vista de (i) y (ii), llegamos a que reg(K[C']) — B(s/n)—1
Bo — Bmy—1 < 2(6/h) —2 <6 — h — 1,y concluimos (2.9).

Si estamos en las condiciones de (b) o (¢) , entonces 2(d/h) — 2 < § — h. Por consi-
guiente, en ambos casos deducimos que reg(K[C']) — Bs/ny-1 < 2(6/h) =3 <6 —h—1
haciendo uso de (i) y (ii), obteniendo de este modo (2.9).

Probemos por tltimo que (d) no se puede dar. Supongamos, por contradiccion, que se
verifica (d). Como reg(K[C']) = fo, por el Teorema 2.2.2 deducimos que n > 4. Afirma-
mos que § = 4. En efecto, tomando A; := f5;_; — f; paratodo i € {1,...,(6/2) — 1},
observamos que A; € {1,2} y 251/12)71 A; = Po— Be—1 = 2(0/2) — 2, asf A; = 2
paratodoi € {1,...,(6/2) — 1}. Sin embargo n > 4, luego no podemos tener dos valores
consecutivos de A; que sean 2 por el Lema 2.3.5. Por lo tanto llegamos aque § = 4y
Bo — B1 = 2; luego By = 3y 0p = 3. Sin embargo, esto implica que reg(K[C']) = o — 1
atendiendo a la Nota 2.3.7, lo que es una contradiccion.

Para concluir es suficiente observar que, por el Lema 2.3.4, 55/n—1 € {1,2} y que es
2 siy sélo sin — 1 divide a m;. L

<
<

Como ya vimos al comienzo del capitulo, cuando K[C] es Cohen-Macaulay, la regula-
ridad se alcanza en el dltimo paso de la resolucién. Cuando K'[C] no es Cohen-Macaulay, la
regularidad se puede alcanzar en cualquiera de los dos ultimos pasos de la resolucién. Ha-
ciendo uso de [13, Corollary 2.11], probaremos que en nuestras condiciones la regularidad
se alcanza siempre en el Gltimo paso de la resolucién libre minimal de K[C].

Corolario 2.3.13. reg(K[C]) se alcanza en el iltimo paso de una resolucién libre minimal
graduada de K|C].

Demostracion. Sea F el conjunto formado por v = (71, - - .,Vn_1,0,0) € N**! tales que
7 € in({(C))|sp=zns,=1 and 7 ¢ in(I(C))|s,=z,,,—0- Segtn el criterio [13, Corollary
2.11], una condicién suficiente para que la regularidad se alcance en el dltimo paso de la
resolucién es que reg(K[C]) = max{>.""'~; | ¥ € F}. Por el Teorema 2.3.8, tenemos
que

III([(C)) Tn=Tpy1=1 — m([(C’)) Tp=Tn+1=1 + ('I{L)7
in(](c))|1n:$n+1:0 = in(j(cl))|zn:zn+1:0 =+ ({I?IZ | 3<i<n— 1})+
({aftay | 1< i < 6/n}),
58
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donde C’ es la curva monomial proyectiva asociada a la sucesién aritmética {mso, . . .

M b

Ahora, segiin el Teorema 1.2.11, tenemos que in({(C))|z,=zn =1 = IN(L(C"))|2,=2n11=05
y entonces llegamos a que F' = {(71,72,0,...,0) | jh < 11 < (j+ 1)h, 0 < 1 <
B;, for all ] € {1,...,6/h — 1}}. Como h > 2y B; < Bj41 + 2 concluimos que
max{>" 'y |y € F} d + Bs/n—1 — 2, que coincide con reg(K[C]) y tenemos asi

el resultado.

A continuacién damos sendas férmulas para la serie y la funcién de Hilbert de K[C].

Teorema 2.3.14. La serie de Hilbert de K[C] es

Zj;;ll b (Z ) (Z(é/h tih+ﬁz)

HK[C](t) = (1 + -+ thil),HK[C’] (t) + (1 _ t)Z

O

donde M i1 (t) es la serie de Hilbert de K[C'] y C' la curva monomial proyectiva asociada

a la sucesion aritmética mq < - - - < My,

Demostracion. Sea J := in(I(C)). Por la Proposicién 2.1.11 tenemos que

A=t Hr(t) = Forgri@mmnn) " =t orerin t7

xzpzYeJ
= > wrgit@nani) thl + S,
v1<h
donde S := waﬁun,an) thl — 3" r¢si(enn) 1], Observamos en el Teorema 2.3.8
1>h rpzYeJ

que el unico generador minimal de J donde aparece ,, es z"z,. Luego, para todo A =

(A1, Anr1) € N tenemos que
() 2 ¢ in(I(C)) con Ay < hsiys6losizy?---a)m ¢ in(I1(C")),
(b) siz* ¢ in(I(C)), entonces z,2* € in(I1(C)) siy sélosi A\, > h.
De (a) se deduce que

Z 2V ¢ J+(zn,epny1) t b

T4t4---th? a(t) = i<k

Por otro lado, de (b) derivamos que
S (1 — t) Ez'r¢1+(zn+1), thl
v12h
6—1 4 h—1 ,; 6/h—1 45
= Dot - (ijo t]) (Zlil thwl) )

donde la dltima igualdad se deduce directamente del Teorema 2.3.8; y demostramos asf el

resultado.

O

Directamente del resultado anterior se obtiene una expresién mas sencilla de la serie de

Hilbert cuando n = 3.
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Corolario 2.3.15. Sin = 3, la serie de Hilbert de K[C] es Hc)(t) = donde

T
1 h(t)=1+2t+ Z?:Z 39+ thtl — 121 5i § = 2h y my es impar,

2. h(t) =142t +3t2+ Z;’Zd A7 4 hH o h 2 g2h 20l i § = 2hy my es par;
3n(t) =1+2t+ 236 — ((6—6)/2)t0 — (6 —2)/2)t%, sid >4y h =2,

£ H(0) = TG+ S (o )0 S e gl
- Z;‘Zg)fl(tjh*ﬂf + tIh By 40 5i § > 2h, h > 3y my es impar;

5. h(t) = 3000 (G D+ ST o 1) 4 SIS (h — e/ o plma/h+h-2
— Zg/:hz(tjh*'ﬁf + ¢35t 5i § > 2h, h > 3y m, es par:

Teorema 2.3.16. La funcion de Hilbert de K[C] es

h—1
HFye(s) = Y HFkeq(s — i) + (n = 3)As + Ay,
=0
donde Ay = #{(a,b) € N*|a+b < syb < ;, con j := |a/h] > 1}, C' es la curva
monomial proyectiva asociada a la sucesion aritmética ma < - -+ < mp y HFgen(a) =0
sia < 0.

Demostracio’n La funci(’)n de Hilbert de K[C] coincide con la de R/in(I(C)). Por tanto
HFke)(s) = #{2" ¢ in(I(C)) | deg(z”) = s}. Podemos escribir

HFe)(s) = #{a" ¢ in(I(C)) | deg(27) = s, 1 < h}
+ #{z7 ¢ in(I(C))|deg(z?) =s, 11 > h}.

Usando el Teorema 2.3.8, se obtiene que {27 ¢ in(I(C))|deg(x?) = s, 1 < h} =
{z7'27 ¢ in(I(C)) |y = (07727...,'yn+1)7deg(x"’) +7 =s, andy < h} = {27 ¢
in(I(C")|s—h+1<deg(z?) <s, v, =0} Asf

h—1
HFyie(s) = Y HFxe(s — i) + #{a7 ¢ in(I(C)) | deg(a?) = s, 11 > h}.
=0
Por el mismo resultado, también tenemos que #{z” ¢ in(/(C))|deg(z”) = s, 1 > h} =
#{zT xgzx%ml m(IC)) |+ + €&+ Y1 =87 = he € {0,1} and i €
{38,...,n—=1}} = (n — 3)A; + Ay41, y terminamos as{ la demostracion. O

Asimismo, somos capaces de dar el polinomio de Hilbert de K[C] en funcién del
polinomio de Hilbert de K[C']. Recordamos que el polinomio de Hilbert de K[C’] es
Pyien(s) = (my/h)s + ~, donde +y viene dado por el valor de la Nota 2.2.6.
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Corolario 2.3.17. El polinomio de Hilbert de K|C] es

6/h—1
h—1
Prie(s) = mps + M+ hy+(n—2)h Z B;.

=0

Demostracion. Sea A := h Z;Z }571 B;. Para llegar al resultado es suficiente observar que
A, = A para todo s >> 0y que Pgpe(s) = Sy Pgien(s — i) + A por el Teorema

2.3.16. .

Acabamos la seccioén ilustrando todos los resultados que hemos obtenido a lo largo de
la misma en un ejemplo.

Ejemplo 2.3.18. Consideramos el conjunto {my, ma, ms, my, ms, me} conmy := 7, mg :=
30, mg := 39, my := 48, my := 57 y mg := 66. Observamos que m, . .., mg Son primos
entre si, h = 3y d =9, por tanto h divide a d. Calculamos 6 = | (7T—1)/(6—1)|3+9+3 =
15 y observamos que n — 1 no divide a m,. Entonces, por el Teorema 2.3.12, se tiene que
reg(KI[C]) = 14.

Ademds, comomy = 1-5+ 2, p=1ys = 2, siguiendo la Nota 2.3.6 obtenemos que
B =4+ (4+2-2)/4] =5, 5 =3+|(3+2-2)/4] =3, 85 =2+[(24+2-2)/4] =2
yBs=1+|(1+2—2)/4] = 1. En consecuencia, atendiendo al Teorema 2.3.14 llegamos
a que

Sotat — (L b+ )5 10 + 11 4 119)
(1—t) '

Hie)(t) = (14t + ) Hrpen (t) +

Por otro lado, como las sucesiones 30 < 39 < 48 < 57 < 66y 10 < 13 < 16 <
19 < 22 definen la misma curva monomial proyectiva, podemos usar el Ejemplo 2.2.10, y

. 14300 Ati 48 .o
tenemos asi que H e (t) = {(’f_ilt)j Por consiguiente,

1+ 5t + 9% 4+ 13(¢3 + t* + 1) + 1065 + 67 + 5 — ¢ — ¢10 — ¢! — 413 —¢15
(1-1) '

Hre)(t) =

2.4. Curvas monomiales proyectivas Koszul

El esta tltima seccién estudiamos la propiedad Koszul de K[C]. Como ya indicamos
en la primera seccion de este capitulo, haremos uso de las implicaciones (i) = (ii) = (iii),
donde

(i) I(C) posee una base de Grobner cuadrética
(ii) R/I(C) es Koszul

(iil) I(C) esta generado por cuddricas.
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En la primera subsecci6n caracterizaremos cuéndo K[C] es Koszul siendo my < -+ <
m,, una sucesion aritmética generalizada. En este contexto veremos que las siguientes tres
caracteristicas son equivalentes: I(C) estd generado por cuddricas, R/I(C) es Koszul y la
base de Grobner respecto del orden lexicogréfico inverso de I(C) es cuadrdtica.

En la segunda subseccién estudiaremos cudndo K[C] es Koszul paran = 3yn =4
(la codimensién de K[C] es 2 y 3, respectivamente). En este contexto veremos que I(C)
estd generado por cuddricas si y solo si existe una base de Grobner cuadritica (que no
siempre serd respecto del orden lexicografico inverso, sino que en ocasiones serd respecto
a un orden monomial producto que definimos a tal propdsito). Este resultado junto con un
estudio exhaustivo de todos los casos en que I(C) estd generado por cuddricas conducen a
las caracterizacion buscada.

2.4.1. Curvas monomiales proyectivas Koszul definidas por sucesiones
aritméticas generalizadas

Sea m; < --- < m, una sucesién de enteros positivos cualquiera y sea C su curva
monomial proyectiva asociada. Empezamos con un resultado técnico.

Lema 2.4.1. Si I(C) estd generado por cuddricas, entonces para todo i € {1,...,n — 1}
existen j,l € {1,...,n} \ {i} tales que 2m; = m; + pmy con pu € {0, 1}.

Demostracion. Seaw € Z* el menor entero tal que f := z — [[iequ..niny 257 € I(C)
P

con o; € Nparatodoj € {1,...,n+ 1} \ {i}. Ocurre que existe un sistema minimal
de generadores de I(C) que contiene a f (ver, e.g., [11, Lemma 3.1.(b)]); por lo tanto,
f es una cuddrica y w = 2. Como f es homogéneo, existen j € {1,...,n} \ {i}, ! €
{1,...,n+ 1} \ {i} tales que f = 2? — x;z;. Concluimos de este modo que 2m; = m; si
I =n+1,02m; = m; + my en otro caso. ]

Ahora aplicaremos el resultado anterior junto con el Teorema 1.2.11 para caracterizar
cudndo K'[C] es Koszul siendo m; < --- < m, una sucesién aritmética generalizada.

Teorema 2.4.2. Sea m; < --- < m, una sucesion aritmética generalizada de enteros
positivos primos entre si. Entonces, K|[C| es un dlgebra de Koszul siy sélo simy < --- <
My, SON NUMeros cConsecutivos y n. > my.

Demostracién. (=) Por hipétesis K[C] es Koszul, luego (C) estd generado por cuddricas.
Entonces deducimos del Lema 2.4.1 que 2m; > ms y, por lo tanto, h = 1. Ademas, si
n < myosid# 1 setiene que 2my # m; paratodo j € {1,...,n— 1}y 2my # m; +my
paratodo j,l € {2,...,n}. Asi, usando de nuevo el Lema 2.4.1, deducimos que n > my y
d=1.

(<) Observamos que m; < --- < m, es una sucesién aritmética, d = 1, y que
a = [my/(n—1)]4+d—1 = 1. Labase de Grobner que nos proporciona el Teorema 1.2.11
estd formada solo por cuddricas y concluimos asi que K [C] es un dlgebra de Koszul. OJ
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2.4.2. Curvas monomiales proyectivas Koszul de codimensién 2 y 3

Para finalizar este capitulo estudiamos la propiedad Koszul de K[C], siendo C una curva
monomial proyectiva cualquiera de P, con n € {3, 4}. En otras palabras, vamos a propor-
cionar una lista de todas las curvas monomiales proyectivas C tales que el dlgebra asociada
K|[C] es Koszul y tiene codimensién 2 o 3. Aunque los resultados que daremos no cons-
tituyen una aplicacién directa de la caracterizacion de la propiedad Koszul en el caso de
sucesiones aritméticas generalizadas, lo utilizamos en algunos casos de la prueba.

Introducimos primero algunos resultados técnicos que necesitamos para las pruebas
de los resultados principales que quedan. Sea C,, la curva monomial proyectiva definida
paramétricamente por las ecuaciones

xy = ST g g = M g g = Ty = g
donde m; < --- < m,, es una sucesién de enteros positivos, gcd{my,...,m,,m} = 1
ym < my,. Asi I(C)) C K[z1,...,%n11,y] es el ideal de anulacién de la curva Cp,.

Definimos también
By = ged{my,...,my},

con esta notacién y de [11, Lemma 2.1 and Proposition 2.3] se sigue directamente el si-
guiente lema:

Lema 2.4.3. Supongamos que B, = 2, entonces:
» s5i2m = m; +m; para ciertos i,j € {1,...,n}, se tiene que:
I1(Cn) = 1(C) - K[z1, ..., Tnp1, y) + (¥° — mixy);
m si2m =m;coni € {1,...,n}, se tiene que:

1(Cp) = I(C) - K[w1,. .., Zpi1,y] + (¥ — i)

Este lema nos ser4 ttil para probar los siguientes dos:

Lema 2.4.4. Si m; := 2"'d para todo i € {1,...,n} con d € Z*, entonces K[C] es un
dlgebra de Koszul. Ademds, si B,, = 2y 2m = m; + m; para ciertos i,j € {1...,n},
entonces K|[Cy,) es un dlgebra de Koszul

Demostracién. Por hip6tesis tenemos que m;/d = 2= paratodo i € {1,...,n}. Por lo
tanto, por [11, Theorem 5.3 and Corollary 5.8], /(C) es una interseccién completa y estd
generado por cuddricas. En consecuencia K[C] es un dlgebra de Koszul.

Observamos por ultimo que B,,m = 2m = m; + m;. Por tanto, usando el Lema 2.4.3,
tenemos que 1(C,,) = I(C) + (y* — x;z;). Por tanto I(C,,) es una interseccién completa y
estd generado por cuddricas; en consecuencia, K[Cp,] es un dlgebra de Koszul. O
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Lema 24.5. Sea d := ged{my,...,my}. Simi/d,...,my/d son niimeros consecutivos,
n > my, By =2y 2m =m; + pm; para ciertos i,j € {1,...,n} y p € {0,1}, entonces
KIC,,] es un dlgebra de Koszul.

Demostracion. En la prueba del Teorema 2.4.2 comprobamos que la base de Grobner de
1(C) con respecto al orden lexicogréfico inverso graduado que nos proporciona el Teorema
1.2.11 estd formada por cuddricas. Observamos por otro lado que B,,m = 2m = m; +m;
sig =10 B,m =2m = m; si p = 0. En consecuencia, por el Lema 2.4.3, tenemos que

I(Cn) = I(C) + (y* — x;x;), donde | = jsipp =10l =mn+1siu = 0.Probemos a
continuacién que G, := G U {y? — z;2;} es una base de Grobner de 1(C,,) con respecto al

orden >, en K[z, ..., Z,41,y| definido por:

a>pf,0

n+1 n+1
x > l <~
e R v

donde >4, es el orden lexicogréfico inverso graduado en K[z, ..., 2,.1]. En efecto, to-
mamos f := H"*llx y* H”H y? € I(Cy), donde oy, a0, 3, € Ny in, (f) =

[T 22y®. Consideramos varios casos:
Caso 1: Sia = 0, entonces § = 0y f = [[I7, «%
existe g € G C Gy, tal que in, (g) = in>, (g) | in>y(f).
Caso 2: Sia = 1, entonces 5 € {0, 1}. Luego,siff = 1,
I(C). Existe entonces g € G C G,, tal que ins, (g) = ins,,

- HZH&1 '7’51 € I(C). Por tanto,

fly =TI e T ) e
(9) | in>dp(f/y) | ins, (f). Por

otro lado, si 8 = 0, entonces f = [[1; 2%y — H”Jrl 2 € I(C,,), y se sigue que

E?Jrll al(mn my — mz) + (m7 my — Z7L+1 Bz mn my — mi),

yasim € 3 .y 4 Zm;, 1o que implica que B,,, = 1, una contradiccion.

Caso 3: Sia > 2 se tiene que in- (y* — z;x;) = y* | ins, (f).

Por consiguiente G,, = G U {y* — z;x,} es una base de Grobner cuadrética de 1(C,,)
con respecto a >, siendo entonces K'[C,,] un dlgebra de Koszul. O

Teorema 2.4.6. Sin = 3y gcd{my, ma, m3} = 1; entonces K[C] es un dlgebra de Koszul
siy sélo si {my, ma, ms} es una de las siguientes sucesiones

{1,2,3}, {1,2,4} 0 {2,3,4}.

Demostracion. (=) Como I(C) estd generado por cuddricas, por el Lema 2.4.1 tenemos

que 2m; € {mgy, m3} o bien 2my € {mg, m1 + ms}. Puest

deduce facilmente que {my, ma, ms} es {1,2,4}, {1,2,3} o

<) Si {my, m2,m3} = {1, 2,4} entonces K[C] es Koszul
dos casos llegamos a que K [C] es Koszul por el Teorema 2.

o que ged{mq, mg, m3} = 1 se

{2,3,4}.
por el Lema 2.4.4. En los otros
4.2. O

Teorema 2.4.7. Si n = 4 y gcd{my, mo, ms, my} = 1; entonces K[C| es un dlgebra de
Koszul si y solo si {m1, ma, m3, my} es una de las siguientes sucesiones
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{17 27 37 4}’ {17 2’ 37 5}7 {17 27 37 6}’ {17 2’ 47 6}7 {17 27 47 8}’ {27 37 47 5}7 {27 37 4’ 6}7
{2,3,4,8},{2,4,5,6},{2,4,5,8},{3,4,5,6},{3,4,6,8}, {4,5,6,8} 0 {4,6,7,8}.

Demostracion. (=) Como I(C) estd generado por cuddricas por ser K[C] Koszul, por el
Lema 2.4.1, tenemos que 2m; € {ma, m3, mq}, 2mg € {ms, mq, my + ms, my + maq}
y que 2m3 € {my4,mq + myq, ms + my}. Un andlisis caso a caso de todos los posibles
valores 2my, 2ms y 2ms3 teniendo en cuenta que ged{mys, ma, m3, my} = 1 prueba esta
implicacién.

(<) Para las sucesiones {1, 2, 3,4}, {2,3,4,5} y {3,4,5,6}, K[C] es un dlgebra de Kos-
zul por el Teorema 2.4.2. Ahora, como consecuencia del Lema 2.4.4, tenemos que K|[C] es
Koszul para los conjuntos {1,2, 4,8}, {2,4,5,8} y {2,3,4,8}. Ademds, para {1,2,4,6},
{2,4,5,6},{2,3,4,6},{3,4,6,8},{4,5,6,8} y {4,6, 7,8} probamos la implicacién usan-
do el Lema 2.4.5. Por dltimo, para {1,2,3,6} y {1, 2, 3,5}, calculamos una base de Grob-
ner de I(C) con respecto al orden lexicogréfico inverso graduado y observamos que estd

formada por cuddricas, luego K'[C] es Koszul.
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Capitulo 3

Resoluciones de Noether

"My (algebraic) methods are really methods of working and thinking;
this is why they have crept in everywhere anonymously."
Emmy Noether

Consideramos en este capitulo un ideal I C R tal que A := K[z,_g41,. .., 2, €s una
normalizacién de Noether de R/I. Bajo estas hipétesis, R/I es un A-médulo finitamente
generado. Si ademds I es w-homogéneo, en virtud del Teorema de las sicigias de Hilbert
la resolucién libre minimal w-graduada de R/ como A-médulo es finita. El objetivo de
este capitulo es el de estudiar y describir esta resolucién, que denominaremos resolucién
de Noether de R/I.

En la primera seccién proporcionamos resultados generales y reescribimos algunos
de los resultados obtenidos en los capitulos precedentes en términos de resoluciones de
Noether. Comenzaremos por observar que el conocimiento de la resolucién de Noether
nos proporciona informacién importante sobre R/I. En particular, en la Proposicién 3.1.1
mostraremos c6mo a partir de la resolucién de Noether de R/I se puede obtener la serie
de Hilbert w-graduada de R/ y, si I es homogéneo, podemos calcular la regularidad de
Castelnuovo-Mumford de R/I. Dado que el primer paso de esta resolucién se corresponde
con un sistema minimal de generadores de R/I como A-médulo, este primer paso que-
da descrito por la Proposicién 1.2.2. Asimismo, por la Proposicién 1.1.10 sabemos que
R/I es Cohen-Macaulay si y solo si la resolucién de Noether tiene un solo paso y, por
ende, el Teorema 1.2.3 que caracteriza cudndo R/I es Cohen-Macaulay, caracteriza tam-
bién cudndo esta resolucidn tiene un tnico paso. En segunda instancia, consideramos el
caso de anillos de semigrupo simpliciales K [S]. En este contexto, el objetivo es describir
la resolucién de Noether respecto a la multigraduacién inducida por el semigrupo S y sin
necesidad del cdlculo de bases de Grobner. Al igual que antes, comenzamos por describir el
primer paso de la resolucidn en términos del semigrupo basandonos en la descripcién de un
sistema minimal de generadores como A-mdédulo que habiamos obtenido en la Proposicién
1.3.1. Asimismo, la Proposicién 1.3.3 que caracteriza la propiedad de ser Cohen-Macaulay
en términos del semigrupo S, caracteriza también cudndo esta resolucion tiene un tnico
paso. Finalizamos esta seccion describiendo la resolucién de Noether multigraduada del
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anillo de coordenadas de la curva monomial proyectiva asociada a una sucesion aritmética
que, como ya vimos en el Corolario 1.2.14, es Cohen-Macaulay.

En la seccién 2, comenzamos considerando / un ideal w-homogéneo tal que R/I es de
dimensién 1 y no es Cohen-Macaulay. En la Proposicién 3.2.1 describimos el segundo (y
ultimo) paso de la resolucioén de Noether. Posteriormente estudiamos la resolucién de Noe-
ther cuando R/ es 2-dimensional y el ideal I es saturado; en el Teorema 3.2.3 describimos
completamente su resolucion de Noether, siendo este el principal resultado del capitulo.
Ademaids de este Teorema se desprende un método efectivo para calcular la resolucién de
Noether que pasa por calcular una base de Grobner de R/ I respecto del orden lexicogrifico
inverso w-graduado.

En la tercera seccidn aplicamos los resultados de la segunda a los anillos de semigru-
po simpliciales K[S]. Cuando K[S] es 2-dimensional, en el principal resultado de esta
seccidn, el Teorema 3.3.1, obtenemos una descripcién puramente combinatoria de los des-
plazamientos del segundo (y dltimo) paso de la resolucion de Noether multigraduada.

Dado que los anillos de semigrupo de dimension 2 que son homogéneos estdndar coin-
ciden con los anillos de semigrupo de curvas monomiales proyectivas, podemos dar un
método efectivo para calcular su regularidad de Castelnuovo-Mumford basandonos en los
resultados de la seccién 3. Como una curva monomial proyectiva C viene determinada
por una sucesion de enteros positivos primos entre si m; < --- < m,, nos planteamos
el objetivo de aportar una cota superior para la regularidad de Castelnuovo-Mumford del
anillo coordenado de la curva K[C] que dependa de esta sucesion. Este objetivo se con-
sigue en el Teorema 3.3.5, que es el principal resultado de esta seccién. La prueba de
esta cota es elemental y puramente combinatoria, solo usa algunos resultados basicos so-
bre semigrupos numéricos. En este mismo contexto son cldsicas las cotas de Gruson et
al. [36]: reg(K[C]) < m, —n + 1y la cota de L'vovsky [45] que mejora la anterior:
reg(K[C]) < maX1§i<j§n{mi —m;—1 + m; — mj,l} -1, donde mo 1= 0. Las pruebas de
ambas cotas usan herramientas cohomoldgicas avanzadas. Si bien el resultado de L'vovsky
normalmente da una mejor cota, es facil construir familias tales que nuestra cota mejora la
de L’vovsky.

La dltima seccién de este capitulo también versa sobre curvas monomiales proyecti-
vas. Cuando m; < --- < m,, es una sucesion aritmética, el anillo coordenado de la curva
correspondiente ha sido ampliamente estudiado en esta Tesis. En la dltima seccidn consi-
deraremos las proyecciones candnicas de estas curvas. Como aplicacion de los resultados
ya obtenidos aportaremos en el Corolario 3.3.12 un criterio para determinar cuando es-
tas curvas son Cohen-Macaulay y, cuando no lo son, obtendremos en el Corolario 3.3.13
la Macaulayficacién de su anillo coordenado. Ademds, en el Teorema 3.3.15 describire-
mos enteramente sus resoluciones multigraduadas. Por dltimo y como consecuencia de lo
anterior, en el Teorema 3.3.16 damos una férmula para su regularidad de Castelnuovo-
Mumford.
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3.1. Generalidades

Consideramos I C R un ideal w-homogéneo, es decir, un ideal homogéneo pesa-
do respecto a un vector de pesos w = (wi,...,w,) € (Z")" Suponemos que A :=
K[zn—g41,- -, T,) es una normalizacién de Noether de R/I donde d := dim(R/I). Esto
implica, en particular, que R/I es un A-médulo finitamente generado y, por tanto, su re-
solucién libre minimal w-graduada como A-mddulo es finita. Esta seccién esta dedicada al
estudio de esta resolucién, que llamaremos la resolucién de Noether de R/I:

F 10— Boen, A(—5p0) —2 -+ 25 Bueny A(—00) —2 R/T — 0, 3.1)
donde B; es un conjunto finito y s;,, es un entero no negativo para todo i € {0,...,p}y
NS Bz .

Como ya vimos en la Proposicién 1.1.10, el nimero de pasos de esta resolucién es p =
pds(R/I) = pdz(R/I)—n+d, porlo que laresolucién de Noether de R/ es siempre mds
corta que su resoluciéon como R-médulo. Ademds, tenemos que R/ es Cohen-Macaulay si
y solosi pd,(R/I) = 0, por tanto, conocida la resolucién de Noether es directo determinar
si R/I es Cohen-Macaulay, basta con observar si solo tiene un paso.

Uno de los intereses de esta resolucion es que a partir de ella se pueden leer caracteris-
ticas interesantes de R/1, en particular el resultado siguiente muestra c6mo obtener a partir
de la resolucién de Noether la serie de Hilbert w-graduada y, cuando I es homogéneo, la
regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I.

Proposicion 3.1.1. Sea A — R/I una normalizacion de Noethery sea F la resolucion de
Noether de R/I dada en (3.1), entonces:

1. La serie de Hilbert w-graduada de R/I viene dada por:

im0 (Z1)" Ypem, £
H?:1(1 — fendti)

Hr(t) =

2. Siw = (1,...,1), entonces la regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/I viene
dada por:
reg(R/I) = max{s;, — 1|0 <i<p,veb}

Demostracion. La expresion (1) se obtiene del hecho de que toda resoluciéon minimal
graduada es una sucesion exacta graduada y de que H(—y(t) = t*/ [T, (1 — ton-asi)
paratodo s € N. Como consecuencia de la versién graduada del Teorema de independencia
de la cohomologia local (ver [18, Theorem 14.1.7] o [37, Corollary 5.7]) se tiene (2) (ver
también [64, Section 1] para una explicacion més detallada).

Recordamos que en la Proposicién 1.2.2 demostramos que el conjunto 3 de monomios
que no pertenecen al ideal in({ 4 (z,—a41, - - -, T»)) €s un conjunto minimal de generadores
de R/I como A-médulo. Asi, el primer paso de la resolucién viene dado por el conjunto
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By = By que los desplazamientos en ese paso son los w-grados de los monomios de 5,
ie., so, = deg,(v) para v € By. Ademds, el morfismo v, viene dado por

wO : @7}63014(_80,?)) — R/I

ey = v+, (3.2

donde {e, | v € By} denota la base candnica de B,ecp,A(—S0.)-

Si R/I es Cohen-Macaulay ya comentamos que pd 4(R/I) = 0y, por tanto, la resolu-
cién de Noether queda descrita con (3.2). Ademds, en el Teorema 1.2.3 se proporciona un
criterio efectivo para determinar si R/I es Cohen-Macaulay. Es facil ver cémo la Proposi-
cion 1.2.4 que obtuvimos en el Capitulo 1 en la que se describe la serie de Hilbert cuando
R/I es Cohen-Macaulay es un caso particular de Proposicién 3.1.1.(1)

En la seccién 2 de este capitulo daremos una descripcion completa de la resolucién de
Noether de R/I cuando R/I es 1-dimensional o cuando es 2-dimensional e [ es saturado.
Recordamos que la saturacion de un ideal I C R se define como

= U (I:m"),

i>0
y que un ideal I es saturado si [ = I°* (o, equivalentemente, si I = I : m).

Considerando el caso en que K [S] es un anillo de semigrupo simplicial. Como ya vimos
en la Proposicién 1.1.12, estos son los anillos son isomorfos a R/I siendo I = I, un
ideal térico simplicial, i.e., con A = {a1,...,a,} C Ny a,_qy; = W,_qyi€; para todo
i€{1,...,d},donde {ei, ..., e4} eslabase canénica de N. Si K es infinito, I 4 es el ideal
de anulacién de la variedad dada paramétricamente por z; := t% paratodoi € {1,...,n}
(ver, e.g., [66]) y, por tanto, K[S] es el anillo de coordenadas de dicha variedad térica. En
este contexto, podemos considerar la resolucién de K'[S] como A-médulo con respecto al
multigrado degg(z;) = a; € S, que llamaremos la resolucién de Noether multigraduada
de K[S]; a saber,

Fi0— GugArs 2 Mg A s 25 K[S] — 0. (3.3)
donde S; C S paratodo i € {0,...,p}. Como ya hemos mencionado con anterioridad
en el Capitulo 1, este multigrado es un refinamiento del grado dado por w = (wy, ..., wy)

con w; = Z?:1 a;; € Z*; asi pues 4 es un ideal w-homogéneo y podemos aplicar los
resultados obtenidos para calcular la resolucion de Noether de un ideal w-homogéneo.
El resultado siguiente muestra como obtener a partir de la resolucién de Noether la

serie de Hilbert multigraduada y, cuando / es homogéneo, la regularidad de Castelnuovo-
Mumford de R/I.

Proposicién 3.1.2. Sea K[S] un anillo de semigrupo simplicial y sea F la resolucion de
Noether multigraduada de K|S dada en (3.3), entonces:
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1. La serie de Hilbert multigraduada de K|S) viene dada por:

Des, (Z1)'E

M) (1) = =

[l (T =27)

2. Sea u = (1)wp—gi1,...,1/wy) € Q% siu-a; = 1 paratodoi € {1,...,n},
entonces la regularidad de Castelnuovo-Mumford de K|[S] viene dada por:

reg(KI[S]) = max{(u-s) —i|se€S;, 0 <i<p}.

Demostracion. La expresion (1) se obtiene del hecho de que la resoluciéon de Noether es
una sucesion exacta S-graduada y de que H.a.o(t) = £5* - - - 51/ T]%, (1 —£2"~**") para todo
s =(s1,...,84) € N% Para probar (2) primero observamos que por el Lema 1.1.11, I 4 es
homogéneo si y solo si existe un vector u = (uy, ..., uq) € Q% tal que u - a; = 1 para todo
i €{1,...,n}. Del hecho que I 4 sea simplicial se sigue que « - @, _g1; = UiWn_ari = 1Y,
por tanto, u; = 1/w,_q.; parai € {1,...,d}. Ahora bien, basta con observar que a partir
de una resolucién de Noether podemos obtener una resolucién graduada estdndar con solo
transformar el desplazamiento A - s por A(—(u - s)) y, por tanto, aplicando la Proposicién
3.1.1.(2) obtenemos la féormula para la regularidad.

Dado que los desplazamientos de la resolucién de Noether vienen dados por ciertos
subconjuntos S; de S, un problema natural e interesante es el de describir la resolucion
multigraduada de Noether tnicamente en términos de S. Cualquier avance en esta linea
conduciria a resultados que serian independientes de la caracteristica de K. En general,
para un anillo de semigrupo simplicial, se sabe que el nimero minimo de generadores de
I 4 no depende de la caracteristica de K (ver, e.g., [62, Theorem 5.3]) y, por ello, la propie-
dad de ser interseccion completa tampoco. Es sabido que, por contra, las propiedades de
ser Gorenstein, Cohen-Macaulay y Buchsbaum de K'[S] si que dependen de la caracteris-
tica de K (ver [39], [65] y [38], respectivamente). No obstante, para anillos de semigrupo
simpliciales estas propiedades también son independientes de K (ver [35], [61] y [31], res-
pectivamente). Todos estos hechos dan soporte a nuestro objetivo de describir la resolucién
de Noether multigraduada de K[S] en términos de S para anillos de semigrupo simplicia-
les. En este capitulo alcanzaremos esta meta cuando K[S] sea Cohen-Macaulay (en esta
seccién) y también cuando d = 2 (seccién 3 de este capitulo).

Para cualquier valor de d > 1, el primer paso de la resolucién de Noether se corres-
ponde con un conjunto minimal de generadores de K [S] como A-mddulo. En vista de la
Proposicién 1.3.1, este primer paso viene dado por el conjunto Sg = {s € S|s—a; ¢ S
paratodoi € {n —d+1,...,n}}y 1 es el homomorfismo de A-mdédulos siguiente:

1/}0 : @563()14 s — K[S]

es +— t° 34

donde {e; | s € Sy} es la base candnica de Pyes, A - s.
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Cuando K[S] es Cohen-Macaulay, se tiene que pd,(K[S]) = 0y, por tanto, la re-
solucién de Noether queda descrita con (3.4). Es facil ver como el Corolario 1.3.5 que
obtuvimos en el Capitulo 1 en el que se describe la serie de Hilbert multigraduada cuando
K|[S] es Cohen-Macaulay es un caso particular de Proposicién 3.1.2.(1).

Finalmente, para m; < --- < m, una sucesion aritmética, denotamos por C la curva
monomial proyectiva asociada a la misma. Estas curvas fueron ampliamente estudiadas en
la Secciones 1.2 y 2.2, donde dimos una base de Grobner del ideal de definicion de la curva,
demostramos que su anillo coordenado es siempre Cohen-Macaulay y dimos férmulas para
su tipo Cohen-Macaulay y su serie de Hilbert, entre otros. A partir de los resultados aporta-
dos se puede deducir facilmente el siguiente resultado (que fue anteriormente demostrado
en [44]):

Teorema 3.1.3. [44, Theorem 3.4] Sy = {([ 15| mn — jd, jd) |0 < j <m,}

n—1

Y, a partir de él, se puede obtener la resolucién de Noether de K[C].

Corolario 3.1.4. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesion aritmética
my < -+ < my,. La resolucion de Noether multigraduada de KC) viene dada por:

0— (8 'A-s\) = K[C] =0,
donde s\ = ([U%J my, — Ad, Ad) € N2,

Este resultado serd de utilidad en la Seccién 5 de este capitulo, donde describiremos la
resolucién de Noether de las proyecciones candnicas de esta curva.

3.2. Resoluciones de Noether en dimension 1 y 2: ideales
w-homogéneos

Esta seccién estd dedicada al estudio de la resolucién de Noether de R/ cuando A —
R/I es una normalizacién de Noether y la dimension de Krull de R/ es a lo sumo 2.

Comenzamos describiendo completamente la resolucién de Noether cuando R/I es
1-dimensional. Una primera observacion es que la profundidad del anillo 0 o 1. Si es 1,
entonces el anillo R/I es Cohen-Macaulay y la resolucién consta de un unico paso, que
viene dado por el conjunto 3, de monomios que no estdn en in(l) + (z,,), ver (3.2). Si su
profundiad es 0, entonces R/I no es Cohen-Macaulay y su dimensién proyectiva como A-
modulo es 1. Bajo estas hipdtesis, para describir la resolucion de Noether queda determinar
B, ¢ y los desplazamientos s, € N para todo v € B;. En la Proposicién 3.2.1 que se da
a continuacion se obtienen B; y ; a partir de una base de Grobner de I con respecto a >,
el orden lexicografico inverso w-graduado.

Consideramos y; : R — R el homomorfismo de evaluacién inducido por z; — z;
parai € {1,...,n — 1}, x, — L.
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Proposicién 3.2.1. Sea R/I un anillo de dimension 1y profundidad 0. Tomamos L el ideal
x1(in(1)) - R. Entonces
Bl - B(] n L

en la resolucion de Noether (3.1) de R/I y los desplazamientos del segundo paso de la
resolucion vienen dados por deg,,(uz’*), donde u € By y 8, := min{d |uxd € in(I)}.

Demostracién. Para todo u = 2{*---x0"7" € By N L, existe § € N tal que uz?, € in(I);
sea d,, el menor de tales §. Consideramos p, € R el resto de dividir u:L'fL“ modulo la base de
Grobner de I con respecto a >,. Luego uzS* — p, € I es w-homogéneo y todo monomio
27 que aparece en p, no pertenece a in(I), entonces por el Lema 1.2.1 podemos escribir
2% = vaf», donde 3, > 0y v € By. Ademds, como ux® >, z°, tenemos que 8, > 6,y

u >, v. Por consiguiente, como p,, es w-homogéneo, podemos escribir que

E o
Pu = 'rnumuvv7

con m,, = crp" € A = K[z,] un monomio (posiblemente 0) para todo v € By, u >, v.

Denotamos ahora por {e, |v en By} la base canénica de @,ep,A(—deg,(v)) y con-
sideramos el homomorfismo graduado vy : Pyep, A(—deg,,(v)) — R/I inducido por
ey, — v+ I € R/I. La anterior construccién nos lleva a

hy = xi“ (6w — Z My, €r) € Ker(y)

veBy
u> v

para todo u € By N L. Veremos que Ker () es un A-mddulo libre cuya base es
C:={h,|ueByNL}

Primeramente observamos que el A-médulo generado por los elementos de C es li-
bre debido a que la matriz que forman los elementos de C es triangular. Sea ahora g =
> ves, veo € Ker(ip) con g, € A,y suponemos que g € Syep, A(—deg,,(v)) es w-
homogéneo, por lo tanto, g, es 0 0 un monomio de la forma cz® conc € Ky 3, € N
para todo v € By. Tomamos ty : ®yep, A(—deg,(v)) — R el homomorfismo de A-
médulos inducido por e, ++ v. Como 1y(g) = 0, entonces ¢’ := v(g) = D uen, Jutt € 1
y in(¢’) = cx)w para cierto w € By, v € Ny c € K. Como in(¢’) € in([), te-
nemos que w € By N Ly~y > §, Portanto, g :== g — cx?lj“’hw € Ker(tp). Si
g1 es idénticamente nulo, entonces g € ({h,|u € By N L}). Si g1 no es cero, tene-
mos que 0 # in(¢(g1)) < in(¢o(g)) y reiteramos el proceso con g; para deducir que
{hy|u € By N L} genera a Ker(t)y). O

El resto de la seccién estd dedicada a estudiar la resolucién de Noether (3.1) cuando
I es un ideal saturado tal que R/I es un anillo de dimensién 2 y no es Cohen-Macaulay
(y, en particular, depth(R/I) = 1). Suponemos ademds que A = K[z,_1,z,]| es una
normalizacién de Noether de R/I. Como vimos en la primera seccién de este capitulo,
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el primer paso de la resolucién de Noether estd determinado. Asi pues queda Unicamente
describir el conjunto 3, la aplicacién ; y los desplazamientos s;, € N para tenerla
descrita completamente. En la Proposicién 3.2.2 se explica cémo obtener 3; y 9, a través
de una base de Grobner del ideal I con respecto a >,.

Notar que, puesto que K es un cuerpo infinito, / es un ideal saturado y A es una nor-
malizacién de Noether de R/, se tiene que x,, + Tx,_1 es un no divisor de cero en R/
para todo 7 € K excepto un conjunto finito. Por tanto, haciendo un pequefio cambio de
coordenadas, podemos suponer que z,, es un no divisor de cero de R/I.

Consideramos ahora el homomorfismo de evaluaciéon x : ® — R inducido por la
asignacién z; — x; parai € {1,...,n — 2}, z; — lparai € {n — 1,n}.

Proposicién 3.2.2. Sea R/ un anillo 2-dimensional, no Cohen-Macaulay tal que ., es un
no divisor de cero. Sea J el ideal x(in(I)) - R. Entonces,

Bi=By,NJ

en la resolucién de Noether (3.1) de R/I y los desplazamientos del segundo paso de esta
resolucion estdn dados por deg,,(uz’" ), donde u € By y §, := min{6 |uzd_, € in(I)}.

Demostracién. Como 1z, es un no divisor de cero de R/I e I es un ideal w-homogéneo T
no puede dividir a ningtin generador minimal de in(7). Sea entonces u = z{" - - 25", €
By N J, existe § € N tal que uz’_, € in(I); por definicién, &, es el minimo de ellos.
Consideramos p, € R el resto de reducir uz’* ;, médulo la base de Grobner de I con
respecto a >,. Asi, u:r‘f;il — pu € I es w-homogéneo y todo monomio z” que aparece
en p, no pertenece a in(I). Por tanto, aplicando la Proposicién 1.2.2 se puede escribir
2P = vlﬁ"’]rﬁ" donde f,,_1,8, > 0y v € By. Ademas, tenemos que o bien 3, > 1, o

bien ﬂn - 09 /8n71 Z 5u yu >y v. LuegO,

= Z xiu—lfuvv + Z TnGu,V,

= =
con f,, € K[x,_1] paratodov € By, u >, vy gu, € A paratodo v € By.
Denotamos ahora {e, |v € By} la base candnica de ®,ep,A(—deg,(v)) y conside-
ramos el homomorfismo graduado vy : @yep, A(—deg,(v)) — R/I inducido por e, +—
v+ I € R/I.La construccién anterior nos conduce a que

h’ - 1'n716u Z Inf fuvev Z LnYu, €v € Ker(¢0)7

vEB vEBY
u>uv

para todo u € By N J. Probaremos que Ker (1) es un A-mddulo libre cuya base es
C:={h,|ueBynJ}
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Veremos primeramente que el A-moédulo generado por los elementos del conjunto C es
libre. Supongamos que ZUEB()O 7 Quhy = 0 con g, € A paratodou € By N J 'y, como z,
es no divisor de cero de R/, también podemos suponer que z,, no divide a g, para algin
v € By N J. Consideramos ahora el homomorfismo de evaluacién 7 indudido por x,, — 0.
Entonces Y iz s 7(qu) T(hu) = D ucimns 7(4u) (2% e, + Zﬁig‘% 22 fu,e) = 0, dada
la forma ’triangular’ de esta expresion, esto implica que 7(g,) = 0 para todo u € By N J
asi 2, | ¢, para todo u € By N J, una contradiccion.

Tomamos g =} g gves € Ker(¢) con g, € A, y sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que g € ®,ep, A(—deg,,(v)) es w-homogéneo y, en consecuencia, g, es 0 o un
polinomio w-homogéneo para todo v € 5. Asimismo podemos suponer que x,, no divide a
o Consideramos el homomorfismo inyectivo de A-médulos ¥ : Dyep, A(—deg,, (v)) —
R inducido por e, ++ v. Como v(g) = 0, el polinomio ¢’ := t(g) = D ues, Jutt € 1
y in(¢’) = ca]_,w para ciertos w € By y ¢ € K; por tanto, w € By N J. Por defi-
nicién de §,, obtenemos que v > d,, luego ¢; := g — czr;’;i“’ hy € Ker(tg). Ademds,
in(¢0(g1)) < in(tho(g)). Sivo(g1) es idénticamente nulo, entonces también lo es g; por ser
1y inyectivay g € ({h,|u € By N J}). Si g1 es no nula, repetimos el proceso con g; y
llegamos a que {h,, | u € By N J} genera Ker(ty). O

De las Proposiciones 1.2.2 y 3.2.2 y sus pruebas, podemos obtener la resoluciéon de
Noether F de R/I a partir de una base de Grébner de I con respecto a >,. También
observamos que para obtener los desplazamientos de la resolucion es suficiente conocer un
conjunto de generadores de in(7). El siguiente teorema nos proporciona dicha resolucién.

Teorema 3.2.3. Sea R/I un anillo de dimension 2 tal que x, es un no divisor de ce-
ro. Denotamos por G una base de Grébner de I con respecto al orden >,. Si J,
min{§ | uzd_, € in(I)} para todo u € By, entonces

1

F 10— Guen, A(—deg,, (1) — 6uwn_1) —5 Boep, A(—deg,,(v)) ~% R/T — 0,
es la resolucion de Noether de R/I, donde

l/)oi @UEBUA(_degw(v)) - R/]7
€y — v+1

1/)1: @uelﬁA(*degw(u) 75uwn71) — @vGBoA(fdegw(v))'/
e, xf[ileu = D veBy Juno

donde f,, € Ay g, fu,v es el resto de la division de ux‘f;;l por G.

De la resolucion que nos proporciona el resultado anterior es facil obtener la serie de
Hilbert w-graduada de R/1.
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Corolario 3.2.4. Sea R/I un anillo de dimension 2 tal que x,, es un no divisor de cero,
entonces su serie de Hilbert w-graduada viene dada por:

ZDEBO tdegw(v) _ ZueBl tdegw(“)+5uw",1
(1 — twnﬂ)(l _ t“’n)

Hp(t) =

El siguiente ejemplo muestra como calcular la resolucion de Noether y la serie de Hil-
bert w-graduada del anillo coordenado graduado de una superficie en A%,

Ejemplo 3.2.5. Sea I el ideal de definicion de la superficie de A%, definida paramétrica-
mente por fi .= 83 + $t, fo 1= t* + st f3 1= s%, fy := t? € K]|s,t]. Si K es un cuerpo
de caracteristica 0, los polinomios {g1, g2, g3, ga } constituyen una base de Grobner mini-
mal de I con respecto a >, con w = (3,4,2,2), donde g, := 2xo23 — x4 + 2324 —
2312, go = 2t — 20303 + 28 — 2030k, — 225wy + 2323, g3 = 23 — 2w92? — waxd + a2y
g1 = 223wy — X3w37y4 + ThTy — 3207 — 22307 + 23w}, En particular,

in(I) = (vor2, 21, 22, 232,).
Entonces, tenemos que
w By ={uy,...,ug} conuy :=1,uy := x1,u3 := Ty, Uy := T3, U5 1= T T, Ug = T3,
v J = (21, 22) C Klz1, 20,3, 24], y
L Bl :BomJ:{Uj;}.

Como x3 divide a x973, que es un generador minimal de in(I), por el Teorema 1.2.3 de-
ducimos que R/I no es Cohen-Macaulay. Calculamos §3 = min{¢ | uzz$ € in(I)} =2y
r3 = —xquy + (234 — 2222) Uy es el resto de dividir uzx3 por G. Por tanto, siguiendo el
Teorema 3.2.3, la resolucion de Noether de R/ 1 es :

ABA(-3)p A(—4)a

F:0— A(-8) % DA(—6) ® A(=7) © A(-9)

— R/I =0,

donde ) viene dada por la matriz

fxgm + x%xi
0
3
Ly
0
0

Ademds, por el Corolario 3.2.4, llegamos a que la serie de Hilbert w-graduada de R/ I es

T4+t 547 — 8 410
(1—1t2)2 '

Hr(t) =
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Ahora bien, si consideramos la misma superficie paramétrica esta vez sobre un cuerpo
de caracteristica 2, obtenemos que el conjunto {23 + x5 + x3x4, 13 + 2323 + 21} es una
base de Grobner minimal de I con respecto a >, con w = (3,4, 2,2). Tenemos entonces
que

Bo = {U1 = 1,”(}2 = 21,V3 1= T9,V4 1= .”]71.%'2},
y By = 0, asi R/I es Cohen-Macaulay. También se obtiene la resolucion de Noether de

R/I:
F 05 A9A-3) D A(-4) A7) > R/I -0
y la serie de Hilbert w-graduada de R/1,

1+ 44+ 47

Hry(t) = TBSBE

Para terminar esta seccidn, consideramos el caso particular de que [ sea un ideal homo-
géneo (estdndar), i.e., un ideal w-homogéneo donde w = (1, ..., 1). Bajo estas condiciones,
obtenemos una férmula para la regularidad de Castelnuovo-Mumford de R/ en términos
de in(7) o, mds precisamente, en términos de By y B;. Esta férmula es equivalente a [13,
Theorem 2.7] siempre y cuando x,, sea un no divisor de cero de R/I.

Corolario 3.2.6. Sea R/I un anillo graduado (estdndar) de dimension 2 tal que x., es un
no divisor de cero. Entonces

reg(R/I) = max{deg(v),deg(u) +d, — 1| v € By, u € By}

En el siguiente ejemplo aplicamos todos los resultados de esta seccion.

Ejemplo 3.2.7. Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Consideramos C la curva proyec-
tiva de P4, definida paramétricamente por :

z = s°t° — 3t7,x2 = s7t,x3 = s4t4,x4 =58 x5 = 8.

La base de Grobner minimal G del ideal de definicion I C R = Klx1,...,x5] de C con
respecto al orden lexicogrdfico inverso tiene 10 elementos y

: 4 .4 .3 2 2 2 2.2 2
in(I) = (a7, 3, TT3, T1T3T5, T1Ta, T1T5, T1TaT3, TyT3, T1X4, T3).
Entonces

— . — L — — 2 L — 2
BO = {u1 = 17UQ =T, U3 1= X2, Uyq 1= T3, Us 1= X7, U -= T1X2, U7 '= T3,
— — — 3 — 3 — 2
Ug = X123, Ug ‘= T3, U1p = X7, U1l ‘= Ty, U12 ‘= 111'3}
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yvelideal J es
J = (22, 123, 73, v323,73) C R.
Por consiguiente, By = {us, us, w19, u12}. Para cada i € {5,8,10,12} calculamos ¢;,

el menor entero tal que uixff € in(l) y llegamos a que 05 = 619 = 012 = 1y 0 = 2. Si r;
es el resto de dividir ul-xff para todo i € {5,8,10,12}, tenemos que

Ty = *I4l’§b1 + 21‘4I5b4 + I5b6 + 1’5b7,
= 7y = Tia5bs + 25D,
_ 2 2
n ri0 = 23x5be + 3x425bs + (25 — w45)bo,
vy = 2322by + 2475b + 220y
Liegamos asi a la resolucion libre minimal graduada de R/I, que se muestra a conti-
nuacion
Fi0o A(=3)@ A% (—4) B Ae A3(—1)A°(—2) @ A¥(=3) — R/I — 0,

donde ) viene dada por la siguiente matriz

TATE 0 0 —a2a?
0 0 —ix; 0
0 0 0 0
—2x4x5 —xi% 0 0
T4 0 0 0
—T5 0 0 —T4T5
—T5 0 0 —a?
0 IZ —3x45 0
0 0 Tyl5 — .fg 0
0 0 T4 0
0 —5 0 0
0 0 0 Ty

Ademds, la serie de Hilbert de R/I es

1+ 3t + 5t2 + 23 — 3¢
Hry(t) = (1—1t)?

yreg(R/I) = max{3,4 — 1} = 3.
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3.3. Resoluciones de Noether en dimension 1 y 2: anillos
de semigrupo

El objetivo de esta seccion es el de estudiar los anillos de semigrupo K'[S] de dimensién
d < 2y describir su resolucién de Noether multigraduada en términos del semigrupo S.
Cuando K[S] es de dimensién 1 o 2, siempre es simplicial (ver Proposicién 1.1.12.(b)).
Por ende, si tomamos {ai,...,a,} C N? un sistema de generadores de S, el primer paso
de la resolucioén viene dado por el conjunto Sy = {s € S|s —a; ¢ S paratodo i €
{n—d+1,...,n}}, ver (3.4). Ademds, este es el tinico paso de la resolucién cuando K[S]
es Cohen-Macaulay.

Notar que cuando K[S] es 1-dimensional, siempre es Cohen-Macaulay y ademds el
conjunto S coincide con el llamado conjunto de Apeéry del semigrupo S con respecto al
elemento a,, (ver, e.g., [57]).

De ahora en adelante suponemos que K[S] es un anillo de semigrupo simplicial de
dimensién 2 no Cohen-Macaulay. En este contexto, consideramos el conjunto

A={seS|s—ap1,85—an €Sys—an—a,_1 ¢ S}.

El conjunto A, o pequeiias variantes, ha sido considerado por varios autores (ver, por
ejemplo, [35], [61], [65]). Afirmamos que A tiene exactamente |Sy| — D elementos. De
hecho, si consideramos la relacién de equivalencia ~ introducida en el capitulo 1 (1.8),
entonces ~ particiona ZS en D clases de equivalencia C',...,Cp y es directo ver que
IANC;| =[S NCi| —1paratodoi € {1,...,D}. De ahi se puede deducir facilmente
que |A| = |Sp| — D. Por tanto, una consecuencia directa de la Proposicién 1.3.3 es que el
conjunto A es vacio si y solo si K[S] es Cohen-Macaulay. El siguiente resultado muestra
c6mo A no es solo es Util para caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay, sino que también
nos proporciona el conjunto de los desplazamientos del segundo paso de la resolucién de
Noether multigraduada de K'[S].

Teorema 3.3.1. Sean K|[S| un anillo de semigrupo simplicial de dimension 2 y
A={seS|s—ap1,5—a,€Sands—a, —a, 1 ¢S}.
Entonces, S; = A.

Demostracion. Sea By la base monomial de R/(in(14) + (zn—1,%»)), donde in(I4) es el
ideal inicial de I 4 con respecto a >,,. Para todo u = 27" - - - mZSQ € B, consideramos §, >
1 el minimo entero tal que uz’ , € in(I4). Tomamos p, € R el resto de reducir uz’* |
modulo 1a base de Grobner reducida de I 4 con respecto a >,. Entonces, uxf;:l —pu € 14
y, como [4 es un ideal binomial, tenemos que p, = z” para cierto (y1,...,7,) € N™
Ademas, la condicién z“ > z” y la minimalidad de §,, implica que v,, > 0y 7,1 = 0, as{
que 7 = v,y con v, € By. Como probamos en la Proposicién 3.2.2, si denotamos por

Yvu

{e,|v € By} alabase canénica de @yep, A(—degg(v)) y hy := 22" e, —a7" e, paratodo

79

Este documento incorpora firma electrénica, y es copia auténtica de un documento electrénico archivado por la ULL segun la Ley 39/2015.

Su autenticidad puede ser contrastada en la siguiente direccidn https://sede.ull.es/validacion/

Identificador del documento: 1177709 Caodigo de verificacion: cLLpSpfn

Firmado por:

EVA GARCIA LLORENTE
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

Fecha: 10/01/2018 17:46:28

IGNACIO GARCIA MARCO
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

10/01/2018 17:51:54

MARIA ISABEL BERMEJO DIAZ
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

11/01/2018 11:38:10

ERNESTO PEREDA DE PABLO
UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA

12/01/2018 11:47:52

791795



Universidad de La Laguna
Oficina de Sede Electréonica
Entrada

N° registro:

2018/833

N° reg. oficina: OF002/2018/691
Fecha: 11/01/2018 16:04:15

u € By, entonces Ker (1)) es el A-médulo generado minimalmente por C := {h,, |u € B1}.
Probemos que

{degg(hy)|u€e B} ={seS|s—an1,s—a, € Sand s —a,_1 —a, ¢ S}.

Sea s = degg(h,) para cierto u € By, entonces s = degg(h,) = degg(u) + 0yan_1 =
deggs(vy) + Yo, n. COmo &y, 7y, > 1, llegamos a que s — a,—1,$ — a, € S. Ademds, si
§— Gp_1 — Ay = E?:l wia; € S, entonces el binomio :L’fl":llu — 2tw,q € Iy, lo que
contradice la minimalidad de d,,.

Tomamos ahora s € Stal que s — ap_1,8 — ay € Sy S — ay_1 — ap ¢ S. Como
$— an_1,8S —a, € S, se tiene que s',s" € Sy y 71,7, M\, 2 € Ntal que s —a, =
S+ Yn_1 + V20, Y § — pr1 = 8" + Man_1 + Aaa,. Observamos que vy, = 0, pues en
otro caso § — ap—1 — ay, = 8 +Y1an_1+ (72 — 1)a, € S, una contradiccién. Andlogamente

A1 = 0. Sean u,v € By tal que degg(u) = s' y degg(v) = s”. Afirmamos que v € Jy
8, = 7. De hecho, f := uzl' | — w2 € I,y in(f) = ux)' |, luego u € B,. Ademds si
existe 7' < 4, entonces s — a,_; — a, € S, un absurdo. O

Una de las cosas interesantes de la Proposicién 1.3.3 y el Teorema 3.3.1 es que con
ellos se describe la resolucion de Noether multigraduada de los anillos de semigrupo de
dimensién 2 en términos del semigrupo S y, en particular, se obtiene la resolucién no
depende de la caracteristica del cuerpo K.

Cuando d = 2, de la descripcién de la resolucion de Noether multigraduada de K [S] se
deriva una expresion de su serie de Hilbert multigraduada en términos de Sy y Si.

Corolario 3.3.2. Sea K[S] un anillo de semigrupo de dimensién 2. La serie de Hilbert
multigraduada de K[S] es

ZSGSO ts - 25681 ts
(1=t —157)

Hrs)(t) =

Nota 3.3.3. Sea K[S] es un anillo de semigrupo de dimension dos y consideremos el con-
junto A = {ay,...,a,} C N?de generadores de S. Si tomamos w = (wy, . ..,w,) € N
conw; = a;1+a; 9 paratodoi € {1,...,n}, entonces I 4 es w-homogéneo. La resolucion
de Noether de K|[S] con respecto a esta graduacion se obtiene fdcilmente de la multigra-
duada. De hecho, viene dada por la siguiente expresion:

F 10— @ pmes A= (01 +b2)) 25 @y pmyes, A= (b1 + b)) % K[S] — 0.

Adicionalmente, la serie de Hilbert w-graduada de K|S| se deduce de la multigraduada,
basta con considerar la transformacion t71t5? — t*1ro2,

Si se tiene que wy = - -+ = wy, entonces I 4 es un ideal homogéneo. En este contexto,
tal y como observamos en la Proposicion 3.1.2.(2), la resolucion de Noether con respecto
a la graduacion estdndar es

F 10— B imes A(— (b +b2) /w1) ~25 @ o myesy Al— (b1 +b) Jwr) 2 K[S] — 0.
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Por lo tanto, la regularidad de Castelnuovo-Mumford de K[S] es

by + by

w1

by + by

w1

reg(K[S]) = max ({ | (b, bo) € 30} U { — 1] (b, bs) € 51}) . (35)

Ademds, la serie de Hilbert de K[S| se obtiene de la multigraduada considerando la trans-
formacion t3t5? s tlerte)/wn

3.3.1. Una cota superior para la regularidad de Castelnuovo-Mumford
de curvas monomiales proyectivas.

Dada una curva monomial proyectiva C, su anillo coordenado K[C] es un édlgebra de
semigrupo de dimensién 2 homogénea estdndar y, por tanto, su regularidad de Castelnuovo-
Mumford viene dada por la férmula (3.5) de la Nota 3.3.3. El objetivo de esta seccion es
explotar esta férmula para aportar una cota superior para la regularidad de K'[C] en términos
de la sucesién m; < --- < m,, de enteros positivos primos entre si que define C.

Sea R C N el semigrupo (numérico) generado por my, ..., m,. Al ser my,...,m,
primos entre si, es bien sabido (ver, e.g., [32] o [57]) que el complemento de R en N es
finito. El mayor entero que no pertenece a R se denomina niimero de Frobenius de R y lo
denotamos por g(R). El conjunto de Apery de R con respecto a m, es

Ap(R,my) :={a€R|a—m, ¢ R}

Es conocido y fécil de comprobar que Ap(R,m,,) es un conjunto completo de residuos
moédulo m, (y, en particular, tiene m,, elementos) y que

max(Ap(R,m,)) = g(R) + my,.

Para obtener la cota buscada haremos usaremos de una cota superior de g(R) que es una
pequeiia variante de la que da Selmer en [59] (la cual se deduce a su vez de un resultado de
Erdos y Graham [28]). La razén por la que no usamos directamente la cota de Selmer es que
solo es valida bajo la hip6tesis de que n < m;. Esta hip6tesis no es restrictiva si estamos
estudiando semigrupos numéricos ya que siempre que m; < --- < m,, sea un conjunto de
generadores minimal de R se satisface que n < m;. Sin embargo, estamos trabajando en
el terreno de las curvas monomiales proyectivas, donde el hecho de que m; < - -- < m, no
sea un sistema minimal de generadores de R tiene sentido. Asi pues una adaptacion directa
de la prueba de la cota de Selmer permite demostrar que
m.

9(R) < 2m, | 22| = m,, (3.6)

para todo m, > n. Notar que m,, > ny, por lo tanto, 7 siempre existe.

Primero veremos un resultado que da una cota superior para reg(K[S]) cuando K|[S]
es Cohen-Macaulay.
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Proposicion 3.3.4. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesion de enteros
my < ... < m, primos entre siy sea T € {1,...,n} tal que m, > n. Si K[C] es Cohen-
Macaulay, entonces

reg(K[C]) < {(2mn {%J —m, +mn)/m1J .

mi

En particular, si my > n, se tiene que reg(K|[C]) < {mn (% + i) — 1J )

Demostracién. Consideramos la relacién de equivalencia sobre Z? introducida en (1.8).
Dado que my, . . ., m, son primos entre si, se tiene que ZS = {(z,y) | z+y = 0 (mod m,,) },
y que ~ particiona el conjunto Sy en exactamente m,, clases de equivalencia. Ademas, co-
mo K[C] es Cohen-Macaulay por hipétesis, tenemos que

= cada clase de equivalencia tiene un tinico elemento en Sy (ver Lema 1.3.2 y Proposi-
cién 1.3.3),

= S; = 0 (ver discusién previa a Teorema 3.3.1), y
» reg(K|[C]) = max {% [ (b1, b9) € SO} (ver Nota 3.3.3).

Tomamos (by, by) € Sy, entonces (b, by) = Y7 aza; y (b + ba)/my, = Y207 ;. Ade-
mds, afirmamos que b; € Ap(R,m,,). En efecto, en otro caso by — m,, € R y existiria
(c1,¢2) € Sy tal que (c1,¢a) ~ (by, ba), lo cual no es posible. Por lo tanto, usando (3.6), se
tiene que

n— n—

1 1

m
Qg | ™My S Z a;my = bl S g(R) + my S 2mn {#J — My + My,
i=1 =1

Concluimos entonces que

n—1
by + by m,
TEZ N w2 {7J— -+ my)/my.
o~ 2 a; < (2my, - m, +my)/ms

Asi, cuando m; > n, es suficiente tomar 7 = 1 para obtener el resultado. O

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 3.3.5. Sea C la curva monomial proyectiva definida por la sucesion de enteros
my < ... < m, primos entre si'y sean T, \ tales que m. > ny m, — my > n. Entonces

(2ma [52] = me 4 ma) (2 [P+ m,)

reg(K[C]) < my (My, — Mip_1)

En particular, si my > nym, —my,_y > n, tenemos que

reg(K[C]) < {mn (;‘; + m% + mlml)J 4.
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Demostracion. Consideramos E una clase de equivalencia de ZS inducida por la relacién
~. Suponemos primero que Sy N E tiene un unico elemento, sea este (by, b2). Entonces,
S NE = (), y el mismo argumento que el que se utiliz6 en la prueba de la Proposicién
3.3.4 demuestra que blmti’z < (2m, L%J —m, +my,)/m.

Suponemos ahora que So N E = {(x1, 1), .-, (@ yr)fconr > 2y <ag < -+ <
x,. Vamos a demostrar que se satisfacen las siguientes propiedades:

@ =23 ==z, (modm,),
® y> >y yy=y=- =y (modm,),
(©) z1 € Ap(R,my),

(d) y- € Ap(R',m,,), donde R’ es el semigrupo numérico generado por m,, — m,_; <
My, — My < -0 <My — M1 < My,

(e) Sl N E= {((L'27 y1)7 (‘(E37 92)7 cee (l'rv yrfl)}a y
) max{% | (by,b2) € So N E} < max{% | (b1,b2) € S OE} -1

En efecto, las propiedades (a) y (b) son evidentes. Para probar (c) y (d) es suficiente tener
en cuenta lo siguiente: S C R X R’y que para todo b; € Ry by € R’ existen ¢1,¢c2 € N
tales que (by, ¢2), (c1,b2) € S. Para obtener (e) observamos primero que

SNE ={b+ A(mn,0) 4+ u(0,m,)|be SoNE, A\, u € N}

Tomamos ahora (z,y) € SN Eei € {1,...,r} el menor valor tal que (x,y) = (z;,v;) +
A(my, 0) + (0, my,) con A\, 1 € N; observamos que

= )\ > 0; en caso contrario, (z,y) — (m,,0) ¢ S,

= 1 = 0; en caso contrario, (z,y) — (M, my,) = (@, 1) + (A — 1)(my, 0) + (u —
1)(0,m,) € S, una contradiccién,

= y > y,; en caso contrario se tendria que i = r y, como (z,y) — (0,m,) € SN E,
=1,

= 1 < 2,1; en caso contrario (x,y) = (11, Yir1)+ N (M, 0)+4/(0,m,) con N, p/ >
1, una contradiccion, y

= 1 > z;41; pues en caso contrario (z,y) — (0,m,) ¢ S.

Por consiguiente (z,y) = (xio1,¥:) Y S1NE = {(z2, 1), (T3, y2), - -+, (Tr, Yr_1) }-
Seaahorai € {1,...,r—1},yconsideramos (x;.1, ;) € S.Como (x;, ¥i), (Tir1, Yir1) €
E, x; = ziy1(mod my,) y ¥ = yir1(mod my,), entonces (z;41,y;) € E. Ademés te-
nemos que existen v, € N tales que (z;41,%;) — (M, 0) = (s, ¥:) + y(mn,0) € Sy
(Tir1,¥:) — (0,mp) = (@ig1, Yiv1)+0(0,my,) € S. Afirmamos que (241, y;) — (My, M) ¢
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S. En caso contrario existe j € {1,...,r} tal que (xiy1 — My, ¥ — mn) = (x5,y;) +
X (my,, 0) + 1/(0,m,,); 1o que no es posible puesto que x; 1 —m,, < x;41 implicaque j < i
y ¥i —m, < y; implica que j > i + 1. Por tanto, (x;11,¥;) € S y hemos probado (e). La
propiedad (f) se sigue de (e).
Asimismo, como z; € Ap(R,m,,), el mismo argumento usado en la Proposicién 3.3.4
prueba que
Tt < (an {%J —m,+ mn) /ma, 3.7
my n

y un argumento andlogo con y, € Ap(R’, m,,) prueba que

Tt (Zmn Vn—mAJ N mk) S — 1), 38)
M, n
Y, como
wi+1+y,;_1<wr+y1_1<;L'1+y1+wr+y7,_2 3.9)
My, - m, - m, My, ' '

Teniendo en cuenta (3.7), (3.8) y (3.9) se tiene el resultado. En el caso my > ny m, —
m,_1 > n, es suficiente tomar 7 = 1 y A = n — 1 para tener el resultado. O

No es dificil constuir ejemplos donde la cota del Teorema 3.3.5 mejore la cota de
L’vovsky. Veamos a continuacion un Ejemplo.

Ejemplo 3.3.6. Sea n > 6 y consideramos m; = n + i para todo i € {1,...,n — 1}
y m, = 3n, tomamos entonces T = 1 y A\ = n — 1y aplicamos el Teorema 3.3.5 para
demostrar que

i) < fon (2 e 1) -ama

mientras que el resultado de L’vovsky no da 2n + 1 como cota superior.

3.3.2. Aplicacion: proyecciones candénicas de la curvas monomial pro-
yectivas asociada a una sucesion aritmética.

Seam; < --- < m, una sucesion aritmética de enteros positivos primos entre si y sea
C la curva monomial proyectiva asociada a esta sucesién de enteros. En el Corolario 3.1.4
describimos la resolucién de Noether multigraduada de K[C], el anillo de coordenadas de

C.

En esta seccién aplicaremos los resultados vistos para calcular las resoluciones de
Noether multigraduadas de las proyecciones canénicas de C. Es decir, para todo r €
{1,...,n— 1} y n > 3 estudiaremos la curva C, := 7,(C) que se obtiene como imagen de
C bajo la proyeccién 7, de P en P’x ! definida por (py : -+ : puy1) = (pr: - Dpey
Pri1t ot Dat1)- Sabemos que el ideal de anulacién de C, es I, donde A, = A\ {a,}
para todo r € {1,...,n — 1}. Notar que C; es la curva monomial proyectiva asociada a
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la sucesidn aritmética mgo < --- < m, Y, por consiguiente, su resoluciéon de Noether la
podemos obtener del Corolario 3.1.4. Cuando n = 3, C, también es la curva monomial
proyectiva asociada a la sucesion aritmética m; < ms. Es por ello que esta seccion se de-
dica al estudio de la resolucién de Noether multigraduada de C, parar € {2,...,n— 1}y
n>4.

Nota 3.3.7. Denotamos por C,, y C,,11 a la clausura de Zariski de m,(C) y m,.1(C) respec-
tivamente. Entonces, tanto C,, como C, 1 son curvas monomiales proyectivas asociadas a
una sucesion aritmética y se puede obtener la resolucion de Noether de las mismas apli-
cando el Corolario 3.1.4.. Mds concretamente, las correspondientes sucesiones aritméticas
sonmy < -+ <mu_paraC,yl <2< ---<n—1paraCp,y, ie., Cpy1 esla curva
racional normal de gradon — 1.

Denotamos por P, al semigrupo generado por A, parar € {2,...,n—1} yn >4.La
Proposicién 3.3.10 nos indica cémo hallar los semigrupos P, a partir de S. En la demos-
tracion de este resultado usaremos los siguientes lemas; el primero es solo una reescritura
del Lema 1.2.10 y el segundo se obtiene directamente de él.

Lema 3.3.8. Sea g := |(m; — 1)/(n — 1)| € N; entonces,
(a) g+d+1=min{be Z" |bm; € > ,Nm;}
(b) q+1=min{b € Z"|bm, € 37~ Nm;}

(c) (g + d)a; + a; = ap; + qa, + dapy1 para todo t € {1,...,n — 1}, donde | :=
my—qgn—1)e{l,...,n—1}

Lema 3.3.9. Paratodor € {2,...,n—1}, tenemos que m, € 3,y 1y Nmj siy solo
Sir > my.

Antes de describir la resolucién de Noether, aportamos un resultado que relaciona el
semigrupo S C N? de la curva monomial proyectiva asociada a una sucesién aritmética
con el de sus proyecciones P,. Este resultado, si bien es bastante técnico, serd esencial para
describir la resolucién de Noether de P, posteriormente.

Proposicién 3.3.10. Sean ¢ :== |(m1 — 1)/(n = 1)] yl :==m; —q(n —1). Sir < my,
entonces

(a.l) parar =2,
S\ Py = {nar +ay + Xana |0<p<qg+d,ANeN}, sil#n—1,
27 {pay Fag+Nan |[0< pu<qg+d NeN}, sil=n—1,

(a.2) parar € {3,...,n—2}, S\ P, ={a, + Aaps1 | A €N}y

(a.3) parar =n — 1,
S\ P,y = {1+ pa,+Aap1 |0<u<qo0<A<d}, sil#n-—1,
T by F pan, F A [0< p<qor0< A< d}, sil=n—1.
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Sir > my, entonces

(b.1) parar =2, S\ Py = {par + as + Ay | 0 < p, A < d},

(0.2) parar € {3,....n—2}, S\ Pr ={a, + Aan11 |0 < A <d}, y

(b.3) parar =n—1, S\ Py_1 = {an_1+ pa, + Aapp1 | p € N0 < X < d}.

Demostracion. Para cada s € S podemos escribir s = aja; + €;a; + Qna, + Qpi10n41,
con o, i, apy1 € Nyi € {2,...,n — 1} ye; € {0,1}. Siempre que ¢, = 0014 # r, es
claro que s € P,. Por lo tanto, supongamos que s = 101 + G, + Qpay + Q16,41 Y la
idea de la demostracion es caracterizar los valores de oy, a,, 1 de modo que s € P, en
cada caso.

Suponemos primero que r € {3,...,n — 2} y probamos (a.2) y (b.2). Sia; > 00
a, > 0, de las igualdades a; + a, = as + a,_1 y a, + a, = a,4+1 + a,_1 deducimos que
s € P,, asi es suficiente considerar el caso s = a, + Q@ 11G,4+1. Si 7 < myq, por el Lema
3.3.9 obtenemos que s ¢ P, pues la primera coordenada de s es precisamente m,.. Con esto
probamos (a.2). Sir > my y a,41 > d, entonces de a, + da,+1 = da; + a,—,, se tiene
que s € P,. Sin embargo, si o, 11 < d probaremos que s ¢ P,.. Supongamos por reduccién
al absurdo que s € P, y a,+1 < d, entonces

s=at ot = Y, B (3.10)
je{1,..,n+1}\{r}

paraalgin 8; € N,yasid > 1+ a,q1 = Zje{l,...,n+l}\{r} B;. Ademds, si observamos las
primeras coordenadas en (3.10) se tiene que m, = 3, () Bjm;. Por consiguiente,
mi+(r=1d =3, Bi(mi+(j—1)d) y, como ged{m, d} = 1, esto implica que
ddividea (31, gy B7) — L pero 0 < (31 up\gry A7) — 1 < d, una contradiccion.
Asi pues (b.2) esta demostrado.

Como la demostracion de (a.1) es similar a la desarrollada para (a.3) no la incluimos.
Probemos entonces (b.1). Supongamos que r = 2. Si v, > 0 de laigualdad as +a, = a3+
a,—1 se obtiene que s € Py, luego es suficiente considerar el caso s = a1a1+a, 4+, 110,41-
Si ay > d, la identidad day, + ay = a3 + da,,1 prueba que s € Ps. Para ay < d, si
Q1 > d, laigualdad agar + as + danyr = (oq + d + 1)a; también prueba que s € Ps.
Luego, para tener (b.1) solo queda demostrar que s ¢ P, cuando oy, ;41 < d. De hecho,
Supongamos que a1 a1 + az + Q4 1Gnt1 = 3 jcr13,  ni1y Bj0- Fijdndonos en las primeras
coordenadas de la anterior igualdad, llegamos a que a; + mg = 216{1,3,...,n} Bjm;, pero
art+mg < mg < -+ < my,asi B3 =--- = B,41 = 0.Pero esto implica que 8; = a;+d+1
y, por consiguiente, 3,11 < 0, una contradiccién.

Supongamos ahora que » = n—1. Si ay > 0, laigualdad a; +a,_1 = as + a,,_» prueba
que s € P,_1. Por tanto es suficiente considerar s = a,,_1 + @Gy, + Qpi1a,1. Siempre
que s € P,_1, podemos expresar s como s = Zje{l,...,n—Z,n,n+1} B;a;. Teniendo en cuenta
ambas expresiones de s llegamos a que

(1) Z]‘E{l,...,n—2,n,n+1} /Bl =1+ Qp + Qpy1, Y
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(D) D jcqr, 20} BiMy = Mn_1 + Q.

Si @11 < d probaremos que s ¢ P, ;. Supongamos por reduccién al absurdo que
s € P,_1. De (ii) y el Lema 3.3.8 deducimos que 3, < «,. Ademads, si reescribimos
(ii) considerando que m; = my + (i — 1)d paratodo i € {1,...,n}y que gcd{m4,d} =1,
tenemos que d divide a Zje{l,“.,nfln} Bj — an — 1 = aypy1 — By, una contradiccion con
0 < apgr — Bppr < d.
Caso 1: m; > n — 1. Supongamos que s € P,_1. Por (ii) y el Lema 3.3.9 tenemos que
Bn < ay,, por tanto existe jo € {1,...,n—2} talque 3;, > 0. En consecuencia, si afiadimos
d— f3,m,, en ambos miembros de (ii) tenemos que (cv,+1—3,)m, = Z]’e{lu.,n—Z} Bim;—
My +Mjor1 € X ieqr -1y Nmy. Luego, por el Lema 3.3.8 tenemos que o, > o, — B, >
q-Sil <n—1,paraa, > q, a,;1 > dlaigualdad del Lema 3.3.8 (¢ + d)a; + a,_;—1 =
Gn—1 + qay, + da,+1 prueba que s € P,_;. Esto demuestra (a.3) cuando [ < n — 1. Ahora
bien, si! = n — 1, para a,, > g + 1, @, > d, de nuevo por la igualdad (¢ + d + 1)a; =
(¢ + 1)a, + da,y1 probamos que s € P,_;. Solo queda entonces probar que si o, = ¢,
entonces s ¢ P,. Asumimos por reduccién al absurdo que a,—1 + qan + Qpi1Gni1 =
> je(l...n—2.nnt1) 3ja;- Entonces, de las primeras coordenadas en esta igualdad, m, 1 +
qMn = D jcq1, n—2.n) Bim; y por el Lema 3.3.9 deducimos que 3, < gy, en consecuencia,
existe jo € {1,...,n — 2} tal que 3;, > 0. Denotamos f3,_; := 0, A; := (; para todo
JgeA{L,....n}\ {Jo.do — 1}, Ajy = Bjy — L, Ajo+1 = Bjo+1 + 1, entonces sumando d en
ambos miembros de la igualdad y atendiendo al Lema 3.3.8, tenemos que (¢ + 1)m,, =
(g+d+1)mi =3y Aymy € 2o, Nmy. Sinembargo Ay # g +d+ 1\, # ¢+ 1,
asi aplicando sucesivamente las igualdades a; + a; = a;—1 + a;41 paratodo 2 < ¢ < j <
n — 1 podemos escribir Zje{L...,n} AjMj COMO f11My + €My, + fhp MMy CON fiq, fhy, € N,
ke{2,...,n—1}, ¢ €{0,1}. Esclaroque py #q+d+ 1y u, # g+ 1y uno de ellos
es no nulo; esto contradice la
minimalidadde ¢ +d+ 10 ¢+ 1.

Para probar (b.3) 1o Gnico que queda es ver que si a,,; > d, entonces s € P,,_1, pero
esto sigue facilmente de la relacion a,,—1 + da,+1 = day + ap—1—pm, - O

Usando el resultado anterior y la Proposicién 1.3.1 no es dificil obtener el Corolario que
damos a continuacién, que nos provee los desplazamientos del primer paso de la resolucion
de Noether multigraduada de K'[P,] paratodor € {2,...,n — 1}, sea

(P,.)O = {S eP, ‘ § = Qp; § — An+1 ¢ 7)7"}

De hecho, el Corolario 3.3.11 describe (P, ), respecto al conjunto Sy dado por el Teorema
3.1.3.

Corolario 3.3.11. Denotamos port, := ja, + ay para todo i € N. Si v < m,, entonces

(a.l) parar =

2,
(Pa)o — ESO\{t}L\OSu<q+d})U{t,,,+(Ln|0Su<q+d}, sil#n—1,

So\{tu|0<pu<qg+dh)U{t,+a,|0<p<qg+d}, sil=n—1,
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(a.2) parar € {3,...,n—2}, (P.)o = (S \ {a.}) U{a, + a,},

(a.3) parar =n —1,
(Por)o = (So \ {@n-1}) U{an_1 + qan + dani1}, sil#n—1,
n-1Jo (So\{an1}) U{an + (¢+ Da, + dap1}, sil=n—1.

Sir > my, entonces
(b.1) parar =2,

(Pa)o = (So\ {tu 10 < pu<d—1})U{t,+ an,t, +dans1 |0 < p<d},

(bZ) parar € {37 s, 2}’ (P’!‘)O = (SO \ {ar}) U {ar + ap, ar + dan+1} >y

(0.3) parar =n—1, (Pn_1)o = (So \ {an_1}) U{an_1 + dani1}.

Del Corolario 3.3.11 y la Proposicién 1.3.3, tenemos la siguiente caracterizacion de la
propiedad Cohen-Macaulay para esta familia de anillos de semigrupo teniendo en cuenta
que el entero D de la Proposicién 1.3.3 en este contexto es D = m,,.

Corolario 3.3.12. K[P,] es Cohen-Macaulay <= r < mjor=n— 1.

Ademads, como consecuencia del Teorema 1.4.3 y el Corolario 3.3.11, tenemos que
cuando K'[P,] no es Cohen-Macaulay, su Macaulayficacién es K[S].

Corolario 3.3.13. Para todor € {2,...,n— 2} yr > my, la Macaulayficacién de K[P;]
es K[S].

Para hallar la resolucién de Noether multigraduada de K [P,] paratodor € {2,...,n—
2} y r > my, queda estudiar el segundo paso de la misma. Por el Teorema 3.3.1, los
desplazamientos vienen dados por el conjunto

(P'f)l = {SEPT|S_an78_an+1 e,Prys_an_an+l ¢Pr}

Corolario 3.3.14.
(P = {par +as +a, +da, 1 |0<pu<d}, sir=2ym; =1,
VT Aar 4 an + day ), sired{3,...,n—=2}ymy <r.

Como consecuencia del resultado anterior, somos capaces de dar la resolucion de Noe-
ther multigraduada de K'[P,] paratodor € {2,...,n — 1}.

Teorema 3.3.15. Sean q := [(m; —1)/(n — 1)] y 1 := m1 — q(n — 1) y sea también

Sy = ({ﬁw my, — Ad, )\d) € N2 para todo X € {0, ..., m, — 1}, entonces la resolucién
de Noether multigraduada de K[P,] viene dada por las siguientes expresiones:
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= Para my > 2 se tiene que
0= (@Zzai¢A1A ' SA) ® (@)‘eAl A (5)\ + an)) - K[PQ] — 0,

donde Ay :={pun—1)—1|1<pu<qg+d+e},ye=1sil=n—10e=0en
otro caso.

w Parar € {3,...,n — 2} yr < my, entonces
0— (@;\";‘(;i#kTA . 5)\) DA (ar+ay,) = K[P]—0
m Parar =n — 1 < my, entonces
0= (B3 mA 52) @A (an1+ (¢+ €)an + dani1) = K[Paa] =0,

donde e = 1sil=n—1, 0o e =0 en otro caso.

» Para m; = 1, entonces

mp—1
®>\:0,)\¢A2A TSA
5>
0— EBAEAzA : (S)\ + an + dan+1) — 69)\EA2A : (S/\ + an) - K[PQ] — 07
@

Daen, A - (81 + dany1)
donde Ny == {p(n — 1) — 1|1 < p < d}.
= Parar € {3,...,n— 2} yr > my, entonces

(Gagxn:’LOi;#nfrA ’ S)\)
0= A (ar + ay +dani1) — = — K[P,] = 0.
A (ar+an) ® A (ar + dani1)

= Parar =n — 1> my, entonces
0— (@T:TZ(;,}\;&IA . S)\) ®A- (an_l + dan+1) — K[,Pn_l} — 0.
Merece la pena mencionar que del Teorema 3.3.15 y la Nota 3.3.3, se puede obtener la
resolucién de K [P,] respecto a la graduacién estdndar. Adicionalmente, la descripcién de

(P,); paratodo r € {2,...,n — 1}, ¢ € {0,1}, permite usar la Nota 3.3.3 para dar una
férmula para la regularidad de Castelnuovo-Mumford de K[P,].

Teorema 3.3.16. La regularidad de Castelnuovo-Mumford de K[P,] es:
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madl 41, sire{2,n—1}yr <my,
reg(K[P.]) = 2d, sir=2ym; =1y
m"l sire{3,....n=2}or=n—1lym; <r

Concluimos la seccidn ilustrando con un ejemplo los resultados de la misma.

Ejemplo 3.3.17. Consideramos la curva monomial proyectiva definida paramétricamente
por las ecuaciones:
T = 5t67x2 = s5t2,x4 = 577I5 =t

Observamos que la curva que se corresponde con Co, donde C es la asociada a la sucesion
aritmética m; < --- < my conm; = 1, d = 2 yn = 4. Luego, por el Teorema 3.3.15,
tenemos que la resolucion de Noehter multigraduada de K [P, es

ABA-(1,6)® A (5,2)d
0— A-(10,18) D A-(11,24) —» A-(2,12) B A- (6,8) ® A- (10,4)® — K[Ps] — 0.
A-(3,18) @ A-(11,10) @ A - (4,24)

Por el Corolario 3.3.2, tenemos que la serie de Hilbert mutligraduada de K [P, es

L+ 4t + 81657 + 013" + 651° + 8345 + 315 + 3% — 1°6° + 1'83° — ('3
(1=t —8)

Hicp,) (t) =

Siguiendo la Nota 3.3.3, si consideramos la graduacion estdndar sobre R, obtenemos
la siguiente resolucion de Noehter de K[P):

A® A(-1)2 @ A(-2)?

0= A=) DAD) = 7 4 Cg2g A(—a)

K[PQ] — O,

y también la serie de Hilbert de K[Ps]:

142t + 32423 —
(1—1)

Hi [772]({)

También, reg(K[Ps]) =
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